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3.1. Arboles Trie
« Aplicacidn: representacion de diccionarios (0 en
general conjuntos) grandes de palabras.

 Ejemplo. Corrector ortografico interactivo.

W | ejerc1-1.doc - Hasecorp Word

archivo  Edicion Mer  Insertar Formakto  Hetramientas Tabla  Venktana

LeEda" &l&™ - '

Escribe

<Y Mormal + 12 pt, + Times M

Escriva

L'?'Ia'i'l'E

Escriba
Escribo

Escribi

i2rnikir bodas
1. m Agregar al diccionario |1 hinformal para log diktin
conozcas. La especificacion debe ser jenérica, es ¢
cualquier tipo. ;En que se diferrencia lah especiticac
S CIE Al | i
Pag. 1 Sec. 1 1/6 & 32cm  Lin. 1 ol 52 Espafiol (Es
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3.1. Arboles Trie

Diccionario espanol: ~ 3 millones de palabras.

Muchas palabras — Mucha memoria y
operaciones lentas.

* Pero la busqueda de una palabra no puede
tardar mas de 1 milisegundo...

... esparto esparvar esparvel esparver espasmar espasmo
espasmaodica espasmaodico espata espatarrada
espatarrarse espatica espatico espato espatula

espatulomancia espaviento espavorecida espavorecido
espavorida espavorido espay especeria especia
especial ...
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3.1. Arboles Trie
« |ldea: muchas palabr refljos comunes.
P. e].. espasmar, esf asmaodico,
espasmadica, ... - T—<0)
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3.1. Arboles Trie

Un Trie es, basicamente, un arbol de prefijos.
Sea A un alfabeto. Por ejemplo A={a, b, c, ..., Z}
Afladimos a A una marca de fin de palabra: $.

Definicion: un Trie es una estructura de arbol en la que:
1. Laraiz del arbol representa la cadena vacia.

2. Un nodo puede tener tantos hijos como caracteres del
alfabeto A mas uno. Cada hijo esta etiquetado con un
caracter o una marca de fin $.

3. La sucesion de etiquetas desde la raiz hasta un nodo hoja,
etiguetado con la marca de fin $, representa una palabra.

4. A todos los nodos, excepto a la raiz y a las hojas
etiquetadas con $, se les denomina prefijos del arbol.
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3.1. Arboles Trie
. Ejemplo, C= {ELLA, ELLO, EL, TU, Y, YO}

e T
ﬁ_)

=,

O

$

—)
U
v
$
-

T

« .CoOmo usarlo en el corrector interactivo?
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3.1. Arboles Trie

« Se pueden representar otros tipos de informacion, cambiando el
alfabeto A.

« Ejemplo: representacion de URL de paginas web.

.com es org ——Net

WWW dis ditec

$ [~contest $ $

() —)
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3.1.1. Representacion de tries
* Cuestion: ¢Como representar arboles trie?
tipo
ArbolTrie[A]= Puntero[NodoTrie[A]]

 Reformulamos la pregunta: ¢ CoOmo representar
los nodos del arbol trie?

NodoTrie
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3.1.1. Representacion de tries

 Un NodoTrie[A] es un Diccionario[tclave, tvalor],
donde tclave= Ay tvalor= Puntero[NodoTrie[A]]

 Operaciones . Crear (var n: NodoTrie[A])

Consulta (n:NodoTrie[A]; car:A):Puntero[NodoTrie[A]]

Inserta (var n: NodoTrie[A]; car: A)

PonMarca (var n: NodoTrie[A])

QuitaMarca (var n: NodoTrie[A])

HayMarca (n: NodoTrie[A]) : Bool

para cada car hijo del nodo n hacer
accion
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3.1.1. Representacion de tries
NodoTrie

- Representacion mediante arrays

A B C D : : Z $

/ ° I ° ° ° ° \

e | N

- Representacion mediante listas
car| $ A C N T
sig > > > > .
ptr| , / \ \ \
Y/ / ' \ N
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3.1.1. Representacion de tries

- Representacion mediante arrays

A B C D : : Z

/ ° I ° ° ° ° \

Y/ ' N

&

tipo
NodoTrie[A]= array [A] de Puntero[NodoTrie[A]]

* Ventaja: acceso muy rapido a los valores.
* Inconveniente: desperdicia muchisima memoria.
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3.1.1. Representacion de tries
* Ejemplo: C={ELLA, ELLO, EL, TU, Y, YO}

e e

E
ﬁ_) E—
L U O $
|
L $ $v $
e 2
A O
$‘ $!
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3.1.1. Representacion de tries

+ Ejemplo, C={ELLA, ELLO, EL, TU, Y, YO}
a: ArbolTrie[A...,.2,5]
.-

=

oy

—

A N $
.
|
A Z $
?
sy Z %
1
)
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3.1.1. Representacion de tries

Consulta (n: NodoTrie[A]; car: A): Puntero[NodoTrie[A]]
devolver n[car]

Inserta (var n: NodoTrie[A]; car: A)
n[car]:= NUEVO NodoTrie[A]

PonMarca (var n: NodoTrie[A])
n[$]:= PunteroA(n) // Un puntero no nulo cualquiera

QuitaMarca (var n: NodoTrie[A])
n[$]:= NULO

HayMarca (n: NodoTrie[A]) : Bool
devolver n[$] # NULO

« Se supone que al crear un nodo se Inicializa todo a NULO.

« ¢Como seria el iterador: para cada car hijo de n hacer...?
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- Representacion mediante listas con nodo cabecera.

3.1.1. Representacion de tries

car A D car | $
SIg — ° SIg —
ptr / \ ptr /
/ \ /
tipo NodoTrie[A]= registro
car: A
sig, ptr: Puntero[NodoTrie[A]]
finregistro

* Ventaja: uso razonable de memoria.
* Inconveniente: operaciones mas lentas.
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3.1.1. Representacion de tries
* Ejemplo, C={ELLA, ELLO, EL, TU, Y, YO}

e

E T

P

L U O $
|

L $ $v $

e =

A O

$! $‘
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3.1.1. Representacion de tries
 Ejemplo, C={ELLA, ELLO, EL, TU, Y, YO}

a E T Y
—» —p| 1 .

’/
L U $ @)
| o —P —1»|
[ ] / ° [ ]
$ L $ $
—-» ) ) °
[ ] / [ ] °
A @)
—»| —P| -
¢ / \
$ $
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3.1.1. Representacion de tries

Consulta (n: NodoTrie[A]; c: A): Puntero[NodoTrie[A]]
tmp:= n->sig
mientras tmp # NULO AND tmp->car < ¢ hacer
tmp:= tmp->sig
si tmp # NULO AND tmp->car == c entonces
devolver tmp->ptr
sino
devolver NULO

Inserta (var n: NodoTrie[A]; c: A)
1. Recorrer la lista buscando el caracter ¢
2. Si se encuentra, no se hace nada (ya esta insertado)
3. En otro caso, afadir un nuevo nodo en la posicion

adecuada, con el caracter ¢ y un puntero a un nuevo nodo
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3.1.1. Representacion de tries

Inserta (var n: NodoTrie[A]; c: A)
tmp:= PunteroA(n)
mientras tmp->sig # NULO AND tmp->sig—>car < c hacer
tmp:= tmp->sig
si tmp-2>sig == NULO OR tmp->sig->car # c entonces
tmp-2>sig:= NUEVO NodoTrie[A](c, tmp->sig,
NUEVO NodoTrie[A])

PonMarca (var n: NodoTrie[A])

n.car:="%
QuitaMarca (var n: NodoTrie[A])
n.car:=""

HayMarca (n: NodoTrie[A]) : Bool
devolver n.car ==y’

« . COmo seria el iterador para cada caracter...?
AE.D. I
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3.1.2. Operaciones con tries

 Utilizando la representacion de nodos trie (con listas o con
arrays) implementar las operaciones de insercion
eliminacion y consulta sobre el trie.

 Ejemplo. Insertar ELLE.

POS — )
o~ E =
[E L L E $
) )
L U @) $
) ) C_ ) Y
L o $ $
)Y ()
E — A O
. J)C Hyc
$ $ $
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3.1.2. Operaciones con tries

operacion Insertar (var a: ArbolTrie[A]; s: cadena)
var pos: Puntero[NodoTrie[A]]

=1
POS:= a
mientras s[i] # $ hacer
si Consultar (pos, s[i]) == NULO entonces
Inserta (pos, sJi])
pos:= Consultar (pos, sli])
l=i+1
finmientras
PonMarca (pos)

« Modificar el procedimiento para que haga una consulta.

« Siqueremos anadir informacion asociada a cada
palabra, ¢ donde deberia colocarse?

« ¢Como listar todas las palabras del trie (en orden)?
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3.1.2. Operaciones con tries

operacion ListarTodas (var n: ArbolTrie[A], palabra: cadena)

para cada car hijo del nodo n hacer

si car == $ entonces Escribir(palabra)

sino ListarTodas(Consultar(n, car), palabra+car)
finpara

« Llamada inicial: ListarTodas(raiz, “”)
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3.1.2. Operaciones con tries

¢, Como seria el uso del trie en el corrector interactivo?

Empezar una palabra
Colocar pos en la raiz del arbol

Pulsar unatecla c en una palabra
Si Consultar (pos, ¢) == NULO entonces la palabra es
Incorrecta; en otro caso, moverse en el arbol

Acabar una palabra
Si HayMarca (pos) == FALSE entonces la palabra es
Incorrecta; en otro caso, es correcta
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3.1.3. Evaluacion de los tries
Tiempo de ejecuciodn

El principal factor en el tiempo de ejecuciodn es la
longitud de las palabras: m.

Nodos con arrays: O(m)

Nodos con listas: O(m*s), donde s es la longitud
promedio de las listas. En la practica, ~ O(m).

¢, Como es el tiempo en comparacion con las tablas
de dispersion?

En el caso del corrector interactivo, la eficiencia es
aun mas interesante.
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3.1.3. Evaluacion de los tries
Uso de memoria

Longitud promedio de las palabras: m. Longitud total: |
NUmero de palabras: n. Numero total de prefijos: p
k, bytes/puntero, k, bytes/caracter

d caracteres en el alfabeto (incluido $)
n<<p<<|

Nodos con arrays: (p + 1)-d-k, bytes

— p + 1 nodos en el arbol

— d*k, bytes por nodo

Nodos con listas: (2p + 1)-(2k, + k,) bytes
— 2p + 1 nodos en el arbol

— 2k, + k, bytes por nodo

AED-I
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3.1.3. Evaluacion de los tries
Uso de memoria

Con listas simples: 2k,*n + k,*| bytes

La eficiencia de memoria depende de la relacion |/p

— Si |l/p es grande: las palabras comparten muchos prefijos.

— Si |/p es pequena: hay pocos prefijos compartidos y se
gasta mucha memoria.

En la practica, mejora~l/p > 6

Conclusiones

La estructura es adecuada en aplicaciones donde
aparezcan muchos prefijos comunes.

El tiempo de ejecucion solo depende (casi) de la
longitud de las palabras, jindependientemente de

cuantas haya!
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3.2. Relaciones de equivalencia

* Definicion: Una relacion de equivalencia en un
conjunto C es una relacion R gue satisface:

— Reflexiva: aR a, V a € C.
— Simétrica: aRb < bR a.
— Transitiva: Si(aR b)y (b Rc) entoncesaR c

 Ejemplos: relacion de ciudades en el mismo pais,
alumnos del mismo curso, sentencias del mismo blogue.

C o e @
(s (e
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3.2. Relaciones de equivalencia

* Definicidon: La clase de equivalencia de un
elemento a € C, es el subconjunto de C que contiene
todos los elementos relacionados con a.

« Las clases de equivalencia forman una particion de
C (subconjuntos disjuntos y completos).

L (2
O 0O

C
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3.2. Relaciones de equivalencia

« Definimos un TAD para las relaciones de
equivalencia, sobre un conjunto C.

 Operaciones:
— Crear (C: Conjunto][T]) : RelEquiv][T]
Crea una relacion vacia, en la que cada elemento es
una clase de equivalencia en si mismo.
— Unidn (var R: RelEquiv[T]; a, b: T)
Combina dos clases de equivalencia (las de ay b) en
una nueva. Es una union de conjuntos disjuntos.
— Encuentra (R: RelEquiv[T];a: T): T
Devuelve la clase a la que pertenece a.
* Qjo: el “nombre” de la clase es tambien de tipo T. Puede
ser un elemento cualquiera de esa clase.
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3.2. Relaciones de equivalencia

 Ejemplo de aplicacidon: procesamiento de imagenes.
* Relacion: dos pixeles estan relacionados si son

adyacentes y tienen el mismo co

or.

Clase 1

Clase 4

AED-I
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Clase 2

Clase 3
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3.2. Relaciones de equivalencia

Imagen de 1.600 x 1.200 = 1.920.000 pixeles

El conjunto contiene casi dos millones de elementos.
Las operaciones Union y Encuentra son muy frecuentes.

Observaciones:

— Solo es necesario conocer en gué clase de equivalencia
esta cada elemento.

— El nombre de la clase es arbitrario, lo que importa es que
Encuentra(x) = Encuentra(y) siy solo si x ey estan en la
misma clase de equivalencia.

¢, Como implementar el tipo Relacion de Equivalencia de
forma eficiente?
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3.2.1. Representaciones sencillas
(1 ((2)

 Representacion mediante un array. Para cada
elemento I indicar la clase a la que pertenece.

C

R : array

[1..6]

3

4

S

6

3

1

1

2

AED-I
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3.2.1. Representaciones sencillas

Representaciones mediante un array

 Encuentra (R: RelEquiv[T];a: T): T
devolver R[a]

 Union (var R: RelEquiv[T]; a, b: T)
Recorrer todo el array, cambiando donde ponga b por a...

* Resultado:
— La busqueda de la clase de equivalencia es muy rapida.
— La unidn de clases de equivalencia es muy lenta.
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3.2.1. Representaciones sencillas

Representaciones mediante listas de clases
« Para cada clase una lista de sus miembros.

Ti?

bl
?
:

 Union (var R: RelEquiv[T]; a, b: T)
Concatenar dos listas. Se puede conseguir en un O(1), con
una representacion adecuada de las listas.
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3.2.1. Representaciones sencillas
Representaciones mediante listas de clases

 Encuentra (R: RelEquiv[T];a: T): T
Recorrer todas las listas hasta encontrar a. El tiempo es
O(N), siendo N el numero de elementos.

* Resultado:
— La union de clases de equivalencia es muy rapida.
— La busqueda de la clase de equivalencia es muy lenta.

« Solucion: usar una estructura de arboles.

— Un arbol para cada clase de equivalencia.
— El nombre de la clase viene dado por la raiz del arbol.
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3.2.2. Representacion mediante arboles

(X R % ’

4(5) \(6) @) (6)
Usamos una representacion de arboles mediante
punteros al padre.

tipo
RelEquiv[N] = array [1..N] de entero

R[x] == 0, si x es una raiz del arbol.
En otro caso, R[x] contiene el padre de x.
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3.2.2. Representacion mediante arboles

R Rrel-|1|2]3]4|5]|6
Equivil0] | 6 | 6 | 1 6

R

I\)\le

Unir dos clases (raices). apuntar una a la otra.

Buscar la clase de un elemento: subir por el arbol hasta
llegar a la raiz.
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3.2.2. Representacion mediante arboles
operacion Crear (N: entero) : RelEquiv[N]
paracadai:=1, ..., N hacer
R[i]:=0
devolver R

operacion Union (var R: RelEquiv[N]; a, b: entero)
R[a]:=Db

operacion Encuentra (R: RelEquiv[N]; a: entero) : entero
si R[a]==0 entonces
devolver a
sino devolver Encuentra (R, R[a])

* El procedimiento Unidn supone que ay b son raices de
los arboles. ¢ Como seria la operacion si no lo son?
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3.2.2. Representacion mediante arboles

« Ejemplo. Iniciar una relacion R[6] vacia y aplicar: Union(3,
4), Unidn (6, 5), Unidn (4, 5), Unidn (5, 2), Unidn (1, 2).

R:Rel- [ A2 ST aTo
Equivi10] | 0 | 1 | 4 | 5 | 2

D@ O B @

AED. I
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R:= Crear(6)

Union(R, 3, 4)
Union(R, 6, 5)
Union(R, 4, 5)
Union(R, 5, 2)
Union(R, 2, 1)
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3.2.2. Representacion mediante arboles
Eficiencia de las operaciones

La operacion Union tiene un O(1).

En el caso promedio la operacion Encuentra es
de orden menor que O(log N).

Sin embargo, en el peor caso los arboles son
cadenas y el coste es O(N).

Debemos garantizar que los arboles sean lo mas
anchos posible.

Idea: al unir ay b se puede poner a como hijo de b, o
al revés. Solucion: colocar el menos alto como hijo
del mas alto.
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3.2.3. Balanceo del arbol y compresion
« Modificacion: si un nodo x es raiz, R[X] indica (con
numeros negativos) la profundidad de su arbol.

« Al unir dos raices, apuntar la de menor profundidad a
la de mayor (balanceo del arbol).

operacion Union (var R: RelEquiv[N]; a, b: entero)

si R[a] < R[b] entonces R[b]:=a
sSino

si R[a]==R][b] entonces

R[b]:=R[b] -1

finsi

R[a]:=Db
finsi
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3.2.3. Balanceo del arbol y compresion

« Ejemplo. Iniciar una relacion R[6] vacia y aplicar: Union(3,
4), Unidn (6, 5), Unidn (4, 5), Unidn (5, 2), Unidn (1, 5).

R : Rel-
Equiv[10]

1

2

3

A4

S

5

5

-2

R:= Crear(6)

Union(R, 3, 4)
Union(R, 6, 5)
Union(R, 4, 5)
Union(R, 5, 2)
Union(R, 1, 5)

O ® O _HH6 ®
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3.2.3. Balanceo del arbol y compresion

 Segunda idea: si aplicamos Encuentra(R, a) y
encontramos que la clase de a es X, podemos hacer
R[a]:= x (compresidon de caminos).

operacion Encuentra (R: RelEquiv[N]; a: entero) : entero
si R[a] = 0 entonces
devolver a
sino
R[a]:= Encuentra (R, R[a])
devolver R[a]
finsi
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3.2.3. Balanceo del arbol y compresion

 Ejemplo. Aplicar Encuentra(R,3), Encuentra(R,6).

R:Rel- [ 1 2 3 4 0 6 Encuen(R, 3)

Equiv[10] 2 -3 2 2 2 2 devolver 2
Encuen(R, 6)
devolver 2

* Ojo. No se recalcula la altura en la raiz.
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3.2.3. Balanceo del arbol y compresion
Tiempo de ejecucion

El tiempo de la operacion Union es O(1).

El tiempo de Encuentra esta entre O(1) y O(log N).

Conclusiones

La estructura de datos usada es un array
(exactamente igual que la solucion sencilla).

Pero ahora el array es manejado como un arbol
(arbol de punteros al padre).

Para conseguir eficiencia es necesario garantizar
qgue el arbol esta equilibrado.

AED-I 45
Tema 3. Representacion de conjuntos mediante arboles



3.3. Arboles de busqueda balanceados

 Problema general de representacion de
conjuntos y diccionarios:

— Tablas de dispersidon: acceso rapido a un elemento
concreto, pero recorrido secuencial u ordenado
lento.

— Listas: recorrido secuencial eficiente, pero acceso
directo muy lento.

— Arrays: problemas con el uso de memoria.

 Solucidn: utilizar arboles. En concreto, arboles de
busqueda.
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

 Arboles binarios de blsqueda (ABB).

— Cada nodo tiene cero, uno o dos hijos, denominados
hijo izquierdo e hijo derecho.

— Los hijos de un nodo x con valores menores que X se
encuentran en el subarbol izquierdo y los mayores en el

derecho.
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

« Son utiles para realizar busqueda e insercion en
O(log n) y recorrido ordenado en O(n).

* Inconveniente: en el peor caso los arboles son
cadenas y la busqueda necesita O(n).
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

« Conclusion: es necesario garantizar gue el arbol
esta balanceado o equilibrado.

e Condicidon de balanceo: basada en numero de
nodos o en altura de subarboles.
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3.3. Arboles de buasqueda balanceados
Arbol de blisqueda perfectamente
balanceado

* Definicion: un ABB perfectamente balanceado
es un ABB en el que, para todo nodo, la cantidad
de nodos de su subarbol izquierdo difiere como
maximo en 1 de la cantidad de nodos del subarbol

derecho. @
(6) (29
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

« Resultado:
— La busqueda es O(log n) en el peor caso.

— Pero mantener la condicion de balanceo es muy
costoso. La insercion puede ser O(n).
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

* Moraleja: definir una condicion de balanceo, pero
menos exigente.

» Definicion de arbol balanceado o AVL
(Adelson-Velskii y Landis): un AVL es un ABB
em el que, para todo nodo, la altura de sus
subarboles difiere como maximo en 1.
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3.3. Arboles de buasqueda balanceados
Operaciones sobre un AVL

 Labusqueda en un AVL es exactamente igual que
sobre un ABB.

 Lainsercion y eliminacion son también como en
un ABB, pero después de insertar o eliminar hay
gue comprobar la condicion de balanceo.

— Almacenar la altura (o diferencia de alturas) de cada
subarbol.

— Insercion o eliminacion normal (procedimiento recursivo).

— Al volver de la recursividad, en los nodos por los que
pasa, comprobar la condicion de balanceo.

— Si no se cumple, rebalancear el arbol.
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3.3. Arboles de busqueda balanceados
* Definicion del tipo de datos:

tipo
ArbolAVL[T] = Puntero[NodoAVL[T]]
NodoAVL[T] = reqgistro .
| - T altura 1zQ clave der
clave. (0 difAlt)
altura: entero N y
/lo difAlt: entero / A\
izq, der: ArbolAVL[T] / \
finregistro

operacion Altura (A: ArbolAVL[T]) : entero
si A== NULO entonces devolver -1
sino devolver A—>altura //o difAlt

AED-I
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Uso de memoria: un puntero mas que con una lista... y
un entero mas, por nodo, que un ABB normal...
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3.3.1. Peor caso de AVL

¢, Cuanto sera el tiempo de ejecucion de la
busqueda en un AVL en el peor caso, para n
nodos?

El tiempo sera proporcional a la altura del arbol.

Cuestion: ¢cual es la maxima altura del arbol
para n nodos?

Le damos la vuelta a la pregunta: ¢ cual es el
minimo numero de nodos para una altura h?

AED-I
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3.3.1. Peor caso de AVL
* N(h): Menor numero de nodos para altura h.

O s
N(0)= 1 [/ * NA)=2

-1 -1

AED-I
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3.3.1. Peor caso de AVL
» Caso general.

h-1<

.

+ N(h) = N(h-1) + N(h-2) + 1

e Sucesion parecida a la de Fibonacci.

« Solucion: N(h)=C-1,62" + ...

AED-I
Tema 3. Representacion de conjuntos mediante arboles

S7



3.3.1. Peor caso de AVL

 Minimo numero de nodos para altura h:
N(h) =C-1,62" + ...

 Maxima altura para n nodos:
h(N)=D -log, g N+ ...

» Conclusion:
— En el peor caso, la altura del arbol es O(log n).
— Por lo tanto, la busqueda es O(log n).
— Insercidon y eliminacidon seran de O(log n) si el
rebalanceo se puede hacer en O(1).
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3.3.2. Rotaciones en un AVL
 Los rebalanceos en un AVL hacen uso de
operaciones conocidas como rotaciones en ABB.

* Rotacion: cambiando algunos punteros, obtener
otro arbol que siga siendo un ABB.

« RSD(A). Rotacion simple ala derecha de un ABB
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3.3.2. Rotaciones en un AVL

* RSI(A). Rotacion simple a laizquierda de un ABB

® ;> ®

* Programar las operaciones de rotacion simple.
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3.3.2. Rotaciones en un AVL

operacion RSI (var A: ArbolAVL[T])
B:=A-izq
A->1zq:= B->der
B->der=A
A->altura:= 1+max(Altura(A->1zq), Altura(A->der))

B—>altura:= 1+max(Altura(B—~>izq), A~>altura)
A=B

« ¢Cual es el tiempo de ejecucion de una rotacion
simple?
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3.3.2. Rotaciones en un AVL

« RDD(A). Rotacion doble a la derecha de un ABB
Es equivalente a: RSI(A->der) + RSD(A)
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3.3.2. Rotaciones en un AVL
 RDI(A). Rotacion doble alaizquierda de un ABB

Es equivalente a: RSD(A->i1zq) + RSI(A)

A A
AL AAAA

 Todas las rotaciones mantienen la estructura de
ABB y son O(1).
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL
Insercién normal como en un ABB.

En cada nodo A (a la vuelta de la recursividad), si
la altura del arbol no se modifica, acabar.

Si la altura se incrementa en 1 entonces:
— Si |Altura(A-2>izq) — Altura(A->der)|>1 entonces

rebalancear.
NP O

=)® &
D OE
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL
« ¢Que rotacion aplicar en cada caso de
desbalanceo?

« Se pueden predefinir 4 situaciones diferentes,
cada una asociada con un tipo de rotacion.
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL
« ¢ Que rotacion aplicar en cada caso de
desbalanceo?

« Se pueden predefinir 4 situaciones diferentes,
cada una asociada con un tipo de rotacion.
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL
Caso 1. 1l (C) Solucion. RSI (C)

>“|_:> |

h-1 <

 El arbol resultante esta balanceado.
* Adicionalmente, la altura del arbol no cambia.
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL

Caso 2. ID (C) Solucién. RDI (C)

 La altura final del arbol tampoco cambia.
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL

operacion Inserta (var A : ArbolAVL[T]; x : T)
si A== NULO entonces
A:= NUEVO NOdOAVL[T] Inserta (A9|Zq’ X)

A= clave:=x si Altura(A~>izq) —
A2der:=A2izq:= NULO Altura(A->der)>1 entonces
A->altura:=0 . .
sino // Subarbol izquierdo SI X < A=izq>clave entonces
si x < A>clave entonces RSI(A) /I Casoli(A)
| — SIno
sino // Subérbol derecho RDI (A) // Caso ID(A)
si X > A->clave entonces finsi
o Sino
finsi A->altura:= 1+max(
Altura(A->izq), Altura(A->der))
finsi
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3.3.3. Operacion de insercion en un AVL

« El procedimiento sigue recursivamente hasta
la raiz.

« Pero cuando se haga el primer balanceo no
sera necesario hacer otros balanceos. ¢ Por
qué?

 Ejemplo: Dado un arbol nuevo insertar 4, 5,
7,2,1, 3, 6.

« ¢ Cual es el orden de complejidad del
algoritmo de Inserta?
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL

« La eliminacion de un nodo es algo mas compleja.
Hay mas casos y puede ser necesario balancear a
varios niveles.

« Algoritmo de eliminacion: eliminaciéon normal en
ABB + comprobacion de la condicion.

« Eliminaciéon normal en un ABB. Buscar el
elemento a eliminar en el arbol.
— Si es un nodo hoja se elimina directamente.

— Si el nodo eliminado tiene un solo hijo, conectar el padre
del nodo eliminado con ese hijo.

— Si el nodo eliminado tiene dos subarboles, escoger el
nodo mas a la derecha del subarbol izquierdo (o el mas a
la izquierda del subarbol derecho).
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL

« Eliminar 4.
e @ ;b m

G@@ (15) (o
-Ellmlnarlo
S RS ¥
O ® @ ) &

AED-I 72
Tema 3. Representacion de conjuntos mediante arboles



3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL

Después de eliminar un nodo, volver a los nodos
antecesores (recursivamente).

Comprobar si cumple la condicion de balanceo.
En caso negativo rebalancear.

Se pueden predefinir 3 casos de eliminacion en
subarbol izquierdo, y los simétricos en subarbol
derecho.

Ojo: Los casos de
desbalanceo en
subarbol izquierdo de
A dependen de las

alturas h1y h2 en el > A
subarbol derecho. N
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL
Caso 1. h1=h2 Solucion. RSD (A)

h

>

:D“'Q

 El arbol resultante esta balanceado.
 La altura del arbol no cambia.
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL
Caso 2. hl<h2 Solucion. RSD (A)

* En este caso, la altura del arbol disminuye en 1.
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL
Caso 3. h1>h2 Solucion. RDD (A)

« Comprobar (mediante el calculo de las alturas) que el
arbol resultante esta balanceado.

« La altura final del arbol disminuye en 1.
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3.3.4. Operacion de eliminacion en un AVL

Ejercicio: implementar la operacion de
eliminacion en un AVL.

¢,Cual es el orden de complejidad?
Ejemplo: Dado el siguiente AVL, eliminar las

claves: 4, 15, 32, 45.
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3.3. Arboles de busqueda balanceados

Conclusiones:

« Laidea de los arboles binarios de busqueda
esta muy bien.

« Pero para que funcionen en todos los casos es
necesario introducir condiciones de balanceo.

« ABB sin balanceo: mal eficiencia en peor caso.
« Balanceo perfecto: costoso mantenerlo.

* AVL: todos los casos estan en O(log n) y el
balanceo es poco costoso.
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3.4. Arboles B

Los arboles B son muy usados en Bases de Datos.

Necesidades propias de las aplicaciones de BD:
— Muchos datos, basicamente conjuntos y diccionarios.
— El acceso secuencial y directo debe ser rapido.

— Datos almacenados en memoria secundaria (disco) en
bloques.

Existen muchas variantes: arboles B, B+ y B*.

ldea: generalizar el concepto de arbol binario de
busqueda a arboles de busqueda n-arios.
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3.4. Arboles B

Arbol Binario °

de Busqueda

Arbol de Busqueda N-ario
 En cada nodo hay n claves y n+1 punteros a nodos hijos.

alb|c

<a > C
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3.4. Arboles B
* Definicion: un arbol B de orden p es un arbol n-
ario de busqueda, que cumple las siguientes
propiedades:

— Raiz del arbol: o bien no tiene hijos o tiene como minimo
tiene 2 y como maximo p.

— Nodos internos: tienen entre [ p/21y p hijos.

— Nodos hoja: todas los nodos hojas deben aparecer al
mismo nivel en el arbol (condicion de balanceo).

* |dea intuitiva: cada nodo tiene p posiciones (p
punteros y p-1 claves) que deben “llenarse” como
minimo hasta la mitad de su capacidad.
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3.4. Arboles B

Arbol B de
orden p=5

39

20 | 30 45 1 62

/

4 113115]16]122|25|29]|33|34] |41]42 47152 |63|73

 Busqueda: igual que en los arboles binarios,
eligiendo la rama por la que sequir.

* La altura del arbol es ~ log,, n, en el peor caso.
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3.4. Arboles B

Insercion de entradas en un arbol B: buscar el
nodo hoja donde se deberia colocar la entrada.

— Si quedan sitios libres en esa hoja, insertarlo (en el
orden adecuado).

— Si no quedan sitios (la hoja tiene p-1 valores) partir la
hoja en 2 hojas (con [ (p-1)/2 ]y L (p-1)/2] nodos cada
una) y anadir la mediana al nodo padre.

 Si en el padre no caben mas elementos, repetir
recursivamente la particion de las hojas.

27

& E 33
‘20‘33‘42‘68'
‘20‘27‘ ‘ |‘42‘68‘ ‘ |
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3.4. Arboles B

 Ejemplo: en un arbol B de orden p=4, insertar las
claves: 37, 14, 60, 9, 22, 51, 10, 5, 55, 70, 1, 25.

« ¢Cual es el resultado en un arbol B de orden p=5?
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3.4. Arboles B

« Eliminacion de entradas en un arbol B: buscar
la clave en el arbol.

— Nodo interno (no hoja): sustituirla por la siguiente
(o la anterior) en el orden. Es decir, por la mayor de
la rama izquierda, o la menor de la rama derecha.

— Nodo hoja: eliminar la entrada de la hoja.

+ Casos de eliminacion en nodo hoja. d =| (p-1)/2]
— Nodo con mas de d entradas: suprimir la entrada.

— Nodo con d entradas (el minimo posible):
reequilibrar el arbol.
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3.4. Arboles B

« Eliminacion en nodo con d entradas:

— Nodo hermano con mas de d entradas: Se
produce un proceso de préstamo de entradas:
Se suprime la entrada, la entrada del padre pasa a
la hoja de supresion y la vecina cede una entrada
al nodo padre.
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3.4. Arboles B

« Eliminacion en nodo con d entradas:

— Nodo hermano con mas de d entradas: Se
produce un proceso de préstamo de entradas:
Se suprime la entrada, la entrada del padre pasa a
la hoja de supresion y la vecina cede una entrada
al nodo padre.

Arbol B, p=5
d=2

‘20‘30‘3 ‘ |

 Ejemplo. Eliminar 67, 45.
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3.4. Arboles B

« Eliminacion en nodo con d entradas:

— Nodo hermano con mas de d entradas: Se
produce un proceso de préstamo de entradas:
Se suprime la entrada, la entrada del padre pasa a
la hoja de supresion y la vecina cede una entrada
al nodo padre.

Arbol B, p=5
d=2

‘20‘30‘ ‘ | ‘39‘62‘ ‘ |

 Ejemplo. Eliminar 67, 45.
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3.4. Arboles B

— Ningun hermano con mas de d entradas: Con la
hoja donde se hace la supresion (d-1 entradas) mas
una hoja hermana (d entradas) mas la entrada del
padre, se hace una nueva hoja con 2d entradas.
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3.4. Arboles B

— Ningun hermano con mas de d entradas: Con la
hoja donde se hace la supresion (d-1 entradas) mas
una hoja hermana (d entradas) mas la entrada del
padre, se hace una nueva hoja con 2d entradas.

Arbol B, p=5
d= 2 35| 70

/
‘20‘30‘ ‘ | 62 73182

N =4

 Ejemplo. Eliminar 39.
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3.4. Arboles B

— Ningun hermano con mas de d entradas: Con la
hoja donde se hace la supresion (d-1 entradas) mas
una hoja hermana (d entradas) mas la entrada del
padre, se hace una nueva hoja con 2d entradas.

Arbol B, p=5
d=2 35

‘20‘30‘ ‘ | 6270|7382

 Ejemplo. Eliminar 39.

* Ojo: se suprime una entrada en el padre. Se repite
el proceso de eliminacion en el nivel superior.
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3.4. Arboles B
Conclusiones

El orden de complejidad es proporcional a la altura
del arbol, ~ log,,, n en el peor caso.

Normalmente, el orden p del arbol se ajusta para
hacer que cada nodo este en un bloque de disco,
minimizando el numero de operaciones de E/S.

Representacion en memoria: mejor usar AVL.
Representacion en disco: mejor usar arboles B.
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3. Repr. de conjuntos mediante arboles
Conclusiones generales

* Representaciones arboreas frente a
representaciones lineales (listas y arrays).

* Necesidad de incluir condiciones de balanceo para
garantizar eficiencia en todos los casos.

 Distincion entre TAD y estructura de datos:
— TAD arbol, binario, n-ario, etc.

— Usamos estructuras de arboles para representar el TAD
conjunto y diccionario.

— Para el usuario lo importante es la interface (las
operaciones accesibles) independientemente de la
representacion interna.
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