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Objetivos

Al finalizar este tema tendrds que:

@ Saber si una aplicacién es lineal y calcular su matriz asociada.

@ Saber calcular la imagen y antiimagen de un vector y de un subespacio.
@ Saber calcular el nicleo y saber el tipo de aplicacién.

@ Saber cudndo una aplicacién es invertible y calcular su inversa.

@ Saber calcular una matriz de cambio de base.

Saber hacer cambio de base en una aplicacién lineal.
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Aplicaciones Lineales

Definicién
Dados dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicacién lineal

f: K" — K™ es una regla, que dado un vector v € V nos asigna un vector
f(v) € W (denominado imagen de v por ) cumpliendo las siguientes condiciones:

o f(u+v)="f(u)+ f(v) para todo u,v € K".
o f(k-v)=k-f(v) paratodo k € Ky todo v € K".

Ambas condiciones son equivalentes a la siguiente condicién:

fla-u+p-v)=a-f(u)+8-f(v), Va,8 € K, Yu,v € K".
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Ejemplo |
La aplicacién f : (Z3)* — (Z3)? definida por

f(x,y,2,t) = (x =2y + 2 +2t,2x + z — t).

es una aplicacién lineal.

En efecto,
f((x,y1, 21, 11) + (X2, ¥2, 22, 12)) = F(x1 + X2, 01 + )2, 21 + 22, 11 + ) =
=((a+x)—20n+y)+(z+z)+2(t1+t),20a+x)+(z1+2)— (1 +t)) =
= (X1 21+ 21+ 26,2 +21 — tl) + (X2 -2y + 20 + 2t,2x0 + 20 — tz) =
- f(Xl,}/hZh tl) + f(X27.y2)z2) t2)
De manera similar se comprueba que

f(k'(vavza t)) =k- f(X,)/7zv t)
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Ejemplo Il J

La aplicacién f : R — R? definida por f(x,y,z) = (2x + y?,x — z) no es lineal

En efecto,
F((xasy1520) + (%2, y2, 2)) = F(xa + X2, 1 + 2,21 + 22) =

=20 +x)+ 1+ ) (x+x) — (2 + 2))

F((x,y1,21)) + (2, y2,2)) = (2 + i, — z1) + (2 + Y3, 0 — 2) =

= (200 +x) + (0 +%5), (i + %) — (21 + 22))

Ambas expresiones son obviamente distintas.
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Operaciones con aplicaciones lineales

Suma y producto por un escalar

Dadas las aplicaciones lineales f, g : K" — K™ y un escalar cualquiera a € K.
Las aplicaciones a.- f, f + g : K" — K™ definidas por:

(a-f)(v)=a-f(v) YveK"

(f +g)(v) = f(v) +g(v) VveK"

son aplicaciones lineales.

Si denotamos por Hom(K", K™) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de
K™ a K™, entonces dicho conjunto es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, con
la suma y producto por un escalar anteriormente definidas.
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Composicién
Dadas las aplicaciones lineales f : K" — K™y g : K™ — K*®. La aplicacién
compuesta g o f : K" — K definida por:

(gof)(v) = g(f(v)) VveK"

es una aplicacién lineal.

Ejemplo

Hallar la composicién de las aplicaciones lineales: f : R3 — R?y g : R3 — R3
definidas por:
f(X,_y,Z) = (X—y,y—FZ)

g(X,y,Z):(X+Z,X—y+Z,y—Z)
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La aplicacién compuesta seria:
fog:R® £ R - R?
Por tanto
(Fog)(x,y,z)=f(g(x,y,2))=f(x+z,x—y+z,y—2z)=

=((x+2)-(x—y+2),(x-y+2)+(y-2) = (v:x)

Nota: Obviamente la composicién g o f es imposible.

AMD - Grado en Ingenierfa Informatica (UM) Aplicaciones Lineales 8 /47



Observacién

Una aplicacién lineal f : K" — K™ esta perfectamente determinada cuando se
conocen las imagenes de una base del espacio inicial K".

Si A ={vi,vs,...v,} una base de K", entonces un vector v € K" puede
escribirse como:

v=ai1vy +tasva+ ...+ a,v, con «; € K,Vi

y por tanto
f(v) = aif(v1) + aof (v2) + ... + anf(vp).

En resumen: conociendo los vectores {f(v1), f(v2),...,f(v,)} podemos, segin lo
anterior, calcular la imagen de cualquier vector de K".
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Ejemplo

Determinar la aplicacién lineal f : R3 — R*, sabiendo que:

£(1,0,0) = (—=1,2,0,3), £(0,1,0)=(1,0,0,2), £(0,0,1)=(1,1,1,1).

Nos dan las imégenes de la base canénica de R3. Dado un vector cualquier
(x,y,z) € R3, es obvio que (x,y,z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0, 1), por tanto

f(x,y,z) = f(x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)) =

= xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1) =
=x(-1,2,0,3) + y(1,0,0,2) + z(1,1,1,1) =
=(—x+y+2z2x+2z23x+2y+2).
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Observacién

Si consideramos las imagenes de la base candnica como columnas de una matriz,
es decir si consideramos la matriz:

W onN
N O O
= = =

Notamos que la expresién anterior f(x,y, z) coincide con el producto:

X

11
2 0
0 0 Y
V4

_

3 21

Dicha matriz, denominada matriz asociada a f, hace las veces de la aplicacién f.
v
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Matriz asociada de una aplicacién lineal

Definicién
Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal. Llamaremos matriz asociada de f a la

matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vectores f(¢;) (siendo

C,={e1,e,..., ey} la base candnica de K") respecto de la base canénica C,, de
K™m.

Dicha matriz se denotard como Mg, ¢, (f).

Ejemplo

Determinar la matriz asociada de la aplicacién lineal f : R — R3 definida por

f(x,y,z) = (x+y,y + z,z — x) y calcular matricialmente la imagen del vector
(3,7,—4) por f.
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Tenemos que f(1,0,0) = (1,0,-1), f(0,1,0) = (1,1,0) y (0,0,1) = (0,1, 1),
por tanto la matriz asociada de f es

110
Me,e(F)=| 0 1 1
-1 0 1

La imagen por f del vector (3,7, —4) matricialmente seria:

110 3 347 10
01 1 7 |=( 7-4 |=| 3
-1 0 1 —4 —3-4 -7

Asi pues f(3,7,—4) = (10,3, -7).
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Observacidn

Dadas las aplicaciones lineales f, g : K" — K™y h: K™ — K* y un escalar
cualquiera a € K, se tiene

Mc,.c.(a-f)=a-Mc,c,(f)

Me,.c,(f + &) = Mc, ¢, (f) + Mc, c,(g)
Mc,c.(hog) = Mc,c.(h) Mc,c,(g)

Ejemplo

Dadas las aplicaciones lineales f : R3 — R3, g : R?> — R3, h: R3 — R?
definidas por,

f(X7y,Z):(2X+)’+27X—Z,2}’—X)a g(va):(2X+y>y7X_y)>

h(X7Y'Z):(_X+yax+y)

Hallar la matriz asociada de la aplicacién 4f — 3(g o h).
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Sabemos que

Mc,.c,(4f —3(g o h)) = 4Mc, ¢, (f) — 3[Mc,,c;(8) - Mc, ., (h)] =

2
=4 10 -1]-3 01<_118>:
-1 2 0 1 -1
11 -5 4
= 1 -3 -4
2 8 0
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Matrices y aplicaciones lineales

Dada una aplicacién lineal hemos definido una matriz sobre dicha aplicacién: la
matriz asociada. El proceso reciproco tambien es posible. De hecho:

Definicidon

Dada la matriz de tamafio m x n sobre el cuerpo K,

alil alpp ... din

ani a» ... az2n
M =

dml dm2 .- - dmn

Si definimos la aplicacién f : K" — K™ dada por f(X) = M - X (producto por
M), entonces la matriz asociada de esta aplicacién lineal es precisamente M.

Es decir, las columnas de dicha matriz son las imgenes por la aplicacién f de los
vectores de la base candnica de K.
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Ejemplo

Hallar la aplicacién lineal f dada por la matriz

con coeficientes en el cuerpo Zq;

O = =N
O O ON
ON = =

Como la matriz tiene 3 columnas, el espacio de partida de f, tiene la base
canénica formada por 3 vectores, luego dicho espacio es (Z;1)3. Como cada
columna tiene 4 componentes, el espacio de llegada es (211)4; es decir,
f:(Z11)® — (Z11)* y es tal que

f(1,0,0) =(2,1,1,0),f(0,1,0) = (2,0,0,0),7(0,0,1) = (1,1,2,0).

Por tanto
f(x,y,z) = x.f(1,0,0) + y.f(0,1,0) + z.f(0,0,1) =

=(2x+2y+z,x+z,x+22,0).
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Imagen y Antiimagen de un vector

Definicién
Dada f : K" — K™ una aplicacién lineal y un vector v € K". Al vector f(v) se
le conoce como imagen de v por f.

Definicién
Dada f : K" — K™ una aplicacién lineal y un vector w € K™, llamaremos
antiimagen de w por f al conjunto

f(w)={ueK"| flu)=w}

Es decir, la antiimagen de w por f son todos aquellos vectores del espacio K"
cuya imagen por f es precisamente el vector w.
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Ejemplo

Dada la aplicacién lineal f : R3 — R2 definida por f(x,y,z) = (x +y,y + 2),
determinar la imagen del vector (1,2,3) € R3 y la antiimagen del vector
(1,-1) e R2

En primer lugar calculamos la matriz asociada de f, a saber

1 1 0
MC3,Cz(f):(O 1 1>

Entonces f(1,2,3) se expresa matricialmente como

(110)%
011 3

Asi pues f(1,2,3) = (3,5).
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Para hallar la antiimagen del vector (1, —1) € R2, debemos resolver la ecuacién
f(x,y,z) = (1,—1) para cualquier vector (x,y,z) € R3.

La ecuacién f(x,y,z) = (1,—1) se expresa matricialmente como:

110 N\ /1
01 1 Y=\ -
z
Lo que a su vez equivale a resolver el sistema de ecuaciones lineales:
x+ty = 1
y+z = -1

Dando como resultado el conjunto de vectores de la forma (2 + a, —1 — «, @) para
todo o € K.

Asipues f1(1,-1) = {2+ a,—-1 - a,a) | Va € K}.
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Imagen y Antiimagen de un Subespacio

Definicién
Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal y U un subespacio de K. Se define la
imagen de U por f al conjunto

f(U)={f(uv) | ue U}.

Dicho conjunto es un subespacio vectorial de K.

Si el subespacio U es todo el espacio K", entonces f(K") se denomina Imagen de
f y se denota Im(f).
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Debido a la siguiente proposicién:

Proposicién
Si K" =< wvq,...,V, >, entonces Im(f) =< f(v1), f(v2),...,f(va) >

si f: K" — K™ es una aplicacién lineal dada por la matriz M¢, ¢, (f) de tamafio
m x n, entonces Im(f) es el espacio generado por las columnas de dicha matriz.

Basta recordar que las columnas de la matriz Mc, ¢, (f) son las imagenes de una
base de K"; las imagenes de la base canédnica.
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Ejemplo
Hallar una base del espacio imagen de la aplicacién lineal
f(x,y,z,t) = (x — 2y + t,x + y + t,—x + z — 3t) sobre el cuerpo R.

La matriz asociada de f es la matriz

1 -2 0 1
1 1 0 1
-1 01 -3

Por tanto
Im(f) =< (1,1,-1),(-2,1,0),(0,0,1),(1,1,-3) >

Haciendo operaciones elementales entre dichos vectores se obtiene que
{(1,1,-1,),(-2,1,0),(0,0,1)} es una base de Im(f).
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Imagen y Antiimagen de un Subespacio

Definicién
Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal y W un subespacio de K. Se define la
antiimagen de W por f al conjunto

Y (W)= {veK"|f(v)ec W}.

Dicho conjunto es un subespacio vectorial de K.

Si el subespacio de K™ es el subespacio trivial {0}, entonces el subespacio
f=1({0}) = {v e K" | f(v) = 0} se denomina niicleo de f y se denota Ker(f).
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Calculo de la imagen y antiimagen de un subespacio

Definiendo los subespacios en la forma adecuada, podemos reducir el problema de
calcular la imagen y antiimagen de un subespacio al calculo de una imagen y un
nucleo ordinarios.

Para ello debemos tener en cuenta que un subespacio presentado en forma
implicita es en realidad el niicleo de una cierta aplicacién lineal y que un
subespacio presentado en forma paramétrica es en realidad la imagen de una
cierta aplicacién lineal

Veamoslo con un ejemplo
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Ejemplo

Sea el subespacio en forma implicita de R*

x—y+z—t = 0
U={(oyz)| “ 5 0o, — o)

Considerando la aplicacién lineal f : R* — R? cuya matriz asociada es la matriz
del sistema de ecuaciones dado por U, es decir

1 -1 1 -1
2 01 1

Entonces es evidente que U = Ker(f).

AMD - Grado en Ingenierfa Informatica (UM) Aplicaciones Lineales 26 /47



Ejemplo
Sea el subespacio en forma paramétrica W =< (2,1,5),(3,—1,2) > de R3.

Si llamamos g a la aplicacién lineal cuya matriz asociada es la matriz

2 3
1 -1
5 2

Es decir, la matriz formada por los vectores generadores del subespacio W en
forma de columna, entonces es evidente que W = Im(g).
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Calculo de la imagen y antiimagen de un subespacio

Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal, U un subespacio de K" dado en forma
paramétrica y W un subespacio de K™ dado en forma implicita.

Esto significa que U = Im(g) para alguna aplicacién lineal g y W = Ker(h) para
otra aplicacién lineal h.

Entonces f(U) = Im(fog) y f~}{(W) = Ker(ho f).
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Ejemplo

Sea f : 74 — Z3 la aplicacién lineal dada por
f(x,y,z,t) = (x+2y — z,2x + z+ t, x + 2y — 2t),
y los subespacios U =< (2,1,1,2),(1,0,1,1) > de Z} y

X+y+z = 0} de 7.

W={lx.2) | L 7, — o

Hallar los subespacios f(U) y f=1(W).
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Ponemos U como imagen de una aplicacién lineal y W como niicleo de otra.

La aplicacién lineal g : Z3 — Z3 que nos da U = Im(g) es la que tiene como
matriz los vectores que generan U como columnas, es decir

N = = DN
== O

La aplicacién lineal h: Z3 — Z3 que nos da W = Ker(h) es la que tiene como
matriz asociada la matriz de coeficientes que nos da las ecuaciones de W, es decir

1 1 1
1 -1 -1
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El espacio f(U) es el conjunto de vectores que se pueden poner como f(u) con

u € U, pero como U = Im(g), sabemos que u € U si y sélo si u = g(w) para
algtin w; por lo tanto los vectores de f(U) son los que se pueden poner como
f(g(w)) para un vector cualquiera w, pero esos son los vectores generados por las
columnas de la matriz de la aplicacién f o g que es

1 2 -1 0 i (1) 0 0
2 0 1 1 11 |7 11
1 2 0 -2 5 1 0 2

Por lo tanto f(U) =< (0,1,0),(0,1,2) >.
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Para calcular f~1(W) vemos que este espacio es el de los vectores v € Z3 tal que
f(v) € W, pero para que un vector esté en W la condicién necesaria y suficiente
es que h(f(v)) =0, por lo tanto los vectores que buscamos son aquellos que
(hof)(v) =0, es decir buscamos el niicleo de ho f. La matriz de dicha

aplicacién es
(1 1 1)' ;gﬁ (1) <1102>
1 -1 -1 1 2 0 -2 2 21 2
Por tanto, unas ecuaciones cartesianas de f (W) son:

x 4y +2t =0
2x 2y +z +2t =0
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Inyectivas, Suprayectivas, Biyectivas

Definicién
@ Una aplicacién lineal f : K" — K™ se dice inyectiva si Ker(f) = {0}.
@ Una aplicacién lineal f : K" — K™ se dice suprayectiva si Im(f) = K™, (es
decir dimgIm(f) = m).
@ Una aplicacién lineal f : K" — K™ se dice biyectiva si es inyectiva y
suprayectiva.

Si f es biyectiva entonces es invertible y existe la inversa f 1. En este caso la
antiimagen f~1(W) para un subespacio W de K™ por f, es la imagen del espacio
W por la aplicacién 1.

Si f es biyectiva y llamamos A a la matriz asociada a f, entonces la matriz
asociada a f ! es la inversa A7
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Ejercicio
Sean las aplicaciones lineales:
o f:7Z3 — 73 definida por f(x,y,z) = (x +y — z,x + z,x + 2y),

o g : Ry[x] — R*, definida por g(p(x)) = (p(0), p(1), p(2), p(3)),
Estudiar si son inyectivas, suprayectivas o biyectivas y, caso de serlo, calcular f~1.

4

Estudiemos la aplicacién f.

1 1 -1

La matriz asociadade fes | 1 0 1 |. Como su rango es 3, tenemos que
1 2 0

dimz, (Im(f)) = 3. Por tanto Im(f) = Z3 y f es suprayectiva.

Resolviendo el sistema:

11 -1 X 0
10 1|y |=(o
12 0 z 0
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Vemos que Ker(f) = {0}, es decir f es inyectiva y por tanto biyectiva.
La matriz asociada de ! es

-1

11 -1 3 32
10 1 =2 2 3
12 0 4 5 5
Por tanto
3 3 2 X
flxy,z)=( 2 2 3 y | = (B3x+3y+2z,2x+2y+3z,4x+5y+52).
4 5 5 z
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Estudiemos la aplicacién g.

Dado el polinomio p(x) = ax? + bx + c, identificamos dicho polinomio con el
vector (a, b, ¢) (son sus coordenadas en la base canénica de Ry[x]: {x?,x,1}).
Asi pues, como p(0) =c, p(1) =a+b+c, p(2) =4a+2b+cy

p(3) =9a+ 3b+c, la aplicacién g estd definida por

g(a,b,c)=(c,a+b+c,4a+2b+c,9a+3b+ c).

Su matriz asociada es

o H~ RO
W N~ O
e S S S S G S Y

El rango de dicha matriz es 3, es decir dimg(Im(f)) = 3y Im(f) # R*. Asf pues f

no es suprayectiva.

AMD - Grado en Ingenierfa Informatica (UM) Aplicaciones Lineales 36 / 47



Veamos si es inyectiva.

Resolviendo el sistema homogéneo:

O O O o

0 01
1 11
4 2 1
9 3 1

Obtenemos que a = b= c = 0. Asi pues f es inyectiva.
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Matriz de una aplicacién lineal

Definicién

Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal, A = {v1, vy,...Vv,} una base de K" y
B = {wi,ws,...w,} una base de K™. Se llama matriz de f con respecto a las

bases A y BB a la matriz que tiene como columnas las coordenadas de los vectores
f(v;) respecto de la base B.

Dicha matriz se denotard por M 4 5(f).

Sif,g: K" — K™y h: K™ — K" son aplicaciones lineales, A, By D bases de
K", K™y K* respectivamente, entonces:
MA’B(CM 0 f) =« - MA’B(f)
Mas(f +g) =Mas(f) +Mas(g)
Map(hog) =Mgp(h)-Mas(g)

Mds adelante veremos la relacién que existe entre la matrices asociadas Mc, ¢, (f)
y M4 g(f) de una misma aplicacién lineal f.
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Relacién entre las matrices asociadas de una aplicacion
lineal

Dado el espacio vectorial K", consideremos la aplicacién identidad iy : K" — K".
Dicha aplicacién sabemos que estd definida como: iy(v) =v, Vv e K".

Sea B={vi,va,...,v,} una base de K". Para la aplicacién iy podemos
determinar las matrices

Ms.c,(ia) y Me, 5(ia)

Calculemos la matriz Mg ¢, (ig).

Por definicién, las columnas de la matriz Mg ¢, (iq) son las coordenadas de los
vectores iy(v;) en base canénica. Pero ig(v;) = v;, luego las columnas de la matriz
Mg c,(iq) son las coordenadas de los vectores v;.

Por simplificar la notacién, denotaremos a la matriz Mg ¢, (iy) como B, es decir

(B es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de la base B).
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Relacién entre las matrices asociadas de una aplicacion
lineal

Calculemos la matriz M¢, 5(ig).
Por la composicién
Ke K- K

sabemos que
Me,.c,(id) = Mg.c,(id) - Mc, 5(id)

Pero es obvio que Mg, ¢, (ia) = I (matriz identidad de tamafio n x n). Por tanto
MB,Cn(id) . MC,,,B(id) = 1Ip €S decir B - MCH,B(id) = I,,

Asi pues M¢, 5(iq) = B! (matriz inversa de B).
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Relacién entre las matrices asociadas de una aplicacion
lineal

Sean A ={uy,uz,...,us}y B={vi,va,...,v,} bases de K". Veamos como se
calcula la matriz M 4 5(ig). A la matriz de la aplicacién identidad con bases
diferentes en los extremos se le denominan matrices de cambio de base.
Por la composicién
n ia n id n

Ki— Ke, — Kz

tenemos que
Ma,s(id) = Mc,,5(ia) - Mac, (i)

Asi pues

Mas(ig) =B~"-A
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Ejercicio

Sean A ={(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} y B={(0,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)} bases
de Z3. Si v es un vector cuyas coordenadas respecto de la base A son (1,2, 3),
entonces hallar las coordenadas de v respecto de la base B.

Sea la aplicacién lineal iy : (Z3) 4 — (Z32)5. Entonces las coordenadas del vector
v en la base B serd ig(v4).

La matriz de dicha aplicacién sabemos que es B~1 - A (siendo B la matriz cuyas
columnas son las coordenadas de los vectores de la base By A la matriz cuyas
columnas son las coordenadas de los vectores de la base A). Asi pues

-1

0 -1 1 1 10 1 0
vg=| 0 11 011 2 1=11
1 01 1 01 3 4
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Relacién entre las matrices asociadas de una aplicacion
lineal

Sea f : K" — K™ una aplicacién lineal, A una base de K" y BB una base de K.
Veamos la relacién que existe entre la matrices asociadas Mc, ¢, (f) y M4 5(f).
Por la siguiente composicién,
Ky 4 kg L kg 2 K
tenemos que
M.a,5(ig © f 0 iq) = Mc,, 5(id) - Mc,,c,,(f) - Mac, (i)

es decir,
Mags(f) = B! Mc,c, () A
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Ejercicio
Dada la aplicacién lineal f : Z% — 73,
f(x,y) = (x +2y,2x +y,x +2y,0),

encontrar las matrices asociadas a f en las bases que se indican:
@ En las bases canédnicas.

@ En base candnica y la base
B ={(1,0,1,1),(0,1,0,1),(1,1,0,1),(0,1,0,0)}.

@ En la base A ={(1,1),(0,1)} y en la base canénica.
@ En las bases A y B.
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@ La matriz de f en candnicas es

MCZ,CA(f) =

O~ N+
ON DN

@ Para calcular la matriz M, g(f) basta con hacer la siguiente composicién,

f i
(Z3)e, — (Z3)c, = (Z3)

de donde

-1

O, N B
ONH DN
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o~ N O
= O O O
=N O =
OO N -
OO~ DN

N O~ O
O R, N~
ON DN

o Para calcular la matriz M 4 ¢,(f) basta con hacer la siguiente composicién,

i f
(Z3) 4 =5 (Z3)c, — (Z3)c,

de donde
Ma,c,(f) = Me, ¢, (f) - Mac,(ia) =
= MC27C4(f) A=

O~ N
ON DN
o O O o
ON =N
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o Para calcular la matriz M 4 g(f) basta con hacer la siguiente composicién,

(Z3) 4 —5 (23)e, 1 (Z8)e, 2 (Z3)5

De donde
Mags(f) =B Mc,c,(f)-A=
0010 1 2 0 2
2001 2 1 10\ [o0o1
"l 1020 12'(11)_00
011 2 0 0 0 0
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