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Matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales.

Una matriz A de orden m X n es una colecciéon de m - n numeros reales ordenado en m filas y n columnas, de
la siguiente forma:

aiq a2 . A1n

a1 a22 . agn
A fr—

Am1 Am2 . Amn

a;; es el elemento que se encuentra en la fila 4, columna j.

Una matriz fila es la que tiene una sola fila y una matriz columna, la que tiene una sola columna.

Dada una matriz A, de orden m x n, se llama matriz traspuesta de A, a la matriz A* de orden n x m que resulta
de intercambiar entre si las filas y las columnas de A.

La matriz O que tiene todos sus elementos nulos, se llama matriz nula.

Una matriz n X n (que tiene el mismo nimero de filas que de columnas), se llama matriz cuadrada.

Si una matriz es cuadrada (n x n):

s Se llama diagonal principal a los elementos (a1, @z, ..., Gnn)-

» Una matriz es diagonal si tiene todos sus elementos nulos, excepto los de la diagonal principal.
= Una matriz es triangular si tiene nulos todos los elementos por debajo de la diagonal principal.
» Una matriz es simétrica si a;; = a;; para todo ¢,j = 1,2,...,n.

s Sa llama matriz identidad de orden n, a la matriz I,, diagonal y que todos los elementos de la diagonal
principal son el 1.

SUMA DE MATRICES

Dadas dos matrices del mismo orden m x n, A = (a;;) y B = (b;;), se defina la matriz suma de ambas A+ B
del siguiente modo:

a1 +bi1 aix+biz ... am+bin

ag1 +ba1  azx+baa ... az,+bop,
A+ B = .

am1 + bml am2+m2 o Amn + bmn

Propiedades: Si A, B, C son matrices del mismo orden, se cumplen:
1. A+ (B+C)=(A+ B) + C (asociativa).
2. A+ B = B+ A (conmutativa).
3. A4+ O = O+ A (elemento neutro).

4. Existe una matriz — A opuesta de A, formada por los opuestos de los elementos de A. Entonces A+(—A) =
A—A=0.



PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ

Dadas una matriz m x n, A = (a;;) y un nimero real A, se define la matriz producto de X por A como la matriz
AA, definida como

)\all )\a12 . )\aln

)\a,21 )\G/QQ . )\G/Qn
A =

)\aml >\am2 e )\amn

Propiedades: Si A y B son dos matrices del mismo orden y A, 4 € R, se cumplen:
1. M(A+ B) = XA+ AB.
2. A+ p)A= XA+ pA.

w

- AMpd) = (Ap)A.
4. 1A= A.
PRODUCTO DE MATRICES

Dadas dos matrices A = (a;;) de orden m x n'y B = (b;), de orden n x k, se define la matriz producto de
ambas AB, como la matriz C' = (¢;;) de orden m x k, tal que cada elemento c;; se obtiene del siguiente modo:

Cij = ai1bij + aizbj + - + ainbn,

Observemos que para que dos matrices se puedan multiplicar es necesario que el nimero de columnas de la
primera matriz, coincida con el ntiimero de filas de la segunda. Por tanto, el producto de matrices no es, en
general, conmutativo.

Propiedades: Si A, B y C son matrices que, en cada uno de los casos siguientes, se pueden sumar y/o multi-
plicar, se cumplen:

1. A(BC) = (AB)C (asociativa).
2. AB+C)=AB+AC y (A+B)C=AC+ BC
3. Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces Al,, = [,A=A

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

Si A es una matriz cuadrada de orden 2, se define el determinante de A como:

ail a2
det(A) = ‘A| = = ai1Qg9 — A12a21
az1 a2
Si A es de orden 3, entonces:
i iz ds azy  ass s ass as1 az
_ _ 141 142 143
det(A) = |ag1  ag2 as23| = aii(—1) + a12(—1) + ai3(—1) .

az2 as3 as1 ass as1 a2

azi1 asz ass

Se comprueba facilmente que el resultado no depende de la fila o columna elegida para el célculo. Si el orden es
mayor que 3, el proceso es recurrente.
Propiedades:

1. |A] = |At|. Como consecuencia cualquier propiedad de los determinantes se sigue cumpliendo cuando se
sustituye la palabra fila por columna, y reciprocamente. Por tanto, usaremos la palabra linea para designar
fila o columna, indistintamente.



2. Si se multiplican todos los elementos de una linea por un mismo numero, el determinante queda multipli-
cado por dicho numero.

3. Si se intercambian entre si, dos lineas paralelas, el determinante cambia de signo, pero su valor absoluto
es el mismo.

Si todos los elementos de una linea son nulos, el determinante es cero.
Si dos lineas paralelas son proporcionales, el determinante es cero.
Si una linea es combinacién lineal de otras paralelas, el determinante es cero.

Si a una linea se le suma una combinacion lineal de otras lineas paralelas, el determinante no varfa.

© N o

Si dos determinantes tienen iguales, respectivamente, todas sus filas (o columnas) salvo una de ellas, su
suma es otro determinante que tiene las mismas filas (o columnas) iguales, con excepcién de la fila (o
columna) desigual, que tiene por elementos la suma de los elementos de las filas ( o columnas) desiguales.

9. Si A es una matriz de orden n, |AA| = A"|A].
10. En general |A + B| # |A| + |B|.
11. |AB| = |A||B|.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, se llama matriz inversa de A, si existe, a la matriz A~! que verifica
AA~' = A~'A = I,,. Una matriz tiene inversa si, y solo si, su determinante es distinto de cero.

Sea A una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento a;; al determinante, «;; de
la matriz de orden n—1, que se obtiene al suprimir en A la fila ¢ y la columna j. Se llama adjunto del elemento a;;
al valor: A;; = (—l)iﬂaij; se llama matriz adjunta de A a la matriz A,, cuyos elementos son, respectivamente,
los adjuntos de los elementos de A. Si det(A) # 0, la inversa de A es la matriz A1 = Al /det(A).

Propiedades de la matriz inversa:
L (M1 =347 si A#£0.
2. (AB)"'=B"tA"L
3. (AH~L = (471

RANGO DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A de orden m x n, se llama menor de orden k de la matriz A, a cualquier determinante
formado por los elementos correspondientes a la interseccién de k filas y k columnas de A. El rango de la matriz
A es el orden del mayor menor distinto de cero.

Propiedad.- Un conjunto de m vectores es linealmente independiente si, y solo si, el rango de la matriz formada
por tales vectores colocados por filas (o por columnas), es precisamente m.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas es un conjunto de ecuaciones lineales tales como:
a11T1 +aaxs + -+ ...a1,T, = b1
a21T1 + a2y + -+ -+ ... Ao Ty = bo
Am1T1 + Q2o + -+ .o ATy = by

donde los a;; son nimeros reales y se llaman coeficientes de la incégnitas x; y los b;, también son reales y se
llaman términos independientes.



Una solucién del sistema es el conjunto (aq, as, .. ., ;) de nimeros reales que verifica cada una de las igualdades
del sistema cuando se hace la sustitucién x; = «; para cadai=1,...n.

Un sistema es compatible determinado si tiene una tnica solucién, es compatible indeterminado si la solucién
no es unica e incompatible si no tiene solucion.

Se llama matriz del sistema a la matriz A de los coeficientes; y matriz ampliada a la matriz B que resulta de
anadir a A la columna de los términos independientes.

Teorema de Rouche-Frobenius.- Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es compatible
si, y solo si, el rango de la matriz A del sistema coincide con el rango de la matriz B ampliada. Ademas:

a) Si el rango de A es n y coincide con el rango de la matriz ampliada, el sistema es compatible
determinado.

b) Siel rango de A coincide con el rango de la matriz ampliada y es menor que n, el sistema es compatible
indeterminado.

SOLUCION DE UN SISTEMA

Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Las siguientes transformaciones de un sistema
se llaman transformaciones equivalentes porque al hacerlas en un sistema, dan como resultado otro sistema
equivalente.

—_

. Multiplicar una ecuacién por un ntumero distinto de cero.
2. Cambiar el orden de las ecuaciones.
3. Sumar a una ecuacién una combinacion lineal de otras.

4. Si una ecuacién es combinacién lineal de otras, se puede suprimir.

METODO DE GAUSS

Un sistema es triangular, si todos los coeficientes a;; = 0 siempre que ¢ > j. El método de Gauss para estudiar y
resolver sistemas lineales consiste en llevar un sistema a otro triangular equivalente mediante transformaciones
equivalentes. Una vez que el sistema es triangular, se despeja una incognita en la ultima ecuacion, dicha incégnita
se sustituye en la pentltima ecuacion y se despeja otra incégnita; las dos incdgnitas despejadas se sustituyen
en la antepentltima ecuacion y asi sucesivamente hasta llegar a la primera ecuacion.

Se puede estudiar cémo es un sistema mediante un sistema triangular. Si una vez llegado a un sistema triangular:
1. Se obtiene alguna ecuacion de la forma 0 = ¢, con ¢ # 0, el sistema es incompatible.

2. Sino ocurre el caso anterior, el sistema es compatible. En este caso , si llamamos 7 al niimero de ecuaciones
que no son de la forma 0 = 0, tenemos:

a) Sir =mn, el sistema es compatible determinado.

b) Sir < n el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones dependen de n — r pardmetros.

REGLA DE CRAMER

Si un sistema es compatible determinado, entonces el niimero de ecuaciones n coincide con el de incdgnitas.
Entonces, si A es la matriz del sistema, tenemos que det(A) # 0 y la solucién se puede obtener de la siguiente
forma.



Sean (x1,x3,...,%,) las incégnitas. Cada incégnita x; se obtiene dividiendo por det(A) el determinante de la
matriz que resulta de sustituir en la matriz A, del sistema, la columna 4, correspondiente a los coeficientes de
la incognita x;, por la columna de los términos independientes.

DIAGONALIZACION DE MATRICES

Dos matrices A y B son semejantes, si existe una matriz P invertible, tal que B = P~'AP. Una matriz A es
diagonalizable si existe una matriz D, diagonal, semejante a A.

Dada una matriz A, se dice que un escalar \ es un valor propio o autovalor de A si existe un vector v tal que
Av = dv. A cualquier vector v que verifique tal relacién se le llama vector propio o autovector de A asociado a
A

Dada una matriz cuadrada

aill aio N A1n

as1 a22 . Qagn
A=

an1 an2 N Apn

se llama matriz caracteristica de A a la matriz siguiente (I, es la matriz identidad y ¢ es un pardmetro),

t— a1 —ai2 . —Q1n
—Aas t— asz2 ... —Aaon
tl, — A=
—an1 —0an2 coe b= Gnn

Al determinante de la matriz caracteristica de A se le llama polinomio caracteristico de A.
Teorema.- Si A es una matriz cuadrada de orden n, son equivalentes:

1. X es valor propio de A.
2. La matriz caracteristica de A es singular.
3. X es raiz del polinomio caracteristico de A.
Teorema.- Si A es una matriz cuadrada de orden n, son equivalentes:
1. A es diagonalizable.
2. A tiene n vectores propios linealmente independientes.

Ademds, en tal caso, los elementos de la diagonal principal de la matriz diagonal D, son los valores propios de
A; y las columnas de la matriz P, tal que D = P~YAP, son los vectores propios de A.



