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El plano y el espacio.

Puntos

Un punto A en el plano, se identifica con dos coordenadas A(aq,as) que, tal y como conocemos, se corresponden
con los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, en un sistema de ejes cartesianos. El origen de coordenadas
es el (0,0).
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Andlogamente en el espacio un punto se representa mediante tres coordenadas A(ap,as,a3) y el origen de
coordenadas serd (0,0, 0).

Lo que hagamos en el espacio, para tres coordenadas, salvo que se diga lo contrario, es valido en plano para dos
coordenadas.

Vectores
Un vector es un segmento orientado con un punto origen A(aq,as,as) y un punto extremo B(by, ba,bs). Lo
representaremos por v = AB y le asignamos unas coordenadas o componentes, que se obtienen restando orde-
nadamente las coordemadas del origen a las del extremo, es decir v = AB = (b — a1, bs — as, b3 — a3)
Operaciones
Se pueden realizar operaciones con vectores:
= Suma.- Si tenemos dosvectores u = (1, 22,23) y v = (Y1, Y2, Y3 ), entonces
u+v = (21,72,73) + (Y1,Y2,¥3) = (21 + Y1, 72 + Y2, 73 + y3).
= Producto por escalares.- Si tenemos un vector u = (1,22, x3) y un escalar A € R, entonces
A= ANx1, 2, x3) = (Ax1, AT2, AX3).
Estas operaciones verifican las siguientes propiedades:
l.u+v=v+u.
Lut (vt w) = (utv) +w.
.u+0=0+u=wu, con 0=(0,0,0).

. Siu= (x1,22,23), entonces —u = (—x1, —x2, —23) y u+ (—u) =u —u =0.

A+ p)u=du+ po.
- Apu) = (Ap)u.
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5. lu=wu,con1eR.
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8. Au+v) = Au+ M.



Moédulo

La longitud o médulo de un vector no es otra cosa que la distancia que separa el punto origen del punto extremo.

Asi, si u = (21,22, 23), su médulo es
lull = /=% + 23 + 3.

Todo esto lo podemos hacer también para vectores con 4, 5 o, en general con n coordenadas.

Dependencia lineal

Se llama combinacion lineal de vy, ..., v, vectores y A\1,..., A\, escalares, al vector

V=AU + -+ ApUn.

En este caso se dice que v es combinacién lineal o linealmente dependiente de los vectores vy, ..., v,.
Un conjunto de vectores vy, ..., v, es linealmente independiente si ninguno de ellos es combinacién lineal
del resto.

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. Un conjunto vy,...,v, de vectores de R™ es linealmente independiente.
2. Si Mvy+ -+ A\v, =0, entonces Ay =--- =\, =0.

3. El determinante de la matriz formada por los vectores (puestos por columnas o por filas), es distinto de
cero.

Producto escalar
Dados dos vectores u = (x1,72,73) y v = (y1,%2,93) de R? se define el producto escalar de u y v como el escalar
U~V =T1Y1 + Tay2 + T3ys.

Observemos que el médulo de un vector es también ||ul| = /u-u = /2?2 + 23 + 22.
Se verifican las propiedades siguientes:

l.u-v=v-u
2. u-(v+w)=u-v+u-w.

3. Mu-v)=(Au)-v=u- ().
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u-v = |Jul|||v]| cos (u,v), donde (u,v) es el dngulo que forman u y v.

Dos vectores son ortogonales si forman un dngulo de 90°; si ademds tienen médulo 1 (son unitarios), se llaman
ortonormales. Para obtener un vector unitario a partir de un vector dado u = (21, x2, x3), basta multiplicarlo
por la inversa de su médulo:

1 X T2 I3
V= —u= , , .
] Vi +ad+a3 Vaf+ad el Vaf+ad+ a3
Ecuaciones de la recta

Una recta, queda determinada por un punto A(aj, az,as) por el que pasa y su direccién que viene marcada por
un vector v = (v1,v2,v3), que se llama vector director. De modo que los puntos de la recta verifican

X:A—l—tv:(x,y7z)=(a1,a2,a3)+t(v1,v2,v3) (1)

a t se le llama parametro de la recta y a esta ecuacion se le llama ecuacion vectorial.



= Ecuaciones paramétricas. Si escribimos la ecuacién vectorial ”por coordenadas

r=ay +tv
Yy =az +tug
2z =as + tus

= Ecuacién continua. Si despejamos el pardametro ¢ en las dos ecuaciones anteriores e igualamos

xr —ap _y—ag_z—ag

U1 U2 U3

= Ecuacién general. En el plano, la ecuacién en forma continua se reduce a la primera de las igualdades
y, si en dicha igualdad operamos e igualamos a cero

Arx+By+C =0, donde A=wvy,B=—-vyC=uvas—v2a;

lo que nos da la eciuacion general.

Si despejamos y en la ecuacion anterior, obtenemos la ecuacién en forma explicita

Yy=mx—+n

A C
donde m = %2 _ -5 es la pendiente de la recta y n = -5 es la ordenada en el origen.
U1

Ecuaciones de un plano

Un plano, en el espacio, queda determinado por un punto A(ai,as,as) por el que pasa y dos direccines que
vienen marcadas por dos vectores u = (u1,us,u3) y v = (v1,v2,v3). De modo que los puntos del plano verifican

X =A+tv+su=(z,y,2) = (a1,a2,as) + t(v1,v2,v3) + s(u1, uz, us) (2)
atya s seles llama parametros del plano y a esta ecuacién se le llama ecuacién vectorial.

Como los puntos X del plano han de verificar que los vectores AX sean linealmente dependientes de los vectores
u y v, la ecuacion del plano, también viene dada por

V1T up T — ay
vy U2 Y—az| =0
v up 2 —as

Si calculamos el determinante, obtendremos una expresién como
Ar+By+Cz+D =0

que se llama ecuacién general del plano y cumple que el vector w(A, B, C) es perpendicular al plano.

Producto vectorial

Se define el producto vectorial de dos vectores como el vector

UXU:<

El producto vectorial verifica las siguientes propiedades:
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):ul U2 U3

v V2 U3

Uy U2
“lor v

Uz U3
V2 Vs

Uy us
V1 Vs

1. |lu x v|| = |Ju||||v|| sen(u, v) (este valor es, precisamente, el drea del paralelogramo que determinan u y v).
2. uxv=—-vxu.

3. Siw y v tienen la misma direccién, entonces u x v = 0.

4. duxv=ux v =Auxv).
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LuxX (Vdw)=uXv4uxw.



Producto mixto
Se define el producto mixto de tres vectores u,v y w como:

Uy U2 U3
u-(vXxw)=|v1 v 3
w1, W2 wWs

El producto mixto verifica las propiedades siguientes:
Lu-(vxw=w-(uxv)=v-(wxu)=—-u-(wxv)=—-w-(vXu).
2. u- (v x w) # 0 s, y sélo si los tres vectores son linealmente independientes.

3o (vxw)=u-(Avxw)=u-(vxAw).

W

c(utz2)-(vxw)=u-(vxw)+z-(vxw)y andlogamente para los otros dos vectores.

ot

. |u- (v x w)| representa el volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores u,v y w.



