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@ Conocer los conceptos de serie de potencia y radio de
convergencia y saber calcular este Gltimo.

@ Saber aplicar técnicas formales manipulativas con series y el
teorema de Abel para calcular sumas de series. Saber utilizar
MAXIMA para ese fin.

@ Conocer que las funciones elementales: exponencial,
logaritmo, seno, coseno, arco tangente... son series de
potencias. Y sacar partido de este hecho.

@ Conocer la medida analitica de angulos usando las funciones
trigonométricas.

@ Saber como generar las funciones elementales a partir de la
exponencial compleja.

@ Conocer como demostrar el Teorema Fundamental del Algebra
usando estos recursos.
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Indice 1: Series de potencias

@ Concepto de serie de potencias
@ Radio y disco de convergencia

© Operaciones con series de potencias
@ Convergencia uniforme
@ Propiedades de las series de potencias
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Concepto de serie de potencias y de disco de convergencia

En lo que sigue, con K nos referimos indistintamente a R o C.

Definicion

Dada una sucesion (an)nen en K y un elemento zy € K, una serie
de potencias en torno a zy es la expresion simbdlica

[e.9]

Z an(z — z9)", conzeK.
n=0

<

Para cada valor de z se tiene una serie numérica en K que puede o
no ser convergente.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Concepto de serie de potencias y de disco de convergencia

En lo que sigue, con K nos referimos indistintamente a R o C.
Dada una sucesion (an)nen en K y un elemento zy € K, una serie
de potencias en torno a zy es la expresion simbdlica

[e.9]

Z an(z — z9)", conzeK.
n=0

<

Para cada valor de z se tiene una serie numérica en K que puede o
no ser convergente. Como en el caso de las series numéricas,

020 an(z — z9)" representa indistintamente a la serie, como
expresion simbdlica, y también al valor de la suma, cuando la serie
es convergente.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Concepto de serie de potencias y de disco de convergencia

En lo que sigue, con K nos referimos indistintamente a R o C.
Dada una sucesion (an)nen en K y un elemento zy € K, una serie
de potencias en torno a zy es la expresion simbdlica

[e.9]

Z an(z — z9)", conzeK.
n=0

<

Para cada valor de z se tiene una serie numérica en K que puede o
no ser convergente. Como en el caso de las series numéricas,

020 an(z — z9)" representa indistintamente a la serie, como
expresion simbdlica, y también al valor de la suma, cuando la serie
es convergente. Para z = zy, obviamente, siempre es convergente;
y puede que no haya otro valor diferente de z para el que la serie
converja.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Concepto de serie de potencias y de disco de convergencia

En lo que sigue, con K nos referimos indistintamente a R o C.
Dada una sucesion (an)nen en K y un elemento zy € K, una serie
de potencias en torno a zy es la expresion simbdlica

[e.9]

Z an(z — z9)", conzeK.
n=0

<

Para cada valor de z se tiene una serie numérica en K que puede o
no ser convergente. Como en el caso de las series numéricas,

020 an(z — z9)" representa indistintamente a la serie, como
expresion simbdlica, y también al valor de la suma, cuando la serie
es convergente. Para z = zy, obviamente, siempre es convergente;
y puede que no haya otro valor diferente de z para el que la serie
converja. Para series de potencias reales escribiremos

> an(x — xo)".



Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Recordatorio

La convergencia de la serie Y 72 an(z — 20)" se utiliza:

e Concepto de limite superior: Si (a,), es acotada existen
subsucesiones convergentes (Bolzano-Weierstrass) a algtin
punto de R. Cada uno de tales puntos se Ilama un punto de
aglomeracién de la sucesién (a,),. El supremo de los puntos
de aglomeracién se llama limite superior de (a,), y se denota
como limsup a,. Analogamente el infimo de los puntos de
aglomeracién se llama limite inferior de (a,), y se denota
como liminf a,.

e Cuando (a,), no estd acotada superiormente lim sup a, = 400
y si no estd acotada inferiormente liminf a, = —oo0.

Observacién

Hay sucesiones que no tienen limite, pero todas tienen limite
superior y limite inferior; la sucesidn tiene limite si y sélo si, ambos
coinciden.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Recordatorio

o Criterio de la raiz. Si a, > 0, una condicién suficiente para
que la serie numérica >_ a, converja es que se verifique
limsup y/a, < 1. Si existe lim, a;—:l (incluso con valor +00)
entonces limsup /a, = lim,, *2=.

e Convergencia absoluta implica convergencia. Si (a,), es
una sucesién de nimeros reales o complejos tal que la serie de
nGimeros reales positivos Y |a,| es convergente, entonces
también es convergente la serie > a, en R o en C, segin que

la sucesién (a,), sea real o compleja.

@ Criterio de Leibniz. Si a, > 0 es una sucesién mondtona
decreciente con limite O, entonces la serie alternada
>>(—1)"a, es convergente a un nimero de R. Ademas si S,
es la suma de los n primeros sumandos y S la suma total se
verifica que |S — Sp| < apt1

Bernardo Cascales @ José Manuel Mira e Luis Oncina Series de potencias



Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa
Observacién

>*° an(z — z0)" converge absolutamente si

n=0
limsup \/|an||z — 20| = |z — zo| limsup v/ |an| < 1
1
El valor R :== ———FX—
lim sup {/|an|

Proposicion

Si R es el radio de convergencia de la serie ) ™ a,(z — z0)" entonces:

se llama el radio de convergencia de la serie dada.

. . o0
@ si|z— 2| < Rlaserie ) ™ an(z— 2)" es absolutamente convergente;

@ si|z—2z| > Rlaserie)  a,(z— 2)" es divergente.

La bola abierta con centro zy y radio R, B(zo, R) recibe el nombre de disco de

convergencia. En muchos casos consideraremos series de potencias reales y
entonces B(xo, R) sera un intervalo: el intervalo de convergencia.

”
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

En la frontera de convergencia puede pasar cualquier cosa

1. Ejemplo: sobre fronteras de convergencia

@ Sin convergencia en la frontera: > 72, z";

. n
@ Con convergencia en la frontera: 3772 ;;

2.
nl

2. Ejemplo: una serie de potencias convergente siempre

La serie de potencias en C dada por f(z) := Y72, 2" es

convergente para cualquier valor de z € C ya que
. 0 |
limp /1/n! = lim, % =0y por tanto R = o0.

3. Ejemplo: una serie de potencias que sélo converge en un punto

@ Con convergencia en algunos puntos de la frontera: > 72

La serie de potencias en K dada por f(z) := > ;2o nlz" sélo
converge para z = 0 ya que lim, V'n! = lim, (nfi'l), = 00 Yy por
tanto R = 0.
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Concepto de serie de potencias Radio y disco de convergencia

4. Ejemplo: la necesidad de lim sup

El radio de convergencia de la serie f(x) := Y 5 (—1)" 2?::

requiere utilizar limsup ya que no existe lim, \/a_,, debido a que
|azn| = 0 mientras que |azp+1| = 1/(2n+ 1).
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

5. Ejemplo: jcuanto vale f(x)?

Para los valores del intervalo de convergencia la férmula
f(x) =

o—o anx" define una cierta funcién, pero... jcémo
calcularla?
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

5. Ejemplo: jcuanto vale f(x)?

Para los valores del intervalo de convergencia la férmula
f(x) = > 720 anx" define una cierta funcién, pero... jcémo
calcularla?

Revisemos los ejemplos anteriores con ayuda de MAXIMA.

@E [SeriesPotencias10.wxmx] Hacer sumas finitas con valores
numéricos en MAXIMA es muy sencillo usando el comando
sum(aln],n,p,q)

También es capaz de calcular algunas sumas infinitas, incluso
simbdlicas, como podra comprobar en esta practica.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

5. Ejemplo: jcuanto vale f(x)?

Para los valores del intervalo de convergencia la férmula
f(x) = > 720 anx" define una cierta funcién, pero... jcémo
calcularla?

Revisemos los ejemplos anteriores con ayuda de MAXIMA.

@E [SeriesPotencias10.wxmx] Hacer sumas finitas con valores
numéricos en MAXIMA es muy sencillo usando el comando
sum(aln],n,p,q)

También es capaz de calcular algunas sumas infinitas, incluso
simbdlicas, como podra comprobar en esta practica.

En los ejemplos anteriores con ayuda de MAXIMA hemos
encontrado la férmula para . Quizé se pregunte , jcomo puedo yo
manualmente calcular la férmula de f? En este capitulo se
pretende dar respuesta a cuestiones como esas, pero... la «férmula
de f» es la que esta escrita: la mayor parte de funciones son series
de potencias.
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Convergencia puntual vs. uniforme

Sea f, : A — K una sucesién de funcionesy f : A — K.

Convergencia puntual

Diremos que la sucesién (f,) converge a f puntualmente en A si
para todo x € Ay para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ng
se tiene que |f(x) — f(x)| < e.

Convergencia uniforme

Diremos que la sucesién (f,) converge a f uniformemente en A si
para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ng se tiene que
|fa(x) — f(x)| < e para todo x € A.

A) f,(t) =t"si t € [0,1]; B) gn(x) = —%= si x € [-1,1].
C) hn(x) = n*x(1—nx) six €[0,1]y 0 sin; e (L,1].
éE [SeriesPotenciasll.wxmx] Imagenes que ayudan...
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Concepto de serie de potencias Tl 3 dliszs dls @smveTEEEa

Convergencia y continuidad

Convergencia puntual no convserva continuidad

Como ejemplo puede servir f,(t) = t" si t € [0, 1].

Convergencia uniforme conserva continuidad

Sea f, : [a, b] — R una sucesién de funciones continuas que
converge uniformemente hacia f : [a, b] — R. Entonces f es
continua.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Convergencia uniforme: un concepto clave

Cambiando a,(z — z)" por f(z) se obtiene una serie de funciones.

Definicién (Convergencia uniforme)

La serie de funciones Y o2 f.(z) converge uniformemente en un
conjunto A a f(z) si para cada € > 0 existe ny € N tal que si
m > ng se verifica |f(z) — > 7" fa(2)| <e, paratodoz € A.

Proposicién (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme)

Una serie de funciones es uniformemente convergente en A si, y
solo si, para cada € > 0 existe ng € N tal que si np < p < q se
verifica que | 3°7_, fa(2)| < e, cualquiera que sea z € A.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Convergencia uniforme: un concepto clave

Cambiando a,(z — z)" por f(z) se obtiene una serie de funciones.

Definicién (Convergencia uniforme)

La serie de funciones Y o2 f.(z) converge uniformemente en un
conjunto A a f(z) si para cada € > 0 existe ny € N tal que si
m > ng se verifica |f(z) — > 7" fa(2)| <e, paratodoz € A.

Proposicién (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme)

Una serie de funciones es uniformemente convergente en A si, y
solo si, para cada € > 0 existe ng € N tal que si np < p < q se
verifica que | 3°7_, fa(2)| < e, cualquiera que sea z € A.

Proposicién (Criterio de Weierstrass)

Sea la serie Y72 fo(2). Si existe una serie numérica de términos
positivos Y b, convergente tal que |f,(z)| < b, paracadaz € Ay
todo n, entonces la serie Y oo, f.(z) converge uniformemente en A.

Bernardo Cascales @ José Manuel Mira e Luis Oncina Series de potencias




Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Propiedades de las series de potencias

Proposicion
La serie de potencias Y an(z — zy)", con radio de convergencia R

converge absoluta y uniformemente en cada bola cerrada B[z, r]
que cumpla r < R.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Propiedades de las series de potencias

Proposicion
La serie de potencias Y an(z — zy)", con radio de convergencia R

converge absoluta y uniformemente en cada bola cerrada B[z, r]
que cumpla r < R.

El interés de la convergencia uniforme esta ligado a que la funcién
limite conserve ciertas propiedades de las funciones.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Propiedades de las series de potencias

Proposicion
La serie de potencias Y an(z — zy)", con radio de convergencia R

converge absoluta y uniformemente en cada bola cerrada B[z, r]
que cumpla r < R.

El interés de la convergencia uniforme esta ligado a que la funcién
limite conserve ciertas propiedades de las funciones.

Proposiciéon

Sea una serie de funciones > f,(z) que converge uniformemente a
una funcién f para z € A. Si las f, son continuas en A entonces f
es continua en A.
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Convergencia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Aplicando las dos proposiciones precedentes se obtiene

Teorema (Continuidad de la funcién suma)

La funcién f definida mediante f(z) := Y ap(z — 29)" es continua
en B(zy, R), siendo R el radio de convergencia de la serie.

Si z; pertenece al dominio de f y |z1| = R el teorema anterior no
garantiza que f sea continua en z;. Necesitamos algo mas fino.
Proposicién (Criterio de Abel)

Sea > an(z — z0)" y supongamos que para z = z;, con
|z1 — z0| = R, la serie es convergente. Entonces la serie converge
uniformemente en el segmento que une los puntos zy y z3.

Corolario

Sea Y apx" una serie de potencias real y sea | el dominio de la
funcion f(x) := Y apx", es decir el intervalo formado por los
puntos en los que la serie converge. Entonces f es continua en |.

<
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ia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Teorema (Derivacién término a término)

Sea la serie de potencias Y a,z" y pongamos f(z) := Z;’io anz" para

z € B(0, R) siendo R el radio de convergencia de la serie. Entonces:

© Laserie > na,z""" obtenida derivando «formalmenten la anterior
tiene radio de convergencia R.

@ Si escribimos g(z) =Y > na,z"~', para z € B(0, R), se verifica que g

n=1

es precisamente la derivada de f.

Bernardo Cascales @ José Manuel Mira e Luis Oncina Series de potencias



ia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Teorema (Derivacién término a término)

Sea la serie de potencias Y a,z" y pongamos f(z) := Z;’io anz" para

z € B(0, R) siendo R el radio de convergencia de la serie. Entonces:

© Laserie > na,z""" obtenida derivando «formalmenten la anterior
tiene radio de convergencia R.

@ Si escribimos g(z) =Y > na,z"~', para z € B(0, R), se verifica que g

n=1

es precisamente la derivada de f.

Asi, la funcién definida por una serie de potencias es infinitamente derivable en
su disco o intervalo de convergencia. Pero mas aln:

Corolario (Unicidad del desarrollo en serie de potencias)

Sea la serie de potencias f(z) := Y~ anz" cuyo radio de convergencia es R,
entonces f es una funcién infinitamente derivable en el disco de convergencia y

£(n)
anZ#paranzo.

Para series de potencias f(z) := ) > an(z — 2)" se tienen los resultados
correspondientes.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Funciones analiticas

Supongamos que f es una funcién infinitamente derivable en un
dominio D que contiene a xg. A tenor del corolario precedente
existe una serie de potencias asociada a f mediante

i il (x0)(x — x0)".
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Funciones analiticas

Supongamos que f es una funcién infinitamente derivable en un
dominio D que contiene a xg. A tenor del corolario precedente
existe una serie de potencias asociada a f mediante

> 1
Z —I xo)(x —xp)".
Es natural plantearse las siguientes cuestiones:

@ ,Puede sustituirse el simbolo «~ por el simbolo =7

@ ;Llaigualdad es valida para todos los puntos del dominio de f?
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Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Funciones analiticas

Supongamos que f es una funcién infinitamente derivable en un
dominio D que contiene a xg. A tenor del corolario precedente
existe una serie de potencias asociada a f mediante

i il (x0)(x — x0)".

Es natural plantearse las siguientes cuestiones:
@ ,Puede sustituirse el simbolo «~ por el simbolo =7
@ ;Llaigualdad es valida para todos los puntos del dominio de f?

La serie de potencias define en su intervalo de convergencia una
oo

funcién, g, que verifica g(x) := .00 L f () (x0)(x — x0)". Asi que:
@ jLas funciones f y g coinciden? jPara qué valores de x?

Es claro que f(xp) = g(x0). iHay mas puntos de igualdad?
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Operaciones con series de potencias iedades de las series de potencias

© f y g definidas en todo R y sélo coinciden en xg.
La funcién f(x) = exp(—1/x2) si x # 0y f(0) = O tiene nulas
en el origen todas sus derivadas.
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Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

© f y g definidas en todo R y sélo coinciden en xg.
La funcién f(x) = exp(—1/x2) si x # 0y f(0) = O tiene nulas
en el origen todas sus derivadas.

@ f y g tienen dominios diferentes, pero coinciden en el

intervalo de convergencia.

> 1(—1)"1X = g(x) tiene radio de convergencia 1. La
funcién f(x) = log(1 + x) esta definida y es infinitamente
derivable en (—1,00). Si nos fiamos de MAXIMA

g(x) =log(1+x) en (—1,1)
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Convergencia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

© f y g definidas en todo R y sélo coinciden en xg.
La funcién f(x) = exp(—1/x2) si x # 0y f(0) = O tiene nulas
en el origen todas sus derivadas.
@ f y g tienen dominios diferentes, pero coinciden en el
intervalo de convergencia.
> 1(—=1)"1X = g(x) tiene radio de convergencia 1. La
funcién f(x) = log(1 + x) esta definida y es infinitamente
derivable en (—1,00). Si nos fiamos de MAXIMA
g(x) =log(1+x) en (—1,1)
© f y g definidas en todo R y coinciden en R.
> 0 2x™ = g(x) tiene radio de convergencia infinito. La
funcién f(x) = e~ esta definida y es infinitamente derivable en
todo R. Si nos fiamos de MAXIMA g(x) = e* en R.
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Convergencia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

© f y g definidas en todo R y sélo coinciden en xg.
La funcién f(x) = exp(—1/x2) si x # 0y f(0) = O tiene nulas
en el origen todas sus derivadas.
@ f y g tienen dominios diferentes, pero coinciden en el
intervalo de convergencia.
> 1(—=1)"1X = g(x) tiene radio de convergencia 1. La
funcién f(x) = log(1 + x) estd definida y es infinitamente
derivable en (—1,00). Si nos fiamos de MAXIMA
g(x) =log(1+x) en (—1,1)
© f y g definidas en todo R y coinciden en R.
> 0 2x™ = g(x) tiene radio de convergencia infinito. La
funcién f(x) = e~ esta definida y es infinitamente derivable en
todo R. Si nos fiamos de MAXIMA g(x) = ¥ en R.

Bernardo Cascales @ José Manuel Mira e Luis Oncina Series de potencias



Convergencia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

© f y g definidas en todo R y sélo coinciden en xg.
La funcién f(x) = exp(—1/x2) si x # 0y f(0) = O tiene nulas
en el origen todas sus derivadas.
@ f y g tienen dominios diferentes, pero coinciden en el
intervalo de convergencia.
> 1(—=1)"1X = g(x) tiene radio de convergencia 1. La
funcién f(x) = log(1 + x) estd definida y es infinitamente
derivable en (—1,00). Si nos fiamos de MAXIMA
g(x) =log(1+x) en (—1,1)
© f y g definidas en todo R y coinciden en R.
> 0 2x™ = g(x) tiene radio de convergencia infinito. La
funcién f(x) = e~ esta definida y es infinitamente derivable en
todo R. Si nos fiamos de MAXIMA g(x) = ¥ en R.

En los casos 2 y 3 se dice que la funcién es analitica en su disco o
intervalo de convergencia. La cuestion depende de la férmula de
Taylor y de la estimacién del tamaiio del resto.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Proposicién (Integracién término a término)

Sea la serie de potencias f(z) = Y 72y anz" y sea R su radio de

convergencia. Entonces la funcion F definida mediante
F(z) =35 n}rl a,z™*1 tiene de radio de convergencia R y es

una primitiva de f,; las demas primitivas de f se obtienen sumando
una constante a F.

|

6. Ejemplo

La serie de potencias f(x) := Y 72 4(—1)"x" tiene radio de
convergencia 1, siendo el dominio de f; el intervalo (—1,1), ya que
para x = +1 la serie no converge.
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Convergencia uniforme
Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

Proposicién (Integracién término a término)

Sea la serie de potencias f(z) = Y 72y anz" y sea R su radio de
convergencia. Entonces la funcion F definida mediante

F(z) =35 n}rl a,z™*1 tiene de radio de convergencia R y es
una primitiva de f,; las demas primitivas de f se obtienen sumando

una constante a F.

v

6. Ejemplo

La serie de potencias f(x) := > .72 o(—1)"x" tiene radio de
convergencia 1, siendo el dominio de f; el intervalo (—1,1), ya que
para x = +1 la serie no converge. Al ser una progresion
geométrica de razén x, es posible calcular la suma, resultando que:

o o(=1)"x" = 1%{ = f(x) para x € (—1,1).
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Convergencia uniforme

Operaciones con series de potencias Propiedades de las series de potencias

7. Ejemplo

Aplicando integraciéon término a término en la dltima igualdad del
ejemplo precedente se obtiene

o(—1)" 737X = log(1 + x) 4 C, siendo C una constante y
la |gualdad se cumple para x € (—1,1). Para x = 0, trivialmente,
puede sumarse la serie, y la suma es 0; como log(1 + 0) =0 se

concluye que C = 0. En consecuencia:
o

(1) 1xm = log(1 + x) para x € (—1,1).
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Indice 2: Funciones elementales y Teo Fund. del Algebra

© Funciones elementales
@ Exponencial compleja, y lo que encierra
@ La medida de angulos

@ E! Teorema Fundamental del Algebra
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

Exponencial compleja

Esta seccién estd destinada a probar que las funciones usuales del
andlisis: exponenciales, trigonométricas, hiperbélicas... son
ejemplos de series de potencias, es decir, son funciones analiticas.

La funcién exponencial compleja se define mediante la férmula
[ee]
z. 1 on

|
=0 n!

Propiedades basicas 1
(1+—z+—z +—z +...)

© La serie converge Vz € C. 1 . 3'1
o () e e g
1 1 1
Q e%eV = e7tW, 1+(1z+ )+( AT )+

La dltima igualdad es clave para def|n|r de forma analitica las
funciones trigonométricas y las férmulas de la trigonometria.
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra

La medida de angulos

Sacando consecuencias de la formula de la exponencial compleja

Ql=e"=¢ee*=e>0 VxeR
Q (&¥) = e > 0 = biyeccién estr. creciente de R sobre (0, ).
Q@ &Y = Xl donde x,y € R.

Qe "Y—nm,,zk o & —lim, >0

lim, S0 ¢ —Ilmnzk 0 ’y) = e/. Por tanto
le|? = e’ye’y =eYe ¥ =1

f)k

iny.n

@ Por la convergencia absoluta de Y 72 ; =%

E— 1_X72+X74_~_ +' X3+L5_
o TR I B GO TR TR

1 X2n & 1 X2n+1
= = + i —1)"—— = cosx + isenx.
n:O( ) (2n)! ,,EZ%( ) (2n+ 1)!
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra

La medida de angulos

Q & = eXe = eX(cosy + iseny) para todo x,y € R
De (4) obtenemos sen® x + cos® x = 1 para todo x € R.

@ A partir de las definiciones como series son inmediatas:

sen’ x = cos x cos’' x = — sen x

sen(—x) = — sen x cos(—x) = cos x
Q De la férmula e (*tY) = X se deducen las siguientes

cos(x + y) =cosxcosy — senx seny

sen(x +y) =senxcosy + cosx seny,

y a partir de ellas las formulas estandar de la trigonometria.
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

7y la medida de angulos

Definimos ahora 7 y la medida de angulos, entroncando de ese
modo con la significacién geométrica conocida de seno y coseno.
Proposiciéon

El conjunto {x > 0: cosx = 0} es no vacio, de hecho existe un

. . . 7r
primer elemento en dicho conjunto que se denota con 5

Ademas las funciones sen y cos son 2m-periédicas.
= —
Proposicion 8.2.1 ccs.um

Proposicion

La funcién v : [0,27) — S definida por ¢(t) = e es una
biyeccién de [0, 27) sobre la circunferencia unidad S.

Proposicion 8.2.2 ocer um ™
e’tt et =cost+isent=x+iy
y
X e 3
0 t 3 s = 27
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

La exponencial compleja engendra las funciones simples

La formula e := 577, %z” y los teoremas desarrollados en el

curso generan toda la informacién sobre las funciones simples.

@ ¢* es una funcién estrictamente creciente y derivable con
(e¥) = €* que no se anula nunca siendo por tanto una
biyeccién de R sobre (0,00) que cumple eXe¥ = XY,
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

La exponencial compleja engendra las funciones simples

La formula e := 577, %z” y los teoremas desarrollados en el

curso generan toda la informacién sobre las funciones simples.

@ ¢* es una funcién estrictamente creciente y derivable con
(e¥) = €* que no se anula nunca siendo por tanto una
biyeccién de R sobre (0,00) que cumple eXe¥ = XY,

@ La inversa de la funcién anterior, log x, es igualmente una
biyeccién estrictamente creciente de (0, c0) sobre R, continua
y derivable siendo (log x)’ = 1/x (teorema de la funcién
inversa). Ademas se cumple que log(xy) = log x + log y.
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

La exponencial compleja engendra las funciones simples

La formula e := 577, %z” y los teoremas desarrollados en el

curso generan toda la informacién sobre las funciones simples.

@ ¢* es una funcién estrictamente creciente y derivable con
(e¥) = €* que no se anula nunca siendo por tanto una
biyeccién de R sobre (0,00) que cumple eXe¥ = XY,

@ La inversa de la funcién anterior, log x, es igualmente una
biyeccién estrictamente creciente de (0, c0) sobre R, continua
y derivable siendo (log x)" = 1/x (teorema de la funcién
inversa). Ademas se cumple que log(xy) = log x + log y.

© Hemos obtenido las funciones seno y coseno, sus derivadas,
paridad y férmulas de la trigonometria.
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

La exponencial compleja engendra las funciones simples

La formula e := 577, %z” y los teoremas desarrollados en el

curso generan toda la informacién sobre las funciones simples.

@ ¢* es una funcién estrictamente creciente y derivable con
(e¥) = €* que no se anula nunca siendo por tanto una
biyeccién de R sobre (0,00) que cumple eXe¥ = XY,

@ La inversa de la funcién anterior, log x, es igualmente una
biyeccién estrictamente creciente de (0, c0) sobre R, continua
y derivable siendo (log x)" = 1/x (teorema de la funcién
inversa). Ademas se cumple que log(xy) = log x + log y.

© Hemos obtenido las funciones seno y coseno, sus derivadas,
paridad y férmulas de la trigonometria.

Q El coseno es positivo en (—7/2,7/2) = seno es una biyeccién
continua, derivable y estrictamente creciente de [—7/2,7/2]
sobre [—1, 1] su inversa arcsen x tiene las mismas propiedades.
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Funciones elementales Exponencial compleja, y lo que encierra
La medida de angulos

La exponencial compleja engendra las funciones simples

La formula e := 577, %z” y los teoremas desarrollados en el

curso generan toda la informacién sobre las funciones simples.

@ ¢* es una funcién estrictamente creciente y derivable con
(e¥) = €* que no se anula nunca siendo por tanto una
biyeccién de R sobre (0,00) que cumple eXe¥ = XY,

@ La inversa de la funcién anterior, log x, es igualmente una
biyeccién estrictamente creciente de (0, c0) sobre R, continua
y derivable siendo (log x)" = 1/x (teorema de la funcién
inversa). Ademas se cumple que log(xy) = log x + log y.

© Hemos obtenido las funciones seno y coseno, sus derivadas,
paridad y férmulas de la trigonometria.

Q El coseno es positivo en (—m/2,7/2) = seno es una biyeccién
continua, derivable y estrictamente creciente de [—7/2, /2]
sobre [—1, 1] su inversa arcsen x tiene las mismas propiedades.

© El arccos x, la tangente tan x, su inversa arctan x. ..
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El Teorema Fundamental del Algebra

Teorema Fundamental del Algebra

Cualquier polinomio en C de grado n tiene exactamente n raices
reales o complejas (iguales o diferentes) y por tanto, si z1, zp,. ..z,
son dichas raices, se puede escribir en la forma

Pn(z) = an(z — z1)(z — z5) ... (z — zp)

La parte mas dificil es probar que cada polinomio tiene al menos
una raiz, porque establecido esto, reiterando se tiene que

Pn(Z) = (Z - Zl)'Dn—l = (Z - 21)(2 - Z2)Pn_2 =...

siendo Py un polinomio de grado k.

La demostracion de que existe al menos una raiz se basa en el teorema de
Weierstrass de existencia de minimos y un lema técnico que asegura que
si un polinomio no se anula en un punto entonces hay valores cercanos a
ese punto para los que el médulo del polinomio es menor que el
correspondiente a dicho punto.
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El Teorema Fundamental del Algebra

Bibliografia

Las demostraciones de todos los teoremas de este diaporama
pueden encontrarse en

[@ J. M. Mira; B. Cascales y S. Sanchez-Pedrefio
http://ocw.um.es/ciencias/analisis-matematico-i-2009 ~%.um
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