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Introducción

El presente trabajo se estructura en cuatro capítulos. En los tres primeros se consider-
an diferentes cuestiones en torno a las topologías débil y débil∗ de los espacios de Banach
y de los compactos asociados a éstas mientras que en el último capítulo se tratan ciertos
problemas de renormamiento de espacios de Banach.

En el Capítulo 1 se estudian algunos problemas sobre compactos de Eberlein uni-
formes. En la Sección 1.1 se trata la estructura del compactoB(Γ), la bola del espacio de
Hilbert `2(Γ) en la topología débil (que es a su vez homeomorfo a la bola de`p(Γ) para
1 < p < +∞). El resultado principal es el siguiente:

Teorema 3El compactoB(Γ) es imagen continua del compactoσ1(Γ)N.

Aquí, σn(Γ) es el subconjunto compacto de{0,1}Γ formado por las tuplas cuyo so-
porte tiene cardinalidad menor o igual quen. Este resultado hay que ponerlo en relación
con un ejemplo de Bell [16] que, respondiendo a una pregunta en [20], muestra que no
todo compacto de Eberlein uniforme es imagen continua deσ1(Γ)N. Basándonos en este
ejemplo de Bell, construimos además una norma equivalente en`p(Γ) para1 < p < +∞
y |Γ| > ω cuya bola en la topología débil no es imagen deσ1(Γ)N y en particular no es
homeomorfa a la bola de la norma canónica. Además, como consecuencia del Teorema 3,
el compactoB(Γ) tiene una serie de propiedades combinatorias que Bell probó en [16],
[18] y [17] que comparten todas las imágenes continuas deσ1(Γ)N.

En la Sección 1.2 se estudia la clasificación topológica de los compactos que se
pueden expresar como producto numerable de espacios de tipoσk(Γ). Denotamos es-
tos espacios del siguiente modo: seaT el conjunto de todas las sucesiones(τn)∞

n=1 con
0≤ τn ≤ ω. Cuandoτ recorreT, στ(Γ) = ∏∞

1 σn(Γ)τn recorre todos los productos finitos
o numerables de espaciosσk(Γ). Paraτ ∈ T llamaremosj(τ) al supremo de todos los
n con τn > 0 e i(τ) al supremo de todos losn con τn = ω. Si τn < ω para cadan≥ 1,
entoncesi(τ) = 0. El resultado principal de la sección es el siguiente:
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Teorema 6 Seanτ,τ ′ ∈ T y Γ un conjunto no numerable.

1. Supongamos quej(τ) < ω. En este caso,στ ′(Γ) es homeomorfo aστ(Γ) si y sólo
si i(τ) = i(τ ′) y τn = τ ′n para cadan > i(τ).

2. Supongamos quei(τ) = ω. En este caso, sii(τ ′) = ω, entoncesστ(Γ) es homeo-
morfo aστ ′(Γ).

Esta clasificación no es completa y deja abierto el siguiente problema: SeaΓ un con-
junto no numerable yτ,τ ′ ∈ T tales quej(τ ′) = j(τ) = ω, i(τ) < ω y tales que existe
n≥ i(τ) conτn 6= τ ′n. ¿Esστ(Γ) homeomorfo aστ ′(Γ)? Por ejemplo, un caso particular
de este problema es si∏∞

i=1 σi(Γ) es homeomorfo a∏∞
i=2 σi(Γ).

En la Sección 1.3 consideramos la estructura de los espacios de BanachC(K) dondeK
es un producto numerable de espacios del tipoσk(Γ). El resultado principal es el siguiente:

Teorema 13 SeaΓ un conjunto infinito y(kn) una sucesión de enteros positivos. Los
espacios de BanachC(∏n<ω σkn(Γ)) y C(σ1(Γ)ω) son isomorfos.

Para productos finitos se cumple un resultado análogo (en este caso, todos los es-
paciosC(∏n<mσkn(Γ)) son isomorfos ac0(Γ)) como consecuencia de un resultado de
Marciszewski [49]. Establecemos además el siguiente teorema, que generaliza a la vez un
resultado de Benyamini, Rudin y Wage [20] y otro de Argyros y Arvanitakis [6]:

Teorema 15SeaK un compacto de Eberlein uniforme de pesoκ. Existe un subespacio
cerradoL deσ1(κ)N y una suprayección continuaf : L −→ K que admite un operador
regular de promedio.

En el Capítulo 2 estudiamos el índiceCG(X) que es el menor número de subconjuntos
débil compactos enX cuya unión generaX y su relación con el número de Lindelöf en la
topología débil̀ (X), así como los índices̀K(X), `Σ(X) y Nag(X) que se definen como el
menor peso de un espacio métrico completo, un espacio métrico o un espacio topológico
Σ respectivamente para el que existe una uscoΣ−→ 2(X,w). Estos índices generalizan las
nociones introducidas por Talagrand [68] de espacios débilmenteK -analíticos y débil-
mente numerablemente determinados. La relación general entre estos índices es

`(X)≤ Nag(X)≤ `Σ(X)≤ `K(X)≤CG(X)

Respondiendo a una pregunta de Corson [27] numerosos ejemplos han sido construi-
dos de espacios de BanachX para los què(X) = ω < CG(X) (los primeros se debieron
a Pol [62] y Talagrand [68]). Nosotros probamos lo siguiente:
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Teorema 36 Seaκ un cardinal cualquiera. Existe un espacio de Banach débilmente Lin-
delöf determinadoX (lo que implica què(X) = ω) tal queCG(X) > κ .

Ejemplos de Rosenthal [66] y Argyros [31, Section 1.6] muestran la existencia de
subespacios de espacios débilmente compactamente generados que no son débilmente
compactamente generados. Nosotros estudiamos la relación que existe entreCG(X),CG(Y)
y dens(Y) cuandoY es un subespacio deX:

Teorema 39 Seanκ ,τ,δ cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. τ ≤ d(κ) y δ ≥ bκ(τ).
2. Existe un espacio de BanachX y un subespacioY de X tales queCG(X) = κ,

CG(Y) = τ y dens(Y) = δ .

Los números cardinalesd(κ) y bκ(τ) están definidos en la Sección 2.1 en términos de
la topología del espacioκω . Para cardinalesκ,τ ≥ 2ω , ocurre qued(κ) = κω y bκ(τ) = τ
pero para cardinales menores que el continuo el comportamiento de estas funciones es más
complicado y depende fuertemente del modelo conjuntista en el que se trabaje. El hecho
de que (1) implica (2) en el Teorema 39 se obtiene modificando un ejemplo de Argyros
[31, Section 1.6] mientras que el recíproco se basa en el uso del índice deK -analiticidad.
Establecemos en la Sección 2.6 un resultado muy similar al Teorema 39 con respecto a la
relación de los índices̀K(X) y CG(X):

Teorema 38 Seanκ ,τ,δ cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. κ ≤ τ ≤ d(κ) y δ ≥ bκ(τ).
2. Existe un espacio de BanachX tal que`K(X) = κ, CG(X) = τ y dens(X) = δ .

Aquí, el hecho de que (1) implica (2) se obtiene modificando la construcción de Tala-
grand [68] de un espacio débilmenteK -analítico que no es débilmente compactamente
generado. Algunos casos particulares de estos resultados son por ejemplo que un espacio
de BanachK -analítico (i.e.̀ K(X) = ω) de peso menor queb = bω(ω1) es débilmente
compactamente generado (CG(X) = ω) y existen ejemplos de carácter de densidadb de
un subespacio de un débilmente compactamente generado y de un débilK -analítico que
no son débilmente compactamente generados.

No nos queda claro cuál es la relación precisa entre los índices`K(X), `Σ(X) y
Nag(X) para espacios de Banach. En [55] se da un ejemplo de un espacio topológicoT tal
queNag(T) < `Σ(T). Damos aquí ejemplos del mismo tipo de la formaT =Cp(K) conK
un compacto pero seguimos sin conocer un espacio de Banach que tenga esta propiedad.
En este capítulo se desarrollan también las propiedades de los compactos deκ-Eberlein,
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κ-Talagrand yκ-Gul’ko.

El capítulo 3 trata sobre compactos de Radon-Nikodým, espacios de Asplund y gen-
eralizaciones. Un espacio de Banach se dice de Asplund si todo subespacio separable
tiene dual separable y un compacto se dice de Radon-Nikodým si es homeomorfo a un
débil∗ compacto en un dual de un espacio de Asplund. Un problema planteado en [56]
que todavía permanece abierto es el de si la clase de los compactos de Radon-Nikodým
es cerrada para imágenes continuas. Diversos autores han abordado este problema intro-
duciendo tres clases de compactos que generalizan a los compactos de Radon-Nikodým
y que son cerradas para imágenes continuas: los compactos de casi Radon-Nikodým [9],
los fuertemente fragmentables [8, p. 104] y los numerablemente inferiormente fragmenta-
bles [33]. Namioka [57] probó que las dos primeras clases son iguales y aquí probamos
que en realidad las tres clases son la misma, e introducimos además una generalización:
los compactos deκ-casi Radon-Nikodým para cada cardinal infinitoκ. Además de los
artículos mencionados, queremos citar también [50], donde se dan algunas respuestas
parciales a un caso particular del problema de la imagen continua, el de si una unión de
dos compactos de Radon-Nikodým es un compacto de Radon-Nikodým. Análogamente a
como hacíamos en el Capítulo 2, definimos los índices en espacios de BanachAG(X), el
número de conjuntos de Asplund que generanX y LF(X), el menorκ tal que(BX∗ ,w∗)
es deκ-casi Radon-Nikodým y probamos:

Teorema 70 SeaX un espacio de Banach. Se verifican las siguientes relaciones:

1. LG(X)≤ AG(X)
2. AG(X)≤ d(LF(X)).
3. dens(X)≥ bLF(X)(AG(X)).

Como corolario se obtiene que un subespacio de un espacio Asplund generado de pe-
so menor queb es Asplund generado (aunque en general un subespacio de un espacio
Asplund generado no es Asplund generado). En relación con esto, tenemos la siguiente
respuesta parcial al problema de la imagen continua de los compactos de Radon-Nikodým:

Corolario 61 SiK es un compacto de casi Radon-Nikodým de peso menor queb entonces
K es un compacto de Radon-Nikodým.

En la Sección 3.3 probamos además lo siguiente:

Teorema 75 SeaK compacto totalmente ordenado fragmentado por una casi métricad.
EntoncesK es casi totalmente disconexo.
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Este resultado, combinado con otros de Arvanitakis [9] da otra respuesta parcial al
mencionado problema de la imagen continua:

Corolario 76 SeaK un compacto totalmente ordenado de casi Radon-Nikodým. Entonces
K es un compacto de Radon-Nikodým.

En la Sección 3.4 damos caracterizaciones de los compactos de Radon-Nikodým y de
casi Radon-Nikodým en términos de la uniformidad de los compactos y en relación con
la propiedad de Lindelöf de ciertas topologías. Estos resultados se hallan en la línea de
[60] y [24] de relación entre la propiedad de Lindelöf y la fragmentabilidad.

Finalmente, en el Capítulo 4 tratamos algunas propiedades de renormamiento. Una
norma se dice estrictamente convexa si su esfera no contiene ningún segmento no trivial,
se dice que es una norma de Kadec si las topología débil y de la norma coinciden en la
esfera, y se dice que es una norma LUR si para cualquier sucesión{xn} de puntos de la
esfera tal que‖xn−x0

2 ‖ converge hacia 1,xn converge en norma haciax0. El dual de un es-
pacio de Asplund admite una resolución proyectiva de la identidad y por tanto una norma
equivalente uniformemente localmente convexa (LUR, según las siglas en inglés) [32].
Cabe preguntarse si, más en general el dual de un espacio de Banach que no contenga a
`1 admite una norma equivalente LUR. En este capítulo daremos contraejemplos a esta
afirmación considerando los duales de espacios de James sobre ciertos árboles. Este prob-
lema continúa sin embargo abierto en el caso separable. Un espacio de Banach admite
una norma equivalente LUR si y sólo si admite una norma equivalente Kadec y una nor-
ma equivalente estrictamente convexa [72].

En la Sección 4.2 estudiamos el caso en que el espacio de James sobre un árbolT,
JT, es débilmente compactamente generado. El dual de cualquier espacio débilmente
compactamente generado es estrictamente convexificable, sin embargo mostraremos que
para ciertos árbolesJT es débilmente compactamente generado pero sin embargoJT∗ no
admite ninguna norma equivalente Kadec.

Teorema 88 SeaT un árbol que es unión numerable de anticadenas. Son equivalentes:

1. El árbol completadōT es también unión numerable de anticadenas.

2. JT∗ admite una norma equivalente Kadec.

3. JT∗ admite una norma equivalente LUR.

En la Sección 4.3 damos una condición suficiente sobre un árbolT para queJT∗ no
admita ni renormamiento estrictamente convexo ni renormamiento Kadec.
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Teorema 91 SeaT un árbol verificando las siguietes condiciones:

(T1) Todo nodo deT tiene una cantidad infinita de sucesores inmediatos.
(T2) Para cada familia numerable de anticadenas{Sn : n < ω} existet ∈ T tal que

t 6∈⋃
n<ω{u∈ T : ∃s∈ Sn : u≤ s}.

Entonces no existe ni una norma equivalente estrictamente convexa ni una norma equiv-
alente Kadec enJT∗.

Este resultado está inspirado en una construcción de Haydon que puede encontrarse en
[2] de un dual de un espacio débil Lindelöf determinado sin renormamiento estrictamente
convexo (este espacio contiene sin embargo a`1). Si consideramos, como en el men-
cionado ejemplo de Haydon, un árbol particular construido por Todorčevíc [70], entonces
obtenemos un espacio débilmente Lindelöf determinadoJT que verifica las condiciones
del Teorema 91. Como decíamos, permanece abierta la pregunta de si el dual de un espa-
cio de Banach separableX que no contiene à1 admite una norma equivalente LUR. Para
un tal espacioX, la bola bidualBX∗∗ es un compacto de Rosenthal separable (es decir,
un conjunto puntualmente compacto de funciones de la primera clase de Baire sobre un
espacio polaco) en la topología débil∗. Por tanto, este problema es un caso particular de
otro más general: ¿EsC(K) renormable LUR siempre queK sea un compacto de Rosen-
thal separable? Todorčevíc [71] ha construido recientemente un compacto de Rosenthal
no separableK tal queC(K) no es renormable LUR, mientras que Haydon, Moltó y Ori-
huela [40] han probado que siK es un conjunto compacto separable de funciones de la
primera clase de Baire con una cantidad numerable de discontinuidades, entoncesC(K)
es renormable LUR.

El contenido de esta tesis se encuentra en gran medida (aunque no totalmente) recogi-
do en los trabajos [14] (Sección 1.1), [10] (Secciones 1.2 y 1.3), [11] (Capítulo 2), [12]
(versión paraκ = ω de las Secciones 3.1 y 3.2) y [13] (Capítulo 4). El capítulo 1 fue
realizado durante una visita a la Universidad de Varsovia entre los meses mayo y julio de
2004, mientras que el capítulo 4 se llevó a cabo en la Universidad Politécnica Nacional
de Atenas entre los meses de febrero y julio de 2005.



Introduction

This work is structured in four chapters. In the first three we consider different topics
about the weak and weak∗ topologies of Banach spaces and the compact spaces associated
to them, while in the fourth chapter we deal with certain problems of the renorming of
Banach spaces.

In Chapter 1 we study several problems about uniform Eberlein compact spaces. In
Section 1.1 we treat the structure of the compactB(Γ), the ball of the Hilbert spacè2(Γ)
in the weak topology (which is homeomorphic to the ball of`p(Γ) for 1 < p < +∞). The
main result is the following:

Theorem 3The compact spaceB(Γ) is a continuous image ofσ1(Γ)N.

Here,σn(Γ) is the compact subset of{0,1}Γ formed by the tuples whose support
has cardinality less than or equal ton. This result must be compared with an example of
Bell [16] which, answering a question by Benyamini, Rudin and Wage [20], shows that
not all uniform Eberlein compact spaces are continuous images ofσ1(Γ)N. Based on this
example by Bell, we construct an equivalent norm on`p(Γ) for 1 < p < +∞ and|Γ|> ω
whose ball in the weak topology is not a continuous image ofσ1(Γ)N and in particular it
is not homeomorphic to the ball of the canonical norm. In addition, as a consequence of
Theorem 3, the compactB(Γ) has a number of combinatorial properties which have been
proved by Bell in [16], [18] and [17] to be shared by all continuous images ofσ1(Γ)N.

In Section 1.2 we study the topological classification of the compact spaces which
can be expressed as a countable product of spaces of the formσk(Γ). We denote these
spaces in the following way: LetT be the set of all sequences(τn)∞

n=1 with 0≤ τn ≤ ω.
Whenτ runs overT, στ(Γ) = ∏∞

1 σn(Γ)τn runs over all finite and countable products of
spacesσk(Γ). Forτ ∈ T, we call j(τ) to the supremum of alln with τn > 0 andi(τ) to the
supremum of alln with τn = ω. If τn < ω for all n≥ 1, theni(τ) = 0. The main result of
this section is the following:
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Theorem 6 Let τ,τ ′ ∈ T andΓ an uncountable set.

1. Suppose thatj(τ) < ω. In this case,στ ′(Γ) is homeomorphic toστ(Γ) if and only
if i(τ) = i(τ ′) andτn = τ ′n for everyn > i(τ).

2. Suppose thati(τ) = ω. In this case, ifi(τ ′) = ω, thenστ(Γ) is homeomorphic to
στ ′(Γ).

This classification is not complete and leaves open the following problem: LetΓ be
an uncountable set andτ,τ ′ ∈ T such thatj(τ ′) = j(τ) = ω, i(τ) < ω and such that there
existsn≥ i(τ) with τn 6= τ ′n. Is στ(Γ) homeomorphic toστ ′(Γ)? For example, a particular
case of this problem is whether∏∞

i=1 σi(Γ) is homeomorphic to∏∞
i=2 σi(Γ).

In Section 1.3 we consider the structure of the Banach spacesC(K) whereK is a
countable product of spaces of the formσk(Γ). The main result is the following:

Theorem 13 LetΓ be an infinite set and(kn) a sequence of positive integers. The Banach
spacesC(∏n<ω σkn(Γ)) andC(σ1(Γ)ω) are isomorphic.

For finite products holds a similar result (in this case, all spacesC(∏n<mσkn(Γ)) are
isomorphic toc0(Γ)) as a consequence of a result of Marciszewski [49]. We establish in
addition the following theorem, which generalizes simultaneously a result of Benyamini,
Rudin and Wage [20] and another of Argyros and Arvanitakis [6]:

Theorem 15LetK be a uniform Eberlein compact of weightκ. There exists a closed sub-
setL of σ1(κ)N and a continuous surjectionf : L−→ K that admits a regular averaging
operator.

In Chapter 2 we study the indexCG(X) which is the least number of weakly compact
subsets ofX whose union generatesX and its relation with the Lindelöf number in the
weak topologỳ (X), as well as with the indices̀K(X), `Σ(X) andNag(X) which are
defined as the least weight of complete metric space, a metric space or a topological space
Σ respectively such that there exists an uscoΣ −→ 2(X,w). These indices generalize the
notions introduced by Talagrand [68] of spaces weaklyK -analytic and weakly countably
determined. The general relation between these indices is

`(X)≤ Nag(X)≤ `Σ(X)≤ `K(X)≤CG(X)

Answering a question by Corson [27] many examples have been constructed of Ba-
nach spacesX with `(X) = ω < CG(X) (the first are due to Pol [62] and Talagrand [68]).
We prove the following:
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Theorem 36 Let κ be any cardinal. There exists a weakly Lindelöf determined Banach
spaceX (which implies that̀ (X) = ω) such thatCG(X) > κ.

Examples of Rosenthal [66] and Argyros [31, Section 1.6] show the existence of sub-
spaces of weakly compactly generated spaces which are not weakly compactly generated.
We study the relation betweenCG(X), CG(Y) anddens(Y) whenY is a subspace ofX:

Theorem 39 Let κ,τ,δ be infinite cardinals. They are equivalent:

1. τ ≤ d(κ) andδ ≥ bκ(τ).
2. There exists a Banach spaceX and a subspaceY of X such thatCG(X) = κ,

CG(Y) = τ anddens(Y) = δ .

The cardinal numbersd(κ) andbκ(τ) are defined in Section 2.1 in terms of the topol-
ogy of the spaceκω . For cardinalsκ,τ ≥ 2ω , it happens thatd(κ) = κω andbκ(τ) = τ
but for cardinals below the continuum the behavior of these functions is more complicat-
ed and heavily depends on the model of set theory on which we work. The fact that (1)
implies (2) in Theorem 39 is obtained by modifying an example by Argyros [31, Section
1.6] while the converse is based on the usage of the index ofK -analyticity. We establish
in Section 2.6 a very similar result to Theorem 39 with respect to the relation between
`K(X) andCG(X):

Theorem 38 Let κ,τ,δ be infinite cardinals. They are equivalent:

1. κ ≤ τ ≤ d(κ) andδ ≥ bκ(τ).
2. There exists a Banach spaceX such that̀ K(X) = κ , CG(X) = τ anddens(X) = δ .

Here, the fact that (1) implies (2) is obtained by modifying the construction by Ta-
lagrand [68] of a weaklyK -analytic space which is not weakly compactly generated.
Some particular cases of these results say for instance that any weaklyK -analytic Banach
space (i.e.̀ K(X) = ω) of weight less thanb = bω(ω1) is weakly compactly generated
(CG(X) = ω) and there exist examples of density characterb of a subspace of a weakly
compactly generated space and of a weaklyK -analytic space which are not weakly com-
pactly generated.

It is not clear for us which is the precise relation between the indices`K(X), `Σ(X)
andNag(X) for Banach spaces. In [55] an example is given of a topological spaceT such
that Nag(T) < `Σ(T). We give here examples of the same kind of the formT = Cp(K)
with K compact but still we do not know any Banach space with this property. In this chap-
ter we develop also the properties of theκ-Eberlein,κ-Talagrand andκ-Gul’ko compacta.
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Chapter 3 deals with Radon-Nikodým compacta, Asplund spaces and generalizations.
A Banach space is said to be an Asplund space if every separable subspace has separable
dual and a compact space is said to be Radon-Nikodým compact if it is homeomorphic to
a weak∗ compact subset of the dual of an Asplund space. A problem stated in [56] which
is still open is whether the class of Radon-Nikodým compacta is closed under continuous
images. Several authors have addressed this problem and have introduced three classes
which generalize Radon-Nikodým compacta and which are closed under continuous im-
ages: quasi Radon-Nikodým [9], strongly fragmentable [8, p. 104] and countably lower
fragmentable [33]. Namioka [57] proved that the two first classes are equal and here we
show that indeed the three classes are the same, and we introduce in addition a general-
ization: theκ-quasi Radon-Nikodým compacta for every infinite cardinalκ . Apart from
the mentioned papers, we want to cite also [50], where some partial answer to a particular
case of problem of the continuous image are given: the problem whether the union of
two Radon-Nikodým compacta is Radon-Nikodým compact. In an analogous way as we
did in Chapter 2 we define indices in Banach spacesAG(X), the number of Asplund sets
which generateX andLF(X) the leastκ such that(BX∗ ,w∗) is aκ-casi Radon-Nikodým
compact and we prove:

Theorem70 LetX be a Banach space. The following hold:

1. LG(X)≤ AG(X)
2. AG(X)≤ d(LF(X)).
3. dens(X)≥ bLF(X)(AG(X)).

As a Corollary we obtain that a subspace of an Asplund generated space of weight
less thanb is Asplund generated (although in general a subspace of an Asplund generated
space is not Asplund generated). In relation with this, we have the following partial an-
swer to the problem of the continuous image of Radon-Nikodým compacta:

Corollary 61 If K i a quasi Radon-Nikodým compact of weight less thanb, thenK is a
Radon-Nikodým compact.

In Section 3.3 we also prove the following:

Theorem 75 Let K be a totally ordered compact which is fragmented by a quasi metric
d. ThenK is almost totally disconnected.

This result, combined with others of Arvanitakis [9] gives another partial answer to
the mentioned problem of the continuous images:
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Corollary 76 Let K be a linearly ordered quasi Radon-Nikodým compact. ThenK is
Radon-Nikodým compact.

In Section 3.4 we give characterizations of Radon-Nikodým and quasi Radon-Nikodým
compacta in terms of the uniformity of the compact and in relation with the Lindelöf
property of certain topologies. These results are in the line of [60] and [24] of the relation
between the Lindelöf property and fragmentability.

Finally, in Chapter 4 we treat some renorming properties. A norm is said to be strictly
convex if its sphere contains no nontrivial segment, it is said to be Kadec if the weak and
the norm topologies coincide in the sphere and it is said to be a LUR norm if for every
sequence{xn} of points of the sphere such that‖xn−x0

2 ‖ converges to 1,xn converges in
norm tox0. The dual of an Asplund space admits a projective resolution of the identity and
hence an equivalent locally uniformly convex (LUR) norm [32]. It is a natural question
whether more generally the dual of a Banach space not containing`1 has an equivalent
LUR norm. In this chapter we give counterexamples to this statement by considering the
duals of James tree spaces over certain trees. This problem however is still open in the
separable case. A Banach space admits an equivalent LUR norm if and only if it admits
an equivalente Kadec norm and an equivalent strictly convex norm [72].

In Section 4.2 we study the case when the James tree space over a treeT, JT, is weak-
ly compactly generated. The dual of every weakly compactly generated space is strictly
convexifiable, but we show that for certain treesJT is weakly compactly generated but
JT∗ does not have an equivalent Kadec norm.

Theorem 88 LetT be a tree which is countable union of antichains. They are equivalent:

1. The completed treēT is also countable union of antichains.

2. JT∗ admits an equivalent Kadec norm.

3. JT∗ admits an equivalent LUR norm.

In Section 4.3 we give a sufficient condition on a treeT in orderJT∗ not to admit
neither a strictly convex nor a Kadec renorming.

Theorem 91 LetT be a tree verifying the following conditions:

(T1) Every node ofT has infinitely many immediate successors.

(T2) For every countable family of antichains{Sn : n < ω} there existst ∈ T sucht 6∈⋃
n<ω{u∈ T : ∃s∈ Sn : u≤ s}.
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Then there is neither an equivalent strictly convex norm nor an equivalent Kadec norm
for the spaceJT∗.

This result is inspired in a construction by Haydon which can be found in [2] of a
dual of a weakly Lindelöf determined space without strictly convex renorming (this space
contains nevertheless`1). If we consider, as in the mentioned example of Haydon, a par-
ticular tree constructed by Todorčevíc [70], then we obtain weakly Lindelöf determined
spaceJT which verifies the conditions of Theorem 91.

As we said, it remains open the question whether the dual of a separableX which
does not contiaǹ1 admits an equivalent LUR norm. For suchX, the bidual ballBX∗∗ is a
separable Rosenthal compact (that is a pointwise compact set of first Baire one functions
over a Polish space) in the weak∗ topology. Hence this problem is a particular case of the
more general: IsC(K) LUR renormable wheneverK is a separable Rosenthal compact?
Todořcevíc [71] has recently constructed a non separable Rosenthal compactK such that
C(K) is not LUR renormable, while Haydon, Moltó and Orihuela [40] have proven that if
K is compact set of first Baire one functions with a countable number of discontinuities,
thenC(K) is LUR renormable.

The contents of this Ph. D. thesis can be found to a great extent (although not totally)
in the works [14] (Section 1.1), [10] (Sections 1.2 and 1.3), [11] (Chapter 2), [12] (version
for κ = ω of Sections 3.1 and 3.2), and [13] (Chapter 4). Chapter 1 was during a visit to
the University of Warsaw between the months of May and July of 2004, and Chapter 4
was done in the National Technical University of Athens between the months of February
and July of 2005.



Preliminares

Recopilamos brevemente algunos materiales básicos de teoría combinatoria de con-
juntos, topología y espacios de Banach. No pretendemos hacer una exposición sistemática
ni exhaustiva, sino simplemente fijar terminología y notación para facilitar la tarea del lec-
tor. Como referencias generales mencionamos los textos de Kunen [46] y Jech [42] para
teoría de conjuntos, los de Engelking [29], Kelley [44] y Munkres [54] sobre topología y
[34] sobre espacios de Banach.

Conjuntos ordenados

Una relación≤ en un conjuntoX se dice que es una relación de orden parcial (o
simplemente una relación de orden) si verifica las siguientes tres propiedades para todo
x,y,z∈ X:

1. x≤ x.
2. Si x≤ y ey≤ x entoncesx = y.
3. Si x≤ y ey≤ zentoncesx≤ z.

Fijemos un conjunto ordenado(X,≤) (es decir un conjuntoX y una relación de orden
≤ enX).

Dos elementosx,y∈ X se dicencomparablessi o bienx≤ y o bieny≤ x.
Dos elementosx,y∈ X se dicenincomparablessi no son comparables.
Un subconjuntoA⊂ X se dice que es unacadenasi cada par de elementos deA son
comparables.
Un subconjuntoA ⊂ X se dice que es unaanticadenasi cada par de elementos
distintos deA son incomparables.
Seana,b∈ X.

• Escribimosa < b si a≤ b y a 6= b.
• [a,b] = {x : a≤ x≤ b},
• [a,b[= {x : a≤ x < b},
• ]a,b] = {x : a < x≤ b},
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• ]a,b[= {x : a < x < b},
• [a,+∞[= {x : a≤ x},
• ]a,+∞[= {x : a < x},
• ]−∞,b] = {x : x≤ b},
• ]−∞,b[= {x : x < b}.

Un elementoy∈ X se dicesucesor inmediatodey si x < y y ]x,y[= /0.
SeaA⊂ X y a∈ X.

• a es un elementominimaldeA si A∩]−∞,a] = {a}.
• a es un elementomaximaldeA si A∩ [a,+∞) = {a}.
• a es unacota inferiordeA si A⊂ [a,+∞).
• a es unacota superiordeA si A⊂]−∞,a].
• a es elmínimodeA, a = mı́n(A), si a es una cota inferior deA y a∈ A.
• a es elmáximodeA, a = máx(A), si a es una cota superior deA y a∈ A.
• a es elínfimode A, a = inf(A), si a es el máximo del conjunto de las cotas

inferiores deA.
• a es elsupremodeA, a = sup(A), si a es el mínimo del conjunto de las cotas

superiores deA.

(X,≤) se dice un conjuntototalmente ordenadosi todo par de elementos deX es
comparable.
(X,≤) se dice un conjuntobien ordenadosi todo subconjunto no vacío deX tiene
un mínimo.
(X,≤) se dice que es unárbol si ]−∞,x[ está bien ordenado para todox∈ X.
(X,≤) se dice un conjunto ordenadocompletosi todo subconjuntoA deX tiene un
supremo (o equivalentemente, si todo subconjuntoA deX tiene un ínfimo). Nótese
que con esta definiciónR no es completo peroR∪{−∞,+∞} sí lo es.
Si Y es un subconjunto deX, se dice que(X,≤) es lacompleción de Dedekindde
(Y,≤) si se cumplen las siguientes condiciones:

• (X,≤) es completo.
• Para cadax∈ X existeA⊂Y tal quex = sup(A).
• Para cadaA⊂Y y a∈Y tal quea es el supremo deA dentro deY, entoncesa

también es el supremo deA dentro deX.

Dado un conjunto ordenadoY existe una (salvo isomorfismo) única compleción de
DedekindȲ ⊃ Y. Dicha compleción puede construirse comoȲ = {lbY(A) : A⊂
Y} con el orden⊆, dondelbY(A) denota el conjunto de las cotas inferiores de un
conjuntoA en Y. El conjuntoY se identifica dentro dēY por la aplicacióny 7→
]−∞,y] = lbY({y}).
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El axioma de elección

Esta trabajo se inscribe en el marco de la Teoría de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
más el axioma de elección, conocida por las siglas ZFC. Cuando un resultado se afirma
consistente, nos referimos en todo momento a su consistencia con ZFC. Recordamos el
enunciado del axioma de elección y dos de sus formas equivalentes bajo ZF, que usaremos
en diversas ocasiones:

Axioma de elección.Si {Xi : i ∈ I} es una familia de conjuntos no vacíos indicada
en el conjuntoI , entonces existe una funciónf con dominioI tal que f (i) ∈ Xi para
todo i ∈ I .
Principio de buena ordenación de Zermelo.Para todo conjuntoX existe una
relación de buen orden enX.
Lema de Zorn. Si X es un conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadena de
X tiene una cota superior, entonces existe un elementox∈ X maximal enX.

Números ordinales

Un conjuntoα se dice que es unordinal si se verifican las dos condiciones siguientes:

1. Si β ∈ α entoncesβ ⊂ α.
2. α está bien ordenado por la relaciónx≤ y si x∈ y ó x = y.

Recordamos también algunos hechos y conceptos básicos en relación con los ordi-
nales

Cada conjunto totalmente ordenado(X,≤) es isomorfo a un ordinal(α,≤).
Los ordinales se ordenan por pertenencia (o equivalentemente por inclusión):α < β
si y sólo siα ∈ β si y sólo siα  β .
Cada ordinalα es igual al conjunto de los ordinales que lo precedenα = {β : β <
α}.
Los ordinales están bien ordenados, en el sentido de que siA es un conjunto o una
clase no vacía formada por ordinales entonces existeα ∈ A tal queα ≤ β para todo
β ∈ A.
Los primeros ordinales son0 = /0, 1 = {0}, 2 = {0,1}... ω = {0,1,2, . . .} es el
conjunto de los números naturales, que denotaremos indistintamente porω óN.

Dos conjuntosA y B se dicen equipotentes si existe una aplicación biyectiva deA en
B. Un ordinalκ se dice que es uncardinalsi κ no es equipotente a ningún ordinalα < κ.
La cardinalidadde un conjuntoA se denota por|A| y se define como el menor ordinalα
(o equivalentemente como el único cardinalα) tal queA y α son equipotentes.
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El hecho de que los cardinales formen una subclase de los ordinales podría provocar
algunas confusiones. Nótese por ejemplo que en cualquier expresión del tipo

⋃
λ<κ Aλ

el subíndiceλ recorre todos losordinalesmenores queκ y no sólo los cardinales, aun
cuandoκ sea un cardinal. Así mismo, en este trabajo todas las expresiones comoα + β ,
α ·β o αβ se refieren siempre a operaciones entre cardinales y nunca entre ordinales, con
la única excepción de la expresiónα + 1 que usamos para denotar el ordinal sucesor de
α, α +1 = α ∪{α}. Recordamos la definición de estas operaciones: sean{κi}i∈I , κ y τ
cardinales

∑i∈I κi = |⋃i∈I κi×{i}|
∏i∈I κi = |∏i∈I κi |
κτ = |κτ |, es decir, la cardinalidad del conjunto de todas las funciones deτ enκ .

La cofinalidadde un cardinalκ, denotada porco f(κ) es el menor cardinalτ tal que
κ es el supremo de una familia de cardinales{κα : α < τ} tales queκα < κ para cada
α. Un cardinalκ se diceregular si co f(κ) = κ. En general la cofinalidad de un conjunto
ordenadoX es el menor cardinal de un subconjunto deX que no posee cotas superiores
enX.

Espacios topológicos

En este trabajo todos los espacios topológicos seráncompletamente regulares, es de-
cir, homeomorfos a algún subespacio de un producto de rectas realesRΓ para algún con-
junto Γ.

SeanX un espacio topológico,Y ⊂ X y x∈ X.

Un subconjunto deX escerrado-abiertoo clopensi es a la vez cerrado y abierto.
Un espacio se diceconexosi no contiene ningún cerrado-abierto salvo/0 y X y se
dice totalmente disconexosi para cadax,y∈ X diferentes existe un cerrado-abierto
U tal queU ∩{x,y}= {x}.
La adherenciao clausuradeY se denota porY, Y es denso enX si Y = X.
Un entornode x es un conjuntoA que contiene un abiertoU tal quex ∈ U . Un
entornodeY es un conjuntoA que contiene un abiertoU tal queY ⊂U .
Y es unretractodeX si existe una aplicación continua y suprayectivap : X −→Y
(la retracción) tal quep(y) = y para todoy∈Y.
Una base de entornosde x en X es una familiaU de entornos deX tal que para
cada entornoV dex existeU ∈U tal queU ⊂V.
Una baseparaX es una familiaU de abiertos deX tal queU es una familia
de entornos dez para todoz∈ X, o equivalentemente, si cada abierto deX puede
expresarse como unión de elementos deU .
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Un subconjuntoAdeX se dice un subconjuntoFσ si es unión numerable de cerrados
y se diceGδ si es intersección numerable de abiertos. SiX es compacto, entonces
un subconjuntoA de X es cerrado yGδ si y sólo si existe una función continua
f : X −→ R tal queA = f−1(0).
SeaZ un conjunto yd : Z×Z −→ [0,+∞) ⊂ R una aplicación. Consideramos las
siguientes propiedades:

1. d(x,y) = 0 si y sólo six = y, para todox,y∈ Z,
2. d(x,y) = d(y,x) para todox,y∈ Z,
3. d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z) para todox,y,z∈ Z.

Si d verifica 1 y 2, diremos qued es unacasi métricao unasimétrica, si verifica 2 y
3 diremos que es unapseudométricay si verifica 1,2 y 3 diremos que es unamétrica.
En este último casod induce una topología enZ en la que las bolasB(x,ε) = {y∈
X : d(x,y) < ε} forman una base de entornos de cadax∈ Z.
una funciónf : X×X −→ R siendoX se dice que fragmentaX si para cada sub-
conjunto (cerrado)L deX y cadaε > 0 existe un abierto relativo no vacíoU deL
de f -diámetro menor queε, es decirsup{ f (x,y) : x,y∈U}< ε.
El pesodeX es la menor cardinalidad de una base deX:

w(X) = mı́n{|U | : U es una base deX}

El carácter de densidaddeX es la menor cardinalidad de un subconjunto denso de
X:

dens(X) = mı́n{|A| : A es un subconjunto denso deX}

En generaldens(X)≤ w(X) y si X es un espacio métricodens(X) = w(X).
X es localmente compactosi cada punto deX tiene un entorno compacto. En este
caso, la compactificación por un punto deX, denotada porα(X) es el espacio
α(X) = X∪{∞} en el queX es abierto y una base de entornos de∞ está formada
por los conjuntosα(X)\K conK un compacto deX. El punto∞ se llama punto del
infinito.
Si{Xi}i∈I son espacios topológicos, susuma discretao unión discreta, denotada por⊕

i∈I Xi , es el espacio
⋃

i∈I Xi (suponemos queXi ∩Xj = /0 si i 6= j) cuyos abiertos
son los conjuntos de la forma

⋃
i∈I Ui con cadaUi abierto enXi .

Si Σ es otro espacio topológico, diremos que una aplicaciónφ : Σ −→ 2X deΣ en
las partes deX es unauscosi se verifican las siguientes condiciones:

1. φ(σ) es un subconjunto compacto no vacío deX para cadaσ ∈ Σ.
2. φ es superiormente semicontinua, es decir, para cada abiertoU deX, el con-

junto{σ ∈ Σ : φ(σ)⊆U} es un subconjunto abierto deΣ.
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En esta situación, siA es un subconjunto deΣ, denotaremosφ(A) =
⋃{φ(σ) : σ ∈

A}. La notaciónφ : Σ ³ 2X indicará que la uscoφ : Σ −→ 2X es suprayectiva, es
decir queφ(Σ) = X.
Dado un conjuntoZ y A,B⊂ Z×Z, A◦B = {(x,z) : ∃y∈ Z : (x,y) ∈ A,(y,z) ∈ B},
A−1 = {(x,y) : (y,x)∈A}. LadiagonaldeZ×Z es el conjunto∆Z = {(x,y)∈Z×Z :
x = y}.
UnauniformidadenZ es una familia no vacíaU de subconjuntos deZ×Z verifi-
cando las siguientes condiciones:

1. ∆Z ⊂U para todoU ∈U .
2. Si U ∈U y V ⊃U entoncesV ∈U .
3. Si U,V ∈U entoncesU ∩V ∈U .
4. Si U ∈U entoncesU−1 ∈U .
5. Si U ∈U entonces existeV ∈U tal queV ◦V ⊂U .

Dada una familia arbitrariaA de subconjuntos deZ×Z, la uniformidad generada
por A es la menor uniformidad que contiene aA . La topología inducida enZ
por la uniformidadU es la topología en la que una base de entornos del punto
x ∈ Z está formada por los conjuntosU [x] = {y ∈ Z : (x,y) ∈ U}, U ∈ U . Dado
un compactoK, existe una única uniformidad enK que induce la topología de
K, que es la uniformidad formada por todos los entornos de la diagonal deK. Si
K ⊂ [−1,1]Γ, entoncesU ⊆ K×K es un entorno de la diagonal deK si y sólo si
existenγ0, . . . ,γn ∈ Γ y ε > 0 tales que{(x,y) ∈ K×K : máxi≤n |xγi −yγi |< ε} ⊂U

Espacios de Banach

Todos los espacios vectoriales se considerán sobre el cuerpo de los números reales. El
subespacio vectorial generado por un subconjuntoA de un espacio vectorialX se denota
por span(A). Un espacio de Banaches un par(X,‖ · ‖) dondeX es un espacio vectorial
real y‖·‖ es un norma enX (es decir una función sobrex verificando‖x‖= 0 ⇐⇒ x= 0,
‖λx‖= |λ |‖x‖ y ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖) tal queX dotado de la métricad(x,y) = ‖x−y‖ es
un espacio métrico completo.

La bola cerrada (o simplemente la bola) del espacio de BanachX es el conjunto
BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} mientras que laesferaesSX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. Un subes-
paciode un espacio de BanachX es un subespacio vectorialY deX que es cerrado en la
topología inducida por la norma, de tal forma queY es de nuevo un espacio de Banach
con la norma heredada deX.

Si X e Y son espacios de Banach, unoperadorde X enY es una aplicación lineal
T : X −→ Y tal que que existeM > 0 tal que‖T(x)‖ ≤ M‖x‖ para todox ∈ X (esta
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condición es equivalente a queT sea continua respecto de las métricas inducidas por las
normas). El menor de losM verificando la condición anterior es la norma deT, M = ‖T‖.
Un operadorT se dice que es unisomorfismosi es una aplicación biyectiva y su inversa
T−1 es también un operador. Si además‖T(x)‖ = ‖x‖ para todox, el isomorfismoT se
dice que es unaisometría. Dos familias{xi : i ∈ I} e {yi : i ∈ I} en espacios de Banach
se dicenisométricassi existe una isometríaT : span{xi : i ∈ I} −→ span{yi : i ∈ I} tal
queT(xi) = yi para todoi ∈ I . Dos normas‖ · ‖ y ||| · ||| enX se dicenequivalentessi la
identidad(X,‖ · ‖)−→ (X, ||| · |||) es un isomorfismo.

El espacio dualde un espacio de BanachX es el espacio de BanachX∗ de los oper-
adores deX enR. El espacioX se identifica con un subespacio deX∗∗ identificandox∈X
con el operadorz∗ 7→ z∗(x). El espacioX se dicereflexivosi X = X∗∗. Si T : X −→Y es
un operador, el operado dualT∗ : Y∗ −→ X∗ se define porT∗(y∗)(x) = y∗(T(x)).

Pordens(X) denotaremos el carácter de densidad deX en la topología de la norma.

La topología débildeX, denotada porw, es la menor topología enX para la que to-
dos los elementos deX∗ son continuos. Latopología débil∗ deX∗, denotada porw∗ es la
menor topología enX∗ para la que la sustitución por cada elemento deX, z∗ 7→ z∗(x), es
continua. Cuando no se haga ninguna especificación, se entiende que la topología de un
espacio de Banach es la topología inducida por la norma.

Para cada conjuntoΓ y dado1≤ p < ∞ tenemos los siguientes ejemplos de espacios
de Banach:

`p(Γ) = {x∈ RΓ : ∑γ∈Γ |xγ |p < ∞} con la norma‖x‖p = (∑γ∈Γ |xγ |p)
1
p .

`∞(Γ) = {x∈RΓ : ∃a∈R ∀γ ∈ Γ |xγ |< a} con la norma‖x‖∞ = sup{|xγ | : γ ∈ Γ}.
c0(Γ) = {x∈RΓ : ∀ε > 0 |γ : |xγ |> ε|< ω} con la norma‖x‖∞ = sup{|xγ | : γ ∈ Γ}.

Otro ejemplo importante para nosotros es el siguiente: SiK es un espacio topológi-
co compacto, entonces el espacio de funciones reales continuas sobreK, C(K), es un
subespacio dè∞(K). EnC(K) además de las topologías débil y de la norma, tenemos la
topología de convergencia puntual (o simplemente la topología puntual, denotada porτp)
que es la menor topología para la que cada sustituciónf 7→ f (x) es continua (x∈ K). El
espacioC(K) dotado de la topologíaτp se denota también porCp(K).

Si {Xi : i ∈ I} es una familia de espacios de Banach, su suma-c0, denotada como
(
⊕

i∈I Xi)c0 es el espacio de Banach

X = {(xi)i∈I ∈∏
i∈I

Xi : |{i ∈ I : ‖xi‖> ε}|< ω ∀ε > 0}
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dotado de la norma‖(xi)‖= supi∈I ‖xi‖.

Un espacio de Hilbertes un espacio de Banach isométrico a`2(Γ). Todos los espacios
`p(Γ) son reflexivos cuando1 < p < +∞ y `∗p = `q siendo1

p + 1
q = 1.

Otros

Para un conjuntoX denotaremos porX(ω) ó X(N) el conjunto de las tuplas finitas de
elementos deX, X(ω) =

⋃
n<ω Xn, mientras que[X]<ω denotará la familia de los subcon-

juntos finitos deX, [X]<ω = {F ⊂ X : |F |< ω}.

El soportede una funciónf : I −→ X essupp( f ) = {i ∈ I : f (i) 6= 0}.
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lo 1 Compactos de Eberlein
uniformes

Compactos de Eberlein
uniformes

Definición 1. Un compacto de Eberlein uniforme es un espacio topológico homeomorfo
a un subconjunto débil compacto de un espacio de Hilbert.

Dado que un espacio de Hilbert`2(Γ) es reflexivo, su bola unidad cerradaB`2(Γ) es
débil compacta y constituye un ejemplo de compacto de Eberlein uniforme. Dicha bola
es homeomorfa al siguiente subespacio cerrado del cubo de Tychonoff[−1,1]Γ:

B(Γ) =

{
x∈ [−1,1]Γ : ∑

γ∈Γ
|xγ | ≤ 1

}
.

De hechoB(Γ) es homeomorfo a(B`p(Γ),w) para cada1 < p < +∞, siendo el home-
omorfismoh : B`p(Γ) −→ B(Γ) dado porh(x)γ = signo(xγ) · |xγ |p. Todo subconjunto débil
compacto de un espacio de Banach es acotado [34, Theorem 3.15], así que en realidad,
un compacto es de Eberlein uniforme si y sólo es homeomorfo a un subespacio cerrado
de B(Γ) para algún conjuntoΓ. Otro ejemplo de compacto de Eberlein uniforme es el
espacioσk(Γ) parak∈ N y Γ un conjunto:

σk(Γ) = {x∈ {0,1}Γ : |supp(x)| ≤ k}
El hecho de queσk(Γ) sea un compacto de Eberlein uniforme se sigue de que es home-

omorfo aB(Γ)∩{0, 1
k}Γ. Obsérvese queσ1(Γ) es homeomorfo a la compactificación por

un punto de un conjunto discretoΓ. La clase de los compactos de Eberlein uniformes es
cerrada para las siguientes operaciones topológicas:

1. Subespacios cerrados.
2. Productos numerables.
3. Imágenes continuas.
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Lo primero es consecuencia inmediata de la definición, lo segundo se sigue de la exis-
tencia de una inclusión topológicaB(Γ)N ↪→B(Γ×N) dada por(xγ ,n) 7→ ( 1

2n xγ ,n) mientras
que lo tercero es un difícil resultado debido a Benyamini, Rudin y Wage [20]. El siguiente
resultado del mismo artículo afirma que la clase de los compactos de Eberlein uniformes
puede ser alternativamente descrita como la menor clase que contiene a los espaciosσ1(Γ)
y que es cerrada para las tres operaciones topológicas descritas anteriormente.

Teorema 2 (Benyamini, Rudin, Wage).Cada compacto de Eberlein uniforme de peso
κ es imagen continua de un subconjunto cerrado deσ1(κ)N.

1.1. La bola del espacio de Hilbert en la topología débil

En [20], a la vista del Teorema 2, se formula la pregunta de si en realidad es posi-
ble obtener cualquier compacto de Eberlein uniforme como imagen continua del propio
σ1(Γ)N, cuestión que fue resuelta negativamente por Bell en [16]. Nosotros probamos lo
siguiente:

Teorema 3. B(Γ) es imagen continua deσ1(Γ)N.

Para dar su contraejemplo, Bell introdujo la siguiente propiedad: Un compactoK se
dice que verifica la propiedad (Q) si para cada cardinal regular no numerableλ y cada
familia {Uα ,Vα}α<λ de abiertos deK conUα ⊂Vα debe verificarse una de las dos alter-
nativas siguientes:

1. o bien existe un conjuntoA⊂ λ con |A|= λ tal queUα ∩Uβ = /0 para cada par de
elementos distintosα y β enA,

2. o bien existe un conjuntoA⊂ λ con |A| = λ tal queVα ∩Vβ 6= /0 para cada par de
elementos distintosα y β enA.

Bell probó en [16] que la propiedad (Q) la verifican todos los espacios poliádicos, es
decir, todos los espacios que son imagen continua deσ1(Γ)Λ para ciertos conjuntosΓ y Λ,
(este concepto fue introducido en [53] y estudiado también por Gerlits [36]), y construyó
un compacto de Eberlein uniforme sin la propiedad (Q). Más tarde, Bell [18] construyó
otro ejemplo de un compacto de Eberlein uniforme que no es imagen continua de ningún
σ1(Γ)N y que sin embargo es poliádico.

Como consecuencia del Teorema 3,B(Γ) verifica la propiedad (Q) así como otras
propiedades del mismo tipo introducidas por Bell en [18] y [17]. Sin embargo, siΓ es no
numerable, mostraremos en el Teorema 5 que una modificación de uno de los ejemplos de
Bell proporciona una norma equivalente en`p(Γ) que no es imagen continua deσ1(Γ)N,
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y que de hecho no verifica la propiedad (Q). En particular, estamos dando dos normas
equivalentes en el espacio no separable`p(Γ) cuyas bolas cerradas no son homeomorfas
en la topología débil. Esto contrasta con el caso separable, puesto que las bolas de todos
los espacios de Banach reflexivos y separables son homeomorfas en la topología débil [15,
Theorem 1.1]. Referimos a [15] para información respecto al problema de si las bolas de
dos normas equivalentes en un espacio de Banach separable son débilmente homeomor-
fas.

Demostración del Teorema 3: Para un conjunto∆ usaremos la notaciónB+(∆) =
B(∆)∩ [0,1]∆. En primer lugar, observamos queB(Γ) es imagen continua deB+(Γ). De
hecho, si consideramosΓo = Γ×{a,b}, tenemos una función continua y suprayectiva
ψ : B+(Γo)−→ B(Γ) dada porψ(x)γ = x(γ,a)−x(γ ,b).

En un segundo paso, utilizamos el proceso habitual para expresarB+(Γ) como im-
agen continua de un compacto totalmente disconexoL0. Fijamos una sucesión(rn)∞

n=0
de números reales positivos tales que∑∞

n=0 rn = 1 y tales que la aplicación continua
φ : {0,1}N−→ [0,1] dada porφ(x) = ∑∞

n=0 rnxn sea suprayectiva, por ejemplorn = 2−n−1.
Consideramos la función potenciaφ Γ : {0,1}Γ×N −→ [0,1]Γ y definimos:

L0 = (φ Γ)−1(B+(Γ)),
f = φ Γ|L0,

de tal forma quef : L0−→B+(Γ) es una suprayección continua. Es conveniente tener una
suprayección explícita deL0. Para cadax∈ {0,1}Γ×N y cadan∈ N, definimosNn(x) =
|{γ ∈ Γ : x(γ ,n) = 1}|.

x∈ L0 ⇐⇒ φ Γ(x) ∈ B+(Γ)
⇐⇒ ∑

γ∈Γ
φ Γ(x)γ ≤ 1

⇐⇒ ∑
γ∈Γ

∞

∑
n=0

rnx(γ,n) ≤ 1

⇐⇒
∞

∑
n=0

rnNn(x)≤ 1.

El compactoL0 puede ser descrito alternativamente como sigue. SeaZ un subconjunto
compacto deNN tal que siσ ∈ Z y τn ≤ σn para cadan∈ N, entoncesτ ∈ Z. Asociado a
este conjuntoZ construimos el siguiente espacio:

K (Z,Γ) = {x∈ {0,1}Γ×N : (Nn(x))n∈N ∈ Z}.
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Tenemos queL0 = K (Z0,Γ) dondeZ0 =
{

s∈ NN : ∑i∈N r isi ≤ 1
}

. Nótese queZ0 es
de hecho compacto puesto que es un subespacio cerrado de∏n∈N{0, . . . ,Mn} dondeMn

es la parte entera de1rn
. La prueba quedará finalizada con el siguiente lema:

Lema 4. SeaZ un subconjunto compacto deNN tal que siσ ∈ Z y τn ≤ σn para cada
n∈ N entoncesτ ∈ Z. En este caso,K (Z,Γ) es imagen continua deσ1(Γ)N.

Prueba: Primero comprobamos queK (Z,Γ) es un subconjunto cerrado de{0,1}Γ×N

y en consecuencia compacto. Efectivamente, six∈ {0,1}Γ×N \K (Z,Γ), entonces tene-
mos que(Nn(x))n∈N 6∈ Z y comoZ es cerrado enNN, existe un conjunto finitoF ⊂ N tal
queσ 6∈ Z siempre queσn = Nn(x) para cadan∈ F. En este caso,

W = {y∈ {0,1}Γ×N : yγ ,n = 1 siempre quen∈ F y xγ ,n = 1}
es un entorno que separax deK (Z,Γ) y esto finaliza la prueba de queK (Z,Γ) es cerra-
do.

Puesto queZ es compacto, para todon∈ N existeMn ∈ N tal queσn ≤Mn para todo
σ ∈ Z. Definimos ahora el siguiente compacto:

L1 = Z× ∏
m∈N

Mm

∏
i=0

σi(Γ)

Nótese queL1 es imagen continua deσ1(Γ)N. Por una parte, comoZ es un compacto
metrizable, es imagen continua de{0,1}N y en particular deσ1(Γ)N. Por otro lado, para
cualquieri ∈ N, el espacioσi(Γ) puede verse como la familia de todos los subconjuntos
de Γ de cardinalidad a lo sumoi. De esta forma, consideramos la suprayección conti-
nua p : σ1(Γ)i −→ σi(Γ) dada porp(x1, . . . ,xi) = x1∪ ·· · ∪ xi . De la existencia de esta
suprayección se sigue el hecho de que cualquier producto numerable de espaciosσi(Γ) es
imagen continua deσ1(Γ)N, y en particular, el segundo factor en la expresión deL1.

Queda definir una aplicación continua y suprayectivag : L1 −→ K (Z,Γ). Fijamos
para ello algo de notación. Un elemento deL1 lo escribiremos como(z,x) dondez∈ Z y
x∈∏m∈N∏Mm

i=0 σi(Γ). Al mismo tiempo, talx es de la forma(xm)m∈N conxm∈∏Mm
i=0 σi(Γ)

y de nuevo cadaxm es(xm,i)Mm
i=1 dondexm,i ∈ σi(Γ), elemento que a su vez es de la forma

xm,i = (xm,i
γ )γ∈Γ ∈ σi(Γ)⊂ {0,1}Γ. La funcióng : L1 −→K (Z,Γ)⊂ {0,1}Γ×N se define

como sigue:

g(z,x)γ ,m = xm,z(m)
γ

Obsérvese queg(x,z) lleva realmenteL1 sobreK (Z,Γ) porque para cadam la tupla

(xm,z(m)
γ )γ∈Γ es un elemento arbitrario deσz(m)(Γ).
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Teorema 5. SeaΓ un conjunto no numerable y1 < p < ∞. Existe una norma equivalente
en `p(Γ) cuya bola unidad cerrada en la topología débil no verifica la propiedad (Q) y
por tanto no es poliádica.

Prueba: Este ejemplo está basado en uno de Bell [16], originalmente un compacto
disperso, es decir un compacto en el que cada subconjunto no vacío tiene un punto aislado.
Al serΓ no numerable podemos suponer queω1 es un subconjunto deΓ. Seaφ : ω1−→R
una aplicación inyectiva y

G = {(α,β ) ∈ ω1×ω1 : φ(α) < φ(β ) ⇐⇒ α ¹ β}.
El ejemplo de Bell de un compacto de Eberelin uniforme que no satsiface la propiedad

(Q) esL = {({α},{β}) : (α,β ) ∈G} ⊂ σ1(Γ)×σ1(Γ).

Por nuestra parte, definimos una norma equivalente en`p(Γ)× `p(Γ)∼ `p(Γ) como

‖(x,y)‖′ = sup{‖x‖p,‖y‖p, |xα |+ |yβ | : (α,β ) ∈G}.
LlamaremosK a la bola unidad cerrada de esta norma equivalente, considerada siempre

con la topología débil. Fijamos dos números reales1 < ξ1 < ξ2 < 21− 1
p . Las familias de

abiertos deK
Uα = {(x,y) ∈ K : |xα |+ |yα |> ξ2}, α < ω1

Vα = {(x,y) ∈ K : |xα |+ |yα |> ξ1}, α < ω1

verifican queUα ⊂Vα y que para cadaα,β < ω1, Uα ∩Uβ = /0 si y sólo si(α,β ) ∈G
si y sólo siVα ∩Vβ = /0. Efectivamente: si existe algún(x,y) ∈Vα ∩Vβ , entonces

|xα |+ |yα |+ |xβ |+ |yβ |> ξ1 +ξ1 > 2

y por tanto o bien|xα |+ |xβ | > 1 o bien|yα |+ |yβ | > 1 y eso implica que(α,β ) 6∈ G ya
que(x,y) ∈ K. Por otra parte, si(α,β ) 6∈ G entonces el elemento(x,y) ∈ `p(Γ)× `p(Γ)
que tiene todas sus coordenadas nulas exceptoxα = xβ = yα = yβ = 2−

1
p vive enUα ∩Uβ .

Como no hay ningún subconjunto no numerable de la recta real que esté bien ordenado
(o inversamente bien ordenado) no puede existir ningún subconjunto no numerableA de
ω1 tal queA×A⊂ G ó (A×A)∩G = /0. Por consiguiente, las familias{Uα} y {Vα}
atestiguan el hecho de queK no tiene la propiedad (Q).

1.2. Productos numerables de espaciosσk(Γ)

Esta sección se dedica a la demostración del Teorema 6 sobre la clasificación topo-
lógica de un tipo particular de compactos de Eberlein uniformes: aquellos que se pueden
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expresar como producto numerable de espacios de tipoσk(Γ). Recordamos la notación
para estos espacios que dimos en la introducción:T es el conjunto de todas las sucesiones
(τn)∞

n=1 con0≤ τn ≤ ω. Cuandoτ recorreT, στ(Γ) = ∏∞
1 σn(Γ)τn recorre todos los pro-

ductos finitos o numerables de espaciosσk(Γ). Paraτ ∈ T llamamosj(τ) al supremo de
todos losn conτn > 0 e i(τ) al supremo de todos losn conτn = ω. Si τn < ω para cada
n≥ 1, entoncesi(τ) = 0. En todo caso se tiene0≤ i(τ)≤ j(τ)≤ ω.

Teorema 6. Seanτ ,τ ′ ∈ T y Γ un conjunto no numerable.

1. Supongamos quej(τ) < ω. En este caso,στ ′(Γ) es homeomorfo aστ(Γ) si y sólo
si i(τ) = i(τ ′) y τn = τ ′n para cadan > i(τ).

2. Supongamos quei(τ) = ω. En este caso, sii(τ ′) = ω, entoncesστ(Γ) es homeo-
morfo aστ ′(Γ).

Hacemos notar que la hipótesis de no numerabilidad en el Teorema 6 es importante
y de hecho la situación cuandoΓ es numerable es bien distinta. Todos los compactos
metrizables totalmente disconexos y perfectos (sin puntos aislados) son homeomorfos
[43, Theorem 7.4] lo que implica que todos los productos numerables de espaciosσk(ω)
son homeomorfos. Los productos finitos son compactos numerables, cuya clasificación
topológica completa está resuelta en el clásico trabajo de Mazurkiewicz y Sierpiński [51]:
dos de estos compactos son homeomorfos si y sólo si tienen el mismo índice de derivación
de Cantor-Bendixon y la misma cardinalidad de la última derivada de Cantor-Bendixon
no vacía. Si se calculan dichos invariantes para un producto finito∏n

i=1 σki (ω) puede verse
fácilmente que se obtienen los valores1+∑n

1ki y 1 respectivamente.

De ahora en adelante,Γ será siempre un conjunto no numerable. En esta sección será
conveniente manejar una definición equivalente aunque formalmente distinta del espacio
σk(Γ),

σk(Γ) = {A⊂ Γ : |A| ≤ k}

dotado de la topología que tiene como base los conjuntos de la forma

ΦG
F = {y∈ σn(Γ) : F ⊂ y⊂ Γ\G}

paraF y G subconjuntos finitos deΓ.

Lema 7. Sim< n entoncesσm(Γ)×σn(Γ)ω es homeomorfo aσn(Γ)ω .

Prueba: Recordemos que se deonta por(X1⊕X2⊕ ·· ·) la suma discreta de los es-
pacios topológicosX1,X2, . . . y por αX la compactificación por un punto de un espa-
cio localmente compactoX. Fijamosγ0, . . . ,γn−1 ∈ Γ. Consideramos el conjuntoL =
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ω×{0, . . . ,n−1} dotado del orden lexicográfico:(k, i) < (k′, i′) siempre que o bienk< k′

o bienk= k′ e i < i′. Para cada(k, i)∈ L definimos un conjunto cerrado-abierto deσn(Γ)ω

como sigue

A(k,i) = {x∈ σn(Γ)ω : γi 6∈ xk,γi′ ∈ xk′∀(k′, i′) < (k, i)}
= {x∈ σn(Γ)ω : γi 6∈ xk ⊃ {γ0, . . . ,γi−1},x j = {γ0, . . . ,γn−1}∀ j < k}.

Nótese queA(k,i) es homeomorfo aσn−i(Γ)×σn(Γ)ω y que{Al : l ∈ L} constituye una
sucesión disjunta de subconjuntos cerrado-abiertos deσn(Γ)ω con un único punto límite
fuera de ellosξ ∈ σn(Γ)ω constantemente igual a{γ0, . . . ,γn−1}. Por tanto,

σn(Γ)ω ≈ α

(
⊕

l∈L

Al

)
≈ α

(
n−1⊕

i=0

⊕

j<ω
(σn−i(Γ)×σn(Γ)ω)

)
.

Por otra parte, se puede llevar a cabo una descomposición similar enσm(Γ)×σn(Γ)ω

definiendo, paraj < my (k, i) ∈ L:

B′j = {(y,x) ∈ σm(Γ)×σn(Γ)ω : γ j 6∈ y,{γ0, . . . ,γ j−1} ⊂ y}
B(k,i) = {(y,x) ∈ σm(Γ)×σn(Γ)ω : γi 6∈ xk,γi′ ∈ xk′∀(k′, i′) < (k, i),

{γ0, . . . ,γm−1} ⊂ y}

De nuevoB′j es homeomorfo aσm− j(Γ)×σn(Γ)ω , B(k,i) es homeomorfo aσn−i(Γ)×
σn(Γ)ω y todos juntos constituyen una sucesión disjunta de cerrado-abiertos con único
punto límite fuera de ellos({γ0, . . . ,γm−1},ξ ), así que

σm(Γ)×σn(Γ)ω ≈ α

(
⊕

l∈L

Bl ⊕
m−1⊕

j=0

B′j

)
≈ α

(
n−1⊕

i=0

⊕

j<ω
(σn−i(Γ)×σn(Γ)ω)

)
.

Lema 8. Sim< n < ω entoncesσm(Γ)ω ×σn(Γ)ω es homeomorfo aσn(Γ)ω .

Prueba:σm(Γ)ω ×σn(Γ)ω ≈ (σm(Γ)×σn(Γ)ω)ω ≈ (σn(Γ)ω)ω ≈ σn(Γ)ω .

Lema 9. Seam1, . . . ,mr < n < ω y e1, . . . ,er ≤ ω. Entonces∏r
i=1 σmi (Γ)ei ×σn(Γ)ω es

homeomorfo aσn(Γ)ω .

Prueba: Se sigue de aplicar repetidamente los Lemas 7 y 8.

Del Lema 9 se deduce que cualquier espacioστ(Γ) con i(τ) = ω es homeomorfo a
σ(ω,ω,...)(Γ) (porque podemos sustituir cada factorσn(Γ)ω deστ(Γ) por el homeomorfo
∏i≤n σi(Γ)ω ) y esto prueba la parte (2) del Teorema 6. El Lema 9 también muestra que
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es irrelevante para determinar la clase de homeomorfismo deστ(Γ) cuáles son los valores
de τn paran < i(τ). Por tanto, para probar la parte (1) del Teorema 6 queda ver que si
j(τ) < ω y στ(Γ) es homeomorfo aστ ′(Γ) entoncesτn = τ ′n para cadan > i(τ).

Recordamos que una familia{Sη}η∈H de conjuntos es un∆-sistema si existe un con-
junto S (llamado la raíz del∆-sistema) tal queSη ∩Sη ′ = S para cadaη 6= η ′. Haremos
uso del conocido como Teorema de Erdős-Rado o lema del∆-sistema, que afirma que
cualquier familia no numerable de conjuntos finitos tiene una subfamilia no numerable
que es un∆-sistema, cf. [26, Theorem 1.4] paraκ = ω y α = ω1.

El siguiente lema incluye como particular el hecho de queσn+1(Λ) no es un subespa-
cio deσn(Γ)ω . Este hecho, para cuya prueba bastan los pasos 1 a 3 de la demostración,
nos fue comunicado por Witold Marciszewski y parece que se trata de un hecho conocido.

Lema 10. Si |Λ|> ω, n≥ 0, k≥ 0, entonces el espacioσn+1(Λ)k+1 no es homeomorfo a
ningún subespacio deσn(Γ)ω ×σn+1(Γ)k.

Prueba: Supongamos que existieraϕ : σn+1(Λ)k+1 −→ σn(Γ)ω ×σn+1(Γ)k un embe-
bimiento.

Paso 1. Pasando a un subconjunto no numerable deΛ, puede suponerse que existe un
embebimiento

φ : σn+1(Λ)k+1 −→ σn(Γ)m×σn+1(Γ)k

para algúnm < ω. En este paso, denotaremos un elementox ∈ σn+1(Λ)k+1 comox =
(x0, . . . ,xk). Para cadaλ ∈ Λ y cadai ∈ {0, . . . ,k} un encontramos un conjunto cerrado-
abiertoAi

λ de σn(Γ)ω ×σn+1(Γ)k que separe los conjuntos compactosϕ({x : λ ∈ xi})
y ϕ({x : λ 6∈ xi}). Asociado aAi

λ tenemos un subconjunto finitoF i
λ ⊂ ω tal queAi

λ =
σn(Γ)ω\F i

λ ×Bi
λ conBi

λ un subconjunto cerrado-abierto deσn(Γ)F i
λ ×σn+1(Γ)k. Escoge-

mos Λ′ un subconjunto no numerable deΛ tal que
⋃k

i=0F i
λ =

⋃k
i=0F i

λ ′ = F para cada
λ ,λ ′ ∈ Λ′ y entonces la composición

σn+1(Λ′)k+1 ↪→ σn+1(Λ)k+1 −→ σn(Γ)ω ×σn+1(Γ)k −→ σn(Γ)F ×σn+1(Γ)k

es inyectiva. La razón es que six,y ∈ σn+1(Λ′)k+1 son distintos entonces existen
i ∈ {0, . . . ,k} y λ ∈ Λ′ tales queλ ∈ xi peroλ 6∈ yi (o viceversa). En este casoφ(x) ∈ Ai

λ
y φ(y) 6∈ Ai

λ así que o bien la coordenada deσn+1(Γ)k o alguna coordenada deFλ
i ⊂ F

debe ser diferente paraφ(x) y φ(y).

Paso 2. Parai = 0, . . . ,k y λ ∈ Λ definimoseλ
i ∈ σn+1(Λ)k+1 como el elemento que

tiene{λ} en la coordenadai y /0 en el resto de coordenadas. Cadaφ(eλ
i ) será de la forma

φ(eλ
i ) = (xλ

i [1], . . . ,xλ
i [m],xλ

i [m+1], . . . ,xλ
i [m+k])
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conxλ
i [ j] ∈ σn(Γ) si j ≤my xλ

i [ j] ∈ σn+1(Γ) si m< j ≤m+k. Pasando a un subconjunto
no numerable deΛ, podemos asumir que para cadai ∈ {0, . . . ,k} y cadaj ∈ {1, . . . ,m+k}
la familia{xλ

i [ j] : λ ∈Λ} es un∆-sistema de raízRi [ j] formado por conjuntos de la misma
cardinalidadci [ j].

Paso 3. Se afirma que para cadai = 0, . . . ,n y cadaj = 1, . . . ,m, el ∆-sistema{xλ
i [ j] :

λ ∈ Λ} es constante. Supongamos lo contrario para ciertosi ≤ n y j ≤ m que fijamos a
partir de este momento. Entoncesxλ

i [ j] = R∪Sλ ∈ σn(Γ) dondeR∩Sλ = /0, Sλ 6= /0, y
Sλ ∩Sλ ′ = /0 paraλ 6= λ ′. Consideramos los conjuntos

Aλ = {y = (y[1], . . . ,y[m+k]) ∈ σn(Γ)m×σn+1(Γ)k : y[ j]⊃ Sλ}.
Los Aλ son entornos de losφ(eλ

i )’s con la propiedad de que para cadaF ⊂ Λ con
|F | > n,

⋂
λ∈F Aλ = /0 (porque paray en esa intersección,|y[ j]| > n e y[ j] ∈ σn(Γ)). Sea

ψ : σn+1(Λ)−→ σn+1(Λ)k+1 la aplicación definida porψ(x)i = x y ψ(x)i′(x) = /0 si i′ 6= i.
Entonces los(φψ)−1(Aλ ) son entornos de los{λ} enσn+1(Λ) con la propiedad de que
para cadaF ⊂ Λ con |F | > n,

⋂
λ∈F(φψ)−1(Aλ ) = /0. Esto es una contradicción pues no

existe tal familia de entornos. Si existiera, tómense entornos básicos con{λ} ∈ ΦGλ
{λ} ⊂

(φψ)−1(Aλ ) y tómeseΛ′ ⊂ Λ no numerable con{Gλ : λ ∈ Λ′} un ∆-sistema de raízR′.
Entonces se podría construir recursivamente una sucesiónF = {λ1, . . . ,λn+1} ⊂ Λ′ \R′

tal queλp 6∈ ⋃
q<pGλq

y Gλp
∩{λ1, . . . ,λp−1} = /0 (nótese que es posible escoger talλp

pues{λ1, . . . ,λp−1}∩R′ = /0 y por tanto hay sólo una cantidad finita deGλ conλ ∈ Λ′ y
Gλ ∩{λ1, . . . ,λp−1} 6= /0). En este caso se tieneF ∈⋂

λ∈F(φψ)−1(Aλ ).

Paso 4. Nótese que, en el caso en quek = 0 ya se ha llegado a una contradicción y
la prueba está completa. Sik > 0 se necesita algo más de trabajo. Del paso 3 se deduce
que para cadai ∈ {0, . . . ,k} debe existirj ∈ {m+1, . . . ,m+k} tal que la familia{xλ

i [ j] :
λ ∈ Λ} es un∆-sistema no constante. Comoi recorre un conjunto dek+ 1 elementos
y j un conjunto dek elementos, debe haber dos indicesi, i′ ∈ {0, . . . ,k} diferentes tales
que para el mismoj, {xλ

i [ j] : λ ∈ Λ} y {xλ
i′ [ j] : λ ∈ Λ} son∆-sistemas no constantes.

Suponemos queci [ j] ≥ ci′ [ j] (estos números se definieron en el paso 2). De nuevo, para
λ ∈ Λ consideramos los conjuntos

Aλ = {(y[1], . . . ,y[m+k]) ∈ σn(Γ)m×σn+1(Γ)k : y[ j]⊃ xλ
i [ j]},

A′λ = {(y[1], . . . ,y[m+k]) ∈ σn(Γ)m×σn+1(Γ)k : y[ j]⊃ xλ
i′ [ j]}.

Los Aλ y los A′λ son entornos de losφ(eλ
i ) y los φ(eλ

i′ ) respectivamente con la
propiedad de que

(∗) ∀λ ∈ Λ∀F ⊂ Λ

(
|F |> n∧xλ

i [ j] 6⊆
⋃

µ∈F

xµ
i′ [ j]

)
⇒ Aλ ∩

⋂

µ∈F

A′µ = /0.
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Esa intersección es vacía porque siy pertenece a ella, entonces

xλ
i [ j]∪

⋃

µ∈F

xµ
i′ [ j]⊂ y[ j] ∈ σn+1(Γ)

y el conjunto de la izquierda, sixλ
i [ j] 6⊆ ⋃

µ∈F xµ
i′ [ j], tiene cardinalidad mayor quen+1,

una contradicción. Puesto que los∆-sistemas son no constantes yci [ j] ≥ ci′ [ j], si se
verifica xλ

i [ j] ⊆ ⋃
µ∈F xµ

i′ [ j] entonces debe existir algúnµ ∈ F y algún γ ∈ xλ
i [ j] tales

que γ ∈ xµ
i′ [ j] \Ri′ [ j]. Para unλ fijo hay sólo una cantidad finita de posiblesµ con

(xµ
i′ [ j]\Ri′ [ j])∩xλ

i [ j] 6= /0. En consecuencia para cadaλ podemos encontrar un subconjun-
to cofinitoΛλ deΛ tal que la hipótesisxλ

i [ j] 6⊆⋃
µ∈F xµ

i′ [ j] de la afirmación(∗) se verifica
siempre queF ⊂ Λλ . Resumiendo, sabemos que para cadaλ ∈ Λ existe un subconjunto
cofinito Λλ deΛ tal que

∀F ⊂ Λλ |F |> n⇒ Aλ ∩
⋂

µ∈F

A′µ = /0.

Esto contradice el siguiente lema paraBλ = φ−1(Aλ ) y B′λ = φ−1(A′λ ):

Lema 11. Para cadaλ ∈ Λ, seanBλ y B′λ entornos deeλ
i y eλ

i′ respectivamente en
σn+1(Λ)k+1. Entonces existenλ0 ∈ Λ y un conjunto infinitoS⊂ Λ tales que para cada
F ⊂ Scon|F |= n+1,

Bλ0
∩

⋂

µ∈F

B′µ 6= /0

Prueba: Por simplicidad en la notacion, asumiremos quei = 0 y i′ = 1. Nótese que un
cerrado-abierto básicoΦG

F de σn+1(Λ) es no vacío si y sólo siF ∩G = /0 y |F | ≤ n+ 1.
CadaBλ y cadaB′µ deben contener cerrado-abiertos básicos de la forma

ΦGλ
0

{λ}×ΦGλ
1

/0 ×ΦGλ
2

/0 ×·· ·×ΦGλ
k

/0 ⊆ Bλ

ΦHµ
0

/0 ×ΦHµ
1
{µ}×ΦHµ

2
/0 ×·· ·×ΦHµ

k
/0 ⊆ B′µ

con cadaGλ
l y cadaHµ

l subconjuntos finitos deΛ, λ 6∈ Gλ
0 y µ 6∈ Hµ

1 . En primer
lugar, encontramosM ⊂ Λ infinito numerable tal queµ ′ 6∈ Hµ

1 para cadaµ,µ ′ ∈ M.
Esto puede hacerse como sigue. Comenzamos con un conjunto infinitoM1 ⊂ Λ tal que
la familia {Hµ

1 : µ ∈ M1} es un∆-sistema de raízR, y definimosM2 = M1 \R. Des-
pués construimos recursivamente una sucesión(µp)p<ω ⊂ M2 tal queµp 6∈ ⋃

q<pH
µq

1 y

H
µp

1 ∩ {µ1, . . . ,µp−1} = /0. Tras esto, definimosM = {µp : p < ω}. Ahora, escogemos

λ0 6∈⋃
µ∈M Hµ

0 . TomandoS= {µ ∈M : µ 6∈Gλ0
1 }, λ0 y Sverifican las propiedades requeri-

das. Efectivamente, tomemosF ⊂ S con |F | = n+ 1, y para cadaj = 0, . . . ,k llamemos
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I j = Gλ0
j

⋃
µ∈F Hµ

j de tal modo que

Bλ0
∩

⋂

µ∈F

B′µ ⊃ΦI µ
0
{λ0}×ΦI µ

1
F ×

k

∏
j=2

Φ
I µ

j

/0 .

Por un lado,ΦI µ
0
{λ0} 6= /0 porque escogimosλ0 6∈ ⋃

µ∈M Hµ
0 , así queλ0 6∈ I µ

0 . Por otra

parte,ΦI µ
1

F 6= /0 porque, primero, comoF ⊂ M y µ ′ 6∈ Hµ
1 para cadaµ,µ ′ ∈ M, se sigue

que F ∩⋃
µ∈F Hµ

1 = /0 y segundo, comoF ⊂ S, simplemente por la definición deS,

F ∩Gλ0
1 = /0.

Es consecuencia del Lema 10 quej(τ) = j(τ ′) siempre queστ(Γ) = στ ′(Γ), puesto
que muestra quej(τ) = ω si y sólo siσn(Γ) puede sumergirse enστ(Γ) para cadan < ω
y, si no es ése el caso,j(τ) es el mayor enteron para el queσn(Γ) se sumerge dentro de
στ(Γ). Por tanto, en la situación de la parte (1) del Teorema 6, sabemos que ocurre que
j(τ) = j(τ ′) = j y además queτn = τ ′n para todon≥ j puesto que, por el Lema 10 de
nuevo,τ j = τ ′j es el mayor enterok tal queσ j(Γ)k se sumerge enστ(Γ) y por supuesto,
τn = τ ′n = 0 para todon > j. Para finalizar la prueba de la parte (1), hemos de compro-
bar quei(τ) = i(τ ′) = i y que τk = τ ′k para i < k < j. Para obtener esto, atenderemos
a la posibilidad de sumergirσn(Γ)k en los subconjuntos cerrado-abiertos deστ(Γ). Con
este propósito, observamos que es suficiente con considerar una ciertos cerrados-abiertos
básicos, siempre que el resto pueda expresarse como unión de ellos:

Lema 12. SeaX un compacto yC1, . . . ,Ct subconjuntos abiertos deX. Si σn(Λ)k se
sumerge en

⋃t
1Ci , entonces existei ≤ t tal queσn(Λ)k se sumerge enCi .

Prueba: Basta ver que siempre que se expreseσn(Λ)k como unión de abiertos

σn(Λ)k = C1∪·· ·∪Ct

entonces algúnCi contienen una copia deσn(Λ)k. Tómese uni ∈ {1, . . . , t} tal quex0 =
( /0, . . . , /0) ∈Ci . Existen conjuntos finitosG1, . . . ,Gk deΛ tales que

x0 ∈ΦG1

/0 ×·· ·×ΦGk

/0 ⊂Ci

Esto completa la prueba puesto queΦG1

/0 ×·· ·×ΦGk

/0 es homeomorfo aσn(Λ)k.

Denotemos ahora porK = ∏s∈Sσns(Γ) cualquier producto finito o numerable de es-
paciosσn(Γ). Todo cerrado abierto deK es unión finita de cerrado-abiertos básicos de la
forma

C = ∏
s∈A

ΦGs
Fs
×∏

s6∈A

σns(Γ)
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dondeA es un subconjunto finito deSy ΦGs
Fs

un cerrado-abierto básico deσns(Γ). Tal
cerrado-abierto básico es homeomorfo a

(?) C∼∏
s∈A

σns−|Fs|(Γ)×∏
s6∈A

σns(Γ)

Ahora, por el Lema 10, el Lema 12 y la descripción topológica(?) de los cerrado-abiertos
anteriormente dada, podemos concluir que bajo las hipótesis de la parte (1) del Teorema 6
se verifica lo siguiente:

(A) i(τ) = i(τ ′) = i es el mayor enteron tal queσn(Γ) se sumerge en cualquier cerrado-
abierto deστ(Γ).

(B) Paran = j, j − 1, j − 2, . . . , i + 1, τn = τ ′n es el mayor enterok tal que existe un
cerrado-abiertoC deστ(Γ) en el que no puede sumergirseσn+1(Γ) pero en el que
sin embargoσn(Γ)k+∑r>n τr sí se puede sumergir.

Con esto concluye la prueba del Teorema 6. Para la afirmación (A), comoσi(τ)(Γ)ω

es uno de los factores deστ(Γ), es claro queσi(τ)(Γ)ω sigue siendo un factor en cualquier
cerrado-abierto como en(?). Por otra parte, sólo hay una cantidad finita de factores de
tipo σm(Γ), m> i(τ) enστ(Γ), luego es posible obtener un cerrado-abierto como en(?)
de tal modo que todos los factores en∏s∈A σns−|Fs|(Γ)×∏s6∈A σns(Γ) sean de la forma
σm(Γ) conm≤ i(τ). Por el Lema 10,σk(Γ) no se sumerge en talC si k > i(τ).

La afirmación (B) se prueba por “inducción hacia atrás” comenzando enj y termi-
nando eni +1. Sabemos, por el Lema 9, que

στ(Γ)∼ σi(Γ)ω ×
j

∏
m=i+1

σm(Γ)τm

La afirmación (B) paran = j es consecuencia directa del Lema 10 puesto que ningún
cerrado-abierto puede contener aσ j+1(Γ) y el mayor exponente deσ j(Γ) dentro deστ(Γ)
esτ j . Pasamos al caso en quei < n < j. El “mayor” cerrado-abierto básico posibleC de
στ(Γ) que no contiene aσn+1(Γ) se obtiene reduciendo los factoresσm(Γ) con m > n
tanto como sea necesario:

C∼ σi(Γ)ω ×
n

∏
m=i+1

σm(Γ)τm×
j

∏
m=n+1

σn(Γ)τm

El mayor exponente deσn(Γ) en talC es∑ j
m=n στm.
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1.3. Espacios de funciones continuas sobre compactos de Eber-
lein uniformes

En esta sección, estudiamos los espacios de BanachC(K) dondeK es un producto
finito o numerable de espacios del tipoσk(Γ). En el caso de los productos finitos, ha sido
probado recientemente por Marciszewski [49] que un espacio de BanachC(K) es isomor-
fo a c0(Γ) si y sólo siK tiene peso|Γ| y K ⊂ σn(Γ) para algúnn < ω. Éste es el caso
de cualquier compacto de la formaK = ∏n

i=1 σki (Γ) que puede ser sumergido dentro de
σ∑ki (

⋃n
1 Γ×{i}) haciendox 7→ ⋃n

1xi ×{i}. Por tanto, es consecuencia del resultado de
Marciszewski que los espacios de Banach de funciones continuas sobre productos finitos
de espaciosσk(Γ) sobre unΓ fijado son todos isomorfos. Aquí probaremos el correspon-
diente resultado para productos infinitos numerables:

Teorema 13. SeaΓ un conjunto infinito y(kn) una sucesión de enteros positivos. Los
espacios de BanachC(∏n<ω σkn(Γ)) y C(σ1(Γ)ω) son isomorfos.

Las técnicas que usaremos están basadas en el uso de operadores regulares de prome-
dio y el llamado método de descomposición de Pełczyński, desarrollados en [52] y [61]
para probar el conocido resultado de Miljutin de que los espacios de funciones continuas
sobre compactos metrizables no numerables son todos isomorfos.

Definición 14. Seaφ : L−→K una suprayección continua entre compactos. Un operador
regular de promedio paraφ es un operador positivoT :C(L)−→C(K) (es decirT( f )≥ 0
si f ≥ 0) conT(1L) = 1K y T(x◦φ) = x para todox∈C(K).

Estableceremos además el siguiente resultado, que es una mejora del Teorema 2, así
como un resultado de Argyros y Arvanitakis [6] de que para cada compacto de Eberlien
uniformeK existe un compacto de Eberlein uniforme totalmente disconexoL del mis-
mo peso y una suprayección continuaf : L −→ K que admite un operador regular de
promedio.

Teorema 15. SeaK un compacto de Eberlein uniforme de pesoκ . Existe un subespacio
cerradoL deσ1(κ)N y una suprayección continuaf : L −→ K que admite un operador
regular de promedio.

De nuevo consideraremos queσk(Γ) es la familia de los subconjuntos deΓ de car-
dinalidad a lo sumok con abiertos básico los conjuntosΦG

F descritos en la Sección 1.2.
Denotaremos porp : σ1(Γ)k−→ σk(Γ) la suprayección continua dada porp(x1, . . . ,xk) =
x1∪·· ·∪xk. Ya observamos en la Sección 1.1 que esta aplicación permite expresar un pro-
ducto numerable cualquiera de espaciosσk(Γ) como imagen continua deσ1(Γ)ω . Tam-
bién usaremos la notaciónB+(Γ) = B(Γ)∩ [0,1]Γ. El hecho clave en esta sección es el
siguiente Teorema 16 (algo similar puede encontrarse en [67]: la suprayección natural
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K2 −→ exp2(K) = {{x,y} : x,y∈ K} dada por(x,y) 7→ {x,y} tiene un operador regular
de promedio):

Teorema 16. La aplicaciónp : σ1(Γ)k −→ σk(Γ) admite un operador regular de prome-
dio.

Prueba: Para caday ∈ σk(Γ) denotamos porL(y) el subconunto dep−1(y) formado
por las tuplas(x1, . . . ,xk) ∈ p−1(y) tales quexi ∩ x j = /0 para i 6= j (es decir,L(y) está
formado por aquellas tuplas dep−1(y) en las que no aparece repetido ningún conjunto
unipuntual).

El operador regular de promedioT : C(σ1(Γ)k)−→C(σk(Γ)) se define como sigue:

T( f )(y) =
1

|L(y)| ∑
x∈L(y)

f (x)

La única dificultad está en probar queT( f ) es una función continua siempre quef
sea continua. Así que fijaremosf ∈C(σ1(Γ)k), un puntoy∈ σk(Γ) y ε > 0, y trataremos
de ver laε-continuidad deT( f ) en el puntoy. Para cadax = (x1, . . . ,xk) ∈ L(y), como f
es continua enx, existe un entornoUx dex enσ1(Γ)k en el quesupx′∈Ux

| f (x)− f (x′)|< ε.
El conjuntoUx debe contener un entorno básico dex de la forma

ΦGx
1

x1 ×·· ·×ΦGx
k

xk ⊂Ux

dondeGx
i es un subconjunto finito deΓ disjunto conxi . Definimos un entorno dey

V = Φ
⋃

x∈L(y)
⋃k

i=1 Gx
i \y

y

y probaremos que|T( f )(y)−T( f )(y′)| < ε para todoy′ ∈ V. Fijamos puesy′ ∈ V
(en particulary ⊂ y′). En primer lugar, definimos una suprayecciónr : L(y′) −→ L(y)
de la siguiente manera: si(x1, . . . ,xk) ∈ L(y′) entoncesr(x) = (r(x)1, . . . , r(x)k) donde
r(x)i = xi∩y. Claramente, todas las fibras der tienen la misma cardinalidad que llamamos
n = |r−1(x)|, de modo que|L(y′)|= n|L(y)|. El hecho clave (usado en la última desigual-
dad de la expresión con la que concluye esta prueba) es que six ∈ L(y) y x′ ∈ r−1(x),
entoncesx′ ∈Ux. Para ver esto, tómesex= (x1, . . . ,xk)∈ L(y) y x′ = (x′1, . . . ,x

′
k)∈ r−1(x).

Comprobemos quex′i ∈ΦGx
i

xi : Si x′i ⊂ y entoncesx′i = xi . Six′i = {γ}⊂ y′ \y entoncesxi = /0
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y comoy′ ∈V, γ 6∈Gx
i y de nuevox′i ∈ΦGx

i
xi . Finalmente,

|T( f )(y′)−T( f )(y)| =

∣∣∣∣∣
1

|L(y′)| ∑
x′∈L(y′)

f (x′)− 1
|L(y)| ∑

x∈L(y)
f (x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

|L(y′)| ∑
x∈L(y)

∑
x′∈r−1(x)

f (x′)− 1
|L(y)| ∑

x∈L(y)
f (x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

n|L(y)| ∑
x∈L(y)

∑
x′∈r−1(x)

f (x′)− 1
|L(y)| ∑

x∈L(y)
f (x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

|L(y)| ∑
x∈L(y)

((
1
n ∑

x′∈r−1(x)
f (x′)

)
− f (x)

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

|L(y)| ∑
x∈L(y)

(
1
n ∑

x′∈r−1(x)
( f (x′)− f (x))

)∣∣∣∣∣

≤ 1
|L(y)| ∑

x∈L(y)

(
1
n ∑

x′∈r−1(x)
| f (x′)− f (x)|

)

<
1

|L(y)| ∑
x∈L(y)

(
1
n ∑

x′∈r−1(x)
ε

)
= ε

Lema 17. (a) Seag : L−→ K una suprayección continua entre compactos que admite
un operador regular de promedio yM un subconjunto cerrado deK. Entonces la
restriccióng : g−1(M)−→M también admite un operador regular de promedio [6,
Proposition 18].

(b) Sea{gi : Li −→ Ki} una familia de suprayecciones continuas entre compactos que
admiten operadores regulares de promedio. Entonces la aplicación producto∏gi :
∏Li −→ ∏Ki también admite un operador regular de promedio [61, Proposition
4.7].

Prueba del Teorema 15: Sabemos que podemos verK como subespacio cerrado de
B(Γ), de hecho como subespacio cerrado deB+(Γ) ya queB(Γ) puede ser sumergido
dentro deB+(Γ×{a,b})∼ B+(Γ) mediante la aplicaciónu(x)γ ,a = máx(0,xγ), u(x)γ ,b =
máx(0,−xγ). Consideramos puesK como subconjunto cerrado deB+(Γ) siendo|Γ|= κ.

Seaφ : {0,1}ω −→ [0,1] dada porφ(x) = ∑ r ixi donder i = 1
3

(
2
3

)i
. Se prueba en [6] queφ

admite un operador regular de promedio y por tanto por el Lema 17 también la aplicación
φ Γ : {0,1}ω×Γ −→ [0,1]Γ y su restricciónφ Γ : L′ = (φ Γ)−1(K)−→K admiten operadores
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regulares de promedio. El espacioL′ es un subespacio deL0 = (φ Γ)−1(B+(Γ)) para el que
podemos dar la siguiente descripción:

x∈ L0 ⇐⇒ φ Γ(x) ∈ B+(Γ)
⇐⇒ ∑

γ∈Γ
φ Γ(x)γ ≤ 1

⇐⇒ ∑
γ∈Γ

∞

∑
n=0

rnx(γ ,n) ≤ 1

⇐⇒
∞

∑
n=0

rnNn(x)≤ 1,

dondeNn(x) es la cardinalidad desupp(x|Γ×{n}). Observemos ahora que, siMn deno-
ta la parte entera der−1

n , entoncesL′ ⊂ L0 ⊂∏∞
n=1 σMn(Γ). Del Teorema 16 y del aparta-

do (b) del Lema 17 se sigue la existencia de una suprayección continuag : σ1(Γ)ω −→
∏∞

n=1 σMn(Γ) que admite un operador regular de promedio. Haciendo uso del apartado (a)
del Lema 17 se tiene una suprayección continuag : L = g−1(L′) −→ L′ que admite un
operador regular de promedio y entonces la composiciónL−→ L′ −→ K es la aplicación
que se buscaba.

Necesitamos ahora el llamado método de descomposición de Pełczyński, usado para
establecer la existencia de isomorfismos entre espacios de Banach. Para dos espacios de
BanachX eY escribiremosX|Y si existe un espacio de BanachZ tal queX⊕Z es isomorfo
a Y, abreviadamenteX⊕Z ∼ Y. Además,Y = (X1⊕X2⊕·· ·)c0 denotará la suma-c0 de
los espacios de BanachX1,X2, . . .,

Y = {y = (xn) ∈∏Xn : lı́m‖xn‖= 0}, ‖y‖= sup
n
‖xn‖.

Teorema 18 (cf. [61], §8).SeanX eY espacios de Banach que cumplen queX|Y, Y|X y
(X⊕X⊕·· ·)c0 ∼ X, entoncesX ∼Y.

Si existe una suprayección continuaφ : L −→ K que admite un operador regular de
promedioT, entoncesC(K)|C(L) ya queC(L) = C(K)⊕ ker(T), cf. [61]. Esto ocurre
en particular siL ⊂ K es un retracto deK, pues en este caso el operador restricción es
operador regular de promedio para la retracción. Por otra parte, para garantizar la últi-
ma hipótesis del Teorema 18 usaremos el criterio del siguiente Lema 19. Para espacios
topológicosKn, recordamos que porK1⊕K2⊕·· · denotamos la suma topológica discreta,
mientras queα(S) representa la compactificación por un punto de un espacio localmente
compactoS.

Lema 19. SeaK un compacto homeomorfo aα(K⊕K⊕ ·· ·). Entonces el espacio de
Banach(C(K)⊕C(K)⊕·· ·)c0 es isomorfo aC(K).
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Prueba: Aplicamos el Teorema 18 aX = (C(K)⊕C(K)⊕·· ·)c0 eY =C(K). Lo único
que hay que comprobar es queX|Y. Sea∞ el punto del infinito deα(K⊕K⊕·· ·) ∼ K.
EntoncesX ∼Y′ = { f ∈C(K) : f (∞) = 0} eY ∼Y′⊕R.

Prueba del Teorema 13: SeanK = σ1(Γ)ω y L = ∏σkn(Γ). Aplicamos el Teorema 18
a X = C(K) e Y = C(L). En primer lugar, del Teorema 16 y el Lema 17(b) se sigue la
existencia de una suprayección continuaf : K −→ L que admite un operador regular de
promedio y por consiguienteC(L)|C(K). Por otra parte,K es un retracto deL porque
para cadak, σ1(Γ) es homeomorfo a un cerrado-abierto deσk(Γ): la familia de todos
los elementos deσk(Γ) que contienen a ciertosγ1, . . . ,γk−1 fijados. Por tanto, también
C(K)|C(L). Queda ver, a la vista del Lema 19, queα(K⊕K⊕·· ·)∼K. Para ello, fijemos
γ ∈ Γ y definamos paran = 1,2, . . .

Kn = {x∈ K = σ1(Γ)ω : γ ∈ x1∩·· ·∩xn−1\xn}.
Los conjuntosKn son cerrado-abiertos homeomorfos al propioK y K es la compacti-

ficación por un punto de su unión con punto del infinito({γ},{γ}, . . .).
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En este capítulo estudiamos los siguientes índices topológicos:

Definición 20. SeaX un espacio topológico.

1. El índice de generación compacta deX, CG(X), se define como el menor cardinal
infinito κ tal que existe una familia{Kλ : λ < κ} de subconjuntos compactos deX
cuya unión es densa enX.

2. El índice deK -analiticidad deX, `K(X), es el menor cardinal infinitoκ para el
que existe un espacio métrico completoM de pesoκ y una uscoM ³ 2X.

3. El índice deK -determinación deX, `Σ(X), es el menor cardinal infinitoκ para el
que existe un espacio métricoM de pesoκ y una uscoM ³ 2X.

4. El índice de Nagami deX, Nag(X), es el menor cardinal infinitoκ para el que existe
un espacio topológico (completamente regular)M de pesoκ y una uscoM ³ 2X.

5. El número de Lindelöf deX, `(X), es el menor cardinal infinitoκ tal que cualquier
cubrimiento abierto deX tiene un subcubrimiento de a lo sumoκ abiertos.

Si X es un espacio de Banach, todos los índices se referirán siempre a la topología
débil deX. De este modo las clases de espacios de Banach débilmente compactamente
generados, débilmenteK -analíticos y débil Lindelöf corresponden respectivamente con
los espaciosX tales queCG(X) = ω, `K(X) = ω y `(X) = ω, mientras que los espa-
cios débilmente numerablemente determinados son aquellos para los que`Σ(X) = ω o
equivalentementeNag(X) = ω. En general, un espacio topológico se dice de Lindelöf si
`(X) = ω. Para cualquier espacio de BanachX se tiene

`(X)≤ Nag(X)≤ `Σ(X)≤ `K(X)≤CG(X)

La primera desigualdad puede encontrarse en [23] y se sigue del hecho de que el
número de Lindelöf no puede incrementarse al pasar a la imagen por una usco. El resto
de desigualdades son evidentes excepto quizá la última, véase la Sección 2.6.
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2.1. Números cardinales y espacios métricos

En esta sección fijaremos algunas notaciones para este capítulo y definiremos algunos
números cardinales que serán usados en las Secciones 2.6 y 2.7 y en el Capítulo 3. Recor-
damos que un número cardinalκ se identifica con el conjunto de los ordinales menores
queκ, y en particularκ es un conjunto de cardinalidadκ, y lo consideraremos también
como un espacio topológico dotado de la topología discreta. Porκω denotaremos el con-
junto de todas las sucesiones de elementos deκ dotado de la topología producto (con
respecto a la topología discreta en cada factor), así como la cardinalidad de dicho conjun-
to. Finalmente,2A denota la familia de todos los subconjuntos deA, y cuandoA = κ es
un cardinal,2κ también denota la cardinalidad de este conjunto.

Definición 21. Seaκ un cardinal infinito:

1. El cardinal d(κ) se define como el menor cardinalλ tal que κω es unión deλ
subconjuntos compactos.

2. Seaτ un cardinal tal queτ ≤ d(κ). El cardinal bκ(τ) es el menor cardinalλ
para el que existe un conjuntoA de cardinalidadλ tal queA no está contenido en
ninguna unión de menos deτ subconjuntos compactos deκω .

Nótese que siempreκ ≤ d(κ) ≤ κω y τ ≤ bκ(τ) ≤ κω , y quebκ(τ) = τ si τ ≤ κ
(podemos considerar el conjuntoA = τ×κω ). Todo compacto metrizable o es numerable
o tiene la cardinalidad del continuo, luegod(κ) = κω paraκ > 2ω y bκ(τ) = τ siempre
que2ω < τ ≤ d(κ). Por otra parte, sico f(κ) > ω entoncesκω =

⋃
α<κ αω , y este he-

cho implica qued(κ) = ∑α<κ d(|α|). Los casos en que es difícil calculard(κ) ocurren
cuandoκ es un cardinal de cofinalidadω menor que el continuo. Por ejemplo, cuando
κ = ω referimos a [73] para información sobre el cardinald = d(ω). Ilustramos también
la situación paraκ = ωω , para lo que necesitamos la siguiente observación, que nos señaló
David Fremlin:

Proposición 22. Para un cardinal infinitoκ , d(κ) = máx[d,cf([κ ]≤ω)], dondecf([κ]≤ω)
es la menor cardinalidad de una familia cofinalA de subconjuntos numerables deκ , es
decir, una familia tal que cada subconjunto numerable deκ es subconjunto de algún
miembro deA.

Mencionamos que Shelah ha obtenido quecf([ωω ]≤ω) < ωω4, cf. [22]. La prueba de
la Proposición 22 no es difícil: siB es una familia de compactos que cubreκω , entonces
la familiaA = {{xn : (xi)i<ω ∈ K,n < ω} : K ∈ B} es una familia cofinal de subconjuntos
numerables deκ, y recíprocamente siA es una familia cofinal de subconjuntos deκ y
para cadas∈ A, Cs es una familia ded compactos cubriendosω , entoncesB =

⋃
s∈ACs es

una familia de compactos que cubreκω .
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Sobre los cardinalesbκ(τ) sabemos poco más excepto parab = bω(ω1) [73] y el
hecho de que en algunos casos podemos establecer una relación con el conocidob, por
ejemplob≤ bω(ω2) = bω1(ω2) cuandoω1 < d.

2.2. El índice deK -analiticidad

Usaremos con frecuencia la siguiente caracterización del índice deK -analiticidad:

Proposición 23.Un espacio topológicoX verifica`K(X)≤ κ si y sólo si existe una usco
κω ³ 2X.

Prueba: Recordamos que cualquier espacio métrico completoΣ de pesoκ es imagen
continua de un subespacio cerradoM deκω : Se considera una base{Oλ : λ < κ} deΣ y
M = {x∈ κω : diam(Oxn) < 1

n,Oxn+1 ⊂Oxn}. Además, para cadaM subconjunto cerrado
deκω existe una retracciónp : κω −→M [43, Proposition 2.8]. Por lo tanto, si`K(Y)≤ κ
entonces existe una uscoΣ ³ 2X y tenemos suprayecciones continuasκω −→ M −→ Σ
que componiendo nos dan una uscoκω ³ 2X.

Proposición 24. SeanΣ, Σn, X, Y, Xn espacios topológicos.

1. SiY es imagen continua deX y existe una uscoφ : Σ ³ 2X, también existe una usco
ψ : Σ ³ 2Y.

2. Si Y es un subespacio cerrado deX y existe una uscoφ : Σ ³ 2X, también existe
una uscoψ : Σ′ ³ 2Y siendoΣ′ un subespacio cerrado deΣ.

3. Si existen uscosφn : Σn ³ 2Xn, entonces también existe una usco∏n<ω Σn ³ 2∏Xn.
4. Si se tieneXn ⊂ X y existen uscosφn : Σn ³ 2Xn, entonces también existe una usco⋃

n<ω{n}×Σn ³ 2
⋃

n<ω Xn.

Prueba: En el apartado (1), sif : X −→Y es continua y suprayectiva basta considerar
ψ(σ) = f (φ(σ)). Para el apartado (2),Σ′ = {σ ∈ Σ : φ(σ)∩Y 6= /0} y ψ(σ) = φ(σ)∩Y.
En el (3) se defineψ((σn)n<ω) = ∏n<ω φn(σn). En el (4)ψ(n,σ) = φn(σ).

Las propiedades que recoge la Proposición 25 se pueden encontrar en [23] probadas
para el índicè Σ(X) y la prueba paràK(X) o en su caso paraNag(X) es análoga. Es
bien conocido además el “caso numerable” de la Proposición 25 (lo que resultaría de
considerar sólo si el valor de los índices es numerable o no numerable) y la demostración
que presentamos aquí es fiel generalización de la de la prueba del caso numerable tal
como aparece en [31].

Proposición 25. SeaX un espacio de Banach yK un compacto.

1. Si Y es un subespacio cerrado deX, entonces̀ K(Y) ≤ `K(X), `Σ(Y) ≤ `Σ(X) y
Nag(Y)≤ Nag(X).
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2. SiY es un subconjunto deX conspan(Y) = X, entonces̀K(X)≤ `K(Y), `Σ(X)≤
`Σ(Y) y Nag(X)≤ Nag(Y).

3. SiZ es un subconjunto deC(K) que separa los puntos deK, entonces̀K(C(K)) =
`K(Cp(K))≤ `K(Z,τp)= `K(Z,w), `Σ(C(K))= `Σ(Cp(K))≤ `Σ(Z,τp)= `Σ(Z,w)
y Nag(Cp(K))≤ Nag(Z,τp).

Prueba: El apartado 1 se sigue del apartado (1) de la Proposición 24.

El apartado (3) se prueba exactamente como [31, Theorem 7.1.8]: Supongamos que
existe una uscoΣ ³ 2Z y llamemosS a la menor clase de espacios topológicos que
contiene aΣ y R y es cerrada bajo subespacios cerrados, uniones discretas numerables y
productos numerables., Haciendo uso de la Proposición 24, también existen uscos desde
Σ×Σ×R en2Z+Z, 2Z·Z y 2RZ. Iterando este hecho y usando también el apartado (4) de la
Proposición 24 obtenemos que existe una uscoΣ1 ³ 2W siendoW el álgebra generada por
Z (es decir, el menor subespacio cerrado bajo productos) yΣ1 ∈S . ConsideramosB =
{ f ∈W : ‖ f‖ ≤ 1} que es un subconjunto cerrado de(W,τp). Al serW una subálgebra de
C(K) que separa los puntos deK, el Teorema de Stone-Weierstrass afirma queW es denso
enC(K) en la topología de la norma, lo que implica que es suprayectiva la aplicación con-
tinua ψ : (W,τp)× (B,τp)N −→Cp(K) dada porψ( f ,( fn))(x) = f (x)+ ∑n<ω 2−n fn(x).
Así pues, remitiéndonos de nuevo a la Proposición 24, concluimos que existe una us-
co Σ2 ³ 2Cp(K) siendoΣ2 ∈ S . Este argumento prueba quei(Cp(K)) ≤ i(Z,τp) para
cualquiera de los índicesi = `K, `Σ, Nag.

Queda ver quei(Z,w) = i(Z,τp) para los índicesi = `K, `Σ. La desigualdadi(Z,w)≥
(Z,τp) se sigue de que la identidad(Z,w)−→ (Z,τp) es una suprayección continua. Para
la otra desigualdad, sea ahoraB = { f ∈ Z : ‖ f‖ ≤ 1}. Comprobaremos que siΣ es un es-
pacio métrico yφ : Σ ³ 2(B,τp) es una usco, entonces la misma aplicaciónφ ′ : Σ ³ 2(B,w),
φ ′(σ) = φ(σ), es también una usco. En primer lugar, por el Teorema de Grothendieck [35,
Theorem 4.2] los débil compactos y los puntualmente compactos deBC(K) son los mis-
mos, así queφ ′(σ) es un compacto de(B,w) para cadaσ . Comprobamos ahora queφ ′
es superiormente semicontinua: supongamos queU es un abierto de(BC(K),w) tal que
φ(σ) ⊂ U . Al ser Σ un espacio métrico, si no existieraV entorno deσ con φ(V) ⊂ U
eso implicaría la existencia de una sucesión(σn) que converge aσ tal queφ(σn)\U 6= /0
para todon < ω. La imagen por una usco de un conjunto compacto es compacto, así
que cada uno de los conjuntosAn = φ({σ}∪{σi : i > n}) es puntualmente compacto en
BC(K) y por tanto también débil compacto. Tenemos además que la sucesión{An \U}
es una sucesión decreciente de subconjuntos compactos no vacíos deBC(K), luego existe
f ∈ ⋂

n<ω(An \U). Comoφ(σ)⊂U , f 6∈ φ(σ) así queφ(σ)⊂ B\{ f}. Por la semicon-
tinuidad superior deφ en la topologíaτp, ha de existirn0 tal queφ(σn) ⊂ B\ { f} para
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todon > n0, lo que es absurdo.

Finalmente, el apartado (2) se sigue del apartado (1): si tenemosspan(Y) = X, en-
toncesY puede verse como un subconjunto deC(BX∗) que separa los puntos deBX∗ , y la
topología débil deX es la topología de convergencia puntual enC(BX∗).

2.3. El índice de generación compacta

En esta sección veremos algunas de las propiedades elementales del índiceCG(X)
en espacios de Banach análogas a propiedades bien conocidas de los espacios débilmente
compactamente generados. La primera observación es que para un espacio de BanachX,
CG(X) es igual al menor cardinal infinitoκ de una familia de débil compactos deX cuya
unión genera un subconjunto denso deX, X = span

⋃
λ<κ Kλ , ya que si

⋃
i<κ Ki es una tal

familia de débil compactos y definimosKF = |F| · aco(
⋃

i∈F Ki) para cada subconjunto
finito F deκ, tendremos otra familia de la misma cardinalidad cuya unión es ahora densa
(aquíaco(A) denota la envoltura absolutamente convexa deA, aco(A) = conv(A∪−A);
aco(A) es débil compacto siA es débil compacto por el Teorema de Krein [34, Theo-
rem 3.58]). Un compacto se dice de Eberlein si es homeomorfo a un débil compacto de
un espacio de Banach, o equivalentemente (cf. [34, Corollary 12.2]) si es homeomorfo
a un subconjunto compacto deCp(L) para algún compactoL. Es bien conocido (ver por
ejemplo [31]) que el siguiente Teorema 27 se verifica paraκ = ω y que estas condiciones
equivalen entonces a queK sea un compacto de Eberlein. Haremos uso de este hecho y
también de manera específica al difícil resultado de Amir y Lindenstrauss [1] que yace
tras él:

Teorema 26 (Amir, Lindenstrauss).SeaY un espacio de Banach débilmente compacta-
mente generado. Existe un conjuntoΓ y un operadorT : Y∗ −→ c0(Γ) que es uno a uno y
continuo respecto de las topologías débil∗ enY∗ y puntual enc0(Γ).

Teorema 27. SeaK un compacto yκ un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. CG(C(K))≤ κ.
2. CG(Cp(K))≤ κ .
3. K es un subespacio cerrado de un producto∏α<κ Kα conκ factores en el que cada

Kα es un compacto de Eberlein.
4. El espacioK puede encontrarse comoK ⊂ [0,1]Γ tal queΓ =

⋃
λ<κ Γλ y para cada

x∈ K, y cadaλ < κ el conjunto{γ ∈ Γλ : xγ 6= 0} es finito.
5. Existe una familiaU de abiertosFσ deK queT0-separa los puntos deK (es decir,

para cadax1 6= x0 existeU ∈ U e i ∈ {0,1} tal quexi ∈U pero x1−i 6∈U) y que
puede descomponerse enκ subfamilias punto-finitasU =

⋃
λ<κ Uλ (es decir, para

cadaλ < κ y cadax∈ K {U ∈Uλ : x∈U} es finito).
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Cuando estas condiciones se verifiquen, diremos queK es un compacto deκ-Eberlein.

Prueba: Que (1) implica (2) es claro puesto que la topología débil es más fina que la
topología de convergencia puntual.

Que (2) implica (3): siCG(Cp(K)) ≤ κ entonces tenemos una familia{Sλ : λ < κ}
de compactos deCp(K) cuya unión es densa enCp(K). Definimos entoncesKλ como el
cociente deK por la relaciónx∼ y si y sólo si f (x) = f (y) para cadaf ∈ Sλ . CadaKλ
es un compacto de Eberlein ya queSλ es un conjunto puntualmente compacto de fun-
ciones continuas que separa los puntos deKλ , luegoKλ es homeomorfo a un compacto
deCp(Sλ ). Por otra parteK es un subespacio de∏λ<κ Kλ .

Que (3) es equivalente a (4) se sigue inmediatamente del hecho, consecuencia del
Teorema de Amir-Lindenstrauss [1], de queK es un compacto de Eberlein si y sólo si
verifica (4) paraκ = ω, si y sólo si se verifica (3) paraκ = ω, cf. [34, §11].

Para (3) implica (1), seaK un subespacio cerrado deL = ∏α<κ Kα donde cadaKα
es un compacto de Eberlein. Puesto que(C(K),w) es imagen continua de(C(L),w) basta
ver queCG(C(L))≤ κ. Para cada subconjunto finitoF deκ consideramosKF = ∏α∈F Kα
que es un compacto de Eberlein. La suprayección naturalL −→ KF induce un operador
uno a unoT : C(KF) −→ C(L), y comoC(KF) es débilmente compactamente genera-
do,CG(T(C(KF))) = ω. El Teorema de Stone-Weierstrass implica ahora que el conjunto⋃{T(C(KF)) : F ∈ [κ]<ω}, al ser un álgebra de funciones que separa los puntos deL, es
denso enC(L), así queCG(C(L))≤ κ.

Para (4) implica (5) considéreseUγ ,q = {x ∈ K : xγ > q}, γ ∈ Γ, q∈ Q y se definen
entoncesUλ ,q = {Uγ,q : γ ∈ Γλ} y U =

⋃
λ<κ,q∈QUλ ,q.

Para (5) implica (4), sabemos que para cadaU ∈ U abiertoFσ existe una función
continuafU : K−→ [0,1] tal quefU(x) = 0si y sólo six 6∈U y en ese caso el embebimiento
K ⊂ [0,1]U dado porx 7→ ( fU(x))U∈U cumple la condición (4).

Teorema 28. Un espacio de BanachX es subespacio de un espacio de BanachY con
CG(Y)≤ κ si y sólo si(BX∗ ,w∗) esκ-Eberlein.

Prueba: SiK = (BX∗ ,w∗) esκ-Eberlein, entoncesCG(C(K)) ≤ κ y X es subespacio
deC(K). Recíprocamente, sea{Yα}α<κ una familia deκ subespacios débilemente com-
pactamente generados deY cuya unión es densa enY. Por el Teorema 26, para cadaα
existe un operador uno-a-uno débil∗- puntualmente de norma uno,Tα : Y∗α −→ c0(Γα) que
induce por composición un operador débil∗-puntualmente continuoT ′α : Y∗ −→ c0(Γα).
Tenemos así una función uno-a-uno débil∗-puntualmente continua∏T ′α :Y∗−→∏c0(Γα)
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lo que implica queBY∗ es un compacto deκ-Eberlein en la topología débil∗, por el aparta-
do (3) del Teorema 27. ComoBX∗ es imagen continua deBY∗ queda ver que:

Teorema 29. Toda imagen continua de un compacto deκ-Eberlein es un compacto de
κ-Eberlein.

Al contrario que en los anteriores resultados, ahora el Teorema 29 no se puede deducir
fácilmente del conocido (y difícil) caso particular en queκ = ω. Es necesario ahora adap-
tar los argumentos del caso numerable a este contexto más general. Conocemos al menos
dos formas de hacer esto. Una de ellas es seguir la prueba de [20] cambiando donde sea
necesario sucesiones convergentes por redes indicadas en el retículo de los subconjuntos
finitos deκ . El otro argumento se explica al final de la Sección 3.1.

2.4. Familias adecuadas

Los ejemplos que presentaremos están basados en familias adecuadas de conjuntos,
un concepto introducido por Talagrand [68], precisamente para dar ejemplos de este estilo
en el caso numerable. En esta sección enunciaremos los hechos que necesitaremos sobre
esta construcción.

Definición 30. Una familiaA de subconjuntos de un conjunto dado∆ se dice adecuada
si para cadaA, A pertenece aA si y sólo si cada subconjunto finito deA pertenece aA .
Asociado a tal familia, tenemos el compactoKA ⊂ {0,1}∆ de las funciones característi-
cas de los elementos deA .

El hecho clave probado por Talagrand es el siguiente:

Teorema 31.Si∆ es un espacio topológico yA es una familia adecuada de subconjuntos
de∆ formada por subconjuntos cerrados de∆, entonces existe una uscoφ : ∆ ³ 2X siendo
X un subconjunto deCp(KA ) que separa los puntos deKA .

Prueba: El conjunto que separa los puntos esX = ∆∪{0} cuya topología de conver-
gencia puntual coincide con la menor topología en la que cada conjuntoA∈A es cerrado
y la uscoφ : ∆ ³ 2X está dada porδ 7→ {0,δ}. Para verificar queφ es usco, basta ver que
para cada abierto básicoU de(X,τp), el conjunto{t ∈ ∆ : φ(t)⊂U} es abierto en∆. De
hecho, como0∈ φ(t) para todot, basta verlo paraU en entorno básico de 0 en(X,τp).
Tal entorno básico es de la forma

U = UA1,...,An = {0}∪{δ (t) ∈ X : δ (t)(χAi ) = 0, i = 1, . . . ,n}
= {0}∪{δ (t) ∈ X : t 6∈ Ai = 0, i = 1, . . . ,n}
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siendoAi ∈A . En este caso,φ(t)⊂U si y sólo siδ (t) ∈U si y sólo sit 6∈⋃
Ai , así que

{t ∈ ∆ : φ(t)⊂U}= ∆\
n⋃

1

Ai

que efectivamente, es abierto en∆.

Haciendo uso de la Proposición 25 y el Teorema 31 obtenemos:

Corolario 32. Si Σ es un espacio métrico completo de peso a lo sumoκ y A es una
familia adecuada de subconjuntos cerrados deΣ, entonces̀K(C(KA ))≤ κ.

También haremos uso del siguiente hecho:

Teorema 33. SeaA una familia adecuada de subconjuntos de un conjunto∆ y supon-
gamos queK = KA es un compacto deκ-Eberlein. Entonces, existe una descomposición
∆ =

⋃
λ<κ ∆λ tal que para cadax∈ KA y cadaλ < κ , x tiene sólo una cantidad finita de

coordenadas no nulas en∆λ .

Prueba: La prueba es análoga a la de [31, Theorem 4.3.2], cambiando donde se nece-
sita familias numerables por familias de cardinalidad a lo sumoκ. El primer paso consiste
en probar la siguiente afirmación general:

Afirmación: SiK es un compacto totalmente disconexo deκ-Eberlein, entonces el
conjuntoC(K,{0,1})⊂C(K) se puede expresar como una unión deκ débil compactos.

Prueba de la afirmación: Consideramos la familiaU de la condición (5) del Teore-
ma 27. Podemos suponer que cadaU ∈ U es un cerrado-abierto, porque si no fuera así,
cadaU ∈ U al serFσ es unión numerable de conjuntos cerrado-abiertosU =

⋃
n<ω Un

y podemos sustituir nuestra familiaU original por U ′ = {Un : U ∈ U ,n < ω} con
la descomposiciónU ′ =

⋃
λ<κ ,n<ω{Un : U ∈ Uλ}. Suponemos pues queU está for-

mada por cerrado-abiertos. SeaB1 = U ∪ {K \U : U ∈ U }. Afirmamos queB1 es
una subbase para la topología deK (es decir, las intersecciones finitas de elementos de
B1 forman una base). Efectivamente, siΩ es un abierto deK y x ∈ Ω, entonces para
caday ∈ (K \Ω) al serU una familiaT0-separadora existeUy ∈ B1 tal quey ∈ Uy

pero x 6∈ Uy. Por compacidad, existeny1, . . . ,yr ∈ (K \Ω) tales queK \Ω ⊂ ⋃r
i=1Uyi

y x ∈ ⋂r
i=1(K \Uyi ) ⊂ Ω. LuegoB1 es una subbase. Ahora hacemos para cadaλ < κ

Sλ = {0,1}∪{χU ,χK\U : U ∈Uλ}. ComoUλ es una familia punto-finita, el conjuntoSλ
es débil compacto enC(K,{0,1}) ⊂C(K) (por el Teorema de Grothendieck [35, Theo-
rem 4.2] los débil compactos y los puntualmente compactos de la bola deC(K) son los
mismos y por serUλ punto-finita,{0}∪{χU : U ∈Uλ} es puntualmente homeomorfo a
la compactificación por un punto de un conjunto discreto con0 como punto del infinito y
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lo mismo puede decirse de los complementos{1}∪{χK\U : U ∈Uλ}). Recursivamente,
para cada(λ1, . . . ,λn) sucesión finita de elementos deκ definimos

S(λ1,...,λn) = {mı́n( f ,g),máx( f ,g) : f ,g∈ S(λ1,...,λn−1)}∪Sλn
.

CadaS(λ1,...,λn) es débil compacto y al serB1 una subbase, cada clopen deK se expresa
como unión finita de intersecciones finitas de elementos deB1 y por tantoC(K,{0,1}) =⋃

x∈⋃
n κn Sx. Esto finaliza la prueba de la afirmación.

Volvemos a la prueba del teorema. Escribimos ahoraC(K,{0,1}) =
⋃

λ<κ Sλ siendo
Sλ un conjunto débil compacto. Cadaδ ∈ ∆ induce una funciónπδ ∈C(K,{0,1}) dada
por πδ (x) = χx(δ ). Hacemos∆λ = {δ ∈ ∆ : πδ ∈ Sλ}. Supongamos que tuviéramosx =
χA ∈ K = KA y λ < κ tal quex tiene infinitas coordenadas no nulas en∆λ , digamos
{δn : n < ω}. Como{πδn

: n < ω} ⊂ ∆λ y ∆λ es débil compacto, existeψ ∈ ∆λ un punto
de aglomeración de la sucesión{πδn

: n< ω} en la topología débil. Por una parteψ(x) = 1
ya queπδn

(x) = 1 para todon. Por otro lado, al ser la familiaA adecuada, comox= xA ∈
K = KA entonces tambiénχF ∈ K para todo subconjunto finitoF de A. Claramente se
tiene quelı́mn→∞ πδn

(χF) = 0 para cada subconjunto finitoF deA , así queψ(χF) = 0 y
además, comox = χA = l ı́mF∈[A]<ω χF , tambiénψ(x) = 0, una contradicción.

2.5. Espacios débilmente Lindelöf determinados con índice de
generación compacta arbitrariamente grande

Recordamos en primer lugar algunas definiciones. Las nociones de compacto de Cor-
son y espacio débilmente Lindelöf determinado son bien conocidas, cf [34], [31]. El con-
cepto de compacto de compacto deκ-Corson ha sido estudiado en [19].

Definición 34. Seaκ un cardinal infinito. Un compactoK se dice deκ-Corson si es un
homeomorfo a un compactoL⊂ [0,1]Γ para algún conjuntoΓ de tal forma que para cada
x∈ L se tiene|{γ ∈ Γ : xγ > 0}| ≤ κ. Un compacto se dice de Corson si es un compacto de
ω-Corson. Un espacio de BanachX se dice débilmente Lindelöf determinado si(BX∗ ,w∗)
es un compacto de Corson.

Todo espacio de Banach débilmente Lindelöf determinado es débil Lindelöf [58]. No
es cierto en general, aunque es consistente, queC(K) sea débilmente Lindelöf determi-
nado cuandoK es un compacto de Corson: se establece en [5] queC(K) es débilmente
Lindelöf determinado si y sólo siK es un compacto de Corson con la propiedad (M), es
decir,K es un compacto de Corson tal que toda medida de probabilidad de Radon enK
tiene soporte separable (el soporte es el conjunto de los puntos tales que todos sus entornos
tienen medida positiva). Observamos por otra parte que todo compacto deκ-Eberlein es
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deκ-Corson.

Necesitaremos también el siguente hecho bien conocido de la aritmética de cardinales
(ver [46, I 10.40]):

Proposición 35. Si τ es un cardinal infinito de cofinalidadω, entoncesτ < τω . En par-
ticular, para cada cardinalκ existe un cardinalτ > κ tal queτ < τω .

Prueba: Si se tuvieraτ = τω entonces al serco f(τ) = ω, tendríamosτω =
⋃

n<ω An

donde|An|< τ (vemos ahoraτω como el conjunto de las sucesiones de elementos deτ).
Esto permite elegir, para cadan < ω un elementox∈ τ tal quex 6= yn para todoy∈ An.
Al considerar la sucesión(xn)n<ω ∈ τω \⋃

n<ω An llegamos a una contradicción.

Teorema 36. Seaκ un cardinal cualquiera. Existe un espacio de Banach débilmente
Lindelöf determinadoX tal queCG(X) > κ.

Prueba: Existe un espacio métricoZ que no puede expresarse como unión deκ sub-
conjuntos discretos; efectivamente, haciendo uso de la Proposición 35, tomemos un car-
dinal τ > κ tal queτ < τω , entoncesZ = τω tiene esta propiedad porque el peso deZ es
τ así que sus subconjuntos discretos tienen cardinalidad menor o igual queτ. A partir de
un tal espacio métricoZ, construiremos un compacto de CorsonK que no esκ-Eberlein.
La construcción sigue un espíritu similar a otras en [2].

Consideramos un buen orden< enZ. SeaA la familia de todos los subconjuntosA de
Z tales que todo subconjunto finito deA es de la forma{ξ1 < .. . < ξn} cond(ξi ,ξ j)≤ 1

i
parai < j. Nótese que ésta es una familia adecuada de conjuntos y que cadaA∈A es o
bien finita o bien numerable. De hecho el tipo de orden de cualquierA∈A en el buen or-
den< no puede ser mayor queω +1 porque si{ξ1 < ξ2 < .. . < ξω < ξω+1} perteneciese
a A , entoncesξω = l ı́mn−→∞ ξn = ξω+1 lo que es absurdo. Por tanto,K = KA ⊂ {0,1}Z

es un compacto de Corson y veremos que no esκ-Eberlein.

Si K fuera κ-Eberlein, por el Teorema 33 debería existir una descomposiciónZ =⋃
λ<κ Zλ tal que cadaA ∈ A tiene sólo una cantidad finita de coordenadas en cadaZλ .

Elegimosλ tal queZλ no es discreto y tomamoszun punto de acumulación deZλ . Encon-
traremos un subconjunto infinito deZλ que pertenece aA lo que es una contradicción.
Tomamosξ1 el primer elemento deZλ tal queξ1∈B(z,1) (estamos denotando porB(x,ε)
la bola abierta con centrox y radioε en el espacioZ). En segundo lugar, tomamosξ2 el
primer elemento deZλ mayor queξ1 tal queξ2∈B(z, 1

2)∩B(ξ1,1). En el pason-ésimo, si
ξ1 < · · ·< ξn−1 ya han sido definidos tomamos comoξn el primer elemento deZλ mayor
queξn−1 tal queξn ∈ B(z, 1

n)∩⋂n−1
i=1 B(ξi ,

1
i ). Tras esta construcción,{ξn : n < ω} es un

conjunto infinito deA dentro deZλ .
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Finalmente, tomamosX = C(K) conK el compacto anteriormente definido. ComoK
no esκ-Eberlein,CG(X) > κ. Por otra parte, se demuestra en [5, Proposition 4.10] que
si K es un subconjunto compacto de{0,1}Γ conΓ bien ordenado y el tipo de orden del
soporte de cualquier elemento deK está uniformemente acotado por un ordinal numer-
able, entoncesK es un compacto de Corson con la propiedad (M) y por tantoC(K) es
débilmente Lindelöf determinado.

Hacemos notar que la relación deCG(X) con el resto de índices es bien diferente
porque la cardinalidad de un espacio completamente regular de pesoκ es a lo sumo2κ

(si B es una base del espacioΣ de cardinalidadκ, entonces tenemos una aplicación uno
a unoσ 7→ {B∈B : σ ∈ B} de Σ en2B), luegoCG(X) ≤ 2Nag(X). Por la misma razón
CG(X)≤ `Σ(X)ω (si ahoraB es una base del espacio métricoΣ de cardinalidadκ pode-
mos elegir para cadaσ ∈ Σ una sucesión de elementos de la base con intersección{σ}).
Estas desigualdades combinadas con el Teorema 36 muestran que también existen es-
pacios débilmente Lindelöf determinados con índicesNag(X) y `Σ(X) arbitrariamente
grandes. Los espacios de Banach tales que`Σ(X) = ω (o equivalentementeNag(X) = ω)
son los espacios débilmente numerablemente determinados, así que paraκ ≥ 2ω , el Teo-
rema 36 proporciona ejemplos de espacios débilmente Lindelöf determinados que no son
débilmente numerablemente determinados y de compactos de Corson que no son com-
pactos de Gul’ko (un compactoK se dice un compacto de Gul’ko siC(K) es un espacio
débilmente numerablemente determinado).

Corolario 37. Para cada cardinalκ existe un compacto de CorsonL que no es homeo-
morfo a ningún subespacio de un producto de compactos de Gul’ko conκ factores.

Prueba: SeaL un compacto de Corson tal queCG(C(L)) > κ ·2ω . Supongamos que
L⊂∏λ<κ Lλ siendo cadaLλ un compacto de Gul’ko. Como para cada espacio de Banach
X tenemos queCG(X)≤ `Σ(X)ω se tiene en particular que todo compacto de Gul’ko es un
compacto de2ω -Eberlein, por lo tanto siL⊂∏λ<κ Lλ , entoncesL es deκ ·2ω -Eberlein,
que contradice queCG(C(L)) > κ ·2ω .

2.6. La relación entre el índice de generación compacta y el
índice deK -analiticidad

En esta sección probamos el siguiente resultado:

Teorema 38. Seanκ,τ ,δ cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. κ ≤ τ ≤ d(κ) y δ ≥ bκ(τ).
2. Existe un espacio de BanachX tal que`K(X) = κ, CG(X) = τ y dens(X) = δ .
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Nótese en primer lugar que si un espacio topológicoY es unión deτ compactos
{Kλ}λ<τ , entonces̀K(Y) ≤ τ porque podemos encontrar una uscoφ : τ ³ 2Y dada por
φ(λ ) = Kλ . Usando la Proposición 25 obtenemos como consecuencia que para cualquier
espacio de BanachX,

`K(X)≤CG(X). (2.6.1)

Por otra parte, sìK(X) ≤ κ entonces existe una uscoφ : κω ³ 2X y puesto que la
imagen de un compacto por una usco es un compacto yκω es unión ded(κ) compactos,

CG(X)≤ d(`K(X)). (2.6.2)

Finalmente, la última relación es que para cualquier espacio de BanachX,

dens(X)≥ b`K(X)(CG(X)). (2.6.3)

La probamos por reducción al absurdo. Supongamos que no se verifica la desigualdad
y llamemosδ = dens(X), κ = `K(X) y τ = CG(X) de modo queδ < bκ(τ). Tenemos
una uscoφ : κω ³ 2X y podemos encontrar un subconjuntoΣ⊂ κω de cardinalidadδ tal
queφ(Σ) es denso enX. Comoδ < bκ(τ), Σ es un subconjunto de una unión de menos
deτ compactos deκω , así queCG(X) < τ, una contradicción.

Las relaciones (2.6.1) - (2.6.3) prueban una de las implicaciones del Teorema 38.
Antes de pasar al recíproco, veamos cuál es la evaluación de los distintos índices en un
cubo de Cantor generalizado: ParaK = {0,1}κ y X =C(K) tenemos què(X) = `K(X) =
CG(X) = κ . Por una parte, claramente{0,1}κ esκ-Eberlein, mientras que por otra, las
aplicaciones coordenadaD = {πλ : λ ∈ κ} constituyen un subconjunto puntualmente cer-
rado y discreto deC({0,1}κ), lo que implica`(D) = κ y `(X) ≥ κ; efectivamente,D es
discreto porque sixλ ∈ {0,1}κ es la tupla que toma el valor 1 enλ y 0 en todos losµ 6= λ ,
entoncesD∩{ f ∈C({0,1}κ) : f (xλ ) > 0}= {πλ}, mientras queD es cerrado porque si
f : {0,1}κ −→ {0,1} es una función continua,f 6∈ D y f no constante, entoncesf de-
pende de una cantidad finita de coordenadasF ⊂ κ, 2≤ |F |< ω y si G es un subconjunto
finito de {0,1}κ tal que{x|F : x ∈ G} = {0,1}F y cadaxλ = 0 para todox ∈ G y todo
λ 6∈ F , entonces{g∈C({0,1}κ) : |g(x)− f (x)| < 1

2∀x ∈ G} es un entorno def que no
corta aD.

Ahora fijamos cardinalesκ , τ y δ como en el apartado (1) del Teorema 38 y cons-
truiremos un espacio de Banach como en el aparatado (2). En primer lugar, fijaremos un
subconjuntoSdeκω de cardinalidadbκ(τ) que pueda descomponerse en una cantidadτ
de trozos,S=

⋃
λ<τ Sλ verificando las dos propiedades siguientes:
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(S.1) NingúnSλ está contenido en una unión de menos deτ compactos deκω

(S.2) Existe un subconjuntoU ⊂ Sde cardinalidadκ tal que|U ∩Sλ | ≤ 1 para cadaλ y
tal quex0 6= y0 para cualesquierax,y∈U diferentes.

Podemos construirScomo sigue: SeaA un subconjunto deκω de cardinalidadbκ(τ)
que no puede ser cubierto por menos deτ compactos deκω y A′ = {aλ : λ < τ} un sub-
conjunto deA de cardinalidadτ. Sin pérdida de generalidad, suponemos que el conjunto
U = {x∈ κω : x0 = xn∀n< ω} de las sucesiones constantes es un subconjunto deA′. Para
λ < τ , definimosSλ = {x∈ κω : x2n = (aλ )n, (x2n+1)n∈ω ∈ A} y S=

⋃
λ<τ Sλ .

ConsideramosA la familia de todos los subconjuntosA⊂ S que verifican las dos
siguientes propiedades:

(A.1) Existen(A) < ω tal que para cualesquierax,y∈A diferentes ocurre quexn(A) 6= yn(A)
peroxm = ym para todom< n(A).

(A.2) |A∩Sλ | ≤ 1 para cadaλ < τ .

La familia A es una familia adecuada de subconjuntos cerrados deS, y por tanto si
hacemosL = KA ⊂ {0,1}S y definimosY = C(L) tendremos quèK(Y)≤ κ. De hecho,
`K(Y) = κ porque siU es un conjunto como en (S.2) entonces todos los subconjuntos de
U pertenecen aA y por tanto existe una copia de{0,1}κ dentro deL y como observamos
anteriormente,̀K(C({0,1}κ) = κ .

Por otra parte, la propiedad (A.2) implica queL ⊂ {0,1}S es un compacto deτ-
Eberlein (la particiónS=

⋃
λ<τ Sλ cumple las condiciones del Teorema 27(4)) y por tanto,

CG(Y)≤ τ. Comprobamos ahora queCG(Y) = τ. Supongamos, por reducción al absurdo
queL esτ ′-Eberlein para algúnτ ′ < τ. Entonces por el Lema 33 podemos encontrar una
particiónS=

⋃
i<τ ′ ∆i tal que cada elemento deL tiene sólo una cantidad finita de coor-

denadas no nulas en cada∆i . Analicemos por un momento lo que esta condición significa
para los∆i . Para un subconjuntoF deκn, denotaremos

F×κ>n = {x∈ κω : (x0, . . . ,xn−1) ∈ F}

y si G ⊂ κm con m > n escribiremosF < G si las restricciones de los elementos de
G a las primerasn coordenadas constituyen precisamente el conjuntoF . El hecho de
que no podamos encontrar un conjunto infinitoA de ∆i cumpliendo (A.2) ni tampoco
(A.1) con n(A)=0 implica que existen conjuntos finitosF0 ⊂ κ y G0 ⊂ τ tales que∆i ⊂
F0×κ>0∪⋃

λ∈G0
Sλ . Análogamente, prestando atención en cada paso a los conjuntosA

tales quen(A) = n, podemos encontrar recursivamente para cadan < ω conjuntos finitos
Fn ⊂ κn y Gn ⊂ τ tales queFn−1 < Fn, Gn−1 ⊂ Gn y ∆i ⊂ Fn× κ>n∪⋃

λ∈Gn
Sλ . Esto

implica que para cadai < τ ′ podemos encontrar un compactoKi =
⋂

n<ω Fn×κ>n deκω
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y un conjunto numerableGi ⊂ τ tales que∆i ⊂ Ki ∪⋃
λ∈Gi

Sλ . Por consiguiente,

S=
⋃

i<τ ′
Ki ∪

⋃

λ∈⋃
i<τ ′ Gi

Sλ .

Como|⋃i<τ ′ Gi | ≤ τ ′ ·ω < τ, podemos tomarλ0 6∈ ⋃
i<τ ′ Gi y entoncesSλ0

está cubierto
por τ ′ < τ subconjuntos compactos deκω , lo que constituye una contradicción.

Hasta aquí, sabemos que`K(Y) = κ y CG(Y) = τ . Como |S| = bκ(τ), éste es el
peso deL ⊂ {0,1}S (no puede ser menor por la relación general (2.6.3)), de modo que
dens(Y) = bκ(τ).

Finalmente, consideramos el espacioX = C(L)⊕ c0(δ ). El espacioc0(δ ) es débil-
mente compactamente generado, así queCG(c0(δ )) = ω = `K(c0(δ )) y dens(c0(δ )) = δ .
Todos estos índices, cuando se consideran sobre un producto finito, toman como valor el
máximo de los valores en cada factor, así queX es el espacio que buscábamos.

2.7. El número de compactos que generan un subespacio

En esta sección probaremos el Teorema 39:

Teorema 39. Seanκ,τ ,δ cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. τ ≤ d(κ) y δ ≥ bκ(τ).
2. Existe un espacio de BanachX y un subespacioY de X tales queCG(X) = κ,

CG(Y) = τ y dens(Y) = δ .

La situación es bastante similar a la de la sección anterior. Supongamos que estamos
bajo las condiciones del apartado (2) del Teorema 39. Queτ ≤ δ es evidente. SiendoY
un subespacio cerrado deX, `K(Y)≤ `K(X), así que usando (2.6.2) obtenemos

τ = CG(Y)≤ d(`K(Y))≤ d(`K(X))≤ d(κ),

y como`K(Y)≤ κ, por (2.6.3),

δ = dens(Y)≥ b`K(Y)(CG(Y)) = b`K(Y)(τ)≥ bκ(τ).

Para la otra implicación del Teorema 39, siτ < mı́n(κ,δ ), es suficiente tomarX =
C({0,1}κ)⊕c0(δ ) eY =C({0,1}τ)⊕c0(δ ). Por lo tanto, de ahora en adelante suponemos
queκ ≤ τ ≤ d(κ) y δ ≥ bκ(τ), y adaptaremos un ejemplo de Argyros [31, Section 1.6]
con modificaciones similares a las que llevamos a cabo en la prueba del Teorema 38. En
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primer lugar, tomamos igual que en aquella prueba un subconjuntoSdeκω de cardinal-
idadbκ(τ) que puede descomponerse enτ trozosS=

⋃
λ<τ Sλ verificando (S.1) y (S.2).

Consideramos el compactoK ⊂ [0,1]S que consiste en las funciones de la forma1
nχA

(χA es la función característica del conjuntoA) para algún naturaln y algún conjuntoA
satisfaciendo:

(B.1) Para cualesquiera dos elementos distintosx,y∈ A, ocurre quexn 6= yn peroxm = ym

para todom< n.

(B.2) |A∩Sλ | ≤ 1 para cadaλ < τ .

Puesto que la descomposiciónS=
⋃

t∈κn{σ ∈ S : σ |n = t} verifica las condiciones
del Teorema 27(4) paraε = 1

n, K es un compacto deκ-Eberlein y como, de nuevo,K
contiene una copia de{0,1}κ , CG(C(K)) = κ. Para cadaσ ∈ Sconsideramos la función
“proyección” fσ ∈C(K) y definimosY como el subespacio deX = C(K) generado por
{ fσ : σ ∈ S}. Para cadaλ < τ, se sigue de la condición (B.2) que{ fσ : σ ∈ Sλ}∪ {0}
es un subconjunto puntualmente (por tanto débilmente) compacto deC(K). Por tanto,
CG(Y) ≤ τ. Suponemos por reducción al absurdo queCG(Y) = θ < τ . El resto de la
prueba sigue esencialmente [31, Theorem 1.6.3]. Como consecuencia del Teorema de
Amir-Lindenstrauss, podemos encontrar un conjunto de generadores deY de la forma
{yδ : δ ∈ ∆} tal que∆ =

⋃
η<θ ∆η y {yδ : δ ∈ ∆η}∪{0} es homeomorfo en la topología

débil a la compactificación por un punto de un conjunto discreto, siendo 0 el punto del
infinito. Definimos una funciónF : S×∆−→ R comoF(σ ,δ ) = yδ (χ{σ}).

Afirmación 1: Para cadaσ ∈ S, 1≤ |{δ ∈ ∆ : F(σ ,δ ) 6= 0}| ≤ θ . Prueba: si el con-
junto fuese vacío, como{yδ : δ ∈ ∆} generaY eso significaría quey(χ{σ}) = 0 para todo
y∈Y lo que es falso paray = fσ . Por otra parte, como 0 is el punto límite en la topología
débil de{yδ : δ ∈ ∆η} cada conjunto{δ ∈ ∆η : |F(σ ,δ )|> 1

m} es finito.

Afirmación 2: Para cadaδ ∈ ∆, |{σ ∈ S: F(σ ,δ ) 6= 0}| ≤ ω. De hecho, cada uno de
los conjuntos{σ ∈ S : |F(σ ,δ )| > 1

m} es finito porque podemos encontrar un elemento
y∈Y que es combinación lineal de ciertosfσ1, . . . , fσk con‖y−yδ‖< 1

2m y en este caso,
siempre que|F(σ ,δ )|> 1

m debe ocurrirσ = σ i para algúni ≤ k.

A partir de estas dos afirmaciones, usando un argumento de saturación encontramos
una particiónS=

⋃
α<λ Γα y conjuntos disjuntos∆α , todos estos conjuntos de cardinal-

idad a lo sumoθ tales que siempre queF(σ ,δ ) 6= 0 existeα < λ tal queσ ∈ Γα y δ ∈ ∆α .

Como|Γα | ≤ θ podemos enumerarlo como{σα
ν : ν < θ} (con repeticiones si fuese

necesario). Definimos entoncesΣν = {σα
ν : α < λ} de modo queS=

⋃
ν<θ Σν . Además,
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paraν < θ , m∈ N y η < θ definimos

Σνmη =
{

σ ∈ Σν : ∃δ ∈ ∆η : yδ (χ{σ}) >
1
m

}
.

Por la afirmación 1,Σν =
⋃

mη Σνmη y ademásS=
⋃

ν<θ ,m<ω,η<θ Σνmη .

En la prueba del Teorema 39 mostramos que siempre queSse descompone en menos
de τ piezas, existe un conjunto infinitoA⊂ S verificando (A.1) y (A.2) y contenido en
una de las piezas. Esto se traduce ahora en que de nuevo, existe una pieza de la descom-
posiciónS=

⋃
ν<θ ,m<ω,η<θ Σνmη , es decirν < θ , m < ω, η < θ y un conjunto infini-

to A cumpliendo (B.1) y (B.2) para cierton y que está contenido enΣνmη , escribimos
A = {σi : i < ω}. Seaαi el único ordinal tal queσi ∈ Γαi . ComoA⊂ Σν , σi = σαi

ν y si
i 6= j entoncesαi 6= α j . Además, puesto queA⊂ Σνmη para cadai, existeδi ∈ ∆η tal que
yδi

(χ{σi}) > 1
m. Nótese que sii 6= j entoncesδi ∈ ∆αi así queδi 6∈ ∆α j eyδi

(χ{σ j}) = 0.

Sea ahoraB un subconjunto finito deA. Entonces para cadaσ ∈ Σ tenemos

fσ (
1
l

χB) =
1
l

χB(σ) =
1
l ∑

σ ′∈B

χ{σ ′}(σ) =
1
l ∑

σ ′∈B

fσ (χ{σ ′}).

Por lo tanto,y(1
l χB) = 1

l ∑σ ′∈By(χ{σ ′}) para caday∈Y. Ahora seaB1⊂ B2⊂ ·· · una
sucesión de subconjuntos finitos deA cuya unión esA. Entonces1

l χB j −→ 1
l χA y así

|yδi
(
1
l

χA)|= l ı́m
j−→∞

|yδi
(
1
l

χB j )|=
1
l
|yδi

(χ{σi})|>
1
lm

Esto es una contradicción ya que{δi : i < ω} ⊂ ∆η así que converge débilmente a
0.

2.8. Índices de Nagami yK -determinación

Esencialmente, el único ejemplo de un espacio de BanachX en el què Σ(X) < `K(X)
es debido a Talagrand [69] (véase también [25] donde se generaliza esta construcción),
una variación del cual puede tomarse de carácter de densidadω1 (simplemente, si se susti-
tuye el conjuntoT de [69, p. 78] por un subconjuntoT ′ ⊂ T de cardinalidadω1 tal queT ′

contenga árboles de índice de derivación arbitrariamente grande, se obtiene un ejemplo
con estas propiedades). En este caso`Σ(X) = ω < ω1 = `K(X). Este ejemplo no se presta
tan fácilmente a generalizaciones como las llevadas a cabo en las secciones anteriores y
ni siquiera sabemos si existen espacios de BanachX conω < `Σ(X) < `K(X).
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Respecto al índice de Nagami, se da en [23] un ejemplo de un espacio topológicoY
con Nag(Y) < `Σ(Y). Damos a continuación otros ejemplos de tales espacios de la for-
maY = Cp(K) con K compacto. Esto todavía no proporciona ejemplos de espacios de
Banach en los que los dos índices no coinciden porque no está claro si el índice de Naga-
mi es el mismo para la topología puntual y la topología débil deC(K): la prueba de que
`Σ(C(K)) = `Σ(Cp(K)) ó `K(C(K)) = `K(Cp(K)) (Proposición 25 ó [23] depende fuerte-
mente en el hecho de que los puntos de acumulación en espacios métricos son límites de
sucesiones.

Teorema 40. Para cada cardinal infinitoκ existe un compactoK que verifica las desi-
gualdadesNag(Cp(K))≤ κ < CG(Cp(K)).

Prueba: Consideramos el espacioT = κκ (El producto deκ espacios discretos de
cardinalidadκ) que tiene pesoκ y la familia adecuadaA de todos los subconjuntosA de
T tales que existeλ < κ tales que para cualquierx 6= y enA, x|[0,λ ) = y|[0,λ ) y xλ 6= yλ .
TomamosK = KA . Sabemos por el Teorema 31 que existe una uscoT −→ 2C(K) cuya
imagen separa los puntos deC(K). Por la Proposición 25, esto implica queNag(Cp(K))≤
κ. Supongamos ahora queK fueseκ-Eberlein. Entonces, por el Teorema 33, podríamos
encontrar una descomposiciónT =

⋃
i<κ Ti tal que todo conjunto deA tiene solamente

una cantidad finita de elementos en cadaTi . Encontraremost ∈ T = κκ tal quet 6∈ Ti para
ningúni < κ , obteniendo así una contradicción. Lo definimos recursivamente. El conjunto
{x0 : x∈ T0} ⊂ κ es finito así que podemos escogert0 fuera de él. Esto va a garantizar que
t 6∈ T0. Si ya hemos definidot j ara j < i, el conjunto{xi : x∈ Ti y x j = t j para todoj < i}
es finito, así que podemos escogerti fuera de él. Esto garantizará quet 6∈ Ti .

Corolario 41. Para cada cardinal infinitoτ existe un compactoK que verifica las desi-
gualdadesNag(Cp(K))≤ τω < `Σ(Cp(K)).

Prueba: ConsideramosK el compacto dado por el Teorema 40 para el cardinalκ = τω ,
de modo queNag(Cp(K))≤ τω <CG(Cp(K)). Además, comoCG(Cp(K))≤ `Σ(Cp(K))ω

se tiene queτω < `Σ(Cp(K))ω y por tantoτω < `Σ(Cp(K)).

2.9. Compactos deκ-Gul’ko y κ-Talagrand

En esta sección exponemos las pruebas de los Teoremas 44 y 45 que constituyen anál-
ogos de los correspondientes resultados conocidos de caracterización de los compactos
asociados a espacios débilmenteK -analíticos y débilmente numerablemente determina-
dos conocidos como compactos de Talagrand y compactos de Gul’ko respectivamente.
Las demostraciones de estos resultados que presentamos aquí siguen el mismo esquema
que las del caso numerable, tal y como aparecen en [31]. De hecho, varios de los argumen-
tos reproducen literal o casi literalmente otros que pueden encontrarse en los Capítulos 6
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y 7 de [31].

Por conveniencia, introduciremos las definiciones de compactos deκ-Gul’ko y κ-
Talagrand en términos de inmersiones en cubos:

Definición 42. SeaK un compacto yκ un cardinal infinito.

1. Diremos queK es un compacto deκ-Talagrand si es homeomorfo a un compacto
L ⊂ [−1,1]∆ para el que existen subconjuntos{∆s : s∈ κ(ω)} de∆ tales que para
cadaε > 0, cadax∈ K y cadaσ ∈ κN existen tal quex sólo tiene una cantidad
finita de coordenadasδ en∆σ |n con|xδ |> ε.

2. K esκ-Gul’ko si es homeomorfo a un compactoL ⊂ [−1,1]∆ para el que existe
un conjuntoΣ ⊂ κω y una familia de subconjuntos{∆s : s∈ κ(ω)} de∆ tales que
∆ =

⋃
σ∈Σ

⋂
n∈N∆σ |n y tales que para cadaε > 0 y cadaσ ∈ Σ existen∈ N tal que

x tiene sólo una cantidad finita de coordenadasδ en∆σ |n con|xδ |> ε.

Nótese que todo compacto deκ-Talagrand es deκ-Gul’ko y que todo compacto de
κ-Gul’ko es deκ-Corson.

Definición 43. SeaΓ un conjunto yΣ un espacio topológico. Definimos el siguiente subes-
pacio dè ∞(Σ×Γ),

c1(Σ×Γ) = { f ∈ `∞(Σ×Γ) : f |K×Γ ∈ c0(K×Γ) para todoK ⊂ Σ compacto}

Teorema 44. SeaX un espacio de Banach yκ un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. `Σ(X)≤ κ (resp.`K(X)≤ κ).
2. Existe un operador uno a uno débil∗-a-puntualmente continuoT : X∗−→ c1(Γ×Σ)

para algún conjuntoΓ y algún espacio métrico (resp. espacio métrico completo)Σ
de peso menor o igual queκ.

3. La bola dualBX∗ es un compacto deκ-Gul’ko en la topología débil∗ (resp. un
compacto deκ-Talagrand).

Teorema 45. SeaK un compacto yκ un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. K esκ-Gul’ko. (resp.κ-Talagrand).
2. `Σ(C(K))≤ κ (resp.`K(C(K))≤ κ).
3. `Σ(Cp(K))≤ κ (resp.`K(Cp(K))≤ κ).

Una consecuencia del Teorema 45 es que un compactoK que cumplà Σ(C(K))≤ κ
es un compacto deκ-Corson. Algunas de las propiedades elementales de un compactoK
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deκ-Corson son laκ-monoliticidad (la adherencia de un subconjunto deK de cardinal-
idad menor o igual queκ tiene peso menor o igual queκ) y la κ-estrechez (tightnessen
inglés) (la adherencia de un conjuntoA⊂ K es igual a la unión de las adherencias de los
subconjuntos deA de cardinalidad menor o igual queκ). Estas dos propiedades se prue-
ban en [23] para los compactosK con`Σ(C(K))≤ κ con argumentos más elementales.

La principal herramienta para demostrar los Teoremas 44 y 45 en el caso numerable es
un resultado de Vašák [74] que asegura la existencia de resoluciones proyetivas separables
de la identidad en espacios de Banach débilmente numerablemente determinados. En este
caso, lo que ocurre es que en un espacio de BanachX con `Σ(X) ≤ κ existe unaκ-κ-
resolución proyectiva de la identidad, que es lo mismo que una resolución proyectiva
separable de la identidad salvo que las componentes, en lugar de ser separables tiene en
general tamaño menor o igual queκ. De forma precisa:

Definición 46. SeaX un espacio de Banach de carácter de densidadµ > κ y sea también
{Pα : κ ≤ α ≤ µ} una sucesión transfinita de proyecciones enX (es decir, operadores
Pα : X −→ X tales quePα ◦Pα = Pα ) conPκ = 0, Pµ = 1X. Diremos que esta sucesión de
proyecciones es unaκ-resolución proyectiva de la identidad enX si se verifican:

1. ‖Pα‖= 1 para todoα.
2. dens(Pα(X))≤ |α|.
3. Pα ◦Pβ = Pβ ◦Pα = Pβ siempre queκ ≤ β ≤ α.
4.

⋃
β<α Pβ+1(X) es denso en norma enPα(X).

Diremos que la sucesión de proyecciones es unaκ-κ-resolución proyectiva de la identi-
dad. si se verifican las popiedades 2,3 y 4 anteriores además de

1’. ExisteM ∈ R tal que‖Pα‖ ≤M para todoα.
5. dens((Pα+1−Pα)(X))≤ κ para todoα.

Una herramienta fundamental para encontrar resoluciones proyectivas de la identidad
son los llamados generadores proyectivos, introducidos por Orihuela y Valdivia [59]. En
nuestro caso necesitamos lo siguiente:

Definición 47. Seaκ un cardinal infinito yV un espacio de Banach. Unκ-generador
proyectivo enV es un par(W,Φ) dondeW es un subconjunto uno-normante deV∗ con
W espacio vectorial, yΦ :W−→ 2V es una aplicación multivaluada que toma por valores
conjuntos conjuntos de cardinalidad menor o igual queκ tal que para cada conjunto no
vacíoB⊂W conB espacio vectorial,Φ(B)⊥∩B

∗ = /0.

Recordamos queA⊥ = {v∗ ∈V∗ : v∗(a) = 0 ∀a∈ A} y queW se dice uno-normante si
para cadav∈V se tiene que‖v‖= sup{x∗(v) : x∗ ∈W∩BV∗}. Los prueba de la Proposi-
ción 51 requiere una serie de lemas y aunque es prácticamente idéntica a la de su par-
ticularización paraκ = ω, no obstante la incluimos a continuación. Recordamos que si
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V es un espacio de Banach yA⊂ V, A⊥ = {v∗ ∈ V∗ : v∗(a) = 0 para todoa ∈ A} y si
B⊂V∗, B⊥ = {v∈V : b(v) = 0 para todob∈ B}. El primer lema, Lema 48 es una car-
acterización de las proyecciones en espacios de Banach y referimos a [31, Lemma 6.1.1]
para su prueba.

Lema 48. SeaV un espacio de Banach yA⊂V y B⊂V∗ conjuntos tales queA y B son
espacios vectoriales,‖a‖ = sup{x∗(a) : x∗ ∈ B∩BV∗} para todoa∈ A y A⊥∩B

∗ = {0}.
Entonces existe una proyecciónP : V −→V, es decir, un operador tal queP◦P = P, con
‖P‖= 1, , P(V) = A, P−1(0) = B⊥ y P∗(V∗) = B

∗
.

Lema 49. SeaV un espacio de Banach eY ⊂ V un subespacio. SeaW un subconjunto
deV∗ conW espacio vectorial y seanΦ : W −→ 2V y Ψ : V −→ 2W dos aplicaciones
multivaluadas que toman como valores conjuntos de cardinalidad menor o igual queκ.
Seaℵ un cardinal infinito y seanA0 ⊂V y B0 ⊂W conjuntos de cardinalidad menor o
igual queℵ. Entonces existen conjuntosA0 ⊂ A⊂ V y B0 ⊂ B⊂W tales queA∩Y =
A∩Y, A y B son espacios vectoriales,|A| ≤ κ ·ℵ, |B| ≤ κ ·ℵ y Φ(B)⊂ A y Ψ(A)⊂ B.

Prueba: Igual a la de [31, Lema 6.1.3]. Seaf : V −→Y una aplicación que asocie a
cadav ∈ V un punto f (v) ∈ Y tal que‖v− f (v)‖ ≤ 2dist(v,Y) = inf{‖v− y‖ : y ∈ Y}.
Recursivamente construiremos sucesiones de conjuntosA1 ⊂ A2 ⊂ ·· · ⊂V y B0 ⊂ B1 ⊂
·· · ⊂W como sigue. Si ya hemos definidoAi y Bi parai = 0, . . . ,n−1, hacemos

An = {
m

∑
i=1

r ivi : vi ∈ An−1∪ f (An−1)∪Φ(Bn−1), r i ∈Q, i = 1, . . . ,m,m< ω}

Bn = {
m

∑
i=1

r iv
∗
i : v∗i ∈ Bn−1∪Ψ(An−1), r i ∈Q, i = 1, . . . ,m,m< ω}

Sean ahoraA =
⋃

n<ω An y B =
⋃

n<ω Bn. ClaramenteAy B sonQ-espacios vectoriales,
luegoA y B sonR-espacios vectoriales. También es claro que|A| ≤ κ ·ℵ, |B| ≤ κ ·ℵ,
Φ(B) ⊂ A y Ψ(A) ⊂ B. Sólo queda ver queA∩Y = A∩Y. Seay∈ A∩Y, de modo que
existe una sucesión{ai : i < ω} ⊂ A que converge ay. Para cadai < ω escogemosni tal
queai ∈ Ani . Entonces

‖ f (ai)−y‖ ≤ ‖ f (ai)−ai‖+‖ai−y‖ ≤ 2dist(ai ,Y)+‖ai−y‖ ≤ 3‖ai−y‖ −→ 0

cuandoi −→ ∞. Como f (ai) ∈ f (Ani )⊂ Ani+1 ⊂ A, se sigue quey∈ A∩Y.

Lema 50. SeanV, Y, W, Φ y Ψ como en el lema anterior. Supongamos además que
µ = dens(Y) > κ . Entonces existen familias{Aα : κ < α ≤ µ} y {Bα : κ < α ≤ µ} de
subconjuntos deV y W respectivamente tales queAµ ⊃ Y y para cadaκ < α ≤ µ se
verifican

1. Aα y Bα son espacios vectoriales,
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2. Aα ∩Y = Aα ∩Y,
3. |Aα | ≤ |α| y |Bα | ≤ |α|,
4. Φ(Bα)⊂ Aα y Ψ(Aα)⊂ Bα ,
5. Aβ ⊂ Aα y Bβ ⊂ Bα siempre queκ < β ≤ α, y
6. Aα =

⋃
β<α Aβ+1, Bα =

⋃
β<α Bβ+1.

Prueba: Igual a la de [31, Proposition 6.1.4]. Seaf : V −→ Y la misma aplicación
que definíamos en el lema anterior. Sea{yα : κ ≤ α < µ} un subconjunto denso deY.
Haremos una construcción recursiva enα. Si hacemosA0 = {yκ}, B0 = /0 y ℵ = κ en
el Lema 49 obtenemos conjuntosA0 ⊂ A⊂ V y B0 ⊂ B⊂W y definimos precisamente
Aκ+1 = A y Bκ+1 = B. Fijamos ahoraγ ∈]κ + 1,µ] y suponemos que hemos construido
ya Aα y Bα paraκ < α < γ con todas las propiedades requeridas y ademásf (Aβ ) ⊂ Aα
si κ < β < α. Si γ es un ordinal límite, definimosAγ =

⋃
α<γ Aα y Bγ =

⋃
α<γ Bα . Si

γ = δ +1es un ordinal sucesor, aplicamos el Lema 49 aA0 = Aδ ∪∪{yδ}∪ f (Aδ ), B0 = Bδ
y ℵ = |γ| y definimosAγ = A y Bγ = B como los conjuntos que proporciona dicho lema.
La única propiedad a verificar que no es evidente es el hecho de queAγ ∩Y = Aγ ∩Y
cuandoγ es un ordinal límite. Para esto, seay ∈ Aγ ∩Y y {ai : i < ω} una sucesión en
Aγ que converja ay∈Y. Tenemos que‖ f (ai)− y‖ ≤ 3‖ai − y‖ −→ 0 cuandoi −→ ∞ y
f (ai) ∈ f (Aβi

⊂ Aβi+1 ⊂ Aγ para algúnβi < γ. Por tanto,y∈ Aγ ∩Y.

Proposición 51. Si un espacio de Banach admite unκ-generador proyectivo, entonces
tiene unaκ-resolución proyectiva de la identidad.

Prueba: Igual a la de [31, Proposition 6.1.7]. Sea(W,Φ) un κ-generador proyectivo
del espacio de BanachV. SeaPκ = 0 el operador nulo. Para cadav ∈ V escogemos un
subconjunto numerableΨ(v) de W tal que‖v‖ = sup{x∗(v) : x∗ ∈ Ψ(v)∩BV∗} lo que
podemos encotrar al serW uno-normante. De esta manera hemos definido una aplicación
multivaluadaΨ : V −→ 2W que toma valores numerables. El Lema 50 paraY = V nos
proporciona conjuntos{Aα : κ < α ≤ µ} y {Bα : κ < α ≤ µ} verificando las propiedades
allí indicadas. Seaα ∈]κ,µ]. Para cadaa∈ Aα , comoΨ(Aα)⊂ Bα , tenemos que

‖a‖= sup{x∗(a) : x∗ ∈Ψ(a)∩BV∗} ≤ sup{x∗(a) : x∗ ∈ Bα ∩BV∗} ≤ ‖a‖

y comoΦ(Bα)⊂Aα y (W,Φ) es unκ-generador proyectivo,A⊥α ∩Bα
∗⊂Φ(Bα)⊥∩Bα

∗ =
{0}. Se sigue entonces del Lema 48 la existencia de un operador proyecciónPα : V −→V
con Pα(V) = Aα , P−1

α (0) = Bα⊥ y P∗α(V∗) = Bα
∗
. Los operadores{Pα : κ ≤ α ≤ µ}

constituyen unaκ-resolución proyectiva de la identidad, al cumplir los conjuntos{Aα} y
{Bα} las propiedades del Lema 50.

Teorema 52.SiV es un espacio de Banach con`Σ(V)≤ κ entonces existe unκ-generador
proyectivo enV. De hecho, existe unaκ-κ-resolución proyectiva de la identidad enV.
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Prueba: Siguiendo la prueba de [31, Proposition 7.2.1], sabemos que existe una us-
co φ : Σ′ ³ 2(BV ,w) dondeΣ′ es un espacio métrico de peso menor o igual queκ, luego
Σ′ ⊂ κω . Para cadas∈ κ(ω) definimosYs =

⋃{φ(σ) : σ ∈ Σ′,σ Â s}. Para cadaξ ∈V∗ y
cadas∈ κ(ω) encontramos un conjunto numerableΦs(ξ )⊂Ys tal queinf{y(ξ ) : y∈Ys}=
inf{y(ξ ) : y∈Φs(ξ )} y definimos entoncesΦ :V∗−→ 2V comoΦ(ξ ) =

⋃{Φs(ξ ) : s∈S}.
ClaramenteΦ es una aplicación multivaluada que toma valores de cardinalidad menor o
igual queκ. La comprobación de que(V∗,Φ) es un generador proyectivo es ahora idénti-
ca a la de [31, Proposition 7.2.1]. El único punto que quizás requiera alguna aclaración es
el hecho de que para cadaσ ∈ Σ′, φ(σ) =

⋂
n<ω Yσ |n

∗
(la clausura se toma en(BV∗∗ ,w∗)),

pero esto es consecuencia inmediata de la semicontinuidad superior: siv 6∈ φ(σ) entonces
existen débil∗ abiertos disjuntos deV∗∗, φ(σ) ⊂U y v∈V y por la semicontinuidad su-
perior existe un entornoW de σ tal queφ(W) ⊂U lo que implica que ha de existir un
n < ω tal queYσ |n∩V = /0.

Al tenerV un κ-generador proyectivo, tiene unaκ resolución proyectiva de la iden-
tidad. Supongamos que existiera algún espacio de BanachV con `Σ(V) ≤ κ y sin una
κ-κ-resolución proyectiva de la identidad. Supongamos queV es de carácter de densidad
mínimoµ entre los espacios con esa propiedad. EnV hay una resolución proyectiva de la
identidad{Pα : κ ≤ α ≤ µ}. Para cadaα, dens((Pα+1−Pα)(V)) < µ así que existe una
κ-κ-resolución proyectiva de la identidad en(Pα+1−Pα)(V), {Qα,β : κ ≤ β ≤ |α|}. “Pe-
gando” todas estas resoluciones obtenemos unaκ-κ-resolución proyectiva de la identidad
enV llegando así a una contradicción. De manera más precisa, se hacePα ,β = Pα +Qα,β
y reordenando lexicográficamente ((α,β ) < (α ′,β ′) si α < α ′ o α = α ′ y β < β ′), las
Pα ,β constituyen unaκ-κ-resolución proyectiva de la identidad enV.

Prueba de(1⇒ 2) en el Teorema 44: Seaφ : Σ′ ³ 2X una usco conΣ′ a espacio
métrico (resp. un espacio métrico completo) de pesoκ. Tenemos unaκ-κ-resolución
proyectiva de la identidad{Qα}κ≤α<µ . Escogemos{vα

i }i<κ un subconjunto denso de la
bola unidad de(Qα+1−Qα)(X). Para cadai,α escogemosσα

i ∈ Σ′ tal quevα
i ∈ φ(σ α

i ).
DefinimosΣ = κ ×Σ′ (consideramosκ como conjunto de cardinalidadκ dotado de la
topología discreta),Γ = κ× [κ,µ) y

T : V∗ −→ c1(κ×Σ′×κ× [κ,µ))

por T(v∗) j,σ ,i,α = v∗(vα
i ) si i = j y σ = σα

i mientras queT(v∗)i,α, j,σ = 0 en otro
caso. Tenemos que comprobar que la imagen deT está realmente dentro del espacio
c1(κ ×Σ′×κ × [κ,µ)). Tomemos puesK ⊂ Σ = κ ×Σ′ un compacto, de tal forma que
existe un conjunto finitoF ⊂ κ y un compactoK′ ⊂ Σ′ tal queK ⊂ F ×K′. Suponga-
mos por reducción al absurdo que, para algúnv∗ y algúnε existe un conjunto infinito
S⊂ F ×K′×Γ con |T(v∗)ξ | > ε para todoξ ∈ S. Podemos suponer queF = {i} y S
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es una sucesión de la forma{sn = (i,kn, i,αn)} dondekn = σαn
i ∈ K′ y los αn son todos

diferentes. EntoncesT(v∗)sn = v∗(vαn
i ). Nótese quevαn

i ∈ φ(σαn
i )⊂ φ(K′) y comoφ(K′)

es débilmente compacto existev∈V un punto de acumulación de los{vαn
i ,n < ω}. Co-

mo cadavαn
i pertenece a una pieza distinta de la resoluciónvαn

i ∈ (Qαn+1−Qαn)(x), esto
obliga a quev = 0. Esto entra en contradicción con el hecho de que|T(v∗)sn|> ε .

Prueba de(2⇒ 3) en el Teorema 44: De (2) sabemos queK = BX∗ un conjunto pun-
tualmente compacto del espacioZ = c1(Σ×Γ) conΣ un espacio métrico (resp. completo)
de pesoκ . El espacioΣ es un subespacio deκω (respectivamente, podemos suponer que
Σ = κω , cf. seccion2.2). De hecho, comoT es acotado, podemos suponer queK es un
subconjunto de la bola unidad deZ, K ⊂ BZ ⊂ [−1,1]Σ×Γ. Afirmamos que∆ = Σ×Γ y
sus subfamilias∆s = {(σ ,γ) ∈ ∆ : σ |length(s) = s} verifican la definición que hemos dado
de compacto deκ-Gul’ko. Supongamos por reducción al absurdo que podemos encon-
trar x∈ K, ε > 0 y σ ∈ Σ tales que para cadan∈ N existen infinitosδ ∈ ∆σ |n tales que
|xδ |> ε . Entonces es posible construir una sucesión{δn = (σn,γn)} ⊂ ∆ tal que|xδn

|> ε
para cadan y tal queσn|n = σ |n. Esto contradice el hecho de quex∈ c1(Σ×Γ), puesto
que{σn : n∈ N}∪{σ} es un subconjunto compacto deΣ.

Prueba de(1⇒ 2) del Teorema 45: Supongamos queK ⊂ [−1,1]∆ y que tenemos
una familia{∆s : s ∈ κ(ω)} y Σ ⊂ κω como en la Definición 42 de compacto deκ-
Gul’ko (o κ-Talagrand). Entonces, el conjunto∆∪ {0} puede verse como un subcon-
junto deCp(K) que separa los puntos deK y se tiene una uscoφ : Σ ³ 2∆∪{0} dada por
φ(σ) =

⋂
n∈N∆σ |n∪{0}. Cadaφ(σ) es compacto, ya que de la Definición 42 se sigue que

φ(σ) es homeomorfo en la topología de convergencia puntual a la compactificación por
un punto de un conjunto discreto con punto del infinito0. Para ver queφ es superiormente
semicontinua, supongamos queφ(σ)⊂U siendoU ⊂Cp(K) un abierto. Como0∈ φ(σ),
U contiene un entorno de 0 de la formaV = { f ∈Cp(K) : | f (xi)| < ε i = 1, . . . ,m} ⊂U
para ciertosx1, . . . ,xm ∈ K. Por la Definición 42 de compacto deκ-Gul’ko, existe un
número naturalk tal queF = {δ ∈ ∆σ |k : |xi

δ |> ε} es finito (podemos suponer que se trata
del mismon para todos losi ∈ {1, . . . ,k}). Al ser F finito, podemos encontrar también
k′ > k tal queF ∩⋂

n<k′ ∆σ |n ⊂
⋂

n∈N∆σ |n. En ese casoW = {τ ∈ Σ : τ |k′ = σ |k′} es un
entorno deσ y φ(τ)⊂U siempre queτ ∈W.

Prueba(2⇒ 1) del Teorema 45: Se sigue inmediatamente de la implicación(1⇒ 3)
del Teorema 44 puesto queK ⊂ BC(K)∗ .

Prueba de(3⇒ 1) del Teorema 44: Se sigue de la implicación(2⇒ 1) del Teorema 45
ya queX ⊂C(BX∗).

Definición 53. Una familia bien ordenada de abiertos es una familia{Uξ : ξ < α} de
abiertos indicada en un ordinalα tal queUξ ⊂Uζ siempre queξ < ζ .
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Definición 54. Seaκ un cardinal infinito. Un compactoK se diceκ-fragmentable si
existen familias bien ordenadas de abiertos{{Uλ

ξ : ξ < αλ} : λ < κ} queT0-separan los

puntos deK, es decir, para cadax,y∈K diferentes existenλ ,ξ tales que|Uλ
ξ ∩{x,y}|= 1.

Por un resultado de Ribarska [65] un compacto esω-fragmentable según esta defini-
ción si y sólo si existe una métrica que lo fragmenta, si y sólo si existe una casi métrica
que lo fragmenta.

Teorema 55. Todo compacto deκ-Gul’ko esκ-fragmentable.

Prueba: Es completamente análoga a la de [31, Theorem 7.2.8], que corresponde al
casoκ = ω. SeaL⊂ [−1,1]∆ un compacto deκ-Gul’ko y {∆s : s∈ κ(ω)} conjuntos como
en la Definición 42. Para cadas∈ κ(ω), 0< p< ω, seanW +

s,p = {{x∈ L : xδ > 1
p} : δ ∈∆s}

y W −
s,p = {{x∈ L : xδ <− 1

p} : δ ∈∆s}. De esta manera tenemos una familiaW =
⋃

ν<κ Wν
de abiertosFσ de L queT0-separan los puntos deL y con la siguiente propiedad: Para
cadax ∈ L y cadaW ∈ W existeν < κ tal queW ∈ Wν y ord(x,Wν) < ω (denotamos
ord(x,U ) = |{U ∈ U : x∈U}|). Definimos ahora los siguientes subconjuntos cerrados
deL:

Xmν = {x∈ L : ord(x,Wν)≤m} ν < κ, m< ω

Para cadam< ω y ν < κ definiremos una familia bien ordenada de abiertos{Vmν
ξ }.

Empezamos por hacerVmν
0 = /0, Vmν

1 = L\xmν . Supongamos que ya hemos definidoVmν
η

para todoη < ξ y definamosVmν
ξ . SeaWmν

ξ =
⋃

η<ξ Vmν
η . SiWmν

ξ = L hacemosVmν
ξ = L

y terminamos el proceso. En caso contrario, escogemosx0 ∈ L\Wmν
ξ tal que

ord(x0,Wν) = máx{ord(x,Wν) : x∈ L\Wmν
ξ }.

Nótese que existe talx0 y ord(x0,Wν)≤m ya queL\Wmν
ξ ⊂ L\Wmν

1 = Xmν . Definimos
entonces

Vξ = Wmν
ξ ∪

⋂
{W ∈Wν : x0 ∈W}.

Esto finaliza la construcción de losVmν
ξ . Queda ver que las familias bien ordenadas de

abiertos{{Vmν
ξ : ξ < αmν} : m< ω, ν < κ} T0-separan los puntos deL. Seanx1 y x2 dos

puntos distintos deL. ExisteW ∈W tal que|W∩{x1,x2}| = 1, digamosW∩{x1,x2} =
{x1}. Es más, sabemos que existeν < ω tal queW∈Wν y m= ord(x1,Wν) < ω. Así pues
x1 ∈Xmν y seaξ = mı́n{ζ : x1 ∈Vmν

ζ }. Ahorax1 ∈W∩Vmν
ξ \⋃

ζ<ξ Vmν
ζ . La forma en que

definimosVmν
ξ garantiza queW ⊃Vmν

ξ \⋃
ζ<ξ Vmν

ζ de modo quex2 6∈Vmν
ξ \⋃

ζ<ξ Vmν
ζ y

comox1 ∈Vmν
ξ \⋃

ζ<ξ Vmν
ζ ha de existirζ ≤ ξ tal que|Vmν

ζ ∩{x1,x2}|= 1.
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3.1. Compactos de Radon-Nikodým y generalizaciones

El concepto de compacto de Radon-Nikodým es debido a Reynov [64] y se define
como un espacio topológico que es homeomorfo a un débil∗ compacto del dual de un
espacio de Asplund. Recordamos que un espacio de BanachX es de Asplund si cada
subespacio separable deX tiene dual separable. En [56], se da la siguiente caracterización:

Teorema 56. Un compactoK es de Radon-Nikodým si y sólo si existe una métrica infe-
riormente semicontinuad enK que fragmentaK.

Recordar que una funcióng : Y−→R de un espacio topológico a la recta real es infe-
riormente semicontinua si{y : g(y)≤ r} es cerrado enY para cada número realr.

Es un problema abierto si la imagen continua de un compacto de Radon-Nikodým es
un compacto de Radon-Nikodým. Arvanitakis [9] ha abordado este problema del siguien-
te modo: siK es un compacto de Radon-Nikodým yπ : K −→ L es una suprayección
continua, entonces tenemos una métrica inferiormente semicontinuad sobreK, y si que-
remos probar queL es Radon-Nikodým, debemos encontrar tal métrica enL. Un candidato
natural es el siguiente:

d1(x,y) = d(π−1(x),π−1(y)) = inf{d(t,s) : π(t) = x, π(s) = y}.

La aplicaciónd1 es inferiormente semicontinua, fragmentaL y es una casi métrica, es
decir, es simétrica y se anula si y sólo six = y. Pero no es una métrica porque en gene-
ral, falla la desigualdad triangular. De este modo, Arvanitakis [9] introduce el siguiente
concepto:

Definición 57. Un compactoL se dice casi Radon-Nikodým si existe una casi métrica
inferiormente semicontinua que lo fragmenta.
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La clase de los compactos de casi Radon-Nikodým es cerrada para imágenes contin-
uas pero se desconoce si coincide con la clase de los compactos de Radon-Nikodým o con
la de sus imágenes continuas. Aparecen en la literatura al menos otras dos superclases de
las imágenes continuas de los compactos de Radon-Nikodým. Reznichenko [8, p. 104]
define un compactoL como fuertemente fragmentable si existe una métricad que frag-
mentaL tal que cada para de puntos diferentes deL tienen entornos ad-distancia positiva.
Namioka [57] demostró que las clases de compactos de casi Radon-Nikodým y fuerta-
mente fragmentables son iguales. La otra superclase es la de los compactos numerable-
mente inferiormente fragmentables, introducida por Fabian, Heisler y Matoušková [33].
El siguiente Teorema 58 muestra, paraκ = ω, que esta clase también coincide con las
otras dos. De hecho la condición (2) del Teorema 58 paraκ = ω es exactamente la defini-
ción de compacto numerablemente inferiormente fragmentable, mientras un resultado de
Namioka [57] establece que la condición (1) cuandoκ = ω es equivalente a ser un com-
pacto de casi Radon-Nikodým.

Introducimos algunas definiciones y notaciones. Un subconjuntoC deK×K se dice
que es un casi entorno de la diagonal deK [56] si contiene a la diagonal deK, ∆K ⊂C,
y para cada subconjunto (cerrado) no vacíoL ⊂ K existe un abierto relativo no vacíoU
de L tal queU ×U ⊂ C. Una pseudométricad sobreK diremos queε-fragmentaK si
{(x,y) ∈ K×K : d(x,y) < ε} es un casi entorno de la diagonal. SiA es una familia de
funciones puntualmente acotada sobreK definimos la pseudométrica

dA(x,y) = sup{| f (x)− f (y)| : f ∈ A}.
Teorema 58. SeaK un subconjunto compacto de[−1,1]Γ y κ un cardinal infinito. Son
equivalentes:

1. Existe una familia{Cλ : λ < κ} de casi entornos cerrados de la diagonal deK tal
que

⋂
λ<κ Cλ = ∆K .

2. Para cadaε > 0 existe una descomposiciónC(K) =
⋃

λ<κ Γλ ,ε en conjuntos aco-
tados tal quedλ ,ε ε-fragmentaK para cadaλ .

3. Para cadaε > 0 existe una descomposiciónΓ =
⋃

λ<κ Γλ ,ε tal quedλ ,ε ε-fragmenta
K para cadaλ .

Cuando se cumplan estas condiciones, diremos queK es un compacto deκ-casi
Radon-Nikodým.

Prueba: SiK verifica (1) definimos entonces para cadaλ̄ = (λ1, . . . ,λn),Cλ̄ =
⋂n

i=1Cλi

que es un casi entorno cerrado de la diagonal, y

Γλ̄ ,ε =
{

f ∈C(K) : | f (x)− f (y)|< ε para todo(x,y) ∈Cλ̄
}∩{ f : ‖ f‖∞ ≤ n}

CadadΓλ ,ε ε-fragmentaK puesto queCλ̄ es un casi entorno de la diagonal. Por otra parte,
para probar queC(K) =

⋃
λ̄ Γλ ,ε para cadaε , obsérvese que para cualquierf ∈C(K) los
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conjuntos
Cλ̄ =

{
(x,y) ∈ K×K : | f (x)− f (y)| ≥ ε y (x,y) ∈Cλ̄

}

constituyen una familia de subconjuntos compactos deK×K con intersección vacía, por
lo que debe existir̄λ = (λ1, · · · ,λn) con n > ‖ f‖∞ tal queCλ̄ es vacío y en ese caso
f ∈ Aλ̄ ,ε .

Que (2) implica (3) es evidente identificando cada coordenadaγ ∈ Γ con la correspon-
diente función continua sobreK.

Supongamos que se verifica (3). ComodΓλ ,ε ε-fragmentaK, esto significa que cada
conjuntoCλ ,p = {(x,y) ∈ K×K : dΓλ ,p

(x,y) ≤ 1
p} es un casi entorno de la diagonal, que

es además cerrado. Por otra parte, nótese que para cadaλ < κ y p < ω, (x,y) ∈Cλ ,p si y
sólo si|xγ −yγ | ≤ 1

p para todoγ ∈ Γλ ,p luego

⋂

λ ,p

Cλ p =
⋂

p∈N

{
(x,y) : |xγ −yγ | ≤ 1

p
para todoγ ∈

⋃

λ<κ
Γλ ,p = Γ

}
= ∆K

Teorema 59. Si K es un compacto deκ-casi Radon-Nikodým yf : K −→ L es una
suprayección continua, entoncesL es deκ-casi Radon-Nikodým.

Prueba: Sigue un argumento similar al de Namioka [56] de que la imagen de un com-
pacto fragmentable es fragmentable y la de Arvanitakis de que la imagen de un compacto
de casi Radon-Nikodým es un compacto de casi Radon-Nikodým. Veamos en primer lugar
que siC es un casi entorno de la diagonal deK, entoncesf (C) = {( f (x), f (y)) : (x,y)∈C}
es un casi entorno de la diagonal deL. SeaX⊂ L cerrado. Usando el lema de Zorn, encon-
tramos un subconjunto cerradoY de K minimal entre aquellos que cumplenf (Y) = X.
Al ser C un casi entorno de la diagonal existeU abierto relativo no vacío deY tal que
U×U ⊂C. La minimalidad deY implica que ha de existirV ⊂ f (U) abierto no vacío de
X (si no existiera se tendríaf (Y \U) = f (Y \U) = X), el cual cumple queV×V ⊂ f (C)
lo que concluye la prueba de quef (C) es un casi entorno de la diagonal deL. Si ahora
K es deκ-casi Radon-Nikodým, existe una familia de casi entornos de la diagonal deK
{Cλ : λ < κ} con

⋂
λ<κ Cλ = ∆K y podemos suponer que dicha familia es cerrada ba-

jo intersecciones finitas. Veamos que
⋂

λ<κ f (Cλ ) = ∆L. Si (x,y) ∈ L×L \∆L, entonces
f−1(x)× f−1(y) es un compacto deK×K disjunto con∆K , así que por compacidad y por
ser la familia{Cλ : λ < κ} cerrada bajo intersecciones finitas con

⋂
λ<κ Cλ = ∆K existe

λ < κ tal queCλ ∩ ( f−1(x)× f−1(y)) = /0. En este caso(x,y) 6∈ f (Cλ ).
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Teorema 60. Seanκ un cardinal infinito yK ⊂ [−1,1]Γ un compacto deκ-casi Radon-
Nikodým

1. Existe una descomposiciónΓ =
⋃

λ<d(κ) Γλ tal que cadadΓλ fragmentaK.
2. Si τ ≤ κω es otro cardinal infinito y|Γ| < bκ(τ) entonces existeθ < τ y una des-

composiciónΓ =
⋃

α<θ Γα tal que cadadΓα fragmentaK.

Prueba: Tenemos para cadap < ω una descomposiciónΓ =
⋃

λ<κ Γλ ,p tal que cada
dΓλ ,p

1
p-fragmentaK. Para cadaγ ∈ Γ escogemosσ(γ) ∈ κω tal queγ ∈ ⋂

p<ω Γσ(γ)p
.

La observación clave es la siguiente: SiB⊂ κω es compacto entoncesd{γ:σ(γ)∈B} frag-
mentaK: Efectivamente, al serB es compacto, el conjuntoF = {σp : σ ∈ B} es finito
para cadap < ω. Ocurre entonces queΓB = {γ : σ(γ) ∈ B} ⊂ ⋃

λ∈F Γλ ,p y por tanto
dΓB ≤máx{dΓλ ,p

: λ ∈ F} lo que implica quedΓB
1
p-fragmentaK. El apartado (1) se sigue

inmediatamente de esta observación ya queκω es unión ded(κ) compactos. Respecto al
apartado (2), el conjuntoA = {σ(γ) : γ ∈ Γ} ⊂ κω tiene cardinalidad menor quebκ(τ)
así que por la definición de este cardinalA puede cubrirse porθ < τ compactos deκω ,
A⊂⋃

θ<α Bα . Definimos entoncesΓα = {γ ∈ Γ : σ(γ) ∈ Bα}.
Corolario 61. Si K es un compacto de casi Radon-Nikodým de peso menor queb =
bω(ω1) entoncesK es un compacto de Radon-Nikodým.

Prueba: Podemos verK ⊂ [−1,1]Γ con |Γ| < b y aplicar el Teorema 60 paraκ = ω
y τ = ω1 obteniendo una descomposiciónΓ =

⋃
n<ω Γn con la propiedad de que cadadΓn

fragmentaK. En este casod = ∑n<ω 2−ndn es una métrica inferiormente semicontinua
que fragmentaK, de modo queK es un compacto de Radon-Nikodým por el Teorema
56.

Nótese que el Teorema 60 muestra algo más fuerte que el Corolario 61: siempre que
se tenga un compacto de casi Radon-Nikodým en un cubo de tamaño menor queb va a
existir una descomposición numerable de las coordenadas del cubo que atestigua el hecho
de queK es de Radon-Nikodým. Se sigue de un resultado de Arvanitakis [9] un hecho
similar en cubos de Cantor{0,1}Γ:

Teorema 62 (Arvanitakis). Si K ⊂ {0,1}Γ es un compacto de casi Radon-Nikodým,
entonces existe una descomposición numerableΓ =

⋃
n<ω Γn tal que cadadΓn fragmenta

K, y por tantoK es un compacto de Radon-Nikodým.

El ejemplo que sigue muestra que ese tipo de descomposiciones no existen en general
aunque el compactoK se de Radon-Nikodým, incluso metrizable.

Proposición 63.Existe un conjuntoΓ de cardinalidadb y un subconjunto compactoK de
[0,1]Γ homeomorfo al conjunto de Cantor{0,1}N tal que para cualquier descomposición
Γ =

⋃
n∈NΓn existen∈ N tal quedΓn no fragmentaK.
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Prueba: En primer lugar, tomamosΓ un subconjunto deNN de cardinalidadb que
no puede ser cubierto por una cantidad numerable de compactos. Llamamos entonces
A= {γn : γ ∈ Γ,n∈N} al conjunto de todos los términos de los elementos deΓ. Definimos

K′ = {x∈ {0,1}Γ×N : xγ ,n = xγ ′,n′ siempre queγn = γ ′n′}.

Obsérvese queK′ es homeomorfo a{0,1}N: para cadaa∈A escogemosγa,na∈Γ×N
tal queγa

na = a; en este caso tenemos un homeomorfismoK′ −→ {0,1}A dado porx 7→
(xγa,na)a∈A.

Ahora, consideramos el embebimientoφ : {0,1}Γ×N −→ [0,1]Γ dado por

φ(x) =

(
∑
n∈N

(
2
3

)n

xγ ,n

)

γ∈Γ

Afirmamos que el espacioK = φ(K′)⊂ [0,1]Γ es el que buscábamos. SeaΓ =
⋃

n∈NΓn

cualquier descomposición numerable deΓ. Como Γ no puede estar contenido en una
unión numerable de compactos deNN, ha de existirn∈ N tal queΓn no está contenido
en un compacto. Para esten, eso quiere decir que para algún naturalm∈ N el conjunto
S= {γm : γ ∈ Γn} ⊂ A es infinito. Consideramos

K0 = {x∈ K′ : xγ ,k = 0 siempre queγk 6∈ S} ⊂ K.

Por las mismas razones queK′, K0 es homeomorfo al conjunto de Cantor{0,1}N por
la aplicaciónK0 −→ {0,1}S dada porx 7→ (xγa,na)a∈S. Tomemos dos elementos distin-
tosx,y∈ K0. Entonces, debe existir algúnγ ∈ Γn tal quexγ,m 6= yγ,m, y esto implica que
|φ(x)γ − φ(y)γ | ≥ 3−m y por tantodΓn(φ(x),φ(y)) ≥ 3−m. Esto significa que cualquier
subconjunto no vacío deφ(K0) de dΓn-diámetro menor que3−m es unipuntual. SidΓn

fragmentaraK, eso implicaría queφ(K0) tiene un punto aislado, lo que contradice el he-
cho de que es homeomorfo al conjunto de Cantor{0,1}N.

Finalmente, enunciamos el siguiente resultado, generalización de un resultado de Ar-
vanitakis [9] que afirma que un compacto es de Eberlein si y sólo si es un compacto de
Corson y de casi Radon-Nikodým.

Teorema 64. Un compactoK es deκ-Eberlein si y sólo es a la vez un compacto de
κ-Corson y un compacto deκ-casi Radon-Nikodým.

La demostración es prácticamente idéntica a la que se da en [57, Theorem 6] del caso
κ = ω, que es una variación sobre la prueba original de Arvanitakis [9]. No obstante la
presentamos a continuación con todo detalle. SeaX un espacio topológico yC un casi en-
torno de la diagonal deX. Un subconjuntoU ⊂X diremos que esC-pequeño siU×U ⊂C.
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Asociado al casi entornoC tenemos un proceso de derivación enX, para cada compacto
no vacíoF ⊂ X y cada ordinalα definimosF(α) recursivamente:

F(0) = F ,
F(α) =

⋂
β<α F(β ) si α es un ordinal límite,

F(β+1) = F(β ) \{U : U es abierto relativoC-pequeño deF(β )}.

Si α ≤ α ′ entoncesF(α ′) ⊂ F(α). Seaα0 el menor ordinal tal queF(α0) = /0 (existe al
serC un casi entorno de la diagonal). Nótese que cadaF(α) es compacto, lo que implica
queα0 no es un ordinal límite,α0 = β0 +1. Denotamosα(F) = β0, Z(F) = F(α(F)).

Lema 65. Usando la notación anterior,

1. Z(F) es un subconjunto compacto no vacío deF que puede ser cubierto por una
cantidad finita de abiertos relativosC-pequeños deZ(F).

2. Si F1 ⊂ F2, entoncesF(α)
1 ⊂ F(α)

2 para cadaα y α(F1)≤ α(F2).
3. Si

⋂
n<ω Fn 6= /0 entonces existek < ω tal queZ(F1∩ ·· · ∩Fk)∩Fm 6= /0 para todo

m< ω.

Prueba (este lema es [57, Lemma 3]): Sólo el tercer apartado requiere algunos detalles.
SeaGk =

⋂
n<k Fk. Por el apartado (2),α(G1) ≥ α(G2) ≥ ·· · . Existe por tantok < ω tal

queα(Gk)= α(Gm) para todom≥ k. Param≥ k, Z(Gk)∩Fm= G(α(Gk))
k ∩Fm⊃G(α(Gk))

m =
G(α(Gm))

m = Z(Gm) 6= /0. Param< k, Z(Gk)∩Fm⊃ Z(Gk)∩Gk = Z(Gk) 6= /0.

Definición 66. Una familia{Yγ : γ ∈ Γ} de subconjuntos de un conjuntoY se dice que es
punto-κ si |{γ ∈ Γ : y∈Yγ}| ≤ κ para caday∈Y, punto-finita si|{γ ∈ Γ : y∈Yγ}| < ω
para caday ∈ Y y se diceκ-punto-finita siΓ =

⋃
α<κ Γα y cada una de las familias

{Yγ : γ ∈ Γα} es punto-finita.

Lema 67. Seaκ un cardinal infinito,X un espacio topológico yC un casi entorno de
la diagonal deX. Sean{Aγ : γ ∈ Γ} y {Bγ : γ ∈ Γ} familias de subconjuntos no vacíos
deX tales que para cadaγ ∈ Γ, Aγ es compacto,Aγ ⊂ Bγ y (Aγ × (X \Bγ))∩C = /0. Si
{Bγ : γ ∈ Γ} es punto-κ, entonces{Aγ : γ ∈ Γ} esκ-punto-finita.

Prueba: Análoga a la de [57, Theorem 4]. Usamos la siguiente notación: para cada
subconjuntoΨ deΓ,

Z (Ψ) = {Z(Aγ1∩·· ·∩Aγk) : γ1, . . . ,γk ∈Ψ,k < ω}.

Nótese que|Z (Ψ)| ≤máx(ω, |Ψ|). Definimos también

H(Ψ) = {η ∈ Γ : Z∩Aη 6= /0 para algúnZ ∈Z (Ψ)}.
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Observar queΨ⊂ H(Ψ) y afirmamos además que

(?) |H(Ψ)| ≤máx(κ , |Ψ|).
Para probar esto, bastará ver que para cadaZ∈Z (Ψ) se tiene|{η ∈ Γ : Z∩Aη 6= /0}| ≤ κ .
Supongamos que no fuese así, es decir queZ∩Aη 6= /0 para más deκ elementosη .Por
el Lema 65(1),Z =

⋃
n<kUn donde cadaUn esC-pequeño, es decir,Un×Un ⊂C. Existe

n< k tal queUn∩Aη 6= /0 para una cantidad mayor queκ de elementosη . Nuestra hipóte-
sis nos dice que(Aη × (X \Bη))∩ (Un×Un) = /0, de donde se sigue queUn∩ (X \Bn) = /0
siempre queUn∩Aη 6= /0. Por tanto|{η ∈ Γ : /0 6= Un ⊂ Bη}| > κ lo que contradice el
hecho de que{Bγ : γ ∈ Γ} es punto-κ .

La prueba del Teorema 67 es por inducción en|Γ|. Si |Γ| ≤ κ no hay nada que pro-
bar. Sea ahoraℵ > κ un cardinal tal que el Teorema 67 es cierto siempre que|Γ| < ℵ y
veamos que también se verifica cuando|Γ|= ℵ. Supondremos queΓ = ℵ es un cardinal.
Definimos recursivamente familiasΨα ⊂ Γ paraα < Γ del siguiente modo:Ψ0 = 0 = /0,
Ψβ+1 = (β +1)∪H(Ψβ ) y finalmenteΨα =

⋃
β<α Ψβ si α es un ordinal límite. Nótese

queΨα ⊂ Ψβ cuandoα < β y
⋃

α<Γ Ψα = Γ. Además, por la desigualdad(?) tenemos
que|Ψα | ≤máx(κ, |α|).

Para cadaα < Γ seaΓα = Ψα+1 \Ψα . Entonces{Γα : α < Γ} es una partición deΓ
con|Γα | ≤máx(κ , |α|) < Γ para cadaα < Γ. Por la hipótesis de inducción,Γα =

⋃
ν<κ Γν

α
siendo{Aγ : γ ∈ Γν

α} una familia punto-finita para cadaν < κ. SeaΓν =
⋃

α<Γ Γν
α . Para

completar la demostración bastará comprobar que la familia{Aγ : γ ∈ Γν} es punto-finita
para cadaν < κ . Para ello, es suficiente mostrar que si tenemosα1 < α2 < · · · < Γ y
γ j ∈ Γα j entonces

⋂
j<ω Aγ j = /0. Supongamos por reducción al absurdo que

⋂
j<ω Aγ j 6= /0.

Entonces por el Lema 65(3) existek < ω tal que

Z(Aγ1∩·· ·∩Aγk)∩Aγm 6= /0 para todom< ω.

Comoγ1, . . . ,γk ∈ Ψαk+1, γm ∈ H(Ψαk+1) ⊂ Ψαk+2 para todom< ω. Se sigue entonces
queγm 6∈ Γαm = Ψαm+1 \Ψαm cuandoαm≥ αk +2, que es absurdo.

Lema 68. Seaκ un cardinal infinito,K un compacto deκ-casi Radon-Nikodým y sea
{Aγ : γ ∈ Γ} y {Vγ : γ ∈ Γ} familias de subconjuntos no vacíos deK tales que, para
cadaγ ∈ Γ, Aγ es cerrado,Vγ es abierto yAγ ⊂Vγ . Si{Vγ : γ ∈ Γ} es punto-κ , entonces
{Aγ : γ ∈ Γ} esκ-punto-finita.

Prueba: Como la de [57, Corollary 5], sea{Cλ : λ < κ} una familia de casi entornos
cerrados de la diagonal, cerrada bajo intersecciones finitas tal que

⋂
λ<κ Cλ = ∆K . Para

cadaγ, (Aγ × (K \Vγ))∩∆K = /0, así que por compacidad, ha de existirλγ < κ tal que
(Aγ × (K \Vγ))∩Cλγ = /0. De esta forma, podemos escribirΓ =

⋃
λ<κ Γλ de forma que
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(Aγ×(K \Vγ))∩Cλ = /0 para cadaγ ∈ Γλ . Por el Lema 67,{Aγ : γ ∈ Γλ} esκ-punto-finita
para cadaλ , y por tanto también lo es{Aγ : γ ∈ γ}.

Prueba del Teorema 64: Puesto queK es un compacto deκ-Corson, existe una familia
{ fγ : γ ∈ Γ} de funciones continuas sobreK, fγ : K −→ [0,1], que separa los puntos de
K (para cadax 6= y existeγ con fγ(x) 6= fγ(y)) y tal que para y tal que para cadax∈ K,
|{γ ∈ Γ : fγ(x) > 0}| ≤ κ . Denotemos porH el conjunto de los racionales del intervalo
]0,1[ y, para cadaα = (q,γ) ∈ H×Γ sea

Uα = f−1
γ (]q,1]), Aα = f−1

γ ([q,1]) y Vα = f−1
γ (]0,1]).

Las familias{Aα : α ∈H×Γ} y {Vα : α ∈H×Γ} verifican las hipótesis del Lema 68, así
que{Aα : α ∈H×Γ} esκ-punto-finita y por tanto{Uα : α ∈H×Γ} también esκ-punto-
finita. De hecho,{Uα : α ∈ H×Γ} es una familia de abiertosFσ deK queT0-separa los
puntos deK, así queK esκ-Eberlein.

Una generalización de un resultado de Roman Pol [63] dada por Bell y Marciszewski
[19] afirma que, dado un cardinal infinitoκ, un compactoK esκ-Corson si y sólo siCp(K)
es imagen continua de un subconjunto cerrado deLκ(Γ)N para algún conjuntoΓ (Lκ(Γ)
es el espacioΓ∪ {∞} en el que los puntos deΓ son aislados y los entornos de∞ son
los complementos de los subconjuntos deΓ de cardinalidad menor o igual queκ). Una
consecuencia inmediata de este resultado es que la imagen continua de un compacto de
κ-Corson es un compacto deκ-Corson. Esto combinado con el Teorema 64 que acabamos
de probar y el Teorema 59 (la imagen continua de un compacto deκ-casi Radon-Nikodým
es deκ-casi Radon-Nikodým) prueba el Teorema 29 (la imagen continua de un compacto
deκ-Eberlein es un compacto deκ-Eberlein).

3.2. El número de conjuntos de Asplund que generan un espa-
cio de Banach

Una clase de espacios de Banach íntimamente ligada a los compactos de Radon-
Nikodým es la de los espacios Asplund generados. Recordamos que un subconjuntoA
de un espacio de BanachX se dice que es un conjunto de Asplund si la pseudométricadA

fragmenta la bola cerrada deX∗ en la topología débil∗. Resulta que un espacio de Banach
X es de Asplund si y sólo siBX es un conjunto de Asplund. El espacio de BanachX se
dice Asplund generado si existe un conjunto de AsplundA tal queX = span(A), cf. [31,
1.4]. Ocurre que un compactoK es de Radon-Nikodým si y sólo siC(K) es Asplund gene-
rado, y siX es Asplund generado entonces(BX∗ ,w∗) es un compacto de Radon-Nikodým,
aunque el recíproco no es cierto en general [31, 1.5]. Los espacios de Banach cuya bola
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dual es un compacto de casi Radon-Nikodým se estudian en [33]. De manera similar a
como hacíamos en el Capítulo 2, introducimos los siguientes índices:

Definición 69. SeaX un espacio de Banach.

1. El índice AG(X) es el menor cardinal infinitoκ para el que existe una familia
{Aλ : λ < κ} de conjuntos de Asplund enX tales queX = span{Aλ : λ < κ}.

2. El índiceLF(X) es el menor cardinal infinitoκ tal que(BX∗ ,w∗) es un compacto
deκ-casi Radon-Nikodým.

El índiceLF(X) desempeña respecto deAG(X) un papel análogo al del índice`K(X)
respecto deCG(X).

Teorema 70. SeaX un espacio de Banach. Se verifican las siguientes relaciones:

1. LF(X)≤ AG(X)
2. AG(X)≤ d(LF(X)).
3. dens(X)≥ bLF(X)(AG(X)).

Prueba: SeaΓ un subconjunto denso en norma deBX de cardinalidaddens(X). Los
apartados (2) y (3) se siguen del Teorema 60 aplicado al compactoK = B(X∗,w∗)⊂ [−1,1]Γ.
Para el apartado (1) tomamosΓ una unión deAG(X) subconjuntos de Asplund deBX con
X = spanΓ y usamos el apartado (3) del Teorema 58.

Obsérvese que debido al Teorema 59 el índiceLF(X) se reduce en subespacios, es de-
cir, LF(Y)≤ LF(X) siY es un subespacio deX. Esto no es así para el índiceAG(X) puesto
que existen subespacios de espacios Asplund generados que no son Asplund generados,
cf. [31]. Sin embargo, tenemos el siguiente corolario al Teorema 70:

Corolario 71. SiY es un subespacio de un espacio de BanachX que verifica la desigual-
daddens(Y) < bAG(X)(AG(X)+) entoncesAG(Y)≤ AG(X).

Corolario 72. Si X es Asplund generado eY es un subespacio deX de carácter de den-
sidad menor queb entoncesY es Asplund generado.

Hacemos notar que la cota que da el Corolario 72 no puede mejorarse, porque por el
Teorema 39 existeX0 débilmente compactamente generado eY0 un subespacio no débil-
mente compactamente generado deX0 con dens(Y0) = b. Por un resultado de Orihuela,
Schachermayer y Valdivia [58], un espacio de Banach es débilmente compactamente ge-
nerado si y sólo si es a la vez Asplund generado y débilmente Lindelöf determinado. Esta
segunda propiedad se hereda a subespacios [38], luego los citadosX0 eY0 constituyen un
ejemplo de un subespacio de un espacio Asplund generado de carácter de densidadb que
no es Asplund generado.
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3.3. Compactos de Radon-Nikodým totalmente ordenados

En esta sección probaremos un resultado acerca del problema de la imagen conti-
nua de los compactos de Radon-Nikodým de naturaleza diferente a lo presentado en las
secciones anteriores. En primer lugar damos la definción de compacto casi totalmente dis-
conexo. Denotamos porΣ{0,1}([0,1]Γ) el subespacio de[0,1]Γ formado por los elementos
tales que todas sus coordenadas salvo una cantidad a lo más numerable pertenece a{0,1}.
Definición 73. Un compacto se dice casi totalmente disconexo si es homeomorfo a un
subespacio deΣ{0,1}([0,1]Γ) para algún conjuntoΓ.

Esta clase contiene tanto a los compactos totalmente disconexos como a los compactos
de Corson. Fue introducida por Arvanitakis [9] que probó el siguiente resultado:

Teorema 74 (Arvanitakis). Todo compacto de casi Radon-Nikodým casi totalmente dis-
conexo es un compacto de Radon-Nikodým.

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 75.SeaK compacto totalmente ordenado fragmentado por una casi métricad.
EntoncesK es casi totalmente disconexo.

Recordamos que un compacto se dice totalmente ordenado si existe una relación de or-
den total≤ enK de modo que los intervalos abiertos]a,b[ forman una base de la topología
deK.

Corolario 76. SeaK un compacto totalmente ordenado de casi Radon-Nikodým. En-
toncesK es un compacto de Radon-Nikodým.

Tras la prueba del Teorema 75, daremos ejemplos de compactos totalmente ordenados
de Radon Nikodým. Mencionamos que sin embargo no es posible encontrar compactos
totalmente ordenados que sean compactos de Corson no metrizables, cf. [37]. No sabe-
mos si un compacto fragmentable totalmente ordenado ha de ser un compacto de Radon-
Nikodým.

Pasamos a la prueba del Teorema 75. Comenzamos con un par de lemas reformulando
el concepto de espacio casi totalmente disconexo, el segundo de los cuales en el contexto
de los compactos totalmente ordenados.

Lema 77. Para un compactoK son equivalentes:

1. K es casi totalmente disconexo.
2. Existe una colección{(Fi ,Hi)}i∈I de pares de subconjuntos cerrados deK tal que

a) Fi ∩Hi = /0 para cadai ∈ I .
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b) Para cadax enK, el conjunto{i ∈ I : x 6∈ Fi ∪Hi} es numerable.
c) Para cada par de puntos distintosx,y enK existei ∈ I tal quex∈ Fi e y∈ Hi

o viceversa.

Prueba: Para(1)⇒ (2), supongamos queK ⊂ Σ{0,1}([0,1]Γ). Para cadaγ ∈ Γ y cada
parr,sde números racionales0≤ r < s≤ 1, llamamosi = (γ, r,s),

Fi = {x∈ K : xγ ≤ r}

Hi = {x∈ K : xγ ≥ s}
Estos(Fi ,Hi) satisfacen todas las condiciones deseadas. Recíprocamente, supongamos
que tenemos una familia como en (2). Para cadai, por el Teorema de Urysohn, existe
una función continuafi : K −→ [0,1] tal que fi(Fi) = {0} y fi(Hi) = {1}. En este caso
tenemos un embebimientof : K −→ Σ{0,1}([0,1]I ) dado porf (x) = ( fi(x))i∈I .

Lema 78. Sea(K,≤) un compacto totalmente ordenado. Son equivalentes:

1. K es casi totalemente disconexo.
2. Existe una familia{(ai ,bi)}i∈I ⊂ K×K tal que

a) ai < bi

b) Para cadax enK, el conjunto{i ∈ I : ai < x < bi} es numerable.
c) Para todox < y enK, existei ∈ I tal quex≤ ai < bi ≤ y.

Prueba: Claramente(2) implica (1) porqueFi =]−∞,ai ] y Hi = [bi ,+∞[ verifican
las condiciones del Lema 77. Recíprocamente, supongamos que tenemos una familia
(Fj ,H j) j∈J como en el Lema 77. Tomemos como{(ai ,bi)}i∈I el conjunto de todos los
pares enK×K tales que

1. ai < bi

2. Existe j(i) tal que

a) ai ∈ Fj(i) y bi ∈ H j(i) o viceversa.
b) No existe ningúnx∈ Fj(i)∪H j(i) tal que

ai < x < bi .

El hecho de que{i ∈ I : ai < x < bi} es siempre numerable se sigue del hecho de que
siempre quej(i) = j(i′) e i 6= i′, los intervalos]ai ,bi [ y ]ai′ ,bi′ [ son disjuntos.

Si x < y, suponemos que existe algúnj ∈ J tal quex∈ Fj e y∈ H j . Sean en ese caso
z= máx{t ∈ Fj : t ≤ y} y z′ = mı́n{t ∈ H j : z≤ t}. Entonces,(z,z′) es igual a(ai ,bi) para
algúni ∈ I y x≤ ai < bi ≤ y. ¤
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Prueba del Teorema 75: Sead una métrica que fragmentaK. Construimos nuestra
familia {(ai ,bi)} ⊂ K×K del Lema 78 como sigue. En primer lugar, sea{(ai ,bi)}i∈I0 el
conjunto de todos los pares de sucesores inmediatos (es decir, todos losai < bi tales que
el interval abierto]ai ,bi [ es vacío). Paran≥ 1, en virtud del lema de Zorn, podemos elegir
una familia(ai ,bi)i∈In maximal para las siguientes propiedades:

1. ai < bi .

2. El d-diámetro de]ai ,bi [ es menor que1/n.

3. [ai ,bi ]∩ [a j ,b j ] = /0 para todo par de índices diferentesi, j enIn.

TomamosI =
⋃∞

n=0 Ii y (ai ,bi)i∈I como la familia requerida en el Lema 78. La condi-
ción (a) de dicho lema se verifica claramente mientras que la condición (b) se sigue de
la propiedad (3) de la definición deIn. Sólo la condición (c) necesita ser comprobada.
Tómesex < y y supongamos que

(A) no existe ningún índicei tal quex≤ ai < bi ≤ y.

Esto implica, por la definición deI0, que no puede encontrarse ningún par de suce-
sores inmediatos entrex e y, lo que significa que el intervalo[x,y] es conexo (y por tanto
también todos sus subintervalos).

No es posible que para todon exista j ∈ In tal que]x,y[⊂]a j ,b j [. Esto es porque por
la propiedad (2) deIn, el d-diámetro de]x,y[ sería 0, lo que es absurdo. Por tanto,

(B) para cierton∈ ω fijo, no existe ningúnj ∈ In tal que]x,y[⊂]a j ,b j [.

Afirmación 1: Existei ∈ In tal que o bienai ∈]x,y[ o bi ∈]x,y[.

Prueba de la afirmación: Si tali no existiera, la afirmación (B) nos dice entonces que
]x,y[∩]ai ,bi [= /0 para todoi ∈ In. Comod fragmentaK existe un intervalo abierto no vacío
]u,v[⊂]x,y[ ded-diámetro menor que1n. Podemos suponer (puesto que todos los interva-
los son conexos) que incluso[u,v]⊂]x,y[ y en ese caso, el par(u,v) podría ser añadido a
la familia{(ai ,bi)}i∈In lo que contradice su maximalidad.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que existei ∈ In tal queai ∈]x,y[.

Afirmación 2: Existej ∈ In tal queb j ∈]x,ai [.

De nuevo, si talj no existe, entonces]x,ai [∩]a j ,b j [ es es vacío para todoj ∈ In y sería
posible añadir un par de elementosu,v∈]x,ai [ a la familia{(a j ,b j)} j∈In contradiciendo



3.3 Compactos de Radon-Nikodým totalmente ordenados ••89

la maximalidad de ésta.

Finalmente, repitiendo el mismo argumento de las dos afirmaciones, encontramos al-
gúnk∈ In tal que[ak,bk]⊂]b j ,ai [ y esto es una contradicción con la afirmación (A).

A continuación damos algunos ejemplos de compactos de Radon-Nikodým totalmente
ordenados. Namioka [56] probó que la “línea larga extendida” (extended long lineen in-
glés) es un tal ejemplo. Esta línea se construye a partir del intervalo de ordinales[0,ω1]
añadiendo una copia del intervalo abierto real(0,1) entre cada par de ordinales numer-
ablesα < α +1. Este ejemplo puede verse como un caso particular de la siguiente cons-
trucción:

Sea{Sn}n∈ω una sucesión de conjuntos bien ordenados tales queSn ⊂ Sn+1. Supon-
dremos que todos losSn tienen el mismo mínimo y el mismo máximo. SeaSel conjunto
totalmente ordenadoS=

⋃
n∈ω Sn y seaS̄ la compleción de Dedekind deS. Entonces,̄Ses

un compacto totalmente ordenado y además:

Proposición 79. El espacioS̄es un compacto de Radon-Nikodým.

La “línea larga extendida” se obtiene tomando comoS1 el intervalo ordinal[0,ω1] y
construyendoSn+1 añadiendo un punto entre cada dos elementos consecutivos deSn. Un
ejemplo más complicado aparece con el mismoS1, pero construyendoSn+1 añadiendo una
copia de[0,ω1] entre cada dos elementos consecutivos deSn. En este casōSno contiene
ningún abierto metrizable no vacío.

Prueba de la Proposición 79: Parax,y∈ S̄, x < y definimos:

d(x,y) =
1

mı́n{n :]x,y]∩Sn 6= /0}
mientras qued(x,y) = 0 si x = y, y d(x,y) = d(y,x) si x > y. Obsérvese que:

1. ComoS̄es la compleción de Dedekind deS, si x < y entoncesS∩]x,y] es no vacío.
Esto implica qued(x,y) existe y es un real positivo siempre quex 6= y.

2. Una sencilla verificación caso por caso muestra qued satisface la desigualdad trian-
gulard(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z).

3. La métricad es una métrica de Reznichenko, es decir, cada par de puntos diferentes
x 6= y tienen entornos respectivosU y V a d-distancia positiva (lo que significa que
inf{d(u,v) : u ∈ U,v ∈ V} > 0). Efectivamente, six < y y existe algúnz∈]x,y[,
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entonces]x,z]∩Ses no vacío y existeu∈ Sn∩]x,z] para algúnn. Entonces]−∞,u[
y ]u,+∞[ son entornos ad-distancia al menos1n. La otra posibilidad es que]x,y[ sea
vacío. Entonces forzosamentey∈ Sy por tanto,y∈ Sn para algúnn. En este caso
(−∞,y[ y ]x,+∞[ son entornos dex ey ad-distancia al menos1n.

4. La métricad fragmentaS̄. DadoL un subconjunto cerrado dēScon más de un pun-
to y n∈ ω, seax = mı́n(L) e y = mı́n{z∈ Sn : z> x}. Entonces,L∩ (−∞,y[ es un
abierto relativo no vacío deL ded-diámetro menor que1n.

Por un resultado de Namioka [57], un compacto es de casi Radon-Nikodým si y sólo
si está fragmentado por una métrica de Reznichenko. Al serS̄totalmente ordenado, por el
Corolario 76, es un compacto de Radon-Nikodým. ¤

3.4. Compactos de Radon-Nikodým y la propiedad de Lindelöf

En esta sección, caracterizamos los compactos de Radon-Nikodým y casi Radon-
Nikodým en términos de la estructura uniforme del compacto y la propiedad de Lindelöf.
Nuestro primer resultado, el Teorema 82, pone en relación el Teorema 80 de Namioka [56]
de caracterización de los compactos de Radon-Nikodým en términos de uniformidades,
el Teorema 81 de Cascales, Namioka y Orihuela [24] y la estructura uniforme.

Teorema 80 (Namioka).Un compactoK es de Radon-Nikodým si y sólo si existe una
sucesión{Cn} de casi entornos de la diagonal cerrados tales que

⋂
n<ω Cn = ∆K y además

Cn◦Cn ⊂Cn−1 para cadan.

Teorema 81 (Cascales, Namioka, Orihuela).SeaK ⊂ [−1,1]D un compacto. Entonces
la métrica uniformedD fragmentaK si y sólo si el espacio topológico(K,γ(D)) es un
espacio de Lindelöf, donde lagamma-topologíaγ(D) se define tomando como base de
entornos dex∈ K los conjuntos de la forma{y∈ K : | fn(x)− fn(y)|< ε∀n < ω} siendo
ε > 0 y { fn : n < ω} una familia numerable de elementos deD.

En la prueba del Teorema 82 puede verse que las familiasUn vienen dadas como
Un = {U : U ⊃Cn} para losCn del Teorema 80 mientras que la topología descrita en el
apartado (5) resulta ser laγ-topología del Teorema 81

Teorema 82. SeaK un compacto yU la familia de todos los entornos de la diagonal de
K. Entonces,K es un compacto de Radon-Nikodým si y sólo si existe una descomposición
U =

⋃∞
1 Un tal que:

1. Un ⊂Un+1.
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2. Para cadaU ∈Un existeV ∈Un+1 tal queV ◦V ⊂U.
3. U ∈Un si y sólo siU−1 ∈Un.
4. Si llamamosU ∗

n a la familia de todas las intersecciones numerables de elemen-
tos deUn, la estructura uniforme generada por

⋃
n<ω U ∗

n induce una topología
Lindelöf enK.

Prueba: SeaK un compacto de Radon-Nikodým. Entonces, por el Teorema 56, pode-
mos considerarK ⊂ [0,1]D y K está fragmentado por la métrica uniformedD. SeaUn la
familia de todos los entornos de la diagonal deK que contienen al conjunto

Cn = {(x,y) : | f (x)− f (y)| ≤ 2−n∀ f ∈ D}

Obsérvese queU ∈Un si y sólo si existeε > 2−n y f1, . . . , fn ∈ D tales que

n⋂

i=1

{(x,y) : | fi(x)− fi(y)|< ε} ⊂U.

Las condiciones (1) y (3) se verifican inmediatamente. Para (2), siU ∈ Un y U con-
tiene

⋂n
i=1{(x,y) : | fi(x)− fi(y)|< ε}, entonces tomamos

V =
n⋂

i=1

{(x,y) : | fi(x)− fi(y)|< ε
2
} ⊂U.

Las familiasUn tienen las siguientes propiedades adicionales:

5. Si U ∈Un y V ⊃U entoncesV ∈Un.
6. Si U,V ∈Un entoncesU ∩V ∈Un.

Estas propiedades, junto con las (1), (2) y (3) del Teorema implican que la familia
⋃

n<ω U ∗
n

que se describe en (5) es de hecho una uniformidad enK. Seaτ la topología asociada a
esta uniformidad. En virtud del Teorema 81,K es Lindelöf en la topologíaγ(D). Por tan-
to, bastará comprobar que cadaτ-entornoV̂ de un puntoa∈ K contiene unγ(D)-entorno
dea. SeaV̂ de la formaV̂ = V[a] = {y : (a,y) ∈V} siendoV ∈U ∗

k . ComoV es una in-
tersección numerable de elementos deUn, existe una sucesiónfn enD tal queV contiene
al conjunto

W =
∞⋂

n=1

{(x,y) : | fn(x)− fn(y)| ≤ 2−k}.

Entonces,

V[a]⊃W[a] =
∞⋂

n=1

{y : | fn(x)− fn(y)| ≤ 2−k}

que es unγ(D)-entorno dea.
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Supongamos ahora que tenemosU =
⋃∞

1 Un y que se verifican las condiciones de (1)
a (4) del Teorema. SeaD la familia de todas las aplicaciones continuasf : K −→ [0,1]
tales que para cada naturaln existeV ∈U2n tal queV ⊂ {(x,y) : | f (x)− f (y)|< 1

2n},

D =
{

f : K −→ [0,1] : ∀n ∃V ∈U2n : V ⊂ {(x,y) : | f (x)− f (y)|< 1
2n}

}
.

Probaremos ahora que esta familia separa los puntos deK usando un argumento análogo
al de [56, Theorem 6.6]. Seana,b dos elementos distintos deK. Existe un entorno de
la diagonalU de K tal que(a,b) 6∈U . Supongamos queU ∈ U2k. Por la condición (2),
podemos tomar una sucesiónVn ∈U2(n+k−1) tal queV1 = U y

Vn+1◦Vn+1◦Vn+1◦Vn+1 ⊂Vn.

Por el Lema de Metrización [44, 6.12], existe una pseudométricad : K×K −→ [0,1] tal
que

Vn ⊂ {(x,y) : d(x,y) < 2−n} ⊂Vn+1

Puesto que todos losVn son entornos de la diagonal deK, esta pseudométrica es continua.
Por tantof (x) = d(a,x)

2k−1 es una función continua. Como(a,b) 6∈U = V1, d(a,b) ≥ 2−1 y
por tantof (b) 6= 0 = f (a). Finalmentef ∈ D porque

{(x,y) : | f (x)− f (y)|< 2−n} = {(x,y) : |d(a,x)−d(a,y)|< 2k−1−n} ⊃
⊃ {(x,y) : d(x,y) < 2k−1−n} ⊃Vn−k+1 ∈U2n.

Como la familiaD separa los puntos deK, tenemos una inmersiónK −→ [0,1]D. Por el
Teorema 81, para ver queK es un compacto de Radon-Nikodým bastará comprobar que
la topologíaγ(D) es Lindelöf. Puesto que nuestro hipótesis nos dice que la topologíaτ
descrita en la condición (4) es Lindelöf, comprobaremos que cadaγ(D)-entorno de un
puntoa∈ K contiene unτ-entorno dea. Si W es unγ(D)-entorno dea∈ K, existe una
sucesiónfn ∈ D y algúnk tales que

W ⊃
∞⋂

n=1

{y∈ K : | fn(a)− fn(y)|< 1
2k}

Como cadafn pertenece aD existeVn ∈U2n tal que

Vn ⊂ {(x,y) ∈ K : | fn(x)− fn(y)|< 1
2k}

Por tanto,

W ⊃
∞⋂

n=1

{y : (a,y) ∈Vn}
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y el último conjunto es unτ-entorno dea.

Para establecer un análogo del Teorema 82 para compactos de casi Radon-Nikodým
usaremos el siguiente Lema 83, que expresa de nuevo la relación entre fragmentabilidad
y la propiedad de Lindelöf esta vez en términos de casi entornos de la diagonal.

Lema 83. SeaK un compacto yC un subconjunto cerrado deK×K que contiene a la
diagonal. Son equivalentes:

1. C es un casi entorno de la diagonal.
2. Para cada subconjunto cerradoN deK, si{Ut [t]}t∈N es un cubrimiento deN tal que

cadaUt es una intersección numerable de entornos de la diagonal que contienen a
C, entonces dicho cubrimiento deN tiene un subcubrimiento numerable.

Es más,1⇒ 2 es cierta incluso siC no es cerrado.

Prueba: Para1⇒ 2, sea{Ut [t]}t∈N un tal cubrimiento deN⊂ K. ConsideremosW el
conjunto de todos losz∈ N para los que existe un entornoU dez enN tal queU puede
ser cubierto por una subfamilia numerable del cubrimiento dado. ComoN es compacto,
es suficiente probar queN = W. Supongamos, por contra, queL = N \W 6= /0. Entonces,
al serC un casi entorno de la diagonal, existe un abierto relativo no vacíoV deL tal que
V×V ⊂C. Escogemosx∈V. Tenemos que

x∈V ⊂C[x]⊂Ux[x] =
∞⋂

n=1

Un
x [x]

siendo cadaUn
x un entorno de la diagonal deK que contiene aC y Un+1

x ⊂Un
x . SeaV̂

un abierto deN tal queV̂ ∩L = V. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer queV̂
es un conjuntoFσ , es decir, una unión numerable de cerrados (si no lo fuera, tomamos
un abiertoFσ , V̂ ′, tal quex ∈ V̂ ′ ⊂ V̂ y cambiamosV̂ por V̂ ′ y V por V̂ ′ ∩L). Sea pues
V̂ =

⋃∞
1 Tn con cadaTn compacto yTn ⊂ Tn+1. Por la definición deW, para cadaz∈W

existe un entorno abiertoVz dezenN que puede ser cubierto por una cantidad numerable
de losUt [t]. Para cadan, tenemos

Tn ⊂ (Tn∩W)∪V ⊂
(

⋃

z∈Tn∩W

Vz

)
∪Un

x [x].

ComoTn es compacto, existe una subfamilia finitaFn ⊂ Tn∩W tal que

Tn ⊂
(

⋃

z∈Fn

Vz

)
∪Un

x [x].
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Obsérvese ahora que sis∈ V̂ \Ux[x] entoncess∈ Tn y s 6∈Un
x [x] paran suficientemente

grande, y para algúnn, s∈Vz conz∈ Fn. Por lo tanto,

V̂ ⊂Ux[x]∪
⋃

z∈⋃∞
n=1 Fn

Vz

Esto implica quêV puede ser cubierto por una cantidad numerable de losUt [t] y por con-
siguientex∈W, lo que constituye una contradicción.

Para2⇒ 1, supongamos queC no fuese un casi entorno de la diagonal. Entonces,
existe un subconjunto cerradoL deK tal que para cualquier abierto relativo no vacíoU de
L existenx,y∈U tales que(x,y) 6∈C. Construimos recursivamente una familia{Us}s∈2(N)

de abiertos relativos no vacíos deL y una familia{Ws}s∈2(N) de entornos de la diagonal
que contienen aC verificando lo siguiente:

1. Us0∪Us1 ⊂Us.
2. Us0∩Us1 = /0. Es más,(Us0×Us1)∩Ws = /0.

Empezamos definiendoU/0 = L. DadoUs, encontramosx,y∈Us tales que(x,y) 6∈C.
Al serC cerrado, podemos encontrar entornos abiertos enL, Us0 y Us1 dex e y respecti-
vamente satisfaciendo (1) y(Us0×Us1)∩Ws = /0. De nuevo por serC cerrado, existe un
entorno de la diagonalWs que contiene aC y verifica (2). Esto finaliza la construcción.
Consideramos ahora el conjuntoW =

⋂
s∈2(N) Ws y

N =
∞⋂

n=1

⋃

|s|=n

Us

Entonces,{W[t]}t∈N es un cubrimiento deN que no admite ningún subcubrimiento nu-
merable. Efectivamente, siu1,u2∈ 2N son diferentes yxi ∈⋂

nUui |n, entoncesxi 6∈W[x1−i ].
Por tanto, siA⊂ L es tal que{W[x]}x∈A cubreN entonces, para cadau∈ 2N debe existir
x∈⋂

nUu|n∩A y en consecuencia,A no es numerable.

Teorema 84.SeaK un compacto y seaU la familia de todos los entornos de la diagonal
de K. Entonces,K es un compacto de casi Radon-Nikodým si y sólo siU =

⋃∞
n=1Un

verificándose las siguientes condiciones:

1. Un ⊂Un+1.
2. U ∈Un si y sólo siU−1 ∈Un.
3. SeaU ∗

n la familia de todas las intersecciones numerables de elementos deUn.
Entonces, para cualquier subconjunto cerradoN deK, todo cubrimiento deN de
la forma{Ut [t]}t∈N conUt ∈⋃

nU ∗
n tiene un subcubrimiento numerable.
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Prueba: Sead una casi métrica inferiormente semicontinua que fragmenteK y sea

Cn = {(x,y) : d(x,y)≤ 2−n},
Un = {U ∈U : Cn ⊂U}.

En primer lugar, comprobamos queU =
⋃

nUn. Si U ∈ U \⋃
nUn, entonces{Cn \U}n

es una sucesión decreciente de subconjuntos compactos no vacíos deK×K, que tiene por
tanto intersección no vacía, lo que contradice el hecho de queU contiene a la diagonal y
y la diagonal es la intersección de todos losCn. Comprobamos ahora la condición (3). Sea
{Ut [t]}t∈N un cubrimiento deN ⊂ K como en (3). SeaW el conjunto de todos losz∈ N
tales que existe un entornoVz de z en N contenido en una subfamilia numerable de los
Ut [t]. Al serN compacto, basta ver queW = K. Supongamos por contra queL = N\W 6= /0.
ComoK está fragmentado pord y L es compacto, existe un puntoy∈ L que posee entornos
relativos enL de d-diámetro arbitrariamente pequeño (el conjuntoLn de los puntos que
tienen entornos de diámetro menor que1

n es un abierto denso deL así que por el Teorema
de la Categoría de Baire, existey∈ ⋂

nLn). Para ciertom, Uy =
⋂

kUk
y conUk

y ∈ U ∗
m, lo

que significa queCm⊂Uk
y . Existe un entorno relativo dey enL ded-diámetro menor que

2−m. En otras palabras, existe un abierto relativoV deN tal queV ∩L⊂Cm[y]. Como en
la prueba del Lema 83, podemos suponer queV es un conjuntoFσ de modo que

V =
∞⋃

k=1

Tk.

Para cadaz∈W existe un entornoVz de z en N que está contenido en una subfamilia
numerable de losUt [t]. Para cadak,

Tk ⊂ (V ∩L)∪
⋃

z∈V\L
Vz⊂Cm[y]∪

⋃

z∈V\L
Vz⊂Uk

y [y]∪
⋃

z∈V\L
Vz.

ComoTk es compacto existe una subfamilia finitaFk ⊂V \L tal que

Tk ⊂Uk
y [y]∪

⋃

z∈Fk

Vz.

Ahora,

V ⊂
(

∞⋂

k=1

Uk
y [y]

)
∪

⋃

z∈⋃
Fk

Vz

y esto implica quey∈V pertenece aW, lo que es absurdo.

Pasamos a probar el recíproco. No es restrictivo suponer que se cumplen las dos si-
guientes condiciones adicionales:
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4. Si U,V ∈Un, entoncesU ∩V ∈Un.
5. Si U ∈Un y U ⊂V, entoncesV ∈Un.

SeaCn =
⋂

U∈Un
U . En primer lugar, comprobamos queUn = {U ∈ U : Cn ⊂ U}.

Efectivamente, siCn ⊂ V, entonces
⋂

U∈Un
(U \V) = /0. Por compacidad, existen en-

toncesU1, . . . ,Uk ∈ Un tales que
⋂k

i=1(Ui \V) = /0 y así
⋂k

i=1Ui ⊂ ⋂k
i=1U i ⊂ V y por

las propiedades (4) y (5), tenemos queV ∈ Un. Por el Lema 83, cadaCn es un casi en-
torno cerrado de la diagonal y por la propiedad (1),

⋂
Cn = ∆K . En consecuencia,K es un

compacto de casi Radon-Nikodým.
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4.1. Propiedades generales de los espacios de James sobre ár-
boles

En esta sección definiremos los espaciosJT y enunciaremos las propiedades de los
mismos que necesitaremos. Recordamos que un árbol es un conjunto parcialmente orde-
nado(T,≺) tal que para cadat ∈ T el conjunto{s∈ T : s≺ t} está bien ordenado por≺.
Una cadena es un subconjunto deT que está totalmente ordenado por≺ y un segmento es
una cadenaσ con la propiedad de que siempre ques≺ t ≺ u y s,u∈σ entoncest ∈σ . Para
un árbolT el espacio de JamesJT es la compleción dec00(T) = { f ∈RT : |supp( f )|< ω}
con la norma

‖ f‖= sup








n

∑
i=1

(
∑
t∈σi

f (t)

)2



1
2





donde el supremo se toma sobre todas las familias finitas de segmentos disjuntosσ1, . . . ,σn

del árbolT. El espacioJT es`2-saturado, es decir, cada subespacio contiene una copia de
`2 y en particular,JT no contiene à1, cf. [39], [3], [41].

Un elementoh∗ ∈ RT induce una aplicación linealc00(T) −→ R dada porh∗(x) =
∑t∈T h∗(t)x(t). Cuando tal aplicación es acotada para la norma deJT, entoncesh∗ define
un elemento del dualJT∗. Este es el caso cuandoh∗ es la función característica de un
segmentoσ del árbol,χ∗σ , en cuyo caso se tiene de hecho‖χ∗σ‖ = 1. Efectivamente, si
tomamos un elementox∈ c00(T) de norma menor o igual que uno tendremos, tomando
solamente el segmentoσ en la definción de la norma deJT, que|∑i∈σ x(i)| ≤ 1, y ésta es
la acción deχ∗σ sobrex.
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Proposición 85. Si t1, . . . , tn son nodos incomparables del árbolT y tenemosf1, . . . , fn ∈
c00(T) tales que todos los elementos en el soporte defi son mayores o iguales queti ,
abreviadamente| fi | ≤ χ[ti ,∞), entonces

‖ f1 + · · ·+ fn‖=
(‖ f1‖2 + · · ·+‖ fn‖2) 1

2

Prueba: Cada segmento del árbolT sólo puede intersecar a lo sumo a uno de los
segmentos[ti ,∞), asíque el conjunto cuyo supremo da la norma def1 + · · ·+ fn consiste

exactamente en los números de la forma
(
∑n

1 λ 2
i

) 1
2 donde cadaλi es uno de los números

cuyo supremo da la norma defi .

Recordar que una anticadena es un subconjuntoS de T tal que cada dos elementos
diferentes deSson incomparables.

Definición 86. SeaS una anticadena del árbolT. DefinimosXS como el subespacio de
JT generado por losx∈ c00(T) cuyo soporte está contenido en[s,∞) para algúns∈ S.
Para un elementot ∈ T, denotamosXt = X{t}.

Las propiedades de los subespaciosXS son las siguientes:

1. XS = (
⊕

s∈SXs)`2
. Esto es consecuencia inmediata de la Proposición 85.

2. XS es un subespacio complementado deJT, de hecho existe una retracción de nor-
ma uno para la inclusiónπS : JT −→ XS que se define para un elementox∈ c00(T)
comoπS(x)t = xt si t º s para algúns∈ S y πS(x)t = 0 en otro caso. En primer
lugar,πS reduce la norma porque si tenemos una familia de segmentos dándonos
una suma para calcular la norma deπS(x), entonces podemos suponer que cada seg-
mento está contenido en algún[s,∞) paras∈ S, y entonces, los mismos segmentos
dan una de las sumas cuyo supremo da la norma dex. En segundo lugar, es claro
queπS(x) = x si x∈ XS.

3. Dualizando el embebimiento isométricoiS : XS−→ JT y su retracción de norma uno
πS : JT −→ XS tenemos un embebimiento isométricoπ∗S : X∗S −→ JT∗ con retrac-
ción de norma unoi∗S : JT∗ −→ X∗S. De esta forma vemosX∗S como un subespacio
complementado deJT∗ consistente en todos los elementos deX∗S que toman el mis-
mo valor enx y en πS(x) para cadax ∈ JT (en particular,χ∗[t,u) ∈ X∗s siempre que
s¹ t). Dualizando (1), obtenemos

X∗S =

(
⊕

s∈S

X∗s

)

`2
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4. Dualizando de nuevo, tenemos un embebimiento isométricoi∗∗S : X∗∗S −→ JT∗∗ y su
retracciónπ∗∗S : JT∗∗ −→ X∗∗S . Además

X∗∗S =

(
⊕

s∈S

X∗∗s

)

`2

4.2. Cuando JT es débilmente compactamente generado

En esta sección analizamos el caso en queJT es débilmente compactamente generado.
Esta propiedad se caracteriza en términos del árbolT tal y como muestra el siguiente
resultado que puede encontrarse en [4]:

Teorema 87. Para un árbolT son equivalentes

1. JT es débilmente compactamente generado.
2. JT es débilmente numerablemente determinado.
3. T es unión de una cantidad numerable de anticadenas.
4. T =

⋃
n<ω Sn donde para cadan < ω, Sn no contiene ninguna cadena infinta.

Prueba: Que (1) implica (2) es cierto para cualquier espacio de Banach (recordar que
`Σ(X)≤CG(X)). Para (2) implica (3) sea

KT = {χ∗σ : σ segmento deT} ⊂ JT∗,

KT es un subconjunto débil∗ cerrado deBJT∗ , por tanto débil∗ compacto. Al serJT dé-
bilmente numerablemente determinado, (KT ,w∗) es un compacto de Gul’ko que podemos
ver como el compactoKT ⊂ {0,1}T asociado a la familia adecuada de los segmentos de
T. Un resultado de Leiderman y Sokolov [48, Theorem 4.2] afirma que si el compacto de
los segmentos de un árbolT es un compacto de Gul’ko entoncesT es unión numerable
de anticadenas. Que (3) implica (4) es evidente, así que supongamos finalmente que se
verifica (4). Entonces para cadan,m < ω el conjunto{s∈ Sn : |{t ≺ s : t ∈ Sn} es una
anticadena deT, así pues cada uno de los conjuntos{χ{s} : s∈ Sn,m} es isométrico a la
base dè 2(Sn,m) y en consecuenciaKn,m = {χ{s} : s∈ Sn,m} es un débil compacto deJT.
ComoT =

⋃
n,m<ω Sn,m, tenemos queJT = span(

⋃
n,m<ω Kn,m) y JT es débilmente com-

pactamente generado.

Mencionamos que un árbol es unión de una cantidad numerable de anticadenas si y
sólo si esQ-sumergible, es decir, existe una aplicaciónψ : T −→Q tal queψ(s) < ψ(t)
siempre ques≺ t, cf. [70, Theorem 9.1]. Denotaremos por̄T el árbol completado de
T, árbol cuyos nodos son los segmentos iniciales deT (es decir, los segmentosσ de
T con la propiedad de que siempre ques≺ t y t ∈ σ entoncess∈ σ ) ordenados por
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inclusión. Ocurre que para un árbolT que satisface las condiciones del Teorema 87, las
propiedades de renormamientoJT∗ dependen de si el árbol completadoT̄ sigue siendo
unión numerable de anticadenas.

Teorema 88. SeaT un árbol que es unión numerable de anticadenas. Son equivalentes:

1. T̄ es también unión numerable de anticadenas.
2. JT∗ admite una norma equivalente Kadec.
3. JT∗ admite una norma equivalente LUR.

El dual de cada espacio débilmente compactamente generado admite siempre una nor-
ma equivalente estrictamente convexa puesto que, por el Teorema de Amir-Lindenstrauss
existe un operador uno a uno ac0(Γ). Por lo tanto, el que (2) y (3) son equivalentes es
consecuencia del resultado de Troyanski mencionado en la introducción a esta sección.
Por otra parte es un resultado de [21] el que para un árbolT, JT∗∗ es isométrico aJT̄. Por
tanto, si se verifica (1), entoncesJT∗∗ es débilmente compactamente generado y se sigue
entonces de la siguiente Proposición 89 queJT∗ admite una norma equivalente LUR:

Proposición 89.SiX es un espacio de Banach tal queX∗ es débilmente numerablemente
determinado, entoncesX admite una norma equivalente LUR.

Prueba: Ver [28, Theorem VII.2.7].
Nuestro objetivo en lo que sigue es probar que (2) implica (1) pero antes damos un

ejemplo de un árbolT0 que es unión numerable de anticadenas pero cuyo completadoT̄0

no lo es, de tal modo que por el Teorema 88JT0 es un espacio débilmente compactamente
generado que no contiene a`1 y tal queJT∗0 no admite renormamiento Kadec. El ejemplo
es el siguiente:

T0 = σ ′Q= {t ⊂Q : (t,<) es bien ordenado ymáx(t) existe},

dondet ≺ s si t es un segmento incial propio des. Para cada número racionalq∈ Q, el
conjuntoSq = {t ∈ T0 : máx(t) = q} es una anticadena deT0 y T0 =

⋃
q∈QSq. El árbol

completadoT̄0 puede identificarse con el siguiente árbol:

T1 = σQ= {t ⊂Q : (t,<) está bien ordenado},

la identificación hace correspondert ∈ T1 con el segmento inicial{t ′ ∈ T0 : t ′ ≺ t} deT0.
El hecho de queT1 no es unión numerable de anticadenas es un resultado bien conocido
debido a Kurepa [47], cf. también [70]. La razón es la siguiente: supongamos que existe
f : T1−→N tal que f−1(n) es una anticadena. Entonces puede construirse recursivamente
una sucesiónt1≺ t2≺ ·· · dentro deT1 y una sucesión de números racionalesq1 > q2 > · · ·
tales queqi > sup(ti) y f (tn+1) = mı́n{ f (t) : tn ≺ t,sup(t) < qn}. La consideración del
elementotω =

⋃
n<ω tn lleva a una contradicción.
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Lema 90. SeaT un árbol cualquiera y supongamos que existe una norma equivalente
Kadec enJT∗, entonces existen

(a) una partición numerable dēT, T̄ =
⋃

n<ω Tn y

(b) una funciónF : T̄ −→ 2T que asocia a cada segmento inicialσ ∈ T̄ un conjunto
finito F(σ) de sucesores inmediatos deσ ,

tal que para cadan < ω y cada cadena infinitaσ1 ≺ σ2 ≺ ·· · contenida enTn existe
k0 < ω tal queF(σk)∩σk+1 6= /0 para cadak > k0.

Prueba: Sea||| · ||| una norma equivalente Kadec enJT∗.

Afirmación: Para cadaσ ∈ T̄ existe un número naturalnσ < ω y un conjunto fini-
to F(σ) ⊂ T de sucesores inmediatos deσ tal que

∣∣ |||χ∗σ |||− |||χ∗σ ′ |||
∣∣ ≥ 1

nσ
para cada

σ ′ ∈ T̄ tal queσ ≺ σ ′ y F(σ)∩σ ′ = /0.

Prueba de la afirmación: Supongamos que existeσ ∈ T̄ que no verifica la afirmación.
Entonces podemos encontrar recursivamente una sucesión{qn} de sucesores inmediatos
diferentes deσ junto con una sucesión{σn} de elementos dēT tales queσ ∪{qn} ¹ σn y

∣∣ |||χ∗σ |||− |||χ∗σn
||| ∣∣ <

1
n
.

Ahora,{σ ′
n = σn \σ} es una sucesión de segmentos incomparables deT, asíque la

sucesión{χ∗σ ′n} es isométrica a la base de`2 y en particular converge débilmente hacia
0. Por tanto la sucesiónχ∗σn

= χ∗σ + χ∗σ ′n converge débilmente haciaχ∗σ , sin embargo no
converge en norma ya que‖χ∗σ ′n‖ = 1 para cadan. Finalmente, como|||χ∗σn

||| converge
hacia|||χ∗σ ||| obtenemos, normalizando, una contradicción con el hecho de que||| · ||| es
una norma de Kadec.

La afirmación anterior nos proporciona la funciónF y la descomposición numer-
ableTn = {σ ∈ T̄ : nσ = n}, n < ω. Supongamos que tenemos una sucesión creciente
σ1≺ σ2≺ ·· · dentro deTn. Observamos que siempre queF(σk)∩σk+1 = /0 tenemos que∣∣∣ |||χ∗σk

|||− |||χ∗σk′ |||
∣∣∣≥ 1

n para todok′ > k. Esto sólo puede ocurrir para una cantidad fini-

ta dek’s puesto que||| · ||| es una norma equivalente por lo que está acotada sobre la esfera
deJT∗.

Suponemos ahora queT es unión numerable de anticadenas,T =
⋃

m<ω Rm, y que
verifica la conclusión del Lema 90 para una descomposiciónT̄ =

⋃
n<ω Tn y una función

F , y mostraremos que en tal casōT es unión numerable de anticadenas. Para cadan < ω
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y cada conjunto finitoA de números naturales consideramos el conjunto

Sn,A =

{
σ ∈ T̄ : σ ∈ Tn y F(σ)⊂

⋃

m∈A

Rm

}

Esto proporciona una expresión deT̄ como unión numerablēT =
⋃

n,ASn,A. Compro-
bamos que esta expresión verifica la condición (4) del Teorema 87. Supongamos que por
contra tenemos una cadena infinitaσ1≺ σ2≺ ·· · dentro de unSn,A fijado. ComoSn,A⊂ Tn

existek0 tal queF(σk)∩ σk+1 6= /0 para cadak > k0, pongamostk ∈ F(σk)∩ σk+1 ⊂⋃
m∈ARm. Entoncest1≺ t2≺ ·· · es una cadena infinita deT contenida en

⋃
m∈ARm que es

unión finita de anticadenas. Esta contradicción finaliza la prueba del Teorema 88.

4.3. EspaciosJT∗ sin norma estrictamente convexa ni Kadec

En esta sección damos un criterio sobre un árbolT para queJT∗ no admita ni renor-
mamiento Kadec ni renormamiento estrictamente convexo. Definimos la clausura inferior
de un subconjuntoSde un árbolT como

Ŝ= {t ∈ T : ∃s∈ S: t ¹ s}.

Teorema 91. SeaT un árbol verificando las siguietes condiciones:

(T1) Todo nodo deT tiene una cantidad infinita de sucesores inmediatos.
(T2) Para cada familia numerable de anticadenas{Sn : n < ω} existet ∈ T tal que

t 6∈⋃
n<ω Ŝn.

Entonces no existe ni una norma equivalente estrictamente convexa ni una norma
equivalente Kadec enJT∗.

Un ejemplo de un árbol que satisface las propiedades (T1) y (T2) es el árbol cuyos
nodos son los subconjuntos numerables deω1 con s≺ t si s es un segmento inicial de
t (la propiedad (T2) se demuestra construyendo una sucesiónt1 ≺ t2 ≺ ·· · con ti 6∈ Ŝi y
tomandot Â⋃

ti). Un refinamiento de esta construcción debido a Todorčevíc [70] produce
un árbol con la propiedad adicional de que todas las ramas son numerables, y esto implica
que el correspondienteJT es débilmente Lindelöf determinado (ver[2]). Discutimos este
ejemplo en detalle en la Sección 4.4.

Suponemos ahora queT satisface (T1) y (T2), fijamos una norma equivalente||| · |||
enJT∗ y veremos que esta norma no es ni estrictamente convexa ni de Kadec.

Lema 92. Para cada nodot ∈ T y cadaε > 0 podemos encontrar otro nodosÂ t y un
elementox∗∗s ∈ JT∗∗ con|||x∗∗s |||∗ = 1 tal que
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1.
∣∣∣sup{|||χ∗[0,u]||| : uº s}− |||χ∗[0,s]|||

∣∣∣ < ε.

2. x∗∗s (χ∗[0,u])≥ |||χ∗[0,s]|||− ε siempre ques≺ u.

Prueba: En primer lugar tomamos un nodot ′ Â t tal que
∣∣∣sup{|||χ∗[0,u]||| : uº t}− |||χ∗[0,t ′]|||

∣∣∣ <
ε
2
,

y encontramosx∗∗ ∈ JT∗∗ con|||x∗∗s |||∗ = 1 tal quex∗∗(χ[0,t ′]) = |||χ∗[0,t ′]|||. Consideramos
el conjuntoS de todos los sucesores inmediatos det ′ en el árbolT, que constituye una
anticadena infinita. Podemos considerar entonces la proyección

π∗∗S : JT∗∗ −→ X∗∗S =

(
⊕

s∈S

X∗∗s

)

`2

ComoSes infinito, debe existirs∈ S tal que‖π∗∗s (x∗∗)‖< ε
2.

Los elementoss∈ T y x∗∗s = x∗∗ son los deseados. Efectivamente, para cadauº s,

x∗∗(χ∗[0,u]) = x∗∗(χ∗[0,t ′])+x∗∗(χ∗[s,u]),

y χ∗[s,u] ∈ X∗s , asíqueπ∗s (χ∗[s,u]) = χ∗[s,u] y

x∗∗(χ∗[0,u]) = x∗∗(χ∗[0,t ′])+x∗∗(χ∗[s,u])
= x∗∗(χ∗[0,t ′])+x∗∗(π∗s (χ∗[s,u]))
= x∗∗(χ∗[0,t ′])+π∗∗s (x∗∗)(χ∗[s,u])

≥ x∗∗(χ∗[0,t ′])−
ε
2

= |||χ∗[0,t ′]|||−
ε
2

≥ |||χ∗[0,s]|||− ε.

Esto garantiza en particular que|||χ∗[0,s]||| ≥ x∗∗(χ∗[0,s])≥ |||χ∗[0,t ′]|||− ε
2. Eso junto con

la propiedad que se sigue de la elección inicial det ′ da también la propiedad (1) en el
lema y finaliza la prueba.

Construimos recursivamente, usando el Lemma 92, una sucesión de anticadenas maxi-
males deT, {Sn : n < ω} crecientes (es decir, tales que para cadat ∈ Sn+1, existes∈ Sn

cons≺ t) y tal que para cadan < ω y para cadas∈ Sn existe un elementox∗∗s ∈ JT∗∗ con
|||x∗∗s |||∗ = 1 tal que
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1.
∣∣∣sup{|||χ∗[0,u]||| : uÂ s}− |||χ∗[0,s]|||

∣∣∣ < 1
n.

2. x∗∗s (χ∗[0,u]) = x∗∗s (χ∗[0,s])≥ |||χ∗[0,s]|||− 1
n siempre ques≺ u.

Ahora, por la propiedad (T2), podemos escogert ∈ T \⋃
n<ω Sn. Podemos encontrar

parat una sucesións1 ≺ s2 ≺ ·· · ≺ t consn ∈ Sn.

Para cadat ′ º t y cadan < ω,

|||χ∗[0,sn]|||−
1
n
≤ x∗∗sn

(χ∗[0,t ′])≤ |||χ∗[0,t ′]||| ≤ sup
uºsn

|||χ∗[0,u]||| ≤ |||χ∗[0,sn]|||+
1
n
.

Esto implica que todos los succesores det tienen la misma norma||| · ||| igual al límite
de las normas|||χ∗[0,sn]

|||. Si tomamost1 y t2 dos sucesores inmediatos diferentes det,
tendremós además para cadan < ω

|||
χ∗[0,t1]

+ χ∗[0,t2]

2
||| ≥ x∗∗sn

(
χ∗[0,t1]

+ χ∗[0,t2]

2

)
≥ |||χ∗[0,sn]|||−

1
n

y pasando al límite

|||
χ∗[0,t1]

+ χ∗[0,t2]

2
||| ≥ |||χ∗[0,t1]|||= |||χ∗[0,t2]|||

lo que muestra que||| · ||| no es estrictamente convexa.

Si ahora tomamos una sucesión de sucesores inmediatos diferentes det, {tn : n < ω},
entonces cadaχ∗{tn} es un elemento de norma uno deX∗tn y como

X∗{tn:n<ω} =

(
⊕

n<ω
X∗tn

)

`2

la sucesión(χ∗{tn} : n< ω) es isométric a la base de`2 y en particular converge débilmente
hacia 0. En consecuencia,χ∗[0,tn]

es una sucesión en una esfera que converge débilmente
haciaχ∗[0,t] que está en la misma esfera. Sin embargo‖χ∗[0,tn]

−χ∗[0,t]‖= ‖χ∗[tn,tn]‖= 1 luega
esta sucesión no converge en norma. Esto muestra que||| · ||| no es una norma Kadec.

4.4. Sobre un árbol de Todořcevíc

Comenzamos justificando por qué un árbol con ramas numerables da lugar a un espa-
cio de James débilmente Lindelöf determinado.
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Proposición 93. SeaT un árbol tal que toda cadena es numerable. EntoncesJT es un
espacio débilmente numerablemente determinado.

Prueba: consideramos la aplicaciónF : JT∗ −→ RT dada porF(x∗) = (x∗(χ{t}))t∈T

que es débil∗-a-puntualmente continua. Para ver que(BJT∗ ,w∗) es un compacto de Corson
bastará comprobar queF(x∗) tiene sólo una cantidad numerable de coordenadas no nulas
para cadax∗ ∈ JT∗. Supongamos que no fuese así y que existieranε > 0 y x∗ ∈ JT∗ tales
que el conjuntoA = {t ∈ T : x∗(t) > ε} fuese no numerable. Por un principio combina-
torio conocido com Teorema de Dushnik y Miller [30, Theorem 44], un subconjunto no
numerable de un árbol ha de contener o bien una cadena no numerable, o bien una antica-
dena infinita. La primera posibilidad no puede darse por nuestra hipótesis sobre el árbol
T y la segunda tampoco porque si{xn : n < ω} es una anticadena infinita deT, entonces
la sucesión(χxn)n<ω converge débilmente hacia 0 enJT y sin embargox∗(χxn) > ε para
todon < ω cuandoxn ∈ A.

En lo que sigue presentamos un ejemplo de un árbol, debido a Todorčevíc [70], que
verifica las hipótesis del Teorema 91 y además todas sus cadenas son numerables, de mo-
do que el corresopondiente espacioJT es un espacio débilmente Lindelöf determinado
tal queJT∗ no admite normas equivalentes ni Kadec ni estrictamente convexas. La de-
mostración del Teorema 95 que aparece en [70] está basada en herramientas de lógica,
mientras que la que presentamos aquí es elemental.

Un subconjuntoA de ω1 se dice estacionario si la intersección deA con cada sub-
conjunto cerrado y no acotado deω1 es no vacía. Fijamos un conjuntoA tal que tantoA
comoω1 \A son estacionarios. La existencia de tales conjuntos se sigue de un resultado
de Ulam [45, Theorem 3.2].

Definición 94 (Todořcevíc). LlamaremosT al árbol cuyos nodos son los subconjuntos
cerrados deω1 que están contenidos enA ordenados de tal forma ques≺ t si s es un
segmento inicial det.

El árbol T tiene la propiedad (T1) del Teorema 91 porque sit ∈ T y η ∈ A verifica
queη > máx(t), entoncest ∪{γ} es un sucesor inmediato det enT. Por otra parte,T no
contiene ninguna cadena no numerable. Si{ti}i<ω1 fuese una cadena no numerable, en-
tonces

⋃
i<ω1

ti es un subconjunto cerrado y no acotado deω1, por lo que debería inersecar
a ω1 \A, lo que es imposible. La dificultad estriba en probar queT verifica la propiedad
(T2) del Teorema 91.

Teorema 95 (Todořcevíc). Para cualquier familia numerable de anticadenas del árbol
T, {Sn : n < ω}, existet ∈ T tal quet 6∈⋃

n<ω Ŝn.
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Prueba: Supongamos por reducción al absurdo que{Sn : n < ω} es una familia de
anticadenas deT que no satisface el teorema. Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que cada una de estas anticadenas es maximal y que forman una sucesión creciente,
es decir, que para cadat ∈ Sn+1 existes∈ Sn tal ques≺ t. Nuestra hipótesis afirma que
para cadat ∈ T existet ′ ∈ ⋃

m<ω Sm tal quet ≺ t ′. Es más, puesto que las anticadenas las
tomamos maximales y en sucesión creciente,

(∗) Para cada número naturaln y cadat ∈ T existet ′ ∈⋃
m>nSm tal quet ≺ t ′.

Construimos una familia{Rξ : ξ < ω1} de subconjuntos deT con las siguientes
propiedades:

1. Rξ es un subconjunto numerable de
⋃

n<ω Sn.

2. Rξ ⊂ Rζ siempre queξ < ζ .

3. Si ξ es un ordinal límite, entoncesRξ =
⋃

ζ<ξ Rζ .

4. Si definimosγξ = sup{máx(t) : t ∈ Rξ} se satisfacen:

a) γξ < γζ siempre queξ < ζ .

b) Para cadaξ < ω1, cadat ∈ Rξ , cadan < ω y cadaη ∈ A verificando que
máx(t) < η < γξ , existet ′ ∈ Rξ ∩∪m>nSm tal quet ∪{η} ≺ t ′.

c) γξ 6= máx(t) para todot ∈ Rξ .

Construimos estos conjuntos por inducción enξ . DefinimosR0 = /0 y suponemos que
hemos construidoRζ para cadaζ < ξ . Siξ es un ordinal líimite, definimosRξ =

⋃
ζ<ξ Rζ .

Nótese que entoncesγξ = sup{γζ : ζ < ξ} y todas las propiedades se verifican inmedia-
tamente paraRξ siempre que se verifiquen paraRζ conζ < ξ .

Suponemos ahora queξ = ζ +1. Para que se verifique 4(b) llevaremos a cabo un argu-
mento de saturación. DefiniremosRξ como la unión de ciertos conjuntosRξ =

⋃
n<ω Rn

ξ .

En primer lugar definimosR0
ξ = Rζ y γ0

ξ = γζ . ComoRζ verifica la propiedad 4(b),
tenemos garantizado queRξ verificará la propiedad 4(b) paraη < γζ .

En el siguiente paso, nos aseguraremos que la propiedad 4(b) se cumple para ca-
da t ∈ R0

ξ y η = γζ . Para cadat ∈ R0
ξ y cadan < ω encontramos, usando la propiedad

(∗), t ′n ∈
⋃

m>nSm tal quet ∪ {γ0
ξ} ≺ t ′n y definimosR1

ξ = R0
ξ ∪ {t ′n : t ∈ R0

ξ , n < ω} y

γ1
ξ = sup{máx(s) : s∈ R1

ξ}.
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Si ya hemos definidoRn
ξ y γn

ξ = sup{máx(s) : s∈ Rn
ξ} nos aseguramos entonces de

que la propiedad 4(b) se verifique enRξ para cadaη ≤ γn
ξ . Para cadan< ω, cadat ∈Rn

ξ y
cadaη ∈ (max(t),γn

ξ ], encontramos, por la propiedad(∗), un elementot ′nη ∈
⋃

m>nSm tal

quet ∪{γ0
ξ} ≺ t ′nη y definimos entonces

Rn+1
ξ = Rn

ξ ∪{t ′nη : t ∈ R0
ξ , n < ω, η ∈ (máx(t),γn

ξ ]}

y γn+1
ξ = sup{máx(s) : s∈ Rn+1

ξ }.

Finalmente,Rξ =
⋃

n<ω Rn
ξ y tendremos queγξ = supn<ω γn

ξ y esto finaliza la cons-
trucción.

Ahora obtendremos una contradicción de la existencia de los conjuntosRξ . El conjun-
to{γξ : ξ < ω1} es un subconjunto cerrado y acotado deω1, luego comoA es estacionario,
existeξ < ω1 tal queγξ ∈ A. Construiremos una sucesiónt1 ≺ t2 ≺ ·· · de elementos de
Rξ tal quetn ∈ ⋃

m>nSm y γξ = sup{máx(tn) : n < ω}. Tal sucesión nos lleva a una con-
tradicción, porque en ese caso,t =

⋃∞
n=1 tn∪{γξ} es un nodo del árbol con la propiedad

de que para cadan, t Â tn ∈ Smn, mn > n, y esto implica quet 6∈⋃
n<ω Ŝn. La construcción

de la sucesióntn se lleva a cabo recursivamente como sigue. Escogemos una sucesión de
ordinales{ηi : i < ω} que converge aγξ . Dadotn−1, encontramosi con max(tn) < ηi y
usamos la propiedad 4(b) para encontrartn ∈ Rξ ∩

⋃
m>nSm contn−1∪{ηi} ≺ tn.





Lista de problemas

1. ¿Existe una aplicación continua y suprayectivaf : σ1(Γ)N −→ B(Γ) que admita
un operador regular de promedio? Una respuesta afirmativa implicaría, usando el
método de descomposición de Pełczyński, queC(B(Γ)N) es isomorfo aC(σ1(Γ)N),
lo que respondería a un problema planteado en [7] de si es posible que los espacios
de funciones continuas sobre un compacto de Eberlein uniforme convexo y uno to-
talmente disconexo sean isomorfos. El Teorema de Miljutin establece la existencia
de una aplicación continua y suprayectivaf : {0,1}N −→ [0,1] que admite un ope-
rador regular de promedio, y éste es el ingrediente principal de la prueba de que los
espacios de funciones continuasC({0,1}N) y C([0,1]) son isomorfos.

2. SeaX un espacio de Banach reflexivo cuya bola es un compacto de Eberlein uni-
forme en la topología débil ¿Existe una norma equivalente enX cuya bola sea ima-
gen continua deσ1(dens(X))N?

3. Siguiendo la notación de la Sección 1.2, seaΓ un conjunto no numerable yτ ,τ ′ ∈ T
tales quej(τ ′) = j(τ) = ω, i(τ) < ω y tales que existen≥ i(τ) con τn 6= τ ′n. ¿Es
στ(Γ) homeomorfo aστ ′(Γ)? Por ejemplo, un caso particular de este problema es
si ∏∞

i=1 σi(Γ) es homeomorfo a∏∞
i=2 σi(Γ).

4. ¿Existen ejemplos de espacios de BanachX tales queω < `Σ(X) < `K(X)? Más
en general, establecer la relación precisa entre los índices`Σ(X) y `K(X).

5. ¿Existen espacios de BanachX tales queNag(X) < `Σ(X)? Más en general, es-
tablecer la relación precisa entre estos dos índices.

6. (Namioka [56])¿Es una imagen continua de un compacto de Radon-Nikodým un
compacto de Radon-Nikodým? (Arvanitakis [9])¿Es todo compacto de casi Radon-
Nikodým una imagen continua de un compacto de Radon-Nikodým?
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7. Caracterizar los árbolesT para los queJT∗ admite un renormamiento Kadec y
aquéllos para los que admite un renormamiento estrictamente convexo.



Bibliografía

[1] D. Amir and J. Lindenstrauss,The structure of weakly compact sets in Banach spaces, Ann.
of Math. (2)88 (1968), 35–46.

[2] S. Argyros and S. Mercourakis,On weakly Lindelöf Banach spaces, Rocky Mountains J.
Math.23 (1993), no. 2, 395–446.

[3] , Examples concerning heredity problems of WCG Banach spaces, Proc. Amer. Math.
Soc.133(2005), no. 3, 773–785.

[4] , A note on the structure of WUR Banach spaces, Preprint (2005).
[5] S. Argyros, S. Mercourakis, and Negrepontis S.,Functional-analytic properties of Corson-

compact spaces, Studia Math.89 (1988), 197–229.
[6] S. A. Argyros and A. D. Arvanitakis,A characterization of regular averaging operators and

its consequences, Studia Math.151(2002), no. 3, 207–226.
[7] , Regular averaging and regular extension operators in weakly compact subsets of

Hilbert spaces, Serdica Math. (2004).
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–fuertemente fragmentable, 78
–numerablemente inferiormente fragmentable,

78
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entorno, 30
Erdős Rado, 42
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espacio

–Asplund generado, 84, 85
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–de Banach, 32
–de Banach isomorfo, 33
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–de James, 97
–débil Lindelöf, 53
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G
generador proyectivo, 71
κ-generador proyectivo, 71

I
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índice

–deK -analiticidad, 53, 55, 63, 68, 70
–deK -determinación, 53, 55, 68–70
–de Nagami, 53, 55, 69
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L
Lindelöf
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M
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norma, 32
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Pełczýnski

–método de descomposición, 50
peso, 31
propiedad (M), 61
propiedad (Q), 36
pseudométrica, 31

R
reflexivo, 33
resolución proyectiva de la identidad, 71
κ-κ-resolución proyectiva de la identidad, 71
κ-resolución proyectiva de la identidad, 71

retracción, 30
retracto, 30

S
segmento, 97
soporte, 34
subespacio, 32
sucesor inmediato, 28
suma discreta, 31
suma-c0, 33
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T
topología

–de convergencia puntual, 33
–débil, 33
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totalmente disconexo, 30

U
uniformidad, 32
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Z
Zermelo, principio de buena ordenación, 29
Zorn, Lema de, 29


