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Introduccion

El presente trabajo se estructura en cuatro capitulos. En los tres primeros se consider-
an diferentes cuestiones en torno a las topologias débil y* diblibs espacios de Banach
y de los compactos asociados a éstas mientras que en el Ultimo capitulo se tratan ciertos
problemas de renormamiento de espacios de Banach.

En el Capitulo 1 se estudian algunos problemas sobre compactos de Eberlein uni-
formes. En la Seccion 1.1 se trata la estructura del comB4€tp la bola del espacio de
Hilbert />(I") en la topologia debil (que es a su vez homeomorfo a la bolg(@g para
1 < p < +). El resultado principal es el siguiente:

Teorema 3EI compactdB(I") es imagen continua del compaag(I")N.

Aqui, 0,(I") es el subconjunto compacto @@, 1}" formado por las tuplas cuyo so-
porte tiene cardinalidad menor o igual queEste resultado hay que ponerlo en relacion
con un ejemplo de Bell [16] que, respondiendo a una pregunta en [20], muestra que no
todo compacto de Eberlein uniforme es imagen continuay (). Basandonos en este
ejemplo de Bell, construimos ademas una norma equivalentg(Enparal < p < +oo
y || > w cuya bola en la topologia débil no es imagenodd )" y en particular no es
homeomorfa a la bola de la norma candnica. Ademas, como consecuencia del Teorema 3,
el compactdB(I") tiene una serie de propiedades combinatorias que Bell prob6 en [16],
[18] y [17] que comparten todas las imagenes continuas (e)™.

En la Seccién 1.2 se estudia la clasificacion topolégica de los compactos que se
pueden expresar como producto numerable de espacios deytipph Denotamos es-
tos espacios del siguiente modo: Seal conjunto de todas las sucesiories);;_; con
0 < 1y, < w. Cuandor recorreT, o¢(I") = [17 on(I")™ recorre todos los productos finitos
0 numerables de espaciog(l'). Parat € T llamaremosj(t) al supremo de todos los
ncont, > 0ei(r) al supremo de todos lascon 1, = w. Si 1, < w para cada > 1,
entonces$(1) = 0. El resultado principal de la seccion es el siguiente:
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Teorema 6 Seant, 7’ € T y I un conjunto no numerable.

1. Supongamos qUET) < w. En este casagy (') es homeomorfo a;(I") siy s6lo
sii(t) =i(t") y 1o = 1/, para cadan > i(1).

2. Supongamos quér) = w. En este caso, ${1') = w, entoncew; () es homeo-
morfo aoy ().

Esta clasificacion no es completa y deja abierto el siguiente problem&: 8eeon-
junto no numerable y, 7’ € T tales quej(t') = j(1) = w, i(T) < w y tales que existe
n>i(1) cont, # 1. ¢ Esor (") homeomorfo agy/(IM)? Por ejemplo, un caso particular
de este problema es[i-; 6;(I") es homeomorfo fi];>, 6;(I").

En la Seccion 1.3 consideramos la estructura de los espacios de BiKadondeK
es un producto numerable de espacios deldyj§b ). El resultado principal es el siguiente:

Teorema 13 Seal” un conjunto infinito y(k,) una sucesion de enteros positivos. Los
espacios de Banad®([n«« 0k, (M) y C(o1(I")®) son isomorfos.

Para productos finitos se cumple un resultado analogo (en este caso, todos los es-
paciosC([Tn«m0k,(I")) son isomorfos a&p(')) como consecuencia de un resultado de
Marciszewski [49]. Establecemos ademas el siguiente teorema, que generaliza a la vez un
resultado de Benyamini, Rudin y Wage [20] y otro de Argyros y Arvanitakis [6]:

Teorema 15SeaK un compacto de Eberlein uniforme de pescExiste un subespacio
cerradoL de o1(k)" y una suprayeccion continui: L — K que admite un operador
regular de promedio.

En el Capitulo 2 estudiamos el indi€&(X) que es el menor nimero de subconjuntos
débil compactos eX cuya union generX y su relacién con el nimero de Lindel6f en la
topologia débif(X), asi como los indice& (X), £Z(X) y Nag X) que se definen como el
menor peso de un espacio métrico completo, un espacio métrico o un espacio topoldgico
Y respectivamente para el que existe una see- 2XW . Estos indices generalizan las
nociones introducidas por Talagrand [68] de espacios débilmgntmnaliticos y débil-
mente numerablemente determinados. La relacion general entre estos indices es

£(X) < Nag(X) < £5(X) < £K(X) < CG(X)

Respondiendo a una pregunta de Corson [27] numerosos ejemplos han sido construi-
dos de espacios de Bana¥lpara los qué(X) = w < CG(X) (los primeros se debieron
a Pol [62] y Talagrand [68]). Nosotros probamos lo siguiente:
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Teorema 36 Seak un cardinal cualquiera. Existe un espacio de Banach débilmente Lin-
del6f determinadX (lo que implica queé/(X) = w) tal queCG(X) > K.

Ejemplos de Rosenthal [66] y Argyros [31, Section 1.6] muestran la existencia de
subespacios de espacios débilmente compactamente generados que no son débilmente
compactamente generados. Nosotros estudiamos la relacion que exiSBEERreCG(Y)

y dengY) cuandoY es un subespacio dé

Teorema 39 Seark, 1, o cardinales infinitos. Son equivalentes:
1. 1<d(K)yd>bg(r).
2. Existe un espacio de Banachy un subespaci¥y de X tales queCG(X) = k,
CG(Y)=tydengY)=2.

Los numeros cardinalel k) y b, (7) estan definidos en la Seccion 2.1 en términos de
la topologia del espacio®. Para cardinales, T > 2%, ocurre quel(k) = K“y by (1) =T
pero para cardinales menores que el continuo el comportamiento de estas funciones es mas
complicado y depende fuertemente del modelo conjuntista en el que se trabaje. El hecho
de que (1) implica (2) en el Teorema 39 se obtiene modificando un ejemplo de Argyros
[31, Section 1.6] mientras que el reciproco se basa en el uso del indi¢eatwliticidad.
Establecemos en la Seccién 2.6 un resultado muy similar al Teorema 39 con respecto a la
relacion de los indice®< (X) y CG(X):

Teorema 38 Seark, 1, o cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. K<T1<d(K)yd>b(T).
2. Existe un espacio de Banaghtal que/K(X) = k, CG(X) = T ydengX) = 0.

Aqui, el hecho de que (1) implica (2) se obtiene modificando la construccion de Tala-
grand [68] de un espacio débilment&-analitico que no es débilmente compactamente
generado. Algunos casos particulares de estos resultados son por ejemplo que un espacio
de Banach/# -analitico (i.e/K(X) = w) de peso menor que= b, (w;) es débilmente
compactamente generadoG(X) = w) y existen ejemplos de caracter de densidat
un subespacio de un débilmente compactamente generado y de w¥débalitico que
no son débilmente compactamente generados.

No nos queda claro cudl es la relacion precisa entre los indices), (=(X) y
Nag(X) para espacios de Banach. En [55] se da un ejemplo de un espacio topdldalico
queNag(T) < ¢Z(T). Damos aqui ejemplos del mismo tipo de la forfna Cp(K) conK
un compacto pero seguimos sin conocer un espacio de Banach que tenga esta propiedad.
En este capitulo se desarrollan también las propiedades de los compakt&bedein,
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k-Talagrand yk-Gul'ko.

El capitulo 3 trata sobre compactos de Radon-Nikodym, espacios de Asplund y gen-
eralizaciones. Un espacio de Banach se dice de Asplund si todo subespacio separable
tiene dual separable y un compacto se dice de Radon-Nikodym si es homeomorfo a un
débil compacto en un dual de un espacio de Asplund. Un problema planteado en [56]
gue todavia permanece abierto es el de si la clase de los compactos de Radon-Nikodym
es cerrada para imagenes continuas. Diversos autores han abordado este problema intro-
duciendo tres clases de compactos que generalizan a los compactos de Radon-Nikodym
y que son cerradas para imagenes continuas: los compactos de casi Radon-Nikodym [9],
los fuertemente fragmentables [8, p. 104] y los numerablemente inferiormente fragmenta-
bles [33]. Namioka [57] probé que las dos primeras clases son iguales y aqui probamos
que en realidad las tres clases son la misma, e introducimos ademas una generalizacion:
los compactos de-casi Radon-Nikodym para cada cardinal infirikoAdemas de los
articulos mencionados, queremos citar también [50], donde se dan algunas respuestas
parciales a un caso particular del problema de la imagen continua, el de si una unién de
dos compactos de Radon-Nikodym es un compacto de Radon-Nikodym. Analogamente a
como haciamos en el Capitulo 2, definimos los indices en espacios de Ba&&ch el
numero de conjuntos de Asplund que geneXanLF (X), el menork tal que(Bx-,w*)
es dex-casi Radon-Nikodym y probamos:

Teorema 70 SeaX un espacio de Banach. Se verifican las siguientes relaciones:
1. LG(X) <AG(X)
2. AG(X) < d(LF(X)).
3. dengX) > by rx)(AG(X)).

Como corolario se obtiene que un subespacio de un espacio Asplund generado de pe-
so menor qudé es Asplund generado (aunque en general un subespacio de un espacio
Asplund generado no es Asplund generado). En relacion con esto, tenemos la siguiente
respuesta parcial al problema de laimagen continua de los compactos de Radon-Nikodym:

Corolario 61 SiK es un compacto de casi Radon-Nikodym de peso mendreutences
K es un compacto de Radon-Nikodym.

En la Seccion 3.3 probamos ademas lo siguiente:

Teorema 75 SeaK compacto totalmente ordenado fragmentado por una casi métrica
EntonceXK es casi totalmente disconexo.
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Este resultado, combinado con otros de Arvanitakis [9] da otra respuesta parcial al
mencionado problema de la imagen continua:

Corolario 76 SeaK un compacto totalmente ordenado de casi Radon-Nikodym. Entonces
K es un compacto de Radon-Nikodym.

En la Seccion 3.4 damos caracterizaciones de los compactos de Radon-Nikodym y de
casi Radon-Nikodym en términos de la uniformidad de los compactos y en relacion con
la propiedad de Lindel6f de ciertas topologias. Estos resultados se hallan en la linea de
[60] y [24] de relacidn entre la propiedad de Lindelof y la fragmentabilidad.

Finalmente, en el Capitulo 4 tratamos algunas propiedades de renormamiento. Una
norma se dice estrictamente convexa si su esfera no contiene ninglin segmento no trivial,
se dice que es una norma de Kadec si las topologia débil y de la norma coinciden en la
esfera, y se dice que es una norma LUR si para cualquier sudesipde puntos de la
esfera tal qug 5™ || converge hacia X, converge en norma hacig. El dual de un es-
pacio de Asplund admite una resolucion proyectiva de la identidad y por tanto una norma
equivalente uniformemente localmente convexa (LUR, segun las siglas en inglés) [32].
Cabe preguntarse si, mas en general el dual de un espacio de Banach que no contenga a
¢1 admite una norma equivalente LUR. En este capitulo daremos contraejemplos a esta
afirmacion considerando los duales de espacios de James sobre ciertos arboles. Este prob-
lema continGa sin embargo abierto en el caso separable. Un espacio de Banach admite
una norma equivalente LUR si y sélo si admite una norma equivalente Kadec y una nor-
ma equivalente estrictamente convexa [72].

En la Seccion 4.2 estudiamos el caso en que el espacio de James sobre i arbol
JT, es débilmente compactamente generado. El dual de cualquier espacio débilmente
compactamente generado es estrictamente convexificable, sin embargo mostraremos que
para ciertos arbole¥T es débilmente compactamente generado pero sin embargm
admite ninguna norma equivalente Kadec.

Teorema 88 SeaT un arbol que es uniébn numerable de anticadenas. Son equivalentes:

1. Elarbol completadd es también unién numerable de anticadenas.
2. JT* admite una norma equivalente Kadec.
3. JT* admite una norma equivalente LUR.

En la Seccion 4.3 damos una condicion suficiente sobre un @rpata quelT* no
admita ni renormamiento estrictamente convexo ni renormamiento Kadec.
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Teorema 91 SeaT un arbol verificando las siguietes condiciones:

(T1) Todo nodo df tiene una cantidad infinita de sucesores inmediatos.

(T2) Para cada familia numerable de anticadengS, : n < w} existet € T tal que
tZUnc{UeT:Ise S u<s}.

Entonces no existe ni una norma equivalente estrictamente convexa ni una norma equiv-

alente Kadec edT™.

Este resultado esta inspirado en una construccién de Haydon que puede encontrarse en
[2] de un dual de un espacio débil Lindel6f determinado sin renormamiento estrictamente
convexo (este espacio contiene sin embard@)aSi consideramos, como en el men-
cionado ejemplo de Haydon, un arbol particular construido por Beddr[70], entonces
obtenemos un espacio débilmente Lindeltf determinBldque verifica las condiciones
del Teorema 91. Como deciamos, permanece abierta la pregunta de si el dual de un espa-
cio de Banach separab¥eque no contiene & admite una norma equivalente LUR. Para
un tal espacicX, la bola bidualBx-« es un compacto de Rosenthal separable (es decir,
un conjunto puntualmente compacto de funciones de la primera clase de Baire sobre un
espacio polaco) en la topologia débiPor tanto, este problema es un caso particular de
otro més general: ¢ EXK) renormable LUR siempre qu€ sea un compacto de Rosen-
thal separable? Tod@evic [71] ha construido recientemente un compacto de Rosenthal
no separabl& tal queC(K) no es renormable LUR, mientras que Haydon, Molt6 y Ori-
huela [40] han probado que Kies un conjunto compacto separable de funciones de la
primera clase de Baire con una cantidad numerable de discontinuidades, eidtres
es renormable LUR.

El contenido de esta tesis se encuentra en gran medida (aunque no totalmente) recogi-
do en los trabajos [14] (Seccidn 1.1), [10] (Secciones 1.2 y 1.3), [11] (Capitulo 2), [12]
(version parak = w de las Secciones 3.1y 3.2) y [13] (Capitulo 4). El capitulo 1 fue
realizado durante una visita a la Universidad de Varsovia entre los meses mayo y julio de
2004, mientras que el capitulo 4 se llevé a cabo en la Universidad Politécnica Nacional
de Atenas entre los meses de febrero y julio de 2005.



Introduction

This work is structured in four chapters. In the first three we consider different topics
about the weak and weatopologies of Banach spaces and the compact spaces associated
to them, while in the fourth chapter we deal with certain problems of the renorming of
Banach spaces.

In Chapter 1 we study several problems about uniform Eberlein compact spaces. In
Section 1.1 we treat the structure of the comi¢€t), the ball of the Hilbert spac&(I")
in the weak topology (which is homeomorphic to the ballgff") for 1 < p < +). The
main result is the following:

Theorem 3The compact spadg(") is a continuous image af; (M.

Here, an(I") is the compact subset ¢D,1}" formed by the tuples whose support
has cardinality less than or equalriioThis result must be compared with an example of
Bell [16] which, answering a question by Benyamini, Rudin and Wage [20], shows that
not all uniform Eberlein compact spaces are continuous images(6§". Based on this
example by Bell, we construct an equivalent norn?g(i’) for 1 < p < 40 and|l'| > w
whose ball in the weak topology is not a continuous image0F ) and in particular it
is not homeomorphic to the ball of the canonical norm. In addition, as a consequence of
Theorem 3, the compaB{(I") has a number of combinatorial properties which have been
proved by Bell in [16], [18] and [17] to be shared by all continuous images ()" .

In Section 1.2 we study the topological classification of the compact spaces which
can be expressed as a countable product of spaces of thesfgfih We denote these
spaces in the following way: L&t be the set of all sequencés,);y_; with 0 < 1, < w.
Whent runs overT, o¢(I") = 7 on(I")™ runs over all finite and countable products of
spacewi(IN). Fort € T, we callj(T) to the supremum of afi with 7, > 0 andi(1) to the
supremum of alh with 1, = w. If T, < w for all n > 1, theni(t) = 0. The main result of
this section is the following:
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Theorem 6 Let1, 7’ € T andl" an uncountable set.

1. Suppose thaj(1) < w. In this casegy(IN) is homeomorphic ta(I") if and only
ifi(t)=i(1") and 1, = 1}, for everyn > i(1).

2. Suppose that(t) = w. In this case, ifi(") = w, theno;(I") is homeomorphic to
Gr’(r).

This classification is not complete and leaves open the following problent: bet
an uncountable set andt’ € T such thatj(t") = j(T) = w, i(T) < w and such that there
existsn > i(1) with 1, # 1},. Is 0;(I') homeomorphic t@ (I")? For example, a particular
case of this problem is whethfy>, 6;(I") is homeomorphic t¢];2, gi ().

In Section 1.3 we consider the structure of the Banach spagdés whereK is a
countable product of spaces of the foop(I"). The main result is the following:

Theorem 13 Let[" be an infinite set antk,) a sequence of positive integers. The Banach
space([n«w 0k, (")) andC(o1(I")®) are isomorphic.

For finite products holds a similar result (in this case, all sp&¢¢,.m i, (")) are
isomorphic tocy(I")) as a consequence of a result of Marciszewski [49]. We establish in
addition the following theorem, which generalizes simultaneously a result of Benyamini,
Rudin and Wage [20] and another of Argyros and Arvanitakis [6]:

Theorem 15LetK be a uniform Eberlein compact of weight There exists a closed sub-
setL of g1(k )Y and a continuous surjectioh: L — K that admits a regular averaging
operator.

In Chapter 2 we study the ind&G(X) which is the least number of weakly compact
subsets oX whose union generateé and its relation with the Lindel6f number in the
weak topology/(X), as well as with the indice&K(X), ¢Z(X) andNag(X) which are
defined as the least weight of complete metric space, a metric space or a topological space
Y respectively such that there exists an uSce— 2XW). These indices generalize the
notions introduced by Talagrand [68] of spaces weaklyanalytic and weakly countably
determined. The general relation between these indices is

£(X) < Nag(X) < £5(X) < £K(X) < CG(X)

Answering a question by Corson [27] many examples have been constructed of Ba-
nach spaceX with /(X) = w < CG(X) (the first are due to Pol [62] and Talagrand [68]).
We prove the following:
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Theorem 36 Let k be any cardinal. There exists a weakly Lindel6f determined Banach
spaceX (which implies that(X) = w) such thaCG(X) > k.

Examples of Rosenthal [66] and Argyros [31, Section 1.6] show the existence of sub-
spaces of weakly compactly generated spaces which are not weakly compactly generated.
We study the relation betwe@G(X), CG(Y) anddengY) whenY is a subspace of:

Theorem 39 Letk, 1, be infinite cardinals. They are equivalent:
1. 1<d(k)andd > b(T).
2. There exists a Banach spaéeand a subspac& of X such thatCG(X) = k,
CG(Y) =t anddengY) = 0.

The cardinal numberd(k ) andb, (7) are defined in Section 2.1 in terms of the topol-
ogy of the spac&®. For cardinals, T > 2%, it happens thatl(k) = K® andby (1) =1
but for cardinals below the continuum the behavior of these functions is more complicat-
ed and heavily depends on the model of set theory on which we work. The fact that (1)
implies (2) in Theorem 39 is obtained by modifying an example by Argyros [31, Section
1.6] while the converse is based on the usage of the indek @fnalyticity. We establish
in Section 2.6 a very similar result to Theorem 39 with respect to the relation between
(K (X) andCG(X):

Theorem 38 Letk, 1,0 be infinite cardinals. They are equivalent:

1. kK <1<d(k)andd > b(1).
2. There exists a Banach spa¥esuch thatK (X) = k, CG(X) = T anddengX) = 9.

Here, the fact that (1) implies (2) is obtained by modifying the construction by Ta-
lagrand [68] of a weakly# -analytic space which is not weakly compactly generated.
Some particular cases of these results say for instance that any w&adklyalytic Banach
space (i.e/K(X) = w) of weight less tha = by, (w;) is weakly compactly generated
(CG(X) = w) and there exist examples of density charabtef a subspace of a weakly
compactly generated space and of a weaklyanalytic space which are not weakly com-
pactly generated.

It is not clear for us which is the precise relation between the indik¢X), /Z(X)
andNag(X) for Banach spaces. In [55] an example is given of a topological spaceh
thatNag(T) < ¢Z(T). We give here examples of the same kind of the fdrm: C,(K)
with K compact but still we do not know any Banach space with this property. In this chap-
ter we develop also the properties of thdberlein k-Talagrand and-Gul’ko compacta.



@ Contenidos

Chapter 3 deals with Radon-Nikodym compacta, Asplund spaces and generalizations.
A Banach space is said to be an Asplund space if every separable subspace has separable
dual and a compact space is said to be Radon-Nikodym compact if it is homeomorphic to
a weak compact subset of the dual of an Asplund space. A problem stated in [56] which
is still open is whether the class of Radon-Nikodym compacta is closed under continuous
images. Several authors have addressed this problem and have introduced three classes
which generalize Radon-Nikodym compacta and which are closed under continuous im-
ages: quasi Radon-Nikodym [9], strongly fragmentable [8, p. 104] and countably lower
fragmentable [33]. Namioka [57] proved that the two first classes are equal and here we
show that indeed the three classes are the same, and we introduce in addition a general-
ization: thek-quasi Radon-Nikodym compacta for every infinite cardimaRpart from
the mentioned papers, we want to cite also [50], where some partial answer to a particular
case of problem of the continuous image are given: the problem whether the union of
two Radon-Nikodym compacta is Radon-Nikodym compact. In an analogous way as we
did in Chapter 2 we define indices in Banach spa®86X ), the number of Asplund sets
which generat&X andLF (X) the leasi such thatBx-,w*) is ak-casi Radon-Nikodym
compact and we prove:

Theorem70 Let X be a Banach space. The following hold:
1. LG(X) <AG(X)
2. AG(X) <d(LF(X)).
3. dengX) > b rx)(AG(X)).

As a Corollary we obtain that a subspace of an Asplund generated space of weight
less tharb is Asplund generated (although in general a subspace of an Asplund generated
space is not Asplund generated). In relation with this, we have the following partial an-
swer to the problem of the continuous image of Radon-Nikodym compacta:

Corollary 61 If K i a quasi Radon-Nikodym compact of weight less thathenK is a
Radon-Nikodym compact.

In Section 3.3 we also prove the following:

Theorem 75 LetK be a totally ordered compact which is fragmented by a quasi metric
d. ThenK is almost totally disconnected.

This result, combined with others of Arvanitakis [9] gives another partial answer to
the mentioned problem of the continuous images:
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Corollary 76 LetK be a linearly ordered quasi Radon-Nikodym compact. TKes
Radon-Nikodym compact.

In Section 3.4 we give characterizations of Radon-Nikodym and quasi Radon-Nikodym
compacta in terms of the uniformity of the compact and in relation with the Lindel&f
property of certain topologies. These results are in the line of [60] and [24] of the relation
between the Lindelof property and fragmentability.

Finally, in Chapter 4 we treat some renorming properties. A norm is said to be strictly
convex if its sphere contains no nontrivial segment, it is said to be Kadec if the weak and
the norm topologies coincide in the sphere and it is said to be a LUR norm if for every
sequenceXx,} of points of the sphere such thg>*|| converges to 1x, converges in
norm toxg. The dual of an Asplund space admits a projective resolution of the identity and
hence an equivalent locally uniformly convex (LUR) norm [32]. It is a natural question
whether more generally the dual of a Banach space not contadpnings an equivalent
LUR norm. In this chapter we give counterexamples to this statement by considering the
duals of James tree spaces over certain trees. This problem however is still open in the
separable case. A Banach space admits an equivalent LUR norm if and only if it admits
an equivalente Kadec norm and an equivalent strictly convex norm [72].

In Section 4.2 we study the case when the James tree space overT alfeds weak-
ly compactly generated. The dual of every weakly compactly generated space is strictly
convexifiable, but we show that for certain treEk is weakly compactly generated but
JT* does not have an equivalent Kadec norm.

Theorem 88 LetT be a tree which is countable union of antichains. They are equivalent:

1. The completed tre€ is also countable union of antichains.
2. JT* admits an equivalent Kadec norm.
3. JT* admits an equivalent LUR norm.

In Section 4.3 we give a sufficient condition on a tiieén orderJT* not to admit
neither a strictly convex nor a Kadec renorming.
Theorem 91 LetT be a tree verifying the following conditions:

(T1) Every node o has infinitely many immediate successors.

(T2) For every countable family of antichaid$, : n < w} there existd € T sucht ¢
UncwiUeT:3se §:u<sh
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Then there is neither an equivalent strictly convex norm nor an equivalent Kadec norm
for the spacel T*.

This result is inspired in a construction by Haydon which can be found in [2] of a
dual of a weakly Lindel6f determined space without strictly convex renorming (this space
contains nevertheleds). If we consider, as in the mentioned example of Haydon, a par-
ticular tree constructed by Todmvic [70], then we obtain weakly Lindel6f determined
spacelT which verifies the conditions of Theorem 91.

As we said, it remains open the question whether the dual of a sepataflech
does not contia; admits an equivalent LUR norm. For sukhthe bidual balBx« is a
separable Rosenthal compact (that is a pointwise compact set of first Baire one functions
over a Polish space) in the weakpology. Hence this problem is a particular case of the
more general: I€(K) LUR renormable whenevef is a separable Rosenthal compact?
TodorCevic [71] has recently constructed a non separable Rosenthal comgach that
C(K) is not LUR renormable, while Haydon, Molté and Orihuela [40] have proven that if
K is compact set of first Baire one functions with a countable number of discontinuities,
thenC(K) is LUR renormable.

The contents of this Ph. D. thesis can be found to a great extent (although not totally)
in the works [14] (Section 1.1), [10] (Sections 1.2 and 1.3), [11] (Chapter 2), [12] (version
for k = w of Sections 3.1 and 3.2), and [13] (Chapter 4). Chapter 1 was during a visit to
the University of Warsaw between the months of May and July of 2004, and Chapter 4
was done in the National Technical University of Athens between the months of February
and July of 2005.



Preliminares

Recopilamos brevemente algunos materiales basicos de teoria combinatoria de con-
juntos, topologia y espacios de Banach. No pretendemos hacer una exposicion sistematica
ni exhaustiva, sino simplemente fijar terminologia y notacién para facilitar la tarea del lec-
tor. Como referencias generales mencionamos los textos de Kunen [46] y Jech [42] para
teoria de conjuntos, los de Engelking [29], Kelley [44] y Munkres [54] sobre topologia y
[34] sobre espacios de Banach.

Conjuntos ordenados

Una relacion< en un conjuntaX se dice que es una relacion de orden parcial (o
simplemente una relacion de orden) si verifica las siguientes tres propiedades para todo
X, y,z€ X:

1. x<Xx
2. Six<yey<xentoncex=y.
3. Six<yey<zentoncex<z

Fijemos un conjunto ordenad#, <) (es decir un conjuntX y una relacion de orden
< enX).

= Dos elementos,y € X se dicercomparablesi 0 bienx <y o bieny < x.

= Dos elementog,y € X se dicerincomparablesi no son comparables.

= Un subconjunt@® C X se dice que es ureadenasi cada par de elementos Aason

comparables.

= Un subconjuntoA C X se dice que es unanticadenasi cada par de elementos

distintos deA son incomparables.

= Seam,be X.

e Escribimosa<bsia<bya#h.
e [a,b] ={x:a<x<b},
e [a,b[={x:a<x<b},
e Ja,b] = {x:a<x<b},
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a,b[={x:a<x<b},

a,+o[={x:a<x},

a,+oo[={x:a<x},

—oo,b] = {x:x < b},

— oo, b[= {x:Xx < b}.

Un elementg € X se dicesucesor inmediatdey six < yy |x,y[= 0.
SeaAC XyaeX.

e aes un elementminimaldeA si AN —«,a] = {a}.

e aesun elementmaximaldeAsiAnN[a,+«) = {a}.

e aes unaota inferiorde AsiA C [a,+).

e aes unaota superiorde AsiA C| — o, ).

e aes elminimodeA, a= min(A), sia es una cota inferior day a € A.

e aeselmaximodeA, a= max(A), siaes una cota superior dey a € A.

e aes elinfimode A, a=inf(A), siaes el maximo del conjunto de las cotas
inferiores deA.

e aes elsupremadeA, a=sup/A), siaes el minimo del conjunto de las cotas
superiores dé.

(X, <) se dice un conjunttotalmente ordenadsi todo par de elementos dees
comparable.

(X, <) se dice un conjuntbien ordenadai todo subconjunto no vacio detiene
un minimo.

(X, <) se dice que es udrbol si | — o, x| esté bien ordenado para toxie X.

(X, <) se dice un conjunto ordenadompletosi todo subconjunté de X tiene un
supremo (o equivalentemente, si todo subconjéntie X tiene un infimo). Nétese
que con esta definicidR no es completo per® U {—co, 0} si lo es.

SiY es un subconjunto d¥, se dice quéX, <) es lacomplecién de Dedekinde
(Y, <) si se cumplen las siguientes condiciones:

e (X,<) escompleto.

e Para cada € X existeA C Y tal quex = supA).

e Paracad@ C Y yaeY tal queaes el supremo da dentro deY, entonces
también es el supremo dedentro deX.

Dado un conjunto ordenadbexiste una (salvo isomorfismo) Unica complecion de
DedekindY D Y. Dicha complecion puede construirse cote= {lby(A) : A C
Y} con el ordenc, dondelby(A) denota el conjunto de las cotas inferiores de un
conjuntoA enY. El conjuntoY se identifica dentro d¥ por la aplicaciény —

] —o,y] = Iby({y}).



Contenidos @

El axioma de eleccion

Esta trabajo se inscribe en el marco de la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
mas el axioma de eleccién, conocida por las siglas ZFC. Cuando un resultado se afirma
consistente, nos referimos en todo momento a su consistencia con ZFC. Recordamos el
enunciado del axioma de eleccion y dos de sus formas equivalentes bajo ZF, que usaremos
en diversas ocasiones:

= Axioma de eleccionSi {X; :i € |} es una familia de conjuntos no vacios indicada
en el conjuntd, entonces existe una funcidrcon dominiol tal quef (i) € X para
todoi € 1.

= Principio de buena ordenacién de ZermeloPara todo conjuntX existe una
relacion de buen orden ef

= Lema de Zorn. Si X es un conjunto parcialmente ordenado tal que toda cadena de
X tiene una cota superior, entonces existe un elemeatd maximal enX.

NuUmeros ordinales

Un conjuntoa se dice que es uprdinal si se verifican las dos condiciones siguientes:
1. Sif € aentonceg C a.
2. «a estd bien ordenado por larelaci¥r ysixcyox=y.

Recordamos también algunos hechos y conceptos basicos en relacién con los ordi-
nales

= Cada conjunto totalmente ordena@q <) es isomorfo a un ordingbr, <).

= Los ordinales se ordenan por pertenencia (0 equivalentemente por inclasiof):
siy solo sia € B siy sélo sia ¢ .

= Cada ordinabr es igual al conjunto de los ordinales que lo precedea{p : B <
a}l.

= Los ordinales estan bien ordenados, en el sentido de guessuin conjunto 0 una
clase no vacia formada por ordinales entonces esigt@ tal quea < 3 para todo
BeA.

= Los primeros ordinales sab= 0, 1 = {0}, 2= {0,1}... w = {0,1,2,...} es el
conjunto de los numeros naturales, que denotaremos indistintamerbed3dr

Dos conjunto® y B se dicen equipotentes si existe una aplicacion biyectiva ele
B. Un ordinalk se dice que es utardinal si k no es equipotente a ningun ordimak K.
La cardinalidadde un conjuntdA se denota pojA| y se define como el menor ordinal
(o equivalentemente como el Unico cardioaltal queAy a son equipotentes.



@ Contenidos

El hecho de que los cardinales formen una subclase de los ordinales podria provocar
algunas confusiones. Notese por ejemplo que en cualquier expresion dgl, tip@\,
el subindiceA recorre todos losrdinalesmenores qu& Yy no solo los cardinales, aun
cuandok sea un cardinal. Asi mismo, en este trabajo todas las expresionesaceo
a - B o aPf se refieren siempre a operaciones entre cardinales y nunca entre ordinales, con
la Unica excepcion de la expresiént- 1 que usamos para denotar el ordinal sucesor de
a, a+1=auU{a}. Recordamos la definicion de estas operaciones:gedj, K y T
cardinales

* Sier Ki = |Uier ki x {i}]

* [Tici Ki = |[ier ki

= kT = |KT|, es decir, la cardinalidad del conjunto de todas las funcionesedex.

La cofinalidadde un cardinak, denotada pocof(k) es el menor cardinal tal que
K es el supremo de una familia de cardinaleg : a < 7} tales quexy < K para cada
a. Un cardinak se diceregular sicof(k) = k. En general la cofinalidad de un conjunto
ordenadaX es el menor cardinal de un subconjuntoXigue no posee cotas superiores
enX.

Espacios topoldgicos

En este trabajo todos los espacios topolégicos savénpletamente regularess de-
cir, homeomorfos a algtin subespacio de un producto de rectas Régiesa algiin con-
juntol.

SeanX un espacio topoldgicd;, C Xy x € X.

= Un subconjunto d&X escerrado-abiertoo clopensi es a la vez cerrado y abierto.
Un espacio se diceonexasi ho contiene ningun cerrado-abierto savg X y se
dicetotalmente disconexs para cada,y € X diferentes existe un cerrado-abierto
U tal queU N{x,y} = {x}.

» Laadherenciao clausuradeY se denota poY, Y es denso eX siY = X.

= Un entornode x es un conjuntdA que contiene un abiertd tal quex € U. Un
entornodeY es un conjunt@ que contiene un abiertd tal queY C U.

= Y es unretractode X si existe una aplicacién continua y suprayecfivaX — Y
(laretraccion tal quep(y) =y paratodoy € Y.

= Unabase de entornode x en X es una familiazz de entornos d& tal que para
cada entorn¥ dex existeU € % tal queU C V.

= UnabaseparaX es una familiaZz de abiertos deX tal que% es una familia
de entornos de para todoz € X, 0 equivalentemente, si cada abiertoXipuede
expresarse como unién de elementogde
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= Un subconjunt® deX se dice un subconjunt®; si es unién numerable de cerrados
y se diceG; si es interseccién numerable de abiertosX &s compacto, entonces
un subconjuntd de X es cerrado G Si Y s6lo si existe una funcién continua
f : X — R tal queA = f~1(0).

= SeaZ un conjunto yd : Z x Z — [0,4) C R una aplicacion. Consideramos las
siguientes propiedades:

1. d(x,y) =0siysolo six=Yy, paratod,y € Z,
2. d(x,y) =d(y,x) para todo,y € Z,
3. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) para todw,y,z€ Z.

Sid verificaly 2, diremos queé es unacasi métricao unasimétrica si verifica 2 y
3 diremos que es umeseudométrica si verifica 1,2 y 3 diremos que es umgtrica
En este ultimo casd induce una topologia efen la que las bolaB(x, &) = {y €
X :d(x,y) < €} forman una base de entornos de cadaZ.

= una funciéonf : X x X — R siendoX se dice que fragmenta si para cada sub-
conjunto (cerradol. de X y cadag > 0 existe un abierto relativo no vacib de L
de f-didmetro menor que, es decisup{ f(x,y) : x,ye U} < €.

= El pesodeX es la menor cardinalidad de una base<de

W(X) =min{|% | : % es una base d¢}

= El caracter de densidade X es la menor cardinalidad de un subconjunto denso de
X:
dengX) = min{|A| : A es un subconjunto denso ¥é

= En generatlengX) < w(X) y si X es un espacio métriabengX) = w(X).

= X eslocalmente compactsi cada punto d& tiene un entorno compacto. En este
caso, la compactificacion por un punto He denotada pon (X) es el espacio
a(X)=XuU{«} en el queX es abierto y una base de entornosaesta formada
por los conjuntosr (X) \ K conK un compacto dX. El puntoe se llama punto del
infinito.

= Si{X}ic son espacios topoldgicos, suma discret® unién discretadenotada por
@Dici Xi, es el espacigjic; Xi (suponemos qui N X; =D sii # j) cuyos abiertos
son los conjuntos de la formg, U; con cadaJ; abierto enx;.

= Si 3 es otro espacio topoldgico, diremos que una aplicagiol — 2X de > en
las partes dX es unauscosi se verifican las siguientes condiciones:

1. (o) es un subconjunto compacto no vaciodpara cadar € .

2. (@ es superiormente semicontinua, es decir, para cada abieteX, el con-
junto{o € Z: ¢(o) CU} es un subconjunto abierto de
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En esta situacion, #i es un subconjunto d& denotaremog(A) = J{@(0): 0 €
A}. La notaciong : = — 2X indicara que la usc@ : = — 2% es suprayectiva, es
decir quep(Z) = X.

» Dadounconjunt@d yABCZxZ,AoB={(x,2):3yeZ:(xy) €A, (y,2) € B},
A~1={(xy):(y,x) € A}. LadiagonaldeZ x Z es el conjuntd\z = {(X,y) €Zx Z:
X=Yy}.

= UnauniformidadenZ es una familia no vaci& de subconjuntos d& x Z verifi-
cando las siguientes condiciones:

1. Az CU paratoddJ € %.

2. SiUe« yV DU entonce¥ € % .

3. SiU,V €% entonced) NV e 7.

4. SiU e % entonced) e .

5. SiU €  entonces existé € % tal queV oV C U.

Dada una familia arbitrariaZ de subconjuntos d& x Z, la uniformidad generada
por o7 es la menor uniformidad que contienez& La topologia inducida ed

por la uniformidad?% es la topologia en la que una base de entornos del punto
x € Z esta formada por los conjuntax] = {y € Z: (x,y) e U}, U € . Dado

un compactdK, existe una Unica uniformidad d¢ que induce la topologia de

K, que es la uniformidad formada por todos los entornos de la diagon&l 8e

K c [-1,1]", entonces) C K x K es un entorno de la diagonal Hesi y s6lo si
existeny, ..., yn € 'y € > Otales que{(x,y) € K x K :max<n|xy —yy| <&} CcU

Espacios de Banach

Todos los espacios vectoriales se consideran sobre el cuerpo de los nimeros reales. El
subespacio vectorial generado por un subconjdde un espacio vectoria se denota
por spar(A). Un espacio de Banacés un par(X, || - ||) dondeX es un espacio vectorial
realy| - || es un norma eK (es decir una funcion sobxeverificando||x|| = 0 <= x=0,
IAXI] = [A[IIX]|y [x+Yil < [[x]|+ lyl]) tal queX dotado de la métrice(x,y) = [[x—y| es
un espacio métrico completo.

La bola cerrada (o simplemente la bola) del espacio de Baaas el conjunto
Bx = {x € X : ||x|| < 1} mientras que lasferaesSx = {x € X : ||x|| = 1}. Un subes-
paciode un espacio de Banaghes un subespacio vectorMlde X que es cerrado en la
topologia inducida por la norma, de tal forma gues de nuevo un espacio de Banach
con la norma heredada de

Si X eY son espacios de Banach, aperadorde X enY es una aplicacion lineal
T :X — Y tal que que existé/ > 0 tal que||T(x)|| < M||x|| para todox € X (esta
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condicidon es equivalente a giliesea continua respecto de las métricas inducidas por las
normas). El menor de Idd verificando la condicién anterior es la normaldeM = ||T||.

Un operadoiT se dice que es uisomorfismasi es una aplicacion biyectiva y su inversa
T~ es también un operador. Si adenjdgx)|| = ||x|| para toda, el isomorfismal se

dice que es unessometria Dos familias{x; :i € |} e{y; :i € |} en espacios de Banach
se dicenisométricassi existe una isometri@ : Span{x; :i € |} — span{y; :i € |} tal
queT(x) =V paratodad € |. Dos normad|- || y ||| - ||| enX se dicerequivalentesi la
identidad(X, || - ||) — (X, ||| - |||) s un isomorfismo.

El espacio dualle un espacio de Banaghes el espacio de Bana¥i de los oper-
adores d& enR. El espacioX se identifica con un subespacioXie identificandax € X
con el operador* — z*(x). El espacioX se dicereflexivosi X = X**. SiT: X — Y es
un operador, el operado duli : Y* — X* se define pofl *(y*)(x) = y*(T (X)).

PordengX) denotaremos el caracter de densidaXdm la topologia de la norma.

La topologia débilde X, denotada pow, es la menor topologia ex para la que to-
dos los elementos d¢* son continuos. Léopologia débil de X*, denotada pow* es la
menor topologia eX* para la que la sustitucion por cada elementXdg* — z*(x), es
continua. Cuando no se haga ninguna especificacion, se entiende que la topologia de un
espacio de Banach es la topologia inducida por la norma.

Para cada conjunto y dadol < p < « tenemos los siguientes ejemplos de espacios
de Banach:

» (M) ={xeR": Y yer [Xy|P < oo} conlanormd|x||p = (3 yer ]xy]p)r’l).

» lo(T)={xeRM:JacRVyeT |x/]<a}conlanormd|X|. = sup{|x,|:yeTr}.

= (M) ={xeRM:Ve>0|y:|x/| > €| < w} conlanormdx|. = sup{|x,|:yeTr}.

Otro ejemplo importante para nosotros es el siguient& & un espacio topoldgi-
co compacto, entonces el espacio de funciones reales continuasksab(k ), es un
subespacio dé.(K). EnC(K) ademéas de las topologias débil y de la norma, tenemos la
topologia de convergencia puntual (o simplemente la topologia puntual, denotags por
que es la menor topologia para la que cada sustituciénf (x) es continuax € K). El
espaciaC(K) dotado de la topologig, se denota también p@(K).

Si {X :i €1} es una familia de espacios de Banach, su segndenotada como
(@ic X ), €5 €l espacio de Banach

X ={(X)iecl € ”X@ {iel x| > €} < wVe >0}
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dotado de la normg(x)|| = sup, |-

Un espacio de Hilberes un espacio de Banach isométridg@ ). Todos los espacios
£p(I") son reflexivos cuandb < p < 4oy £, = {q siendolp + é =1

Otros

Para un conjuntX denotaremos pox(®) 6 X(V) el conjunto de las tuplas finitas de
elementos d&, X(®) = J,_,, X", mientras quéX]<® denotaré la familia de los subcon-
juntos finitos deX, [X]<® ={F C X: |F| < w}.

El soportede una funciorf : | — X essuppf) ={i el : f(i) # 0}.
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Definicion 1. Un compacto de Eberlein uniforme es un espacio topolégico homeomorfo
a un subconjunto débil compacto de un espacio de Hilbert.

Dado que un espacio de Hilbekt(I") es reflexivo, su bola unidad cerraBg,r es
débil compacta y constituye un ejemplo de compacto de Eberlein uniforme. Dicha bola
es homeomorfa al siguiente subespacio cerrado del cubo de Tycheadff' :

B(I) = —-1,1": <1%.
(M {XE[ ] y;lxyl }

De hechd3(I") es homeomorfo &B,, ), w) para cadd < p < +co, siendo el home-
omorfismoh: B, -y — B(I") dado porh(x),, = signaxy) - |x,|P. Todo subconjunto débil
compacto de un espacio de Banach es acotado [34, Theorem 3.15], asi que en realidad,
un compacto es de Eberlein uniforme si y s6lo es homeomorfo a un subespacio cerrado
de B(I') para algun conjuntd. Otro ejemplo de compacto de Eberlein uniforme es el
espaciaoi(lN) parak € Ny I' un conjunto:

0(T) = {x € {0.1}" : suppx)| < k}

El hecho de quei(I") sea un compacto de Eberlein uniforme se sigue de que es home-
omorfo aB(I") N {0, %}r. Obsérvese quey (') es homeomorfo a la compactificacion por
un punto de un conjunto discrelio La clase de los compactos de Eberlein uniformes es
cerrada para las siguientes operaciones topolégicas:

1. Subespacios cerrados.
2. Productos numerables.
3. Imagenes continuas.
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Lo primero es consecuencia inmediata de la definicion, lo segundo se sigue de la exis-
tencia de una inclusion topol6gid )N — B(I" x N) dada por(xy,n) - (5:Xy,n) mientras
gue lo tercero es un dificil resultado debido a Benyamini, Rudin y Wage [20]. El siguiente
resultado del mismo articulo afirma que la clase de los compactos de Eberlein uniformes
puede ser alternativamente descrita como la menor clase que contiene a los egpatios
y que es cerrada para las tres operaciones topologicas descritas anteriormente.

Teorema 2 (Benyamini, Rudin, Wage).Cada compacto de Eberlein uniforme de peso
K es imagen continua de un subconjunto cerradage ).

1.1. Labola del espacio de Hilbert en la topologia débil

En [20], a la vista del Teorema 2, se formula la pregunta de si en realidad es posi-
ble obtener cualquier compacto de Eberlein uniforme como imagen continua del propio
o1(M)N, cuestién que fue resuelta negativamente por Bell en [16]. Nosotros probamos lo
siguiente:

Teorema 3. B(I") es imagen continua de; (M.

Para dar su contraejemplo, Bell introdujo la siguiente propiedad: Un comidaszo
dice que verifica la propiedad (Q) si para cada cardinal regular no numdrabtada
familia {Uq,Vy4 } o< de abiertos d& conU, C V, debe verificarse una de las dos alter-
nativas siguientes:

1. o bien existe un conjuntd C A con|A| = A tal queUy, NUg = 0 para cada par de
elementos distintog y 8 enA,

2. 0 bien existe un conjuntd C A con|A| = A tal queVy NV # 0 para cada par de
elementos distintog y 8 enA.

Bell probé en [16] que la propiedad (Q) la verifican todos los espacios poliadicos, es
decir, todos los espacios que son imagen continua e para ciertos conjuntdsy A,
(este concepto fue introducido en [53] y estudiado también por Gerlits [36]), y construy6
un compacto de Eberlein uniforme sin la propiedad (Q). Més tarde, Bell [18] construy6
otro ejemplo de un compacto de Eberlein uniforme que no es imagen continua de ningun
o1(MN'y que sin embargo es poliadico.

Como consecuencia del TeoremaB3[) verifica la propiedad (Q) asi como otras
propiedades del mismo tipo introducidas por Bell en [18] y [17]. Sin embardoesino
numerable, mostraremos en el Teorema 5 que una modificacién de uno de los ejemplos de
Bell proporciona una norma equivalente&l’) que no es imagen continua dg(I")Y,
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y que de hecho no verifica la propiedad (Q). En particular, estamos dando dos normas
equivalentes en el espacio no separdp(€) cuyas bolas cerradas no son homeomorfas

en la topologia débil. Esto contrasta con el caso separable, puesto que las bolas de todos
los espacios de Banach reflexivos y separables son homeomorfas en la topologia débil [15,
Theorem 1.1]. Referimos a [15] para informacion respecto al problema de si las bolas de
dos normas equivalentes en un espacio de Banach separable son débilmente homeomor-
fas.

Demostracion del Teorema 3: Para un conjufitasaremos la notaciéB* (A) =
B(A) N [0,1]2. En primer lugar, observamos qB¢I") es imagen continua d&" (I"). De
hecho, si consideramds® =T x {a,b}, tenemos una funcién continua y suprayectiva
lll . B+(F°) — B(F) dada pOI’(ﬂ(X)y = X(%a) _X(y,b)-

En un segundo paso, utilizamos el proceso habitual para ex@esay como im-
agen continua de un compacto totalmente discongxd-ijamos una sucesiofry);_,
de nameros reales positivos tales o rn = 1 y tales que la aplicacion continua
@:{0,1}" — [0,1] dada porp(X) = S5, nXn S€a suprayectiva, por ejemplp=2-"-1,
Consideramos la funcion potengi : {0,1}"*N — [0,1]" y definimos:

Lo = (¢")(B" (),
f = ¢,

de tal forma qud : Lo — B™(I") es una suprayeccién continua. Es conveniente tener una
suprayeccion explicita dey. Para cada € {0,1}"*N y cadan € N, definimosNy(x) =
’{VG r: X(y,n) = 1}‘

xcly < ¢ (x)eB"(I)
—

Z¢F(X)V <1
Ve

— Z‘ Z)rnx(y,n) <1
yel n=

— ZornNn(x) <1.

n=

El compactd_ o puede ser descrito alternativamente como sigueZ$S@ssubconjunto
compacto d&N" tal que sio € Zy 1, < g, para cada € N, entonced € Z. Asociado a
este conjunt@ construimos el siguiente espacio:

H(Z,1) = {xe {0,1}"N: (Na(X) )nen € Z}.
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Tenemos quég = 7 (Zy,I") dondeZy = {se NN Sienlis < 1}. Nétese quey es
de hecho compacto puesto que es un subespacio cerrgqQ-d€o,...,M,} dondeM,
es la parte entera dﬁna La prueba quedara finalizada con el siguiente lema:

Lema 4. SeaZ un subconjunto compacto d&"' tal que sio € Z y 1, < 0, para cada
nc N entonced € Z. En este casa# (Z,I") es imagen continua dey (M)".

Prueba: Primero comprobamos q#€(Z,T") es un subconjunto cerrado ¢@ 1}" >~
y en consecuencia compacto. Efectivamente,si{0,1}" N\ J#'(Z,I"), entonces tene-
mos que(Nn(X))nen & Z'y comoZ es cerrado e, existe un conjunto finité N tal
queo ¢ Z siempre que, = Ny(X) para cada € F. En este caso,

W={ye{0,1*N:y,,=1siempre quec F y x,n = 1}

es un entorno que sepatde 7 (Z,I") y esto finaliza la prueba de qué (Z,I") es cerra-
do.

Puesto qu& es compacto, para todoc N existeM,, € N tal queog, < M, para todo
o € Z. Definimos ahora el siguiente compacto:

Li=2Zx rL_“ﬁq(r)

Notese qué; es imagen continua d& (MY, Por una parte, comd es un compacto
metrizable, es imagen continua f& 1} y en particular des; ()N, Por otro lado, para
cualquieri € N, el espaciagi(I') puede verse como la familia de todos los subconjuntos
del de cardinalidad a lo sumio De esta forma, consideramos la suprayeccion conti-
nuap: oy(IN' — (") dada porp(xy,...,%) = X U---Ux. De la existencia de esta
suprayeccion se sigue el hecho de que cualquier producto numerable de esiBgies
imagen continua dey ()Y, y en particular, el segundo factor en la expresiohde

Queda definir una aplicacion continua y suprayecgivd; — ¢ (Z,I"). Fijamos
para ello algo de notacion. Un elementolddo escribiremos com@z, x) dondeze Z 'y
X € [Mmen ﬂ:\":"g, ai (). Al mismo tiempo, tak es de la formax™) neny conx™ € |‘|i"/':f5 ai(lN)
y de nuevo cada™ es(xmvi)i"":ml dondex™ ¢ ¢;(I"), elemento que a su vez es de la forma
X™ = (xp*')yer € 6i(I) € {0,1}". La funciong: Ly — #(Z,T)  {0,1}"*N se define
como sigue:

m,z(m)
9(ZX)y.m =Xy

Obsérvese qug(x, z) lleva realmenté; sobre_# (Z,I") porque para cada la tupla

(x“™)er es un elemento arbitrario gy (1) O
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Teorema 5. Seal” un conjunto no numerablely< p < c. Existe una horma equivalente
en/p(I") cuya bola unidad cerrada en la topologia débil no verifica la propiedad (Q) y
por tanto no es poliadica.

Prueba: Este ejemplo esta4 basado en uno de Bell [16], originalmente un compacto
disperso, es decir un compacto en el que cada subconjunto no vacio tiene un punto aislado.
Al serl" no numerable podemos suponer gyees un subconjunto de Seap: w; — R
una aplicacion inyectiva y

G={(o,B)cwmxw:p(a)<eB) < a=p}

El ejemplo de Bell de un compacto de Eberelin uniforme que no satsiface la propiedad

Q) esk ={({a},{B}):(a,B) € G} C au(I") x gu(I').

Por nuestra parte, definimos una norma equivalentg@n x £,(I") ~ £p(I") como

I = sup{lIXllp, [IYllp: [Xal + Iyl : (. B) € G}
Llamaremo< a la bola unidad cerrada de esta norma equivalente, considerada siempre

con la topologia débil. Fijamos dos niimeros redlesé; < & < 215, Las familias de
abiertos d&K

Ug = {(X,y) €K [Xa| +|Ya| > &2}, a <

Vo ={(Xy) €K [Xq|+|Ya| > &1}, a <y

verifican quéJy C Vi y que para cade, B < wi, UgNUg =0siy sélosi(a,B) € G
si y solo siVy NV = 0. Efectivamente: si existe algr,y) € Vu NV, entonces

Xa |+ Y| +[Xp| +|yp| > &1+ 81> 2

y por tanto o bierxq |+ [xg| > 1 0 bien|yq| + |yg| > 1y eso implica quéa, 3) ¢ Gya
que(x,y) € K. Por otra parte, sia, 3) ¢ G entonces el elemenia,y) € £,(I") x £,(I")

que tiene todas sus coordenadas nulas exegptoxg = Yo =Yg = 275 vive enUq NUg.

Como no hay ningun subconjunto no numerable de la recta real que esté bien ordenado
(o inversamente bien ordenado) no puede existir ningln subconjunto no nuniedsble

o tal queAx AC G 6 (AxA)NG = 0. Por consiguiente, las familigd)y} y {Va}
atestiguan el hecho de gleno tiene la propiedad (Q).

1.2. Productos numerables de espaciax(I")

Esta seccién se dedica a la demostracion del Teorema 6 sobre la clasificacion topo-
I6gica de un tipo particular de compactos de Eberlein uniformes: aquellos que se pueden
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expresar como producto numerable de espacios dedfiffo). Recordamos la notacion
para estos espacios que dimos en la introducdid@s el conjunto de todas las sucesiones
(Tn)pq cON0 < 1, < w. Cuandor recorreT, o;(I") = [1{ on(I")™ recorre todos los pro-
ductos finitos o numerables de espaaRf ). Parar € T llamamosj(1) al supremo de
todos losn cont, > 0 ei(1) al supremo de todos lascon 1, = w. Si T, < w para cada
n> 1, entonces$(1) = 0. En todo caso se tiere<i(7) < j(1) < w.

Teorema 6. Seant, 7’ € T y I un conjunto no numerable.

1. Supongamos quUET) < w. En este casagy (') es homeomorfo a;(I") si y solo
sii(t) =i(1") y 1n = 1/, para cadan > i(1).

2. Supongamos quér) = w. En este caso, ${17') = w, entoncew; () es homeo-
morfo aoy ().

Hacemos notar que la hip6tesis de no numerabilidad en el Teorema 6 es importante
y de hecho la situacion cuandoes numerable es bien distinta. Todos los compactos
metrizables totalmente disconexos y perfectos (sin puntos aislados) son homeomorfos
[43, Theorem 7.4] lo que implica que todos los productos numerables de esgdcios
son homeomorfos. Los productos finitos son compactos numerables, cuya clasificacién
topolégica completa esta resuelta en el clasico trabajo de Mazurkiewicz yfiSlafail]:
dos de estos compactos son homeomorfos siy sélo si tienen el mismo indice de derivacion
de Cantor-Bendixon y la misma cardinalidad de la ultima derivada de Cantor-Bendixon
no vacia. Si se calculan dichos invariantes para un producto fiflitooy, (w) puede verse
facilmente que se obtienen los valofies Y7k y 1 respectivamente.

De ahora en adelantE,sera siempre un conjunto no numerable. En esta seccion sera
conveniente manejar una definicion equivalente aunque formalmente distinta del espacio
ok(l),

a(M) = {ACT:|A <k}

dotado de la topologia que tiene como base los conjuntos de la forma

D¢ ={yeaonlN:Fcycrl\G}

paraF y G subconjuntos finitos dg.
Lema 7. Sim< nentoncesim(N) x on(M)* es homeomorfo an(IM)®.

Prueba: Recordemos que se deonta (pard X, @ ---) la suma discreta de los es-
pacios topoldgicosi, Xo,... ¥ por aX la compactificacién por un punto de un espa-
cio localmente compactX. Fijamos,...,h-1 € ['. Consideramos el conjunto =
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wx{0,...,n—1} dotado del orden lexicografictk,i) < (K,i") siempre que o biek< kK’
obienk=K ei <i’. Para cadgk,i) € L definimos un conjunto cerrado-abierto@gl )“
como sigue

Akiy = {xeanM)®:ydx,wexdv(K,i’) < (ki)}
= {XG Un(r)w : yi gxk D) {yo)"')yi—l}ﬂxj = {VO;---aVn—l}vj < k}

Noétese quéy ) es homeomorfo a,i(I") x on(M®yque{A :1 €L} constituye una
sucesion disjunta de subconjuntos cerrado-abiertas,d©® con un Gnico punto limite
fuera de ello€ € g,(IN)“ constantemente igual{aw, . .., yn-1}. Por tanto,

n-1

on(MN®~a <€BA,) ~a <€B@ (On_i(T) x an(r)‘*’)) .
leL i=0 j<w

Por otra parte, se puede llevar a cabo una descomposicion simida( Enx o, (M)

definiendo, parg < my (ki) € L:

Bl = {(¥¥) €om)xon(M)?:y €Y, {¥o,.-,¥j-1} C ¥}
Bikiy = {(%:%) €0m(l) x 0n(M)?: % & X, yr € XV (K, i) < (K,i),
{VO;-n,Vm—l} Cy}

De nuevoB| es homeomorfo @m-j(I") x on(")®, By ) €s homeomorfo a,i(I") x
on(M)“ y todos juntos constituyen una sucesion disjunta de cerrado-abiertos con Unico
punto limite fuera de ello§{yo, ..., ¥m-1}, &), asi que

m-1 n-1
Om(T) x 0n(M)® ~ a (@ B o B’,-) ~a (@EB (On-i(I) x on(r)"’)> -
leL j=0 i=0 j<w
Lema 8. Sim< n < w entoncewm(IN® x gy(IN)* es homeomorfo a,(IN)%.

Pruebaom(M)® x 0n(M)% 2 (0m(T) x 0n(MN)?)? = (0n(MN?)® = on(MN)®. O

Lema 9. Seamy,....m <n< wye,....& < w. Entonceg]i_; on (M) x on(I)® es
homeomorfo a,(IM)®.

Prueba: Se sigue de aplicar repetidamente los Lemas 7 i18.

Del Lema 9 se deduce que cualquier espagid ) coni(T) = w es homeomorfo a
O(ww..)(I") (porque podemos sustituir cada facte(I")* de o; (") por el homeomorfo
Mi<n @i (M%) y esto prueba la parte (2) del Teorema 6. El Lema 9 también muestra que
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es irrelevante para determinar la clase de homeomorfisrop(@ie cuales son los valores
de 1, paran < i(1). Por tanto, para probar la parte (1) del Teorema 6 queda ver que si
j(1) < wy o¢ (') es homeomorfo a (') entonces,, = 1, para cada > i(T).

Recordamos que una famil{&, },c+ de conjuntos es uft-sistema si existe un con-
junto S (llamado la raiz deh-sistema) tal qué&, NS, = Spara cada) # n’. Haremos
uso del conocido como Teorema de &eRado o lema deb-sistema, que afirma que
cualquier familia no numerable de conjuntos finitos tiene una subfamilia no numerable
gue es urh\-sistema, cf. [26, Theorem 1.4] paka= wy a = w;.

El siguiente lema incluye como particular el hecho de gua (A) no es un subespa-
cio deo,(IM)®. Este hecho, para cuya prueba bastan los pasos 1 a 3 de la demostracion,
nos fue comunicado por Witold Marciszewski y parece que se trata de un hecho conocido.

Lema 10. Si|A| > w, n >0, k > 0, entonces el espacm,+1(/\)"+1 no es homeomorfo a
ningln subespacio de(M)® x an1(M) .

Prueba: Supongamos que existi¢radgy 1 (At — an(MN)® x on,1(I)K un embe-
bimiento.

Paso 1 Pasando a un subconjunto no numerablé deuede suponerse que existe un

embebimiento
0 Gni1 (N4 — Gn(1)™ x G (1)

para algurm < w. En este paso, denotaremos un elemertoo,, 1(A)<™! comox =
(Xo,.--,X). Para cada € Ay cadai € {0,...,k} un encontramos un conjunto cerrado-
abiertoA, de on(I")® x JnH(F)_" que separe los conjuntos compacfagx: A € x})
y ¢({x: A ¢x}). Asociado aA, tenemos un subconjunto finitg) C w tal queA, =
an(r)“\FAi x B}, conB}, un subconjunto cerrado-abierto d@(F)FAi x dny1(I7)X. Escoge-
mos A\’ un subconjunto no numerable detal queU}‘:oFi = Uik:o F/{, = F para cada
A,A" e Ny entonces la composicion

On 1 (N = O (N — 0n(T)® X O (N — 0a(7)F x Gnga (M)

es inyectiva. La razon es quesiy € gn,.1(/N\')¥1 son distintos entonces existen
i€{0,....k} yA € N\ tales quel € x; peroA €y; (o viceversa). En este caggx) € Ai/\
y @(y) ¢ A, asi que o bien la coordenada dig 1(I)¥ o alguna coordenada d¢! C F
debe ser diferente pagx) y @(y).

Paso 2 Parai =0,....ky A e A definimose," € 0n:1(N)¥ como el elemento que
tiene{A} en la coordenaday 0 en el resto de coordenadas. Cade’ ) sera de la forma

(p(ﬂ’\) = (XIA [1]”)(1)\ [m]’xi)\ [m+l]va|A [m+k])
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conx}[j] € on() si j <myx}[j] € Ony1(T) sim< j < m+k. Pasando a un subconjunto
no numerable d&, podemos asumir que para cada{0,...,k} y cadaj € {1,...,m+k}

la familia {x}[j] : A € A} es unA-sistema de raiR[j] formado por conjuntos de la misma
cardinalidadti[j].

Paso 3 Se afirma que para cadla: 0,...,ny cadaj = 1,...,m, el A-sistema{x} [j] :
A € A} es constante. Supongamos lo contrario para ciéror y j < mque fijamos a
partir de este momento. Entonodyj] = RUS' € 0,(I) dondeRNS' =0, ' £ 0, y
S NS =0 para) £ A’. Consideramos los conjuntos

Ay =1{y=(Y[1],...,y[m+K) € on(T)™ x Gnya(M)*: y[j] D S}

Los A, son entornos de Ioep(e{‘)’s con la propiedad de que para cadac A con
IF| > n, Nxer Ay = 0 (porque pargy en esa intersecciofy[j]| > ney|j] € on(l)). Sea

W : O 1(N) — gni1 (N la aplicacion definida pap(x)i = xy @(X)i(X) = 0sii’ #i.
Entonces logoy)~1(A,) son entornos de lo§A } en gy, 1(A) con la propiedad de que
para cad& C A con|F| > n, Nce (@) L(A)) = 0. Esto es una contradiccion pues no
existe tal familia de entornos. Si existiera, tdmense entornos basicds\¢an (D?/{‘} -

(pw)~1(Ay) y tomeseN' C A no numerable colG, : A € A’} un A-sistema de raii.
Entonces se podria construir recursivamente una sucEsiéfA;, ..., Ani1t C AN\ R
tal queAp & Ug<pGa, Y Ga, N {A1,...,Ap-1} = O (nOtese que es posible escogerXgl
pues{A1,...,Ap_1} NR =0y por tanto hay sélo una cantidad finita@g conA € A’y
Gy N{A1,...,Ap_1} # 0). En este caso se tiefec N r (oY) 1(A)).

Paso 4 Noétese que, en el caso en due 0 ya se ha llegado a una contradiccion y
la prueba esta completa. ISi> 0 se necesita algo méas de trabajo. Del paso 3 se deduce
que para cadic {0,...,k} debe existirj € {m+1,...,m+k} tal que la familia{x} [j] :
A € A} es unA-sistema no constante. Comaecorre un conjunto dk+ 1 elementos
y j un conjunto de&k elementos, debe haber dos indi¢gse {0,...,k} diferentes tales
que para el mismg, {x}[j] : A € A}y {X}[j] : A € A} sonA-sistemas no constantes.
Suponemos que(j] > cr[j] (estos numeros se definieron en el paso 2). De nuevo, para
A € A\ consideramos los conjuntos

Av = {(Y[1),-..yIm+K]) € o(T)™ x onra (N ¥ DX (i1}

Ay = {(Y[L;-..YIm+K)) € 0n(1)™x gnea (D) y(i] D X011
Los A, y los A, son entornos de log(e!) y los @(e}) respectivamente con la
propiedad de que

(+) VA € AVF cA(\F\ >nAx(il g U &H[j]) = MnA,=0
ueF uekF
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Esa interseccién es vacia porqug pertenece a ella, entonces

iU U K1) € Vil € gnia(T)
ueF

y el conjunto de la izquierda, &} [j] Z U, X/ [j]. tiene cardinalidad mayor quet+ 1,
una contradiccién. Puesto que lAssistemas son no constantesiyj| > ci[j], si se
verificax? [j] € Uyer X/[j] entonces debe existir alggne F y algtiny € x*[j] tales
quey e xi’f[j] \ R/[j]. Para unA fijo hay sélo una cantidad finita de posiblgscon
(& Ti1\Rr[j])Nx}[j] # 0. En consecuencia para cadl@odemos encontrar un subconjun-
to cofinito/\, deA tal que la hipGtesig? [j] Z Uner x!/[j] de la afirmacior(x) se verifica
siempre qud- C \,. Resumiendo, sabemos que para chda/\ existe un subconjunto
cofinitoA, deA tal que

VFCAy [Fl>n=AN (A, =0.
ueF

Esto contradice el siguiente lema p&pa= ¢~ 1(Ay) y B} = ¢~ 1(A)):

Lema 11. Para cadaA € A, seanB, y B} entornos dee{‘ y e{‘ respectivamente en
on+1(A)L. Entonces existehg € A y un conjunto infinitoS C A tales que para cada
F C Scon|F|=n+1,
By, () B, #0
uekF

Prueba: Por simplicidad en la notacion, asumiremos gu@y i’ = 1. N6tese que un
cerrado-abierto basicdC de gn,1(/A) es no vacio siy sélo SNG=0y |[F| <n+1
CadaB, vy cadaBL deben contener cerrado-abiertos basicos de la forma

A
G0

P

G)\ G)\ G)\
X Pyt x Py? x - x Py C By

Cbgél xCIJ{HE} xdbg; X -‘-xdbyf C By

con cadaG]' y cadaH/" subconjuntos finitos d&, A ¢ G} y u € Hi'. En primer
lugar, encontramo# C A infinito numerable tal quet’ ¢ Hl“ para cadau,u’ € M.
Esto puede hacerse como sigue. Comenzamos con un conjunto iMindoA tal que
la familia {H}' : 4 € M1} es unA-sistema de raiR, y definimosM, = M; \ R Des-
pués construimos recursivamente una suceg§ii,-., C Mo tal quepp ¢ Uq<prq y
Hf” N{H1,...,Hp-1} = 0. Tras esto, definimoM = {1, : p < w}. Ahora, escogemos
Ao & Upem Hé‘. TomanddsS={ueM: u¢g G’l\o}, Aoy Sverifican las propiedades requeri-
das. Efectivamente, tomem&sC Scon|F| =n+1, y para cadg = 0,...,k llamemos
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I} = G}°Uper HY' de tal modo que

CSoh ol H ol
&JWWB“3¢““x¢Fxry%.
HEF 1=

I
Por un Iado,d)'{fi\o} # 0 porque escogimodo ¢ Uyem Hc‘,‘, asi queAg ¢ I(‘,‘. Por otra
I
parte,CD'Fl #+ 0 porque, primero, comé C My u’ & Hf para cadau, i’ € M, se sigue
que F NUyer Hf = 0 y segundo, comd- C S simplemente por la definicion dg

FNGP=0. O

Es consecuencia del Lema 10 gi{e) = j(1’) siempre queg;(I') = g (I"), puesto
que muestra qu(T) = w Si 'y solo sioy(I") puede sumergirse en (') para cada < w
Yy, Si no es ése el cas@(T) es el mayor entern para el queo, (") se sumerge dentro de
o:(I"). Por tanto, en la situacion de la parte (1) del Teorema 6, sabemos que ocurre que
j(t) = j(1') = j y ademés que, = 1, para todon > j puesto que, por el Lema 10 de
nuevo,Tj = rjf es el mayor enterk tal queo; (M) se sumerge ea; (') y por supuesto,
Tn = 1}, = 0 para todon > . Para finalizar la prueba de la parte (1), hemos de compro-
bar quei(t) =i(1") =iy que 1y = 1 parai < k < j. Para obtener esto, atenderemos
a la posibilidad de sumerga,(I") en los subconjuntos cerrado-abiertosadé). Con
este propdosito, observamos que es suficiente con considerar una ciertos cerrados-abiertos

basicos, siempre que el resto pueda expresarse como union de ellos:

Lema 12. SeaX un compacto \Ci,...,C subconjuntos abiertos d¥. Si gn(A)K se
sumerge eh G, entonces existie< t tal quedn(A)X se sumerge e@.

Prueba: Basta ver que siempre que se exprgd®)“ como union de abiertos
On(NK¥=CiU---UG

entonces alg@; contienen una copia de,(A)K. Tomese un € {1,....t} tal quexg =
(0,...,0) € G. Existen conjuntos finito§?, ..., G de A tales que

X0 € O x ... x 8 G
Esto completa la prueba puesto qb%l X o X Cbgk es homeomorfo a,(A)X. O

Denotemos ahora pdt = [(scs0n(I") cualquier producto finito o numerable de es-
pacioson (). Todo cerrado abierto d€ es unidn finita de cerrado-abiertos basicos de la

forma
C=[1PE x [10n(N)
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dondeA es un subconjunto finito d8y (DE: un cerrado-abierto basico dg,(I"). Tal
cerrado-abierto basico es homeomorfo a

(%) C~ |10nsf\F3|(r) X sl;LGHS(r)

Ahora, por el Lema 10, el Lema 12 y la descripcion topologigale los cerrado-abiertos
anteriormente dada, podemos concluir que bajo las hipétesis de la parte (1) del Teorema 6
se verifica lo siguiente:

(A) i(t)=i(1") =i es el mayor enterntal queo, (') se sumerge en cualquier cerrado-
abierto deog;(I).

(B) Paran=j,j—1,j—2,...,i+ 1, 1, = 15, es el mayor enter& tal que existe un
cerrado-abiert€ de o;(I") en el que no puede sumergirgg.1(I") pero en el que
sin embarga,(I)ktZnT si se puede sumergir.

Con esto concluye la prueba del Teorema 6. Para la afirmacion (A), opm@d )“
es uno de los factores @g(I'), es claro que;(I)® sigue siendo un factor en cualquier
cerrado-abierto como efx). Por otra parte, sélo hay una cantidad finita de factores de
tipo om(I"), m>i(1) eno;(I), luego es posible obtener un cerrado-abierto comg-gn
de tal modo que todos los factores [g-a On,—|r, (") X [sza On,(I") sean de la forma
om(I") conm <i(1). Por el Lema 10gi(I") no se sumerge en t&@lsik > i(7).

La afirmacion (B) se prueba por “induccién hacia atras” comenzandoyetiermi-
nando en + 1. Sabemos, por el Lema 9, que
j
0:() ~ ai(N)®x [ om(M)™

m=i+1

La afirmacién (B) paran = j es consecuencia directa del Lema 10 puesto que ningun
cerrado-abierto puede contenerja1(I") y el mayor exponente de; (") dentro deo;(I")
estj. Pasamos al caso en que n < j. El “mayor” cerrado-abierto basico posililede
o¢(I") que no contiene an;1(") se obtiene reduciendo los factorgg(") conm > n
tanto como sea necesario:
n j
Cra(Mx [ om™x [ on(M)™

m=i+1 m=n+1

El mayor exponente den(I') en talC esS o7, O
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1.3. Espacios de funciones continuas sobre compactos de Eber-
lein uniformes

En esta seccion, estudiamos los espacios de Bab@thdondeK es un producto
finito o numerable de espacios del tigg(I"). En el caso de los productos finitos, ha sido
probado recientemente por Marciszewski [49] que un espacio de Bafik¢tes isomor-
fo aco(I") siy s6lo siK tiene pesdl| y K C ag,(I") para algim < w. Este es el caso
de cualquier compacto de la forrka= [, ok (I') que puede ser sumergido dentro de
o5k (ULT x {i}) haciendox — U7X x {i}. Por tanto, es consecuencia del resultado de
Marciszewski que los espacios de Banach de funciones continuas sobre productos finitos
de espaciogi(I") sobre urm fijado son todos isomorfos. Aqui probaremos el correspon-
diente resultado para productos infinitos numerables:

Teorema 13. Seal” un conjunto infinito y(k,) una sucesion de enteros positivos. Los
espacios de Banad®([,- 0k, (")) y C(o1(I")®) son isomorfos.

Las técnicas que usaremos estan basadas en el uso de operadores regulares de prome-
dio y el llamado método de descomposicion de Pdiski desarrollados en [52] y [61]
para probar el conocido resultado de Miljutin de que los espacios de funciones continuas
sobre compactos metrizables no numerables son todos isomorfos.

Definiciéon 14. Seap: L — K una suprayeccién continua entre compactos. Un operador
regular de promedio parg es un operador positivd : C(L) — C(K) (es decifT(f) >0
sif >0)conT (1) =1k y T(xo ¢) = x para todox € C(K).

Estableceremos ademas el siguiente resultado, que es una mejora del Teorema 2, asi
como un resultado de Argyros y Arvanitakis [6] de que para cada compacto de Eberlien
uniforme K existe un compacto de Eberlein uniforme totalmente discohegel mis-

MO peso Yy una suprayeccion continialL — K que admite un operador regular de
promedio.

Teorema 15. SeaK un compacto de Eberlein uniforme de pasdexiste un subespacio
cerradoL de o1(k)" y una suprayeccion continu: L — K que admite un operador
regular de promedio.

De nuevo consideraremos qag(l') es la familia de los subconjuntos @ede car-
dinalidad a lo sumd con abiertos bésico los conjuntd¥ descritos en la Seccién 1.2.
Denotaremos pap : a3 (I")k — k(") la suprayeccion continua dada gafxy, .. ., Xk) =
X1U---UXk. Ya observamos en la Seccién 1.1 que esta aplicacion permite expresar un pro-
ducto numerable cualquiera de espa@Rd ) como imagen continua dey (IM)*. Tam-
bién usaremos la notaci@® (I') = B(I") N [0,1]". El hecho clave en esta seccion es el
siguiente Teorema 16 (algo similar puede encontrarse en [67]: la suprayeccién natural
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K2 — exp(K) = {{x,y} : x,y € K} dada por(x,y) — {x,y} tiene un operador regular
de promedio):

Teorema 16. La aplicacionp : 01(I")K — ai(I") admite un operador regular de prome-
dio.

Prueba: Para cadac di(I") denotamos pok(y) el subconunto de@~1(y) formado
por las tuplagxt,...,x<) € p~1(y) tales quex Nx/ = 0 parai # j (es decir,L(y) esta
formado por aquellas tuplas ge(y) en las que no aparece repetido ningin conjunto
unipuntual).

El operador regular de promedTo: C(a1 (")) — C(ak(I")) se define como sigue:

1
T(H)(y) = Lol,2, f(x)

La uUnica dificultad esta en probar qui¢f) es una funcién continua siempre gtie
sea continua. Asi que fijaremdse C(a1(I")), un puntoy € ok(I") y € > 0, y trataremos
de ver lag-continuidad deT (f) en el puntoy. Para cada = (X, ...,%) € L(y), comof
es continua em, existe un entornbl, dex enoy(I")¥ en el quesup,, | f(x) — f(X)| < &.
El conjuntoUy debe contener un entorno basicoxdie la forma

DL x - x Dk Uy
dondeG’ es un subconjunto finito dedisjunto conx;. Definimos un entorno dg

V — q))L/JxeL(y) Uikzl Gix\y

y probaremos quéT (f)(y) — T(f)(y)| < € para todoy’ € V. Fijamos puey €V
(en particulary C y'). En primer lugar, definimos una suprayeccionL(y’) — L(y)
de la siguiente manera: §ki,...,X) € L(y) entonces (x) = (r(X)1,...,r(X)x) donde
r(x)i = x Ny. Claramente, todas las fibrasmgenen la misma cardinalidad que llamamos
n=|r~1(x)|, de modo quéL(y')| = n|L(y)|. El hecho clave (usado en la tltima desigual-
dad de la expresion con la que concluye esta prueba) es oque lsfy) y X' € r—1(x),
entonces’ € Uy. Para ver esto, tomesge= (x1,...,X) € L(Y) y X = (X},...,X) € r1(x).

Comprobemos que € CDxGiix: Six C yentonces = x;. Six = {y} Cy \yentonces; =0
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y comoy €V, y¢ Gy de nueva( € CDSiX. Finalmente,

TOO) -TOW = |77 f(x) -

1 1 N

} rwz((2”> ””)'
1 1

N m><e§(y) (nx/er (X)(f(X/) B f(X))>‘

IA
Iy
[EE
=
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™
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/N /N
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Lemal7. (a) Seag:L — K una suprayeccion continua entre compactos que admite
un operador regular de promedioM un subconjunto cerrado d€. Entonces la
restricciong: g~*(M) — M también admite un operador regular de promedio [6,
Proposition 18].

(b) Sea{g : Li — K} una familia de suprayecciones continuas entre compactos que
admiten operadores regulares de promedio. Entonces la aplicacion profigto
[1Li — [ Ki también admite un operador regular de promedio [61, Proposition
4.7].

Prueba del Teorema 15: Sabemos que podemoK \@mo subespacio cerrado de
B(I"), de hecho como subespacio cerradoBd€¢lr) ya queB(I') puede ser sumergido
dentro deB™ (I" x {a,b}) ~ B*(I") mediante la aplicacion(x),,a = max(0,xy), u(x)y, =
max(0, —xy). Consideramos puéds como subconjunto cerrado & () siendo|l"| = K.

Seap: {0,1} — [0,1] dada porp(x) = ¥ rix; donder; = £ (2)'. Se prueba en [6] que
admite un operador regular de promedio y por tanto por el Lema 17 también la aplicacion
¢ :{0,1}9*" —[0,1" y surestricciory” : L' = (¢' )~1(K) — K admiten operadores
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regulares de promedio. El espatices un subespacio dg = (¢ )~*(B*(I)) para el que
podemos dar la siguiente descripcion:

— ¢ (x)eB ()
— @ (x)y<1
y; v

<~ Z z)rnx(yvn) <1
yel n=

= %rnNn(x) <1,

n=

X€elg

dondeNn(x) es la cardinalidad dgup(X|r.(n). Observemos ahora que s deno-
ta la parte entera dgt, entonced’ C Lo C [, 0w, (). Del Teorema 16 y del aparta-
do (b) del Lema 17 se sigue la existencia de una suprayeccion cogtirmgdln ) —
[Mh=10wm, (") que admite un operador regular de promedio. Haciendo uso del apartado (a)
del Lema 17 se tiene una suprayeccion contigua = g-*(L') — L’ que admite un
operador regular de promedio y entonces la composicién: L' — K es la aplicacion
gue se buscaba.[]

Necesitamos ahora el llamado método de descomposicion de Retgaysado para
establecer la existencia de isomorfismos entre espacios de Banach. Para dos espacios de
BanachX eY escribiremo(|Y si existe un espacio de Banazieal queX ©Z es isomorfo
aY, abreviadament¥ ©Z ~ Y. AdemasyY = (X1 X2 & - -+ )¢, denotara la sumeg de
los espacios de Banaei, X, .. .,

Y ={y=(xn) € []Xn:lim|lxa]| = O}, [ly]| = Sgpllxnll-

Teorema 18 (cf. [61], §8).SeanX eY espacios de Banach que cumplen &uU¥, Y|X y
(XBXB-)e ~ X, entoncexX ~ Y.

Si existe una suprayeccién continga L — K que admite un operador regular de
promedioT, entonce<(K)|C(L) ya queC(L) = C(K) & ker(T), cf. [61]. Esto ocurre
en particular sL C K es un retracto d&, pues en este caso el operador restriccion es
operador regular de promedio para la retraccién. Por otra parte, para garantizar la Ulti-
ma hip6tesis del Teorema 18 usaremos el criterio del siguiente Lema 19. Para espacios
topolégicoK,, recordamos que pét; &Ko @ - - - denotamos la suma topoldgica discreta,
mientras quex (S) representa la compactificacion por un punto de un espacio localmente
compactds.

Lema 19. SeaK un compacto homeomorfo@a K &K @ ---). Entonces el espacio de
Banach(C(K) &C(K) & -+ )¢, es isomorfo &(K).



1.3 Espacios de funciones continuas @

Prueba: Aplicamos el Teorema 1&a= (C(K) ®C(K) & -+ )¢, €Y = C(K). Lo tnico
que hay que comprobar es g¥dé/. Seac el punto del infinito dadx (K&K @ ---) ~ K.
EntoncesX ~Y' ={f e C(K): f(w0)=0} eY~Y' ®R. O

Prueba del Teorema 13: Selén= 01(I")“y L =[] g, (). Aplicamos el Teorema 18
aX =C(K) eY =C(L). En primer lugar, del Teorema 16 y el Lema 17(b) se sigue la
existencia de una suprayeccion contirfuak — L que admite un operador regular de
promedio y por consiguientg(L)|C(K). Por otra parteK es un retracto dé porque
para cad&, o1(I") es homeomorfo a un cerrado-abierto @gl): la familia de todos
los elementos dei (") que contienen a ciertog, ..., -1 fijados. Por tanto, también
C(K)|C(L). Queda ver, ala vista del Lema 19, queK &K & - - - ) ~ K. Para ello, fijemos
y €T ydefinamos para=1,2,...

Kn={xeK=01(MN*:yexiN---N¥X-1\X}

Los conjunto,, son cerrado-abiertos homeomorfos al pragip K es la compacti-
ficacion por un punto de su unién con punto del infirfigg}, {y},...). O
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En este capitulo estudiamos los siguientes indices topoldgicos:

Definicion 20. SeaX un espacio topoldgico.

1. Elindice de generacion compacta #eCG(X), se define como el menor cardinal
infinito k tal que existe una familiéK, : A < k} de subconjuntos compactos ¥e
cuya union es densa e

2. Elindice de.# -analiticidad deX, ¢(K(X), es el menor cardinal infinita para el
que existe un espacio métrico complbtale pesa y una uscavl — 2%,

3. Elindice de# -determinacion d&, ¢Z(X), es el menor cardinal infinite para el
que existe un espacio métritb de pesa y una usca — 2%,

4. Elindice de Nagami d¥, Nag(X), es el menor cardinal infinite para el que existe
un espacio topoldgico (completamente regubdrile pesa y una uscdvl — 2%,

5. Elndmero de Lindelof di, ¢(X), es el menor cardinal infinita tal que cualquier
cubrimiento abierto d& tiene un subcubrimiento de a lo suma@biertos.

Si X es un espacio de Banach, todos los indices se referiran siempre a la topologia
débil deX. De este modo las clases de espacios de Banach débilmente compactamente
generados, débilment# -analiticos y débil Lindel6f corresponden respectivamente con
los espacioX tales queCG(X) = w, /K(X) = w y ¢(X) = w, mientras que los espa-
cios débilmente numerablemente determinados son aquellos para I165(ye= w o
equivalentementblag(X) = w. En general, un espacio topologico se dice de Lindeldf si
¢(X) = w. Para cualquier espacio de Banacke tiene

U(X) < Nag(X) < £5(X) < £K(X) < CG(X)

La primera desigualdad puede encontrarse en [23] y se sigue del hecho de que el
numero de Lindel6f no puede incrementarse al pasar a la imagen por una usco. El resto
de desigualdades son evidentes excepto quiza la ultima, véase la Seccién 2.6.
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2.1. Numeros cardinales y espacios métricos

En esta seccidn fijaremos algunas notaciones para este capitulo y definiremos algunos
nameros cardinales que seran usados en las Secciones 2.6 y 2.7 y en el Capitulo 3. Recor-
damos que un nimero cardinalse identifica con el conjunto de los ordinales menores
quek, y en particula es un conjunto de cardinalidad y lo consideraremos también
como un espacio topolégico dotado de la topologia discretak Pdenotaremos el con-
junto de todas las sucesiones de elementog detado de la topologia producto (con
respecto a la topologia discreta en cada factor), asi como la cardinalidad de dicho conjun-
to. Finalmente2” denota la familia de todos los subconjuntosAje cuandoA = k es
un cardinal 2 también denota la cardinalidad de este conjunto.

Definicién 21. Seak un cardinal infinito:

1. El cardinal d(k) se define como el menor cardinkltal que k“ es union dei
subconjuntos compactos.

2. Seart un cardinal tal quetr < d(k). El cardinal b«(7) es el menor cardinah
para el que existe un conjunfode cardinalidadA tal queA no esta contenido en
ninguna unién de menos desubconjuntos compactos &€

Notese que siempre < d(K) < KXy T < bk(T) < K®, y quebg(t)=T1siT<K
(podemos considerar el conjurc= T x k). Todo compacto metrizable o es numerable
o tiene la cardinalidad del continuo, lued(x) = k“ parak > 2“y b, (1) = T siempre
que2® < 1 < d(k). Por otra parte, 0f(k) > w entoncex® = J,.,a%, y este he-
cho implica qued(k) = 5 4« d(|al). Los casos en que es dificil calculdfk) ocurren
cuandok es un cardinal de cofinalidad menor que el continuo. Por ejemplo, cuando
K = w referimos a [73] para informacion sobre el cardidat d(w). llustramos también
la situacion para = w,, paralo que necesitamos la siguiente observacion, gue nos sefiald
David Fremlin:

Proposicion 22. Para un cardinal infinitok, d(k) = max(d, cf([k]=?)], dondecf([k]=®)
es la menor cardinalidad de una familia cofinalde subconjuntos numerables klees
decir, una familia tal que cada subconjunto numerablekdes subconjunto de algun
miembro deA.

Mencionamos que Shelah ha obtenido gf(éw,,|=%) < wy,, cf. [22]. La prueba de
la Proposicion 22 no es dificil: € es una familia de compactos que cukfé entonces
la familia A= {{Xn: (Xi)i<w € K,n < w} : K € B} es una familia cofinal de subconjuntos
numerables d&, y reciprocamente ¢\ es una familia cofinal de subconjuntos klg/
para cada € A, Cs es una familia del compactos cubriends?, entonce® = (Jo-5Cs es
una familia de compactos que culx€.
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Sobre los cardinaleB, (T) sabemos poco méas excepto phra by (w;) [73] y el
hecho de que en algunos casos podemos establecer una relacion con el donpoido
ejemplob < bg,(wp) = bey (wp) cuandow; < d.

2.2. Elindice de.# -analiticidad

Usaremos con frecuencia la siguiente caracterizacion del indicg-d@aliticidad:

Proposicion 23. Un espacio topologicX verificalK (X) < k siy sélo si existe una usco
K® — 2X,

Prueba: Recordamos que cualquier espacio métrico conpldtgpesa es imagen
continua de un subespacio cerraddale k“: Se considera una ba§®, : A < k} dexy
M = {x € k®: diam(Oy,) < £,0x,., C Oy, }. Ademas, para cadd subconjunto cerrado
dek® existe unaretracciop: k¥ — M [43, Proposition 2.8]. Por lo tanto, & (Y) < k
entonces existe una usgo— 2X y tenemos suprayecciones conting&s— M — X
que componiendo nos dan una ugédo— 2%, O

Proposicion 24. Seanz, 2, X, Y, X, espacios topologicos.
1. SiY esimagen continua déy existe una usce: = — 2%, también existe una usco
Yoz -2,
2. SiY es un subespacio cerrado dey existe una usc : > — 2%, también existe
una uscay : 3’ — 2 siendo’ un subespacio cerrado de
Si existen uscog, : >, — 2%, entonces también existe una Ut o 2n — 2N,
4. Sise tieneX, C X y existen uscog : X, — 2%, entonces también existe una usco
Uncwin} x Zn — 2UncwXn,

w

Prueba: En el apartado (1),fsi X — Y es continua y suprayectiva basta considerar
Y(o)=f(¢p(o)). Paraelapartado (Z ={ocZ:p(o)NY #0}y (o) =@(o)NY.
En el (3) se defin@((0n)n<w) = [Mn<w ®h(0n). En el (4)Y(n,0) = gh(0). O

Las propiedades que recoge la Proposicién 25 se pueden encontrar en [23] probadas
para el indice/Z(X) y la prueba pardK(X) o en su caso parndag(X) es analoga. Es
bien conocido ademas el “caso numerable” de la Proposicion 25 (lo que resultaria de
considerar sélo si el valor de los indices es numerable o no numerable) y la demostracién
que presentamos aqui es fiel generalizacion de la de la prueba del caso numerable tal
como aparece en [31].

Proposicion 25. SeaX un espacio de Banachk/ un compacto.

1. SiY es un subespacio cerrado de entoncegK(Y) < (K(X), ¢(Z(Y) < IZ(X)y
NagY) < NagX).



@ El nimero de débil compactos que generan un espacio de Banach

2. SiY esun subconjunto d¢ conspar(Y) = X, entoncegK (X) < /K(Y), (Z(X) <
Z(Y) yNagX) < Nag).

3. SiZes un subconjunto de(K) que separa los puntos d& entoncegK(C(K)) =
IK(Cp(K)) <IK(Z,Tp) =LK(Z,W), (Z(C(K)) = ¢Z(Cp(K)) < LZ(Z,Tp) =LZ(Z,W)
yNag(Cp(K)) < Nag(Z,Tp).

Prueba: El apartado 1 se sigue del apartado (1) de la Proposicién 24.

El apartado (3) se prueba exactamente como [31, Theorem 7.1.8]: Supongamos que
existe una usc@ — 2% y llamemos.”” a la menor clase de espacios topoldgicos que
contiene & y R y es cerrada bajo subespacios cerrados, uniones discretas numerables y
productos numerables., Haciendo uso de la Proposicidn 24, también existen uscos desde
Y x ¥ x Ren24t2, 242y 2R |terando este hecho y usando también el apartado (4) de la
Proposicion 24 obtenemos que existe una tsce 2V siendow el algebra generada por
Z (es decir, el menor subespacio cerrado bajo productas)ey.”. Consideramo8 =
{f eW:||f|| <1} que es un subconjunto cerrado(®¥ 1p,). Al serW una subalgebra de
C(K) que separa los puntos He el Teorema de Stone-Weierstrass afirma\jues denso
enC(K) en la topologia de la norma, lo que implica que es suprayectiva la aplicacién con-
tinua g : (W, Tp) x (B, Tp)NY — Cp(K) dada por(f,(fn))(X) = f(X) + Tnew2 "fn(X).

Asi pues, remitiéndonos de nuevo a la Proposicion 24, concluimos que existe una us-
co 3, — 2% siendoz;, € .. Este argumento prueba qu€,(K)) < i(Z,1p) para
cualquiera de los indices= /K, /X, Nag

Queda ver qu&Z,w) =i(Z,1p) paralos indices= (K, (Z. La desigualdad(Z,w) >
(Z,1p) se sigue de que la identidad, w) — (Z, Tp) €s una suprayeccion continua. Para
la otra desigualdad, sea ah@a= {f € Z: || f|| < 1}. Comprobaremos que Eies un es-
pacio métrico yp : = — 2B.™) es una usco, entonces la misma aplicagiorz — 2(BW),
¢ (0) = @(0), es también una usco. En primer lugar, por el Teorema de Grothendieck [35,
Theorem 4.2] los débil compactos y los puntualmente compact&g de son los mis-
mos, asi que/ (o) es un compacto deB,w) para cadas. Comprobamos ahora qu#
es superiormente semicontinua: supongamoslyj@s un abierto d¢Bc k), W) tal que
@(o) Cc U. Al ser Z un espacio métrico, si no existievaentorno deo con ¢(V) C U
eso implicaria la existencia de una sucesgidy) que converge a tal queg(o,) \U #0
para todon < w. La imagen por una usco de un conjunto compacto es compacto, asi
que cada uno de los conjuntds = @({o} U{0; : i > n}) es puntualmente compacto en
Bc(k) Y por tanto también debil compacto. Tenemos ademas que la sudesigt }
es una sucesion decreciente de subconjuntos compactos no vaBigg d&lego existe
f € Mhew(An\U). Comog(o) CU, f & @(o) asi quep(o) C B\ {f}. Por la semicon-
tinuidad superior dep en la topologiar,, ha de existimg tal que@(on) C B\ {f} para
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todon > ngp, lo que es absurdo.

Finalmente, el apartado (2) se sigue del apartado (1): si tenepaogY) = X, en-
toncesy puede verse como un subconjuntoQiBx-) que separa los puntos 8g-, y la
topologia débil d& es la topologia de convergencia puntualC¢By-). [

2.3. Elindice de generacion compacta

En esta seccion veremos algunas de las propiedades elementales deC@ge
en espacios de Banach analogas a propiedades bien conocidas de los espacios débilmente
compactamente generados. La primera observacién es que para un espacio deXBanach
CG(X) es igual al menor cardinal infinito de una familia de débil compactos Hecuya
union genera un subconjunto densoXdeX = sparJ, ., K, , ya que sl Ki es una tal
familia de débil compactos y definimé& = |F|-aco(ir Ki) para cada subconjunto
finito F dek, tendremos otra familia de la misma cardinalidad cuya unién es ahora densa
(aquiaca(A) denota la envoltura absolutamente convex@daco(A) = confAU —A);
acoA) es débil compacto sh es débil compacto por el Teorema de Krein [34, Theo-
rem 3.58]). Un compacto se dice de Eberlein si es homeomorfo a un débil compacto de
un espacio de Banach, o equivalentemente (cf. [34, Corollary 12.2]) si es homeomorfo
a un subconjunto compacto @g(L) para algin compacto. Es bien conocido (ver por
ejemplo [31]) que el siguiente Teorema 27 se verifica gataw y que estas condiciones
equivalen entonces a qllesea un compacto de Eberlein. Haremos uso de este hecho y
también de manera especifica al dificil resultado de Amir y Lindenstrauss [1] que yace
tras él:

Teorema 26 (Amir, Lindenstrauss). SeaY un espacio de Banach débilmente compacta-
mente generado. Existe un conjuity un operadofT : Y* — cp(I") que esuno a unoy
continuo respecto de las topologias déleihY* y puntual erco(I").

Teorema 27. SeaK un compacto ¥ un cardinal infinito. Son equivalentes:

1. CG(C(K))<Kk.

2. CG(Cp(K)) <k.

3. Kesun subespacio cerrado de un produdte.« Ko conk factores en el que cada
Kg €s un compacto de Eberlein.

4. ElespacicK puede encontrarse coniocC [0,1]" tal quel =J, I, y para cada
xe€ K, ycadaA < k el conjunto{y € I, : x, # 0} es finito.

5. Existe una familigz de abiertod, deK queTy-separa los puntos de€ (es decir,
para cadax; # Xp existeU € % ei € {0,1} tal quex € U perox;_; ¢ U) y que
puede descomponerse eisubfamilias punto-finita® = |, . %) (es decir, para
cadaA < Kk y cadax € K {U € %), : xe U} esfinito).
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Cuando estas condiciones se verifiquen, diremo¥oegun compacto de-Eberlein.

Prueba: Que (1) implica (2) es claro puesto que la topologia débil es mas fina que la
topologia de convergencia puntual.

Que (2) implica (3): SCG(Cp(K)) < k entonces tenemos una famifi&, : A < k}
de compactos d€,(K) cuya union es densa € (K). Definimos entoncek, como el
cociente de&K por la relaciorx ~ y si 'y solo sif(x) = f(y) para cadaf € S,. CadaK)
es un compacto de Eberlein ya gBge es un conjunto puntualmente compacto de fun-
ciones continuas que separa los punto&gleluegoK, es homeomorfo a un compacto
deCp(S)). Por otra part& es un subespacio @) . K, .

Que (3) es equivalente a (4) se sigue inmediatamente del hecho, consecuencia del
Teorema de Amir-Lindenstrauss [1], de d€iees un compacto de Eberlein si y sélo si
verifica (4) para = w, si y sélo si se verifica (3) para= w, cf. [34, §11].

Para (3) implica (1), se un subespacio cerrado tle= [, Ko donde caddy
es un compacto de Eberlein. Puesto (D& ), w) es imagen continua d€(L),w) basta
ver queCG(C(L)) < k. Para cada subconjunto finffodek consideramoKr = [qcr Ka
gue es un compacto de Eberlein. La suprayeccién ndturab Ke induce un operador
uno a unoT : C(Kg) — C(L), y comoC(Kg) es débilmente compactamente genera-
do,CG(T(C(Kg))) = w. El Teorema de Stone-Weierstrass implica ahora que el conjunto
U{T(C(Kg)) : F € [K]<®}, al ser un algebra de funciones que separa los punthsete
denso erC(L), asi queCG(C(L)) < K.

Para (4) implica (5) considéretk = {x€ K :x,>q}, yel,ge Qy se definen
entonces’ g =1{Uyq:YETA}Y % = Ur<kge0 %) o-

Para (5) implica (4), sabemos que para cdda % abiertoF, existe una funcion
continuafy : K — [0, 1] tal quefy (X) = 0siy s6lo six¢Z U y en ese caso el embebimiento
K c [0,1]% dado porx+— (fy(X))uez cumple la condicion (4). Ol

Teorema 28. Un espacio de BanacK es subespacio de un espacio de Bandaton
CG(Y) < k siy solo si(Bx-,w") esk-Eberlein.

Prueba: SK = (Bx-,w") esk-Eberlein, entonce€G(C(K)) < k y X es subespacio
deC(K). Reciprocamente, sdd, } o« una familia dex subespacios débilemente com-
pactamente generados Wecuya unién es densa é&h Por el Teorema 26, para cada
existe un operador uno-a-uno débpuntualmente de norma unfy : Y; — co(l o) que
induce por composicién un operador défgilintualmente continud, : Y* — co(l ).
Tenemos asi una funcién uno-a-uno dépilintualmente continug T, : Y* — [ co(Ta)
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lo que implica quéBy- es un compacto de-Eberlein en la topologia débjlpor el aparta-
do (3) del Teorema 27. Conx- es imagen continua d&+ queda ver que:

Teorema 29. Toda imagen continua de un compactord&berlein es un compacto de
k-Eberlein.

Al contrario que en los anteriores resultados, ahora el Teorema 29 no se puede deducir
facilmente del conocido (y dificil) caso particular en que w. Es necesario ahora adap-
tar los argumentos del caso numerable a este contexto mas general. Conocemos al menos
dos formas de hacer esto. Una de ellas es seguir la prueba de [20] cambiando donde sea
necesario sucesiones convergentes por redes indicadas en el reticulo de los subconjuntos
finitos dek. El otro argumento se explica al final de la Seccion 3.1.

2.4. Familias adecuadas

Los ejemplos que presentaremos estan basados en familias adecuadas de conjuntos,
un concepto introducido por Talagrand [68], precisamente para dar ejemplos de este estilo
en el caso numerable. En esta seccion enunciaremos los hechos que necesitaremos sobre
esta construccion.

Definicién 30. Una familia.<Z de subconjuntos de un conjunto daise dice adecuada
si para cadaA, A pertenece a siy sélo si cada subconjunto finito depertenece ar'.
Asociado a tal familia, tenemos el compaktg c {0,1}2 de las funciones caracteristi-
cas de los elementos d#.

El hecho clave probado por Talagrand es el siguiente:

Teorema 31.SiA es un espacio topolégicay’ es una familia adecuada de subconjuntos
deA formada por subconjuntos cerradosfigentonces existe una usgoA — 2% siendo
X un subconjunto d€y(K,,) que separa los puntos d&, .

Prueba: El conjunto que separa los puntoX esAU {0} cuya topologia de conver-
gencia puntual coincide con la menor topologia en la que cada codjuntd es cerrado
y lauscog: A — 2X esta dada pad — {0,d}. Para verificar que es usco, basta ver que
para cada abierto basitbde (X, 1p), el conjunto{t € A: ¢(t) C U} es abierto el\. De
hecho, com® € ¢(t) para toda, basta verlo partl en entorno basico de 0 ¢X, 1p).
Tal entorno béasico es de la forma

U=Us.a = {0}U{8(t)€X:8()(Xa)=0.i=1....n}
= {O}U{S()eX:t&A=0,i=1,...n}
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siendoA; € 7. En este casap(t) C U siy sélosid(t) € U siy soélo sit € |JA;, asi que
n
{ted:ot)cU=A\JA
1
gue efectivamente, es abierto&n [

Haciendo uso de la Proposicion 25 y el Teorema 31 obtenemos:

Corolario 32. Si Z es un espacio métrico completo de peso a lo sunyoe/ es una
familia adecuada de subconjuntos cerrado2dentoncegK (C(K,,)) < K.

También haremos uso del siguiente hecho:

Teorema 33. Seas/ una familia adecuada de subconjuntos de un conjénjosupon-
gamos qu& = K, es un compacto de-Eberlein. Entonces, existe una descompaosicion
A=) D) tal que para cadax € K., y cadaA < k, x tiene so6lo una cantidad finita de
coordenadas no nulas €, .

Prueba: La prueba es analoga a la de [31, Theorem 4.3.2], cambiando donde se nece-
sita familias numerables por familias de cardinalidad a lo skntl primer paso consiste
en probar la siguiente afirmacion general:

Afirmacion: SiK es un compacto totalmente disconexoxd&berlein, entonces el
conjuntoC(K, {0,1}) € C(K) se puede expresar como una uniorkd#ebil compactos.

Prueba de la afirmacion: Consideramos la fanifiade la condicion (5) del Teore-
ma 27. Podemos suponer que cida % es un cerrado-abierto, porque si no fuera asi,
cadaU € % al serF; es union numerable de conjuntos cerrado-abiddtes|J,,,,Un
y podemos sustituir nuestra familiz original por ' = {U, : U € % ,n < w} con
la descomposicior’ = ) .k new{Un : U € %, }. Suponemos pues qug esta for-
mada por cerrado-abiertos. Sg& = % U {K\U : U € % }. Afrmamos que%; es
una subbase para la topologiaki€es decir, las intersecciones finitas de elementos de
%1 forman una base). Efectivamente,ies un abierto d& y x € Q, entonces para
caday € (K\ Q) al ser% una familiaTo-separadora existdy € %, tal quey € Uy
perox ¢ Uy. Por compacidad, existen,...,y; € (K\ Q) tales queK \ Q C [Ji_; Uy,

y X € Ni—1(K\Uy,) C Q. Luego%; es una subbase. Ahora hacemos para daeax

S =1{0,1}U{xu, Xk :U € % }. Como%, es una familia punto-finita, el conjung

es débil compacto e@(K, {0,1}) ¢ C(K) (por el Teorema de Grothendieck [35, Theo-
rem 4.2] los débil compactos y los puntualmente compactos de la b&&<deson los
mismos y por se#, punto-finita,{0} U{xu : U € %, } es puntualmente homeomorfo a
la compactificacion por un punto de un conjunto discreto@oomo punto del infinito y
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lo mismo puede decirse de los complemertbsU { xx\u : U € % }). Recursivamente,
para caddAs,...,An) sucesion finita de elementos delefinimos

Sin,an) = 1Min(f,g),max(f,g) : f,g€ Sy, )T US,:

-----

CadaS), .. 5, es debil compacto y al se¥; una subbase, cada clopenKise expresa
como union finita de intersecciones finitas de elementagdg por tantoC(K, {0,1}) =
Uxeu, kn Sk Esto finaliza la prueba de la afirmacion.

Volvemos a la prueba del teorema. Escribimos a@ji&, {0,1}) = U, . Sy siendo
Sy un conjunto débil compacto. Cadeac A induce una funciémg € C(K,{0,1}) dada
por 1i5(X) = Xx(0). Hacemod\, = {6 € A: 15 € S) }. Supongamos que tuviéramos-
xa € K=K, y A < kK tal quex tiene infinitas coordenadas no nulasZen digamos
{oh:n< w}. Como{r, :n< w} C Ay yA, es debil compacto, existg € Ay un punto
de aglomeracion de la sucesifmg, : n < w} en la topologia débil. Por una parx) = 1
ya querg;, (x) = 1 para todan. Por otro lado, al ser la familisz' adecuada, como= xa €
K = K, entonces tambiégr € K para todo subconjunto finite de A. Claramente se
tiene qudimy_.. 755, (Xr ) = O para cada subconjunto finitode <7, asi quey(xg) =0y
ademas, COmMR = Xa = liMg¢|n<0 Xk, tambiény(x) = 0, una contradiccion. [J

2.5. Espacios debilmente Lindeldf determinados con indice de
generacion compacta arbitrariamente grande

Recordamos en primer lugar algunas definiciones. Las nociones de compacto de Cor-
son y espacio débilmente Lindeldf determinado son bien conocidas, cf [34], [31]. El con-
cepto de compacto de compactord€orson ha sido estudiado en [19].

Definicién 34. Seak un cardinal infinito. Un compact& se dice dex-Corson si es un
homeomorfo a un compactoc [0,1]" para algin conjuntd de tal forma que para cada
xe Lsetieng{yel :x,> 0} <k.Uncompacto se dice de Corson si es un compacto de
w-Corson. Un espacio de Banaghse dice débilmente Lindel6f determinad B, w*)

es un compacto de Corson.

Todo espacio de Banach débilmente Lindeltf determinado es débil Lindeldf [58]. No
es cierto en general, aunque es consistenteCgki¢ sea débilmente Lindel6f determi-
nado cuandd es un compacto de Corson: se establece en [5[0f¢ es débilmente
Lindelof determinado si y s6lo 0 es un compacto de Corson con la propiedad (M), es
decir,K es un compacto de Corson tal que toda medida de probabilidad de Ra#on en
tiene soporte separable (el soporte es el conjunto de los puntos tales que todos sus entornos
tienen medida positiva). Observamos por otra parte que todo compakt&hlerlein es



@ El nimero de débil compactos que generan un espacio de Banach

dek-Corson.

Necesitaremos también el siguente hecho bien conocido de la aritmética de cardinales
(ver [46, 1 10.40]):

Proposicion 35. Si T es un cardinal infinito de cofinalidagh, entonceg < 1%. En par-
ticular, para cada cardinak existe un cardinat > k tal quet < T%.

Prueba: Si se tuviera= 1® entonces al sexo (1) = w, tendriamog® = .. ,An
donde|A,| < T (vemos ahora® como el conjunto de las sucesiones de elementa3.de
Esto permite elegir, para cada< w un elementx € 1 tal quex # y, para todoy € A,.
Al considerar la sucesiofxn)n<w € T\ Un<eAn llegamos a una contradiccion]

Teorema 36. Seak un cardinal cualquiera. Existe un espacio de Banach débilmente
Lindel6f determinadX tal queCG(X) > K.

Prueba: Existe un espacio métriéajue no puede expresarse como uniorkdsib-
conjuntos discretos; efectivamente, haciendo uso de la Proposicién 35, tomemos un car-
dinal T > K tal quet < 7%, entonceZ = 1% tiene esta propiedad porque el pesdes
T asi que sus subconjuntos discretos tienen cardinalidad menor o igual 4partir de
un tal espacio métricd, construiremos un compacto de Corsogue no esc-Eberlein.

La construccion sigue un espiritu similar a otras en [2].

Consideramos un buen orderenZ. Seag la familia de todos los subconjuntésie
Z tales que todo subconjunto finito Aees de la formg &, < ... < &} cond(&;,&j) < 1
parai < j. Notese que ésta es una familia adecuada de conjuntos y quA eadaes o
bien finita o bien numerable. De hecho el tipo de orden de cualfuies” en el buen or-
den< no puede ser mayor que+ 1 porque s{é1 < &2 < ... <&, < &wyi1} perteneciese
a .o/, entonces, = limn__.« & = &,.1 l0 que es absurdo. Por tanto= K., C {0,1}*
es un compacto de Corson y veremos que no-Eberlein.

Si K fuerak-Eberlein, por el Teorema 33 deberia existir una descomposicién
Ux <k Z) tal que cada € <7 tiene solo una cantidad finita de coordenadas en Zada
ElegimosA tal queZ, no es discreto y tomamasin punto de acumulacién dg . Encon-
traremos un subconjunto infinito dg que pertenece & lo que es una contradiccion.
Tomamost, el primer elemento dg, tal queé; € B(z 1) (estamos denotando pBfx, €)
la bola abierta con centroy radio € en el espaci@). En segundo lugar, tomamés el
primer elemento d&, mayor quet; tal queé; € B(z, %) NB(&1,1). En el pasm-ésimo, si
&1 < -+ < &y-1 ya han sido definidos tomamos coi§pel primer elemento d&, mayor
queé,_; tal queé, € B(z, %) alpliny B(Ei,%). Tras esta construcciofé, : n < w} es un
conjunto infinito dees dentro dez,.
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Finalmente, tomamaX = C(K) conK el compacto anteriormente definido. Coio
no esk-Eberlein,CG(X) > k. Por otra parte, se demuestra en [5, Proposition 4.10] que
si K es un subconjunto compacto ¢@ 1}" conl” bien ordenado y el tipo de orden del
soporte de cualquier elemento Keesta uniformemente acotado por un ordinal numer-
able, entonceK es un compacto de Corson con la propiedad (M) y por t&xiko) es
débilmente Lindel6f determinado.]

Hacemos notar que la relacion @&(X) con el resto de indices es bien diferente
porgue la cardinalidad de un espacio completamente regular de&peEsa lo sum@~
(si & es una base del espadadale cardinalidad, entonces tenemaos una aplicacién uno
aunoo — {B<c %0 c B} deZ en2”), luegoCG(X) < 2Y3X)_ Por la misma razén
CG(X) < ¢5(X)® (si ahoraZ es una base del espacio métrkcde cardinalidad pode-
mos elegir para cada € Z una sucesion de elementos de la base con intersefgipn
Estas desigualdades combinadas con el Teorema 36 muestran que también existen es-
pacios débilmente Lindeltf determinados con indiNesyX) y ¢Z(X) arbitrariamente
grandes. Los espacios de Banach tales/q¥) = w (0 equivalentementdagX) = w)
son los espacios débilmente numerablemente determinados, asi gue>pata el Teo-
rema 36 proporciona ejemplos de espacios débilmente Lindel6f determinados que no son
débilmente numerablemente determinados y de compactos de Corson que no son com-
pactos de Gul'’ko (un compact6 se dice un compacto de Gul'’koG{K) es un espacio
débilmente numerablemente determinado).

Corolario 37. Para cada cardinak existe un compacto de Corsargue no es homeo-
morfo a ningln subespacio de un producto de compactos de Gul'ke tamiores.

Prueba: Se& un compacto de Corson tal q@&(C(L)) > k - 2%, Supongamos que
L C [Ma<k La siendo cad&, un compacto de Gul'’ko. Como para cada espacio de Banach
X tenemos qUEG(X) < ¢Z(X)“ se tiene en particular que todo compacto de Gul'ko es un
compacto d@®-Eberlein, por lo tanto di C [, -« L», entonced. es dex - 2“-Eberlein,
que contradice quBG(C(L)) > k-2%*. O

2.6. La relacién entre el indice de generacién compacta y el
indice de_# -analiticidad

En esta seccidn probamos el siguiente resultado:

Teorema 38. Seank, 1, ¢ cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. K<T1<d(K)yd>b(T).
2. Existe un espacio de Banaghtal que/K(X) = k, CG(X) = T ydengX) = 0.
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Notese en primer lugar que si un espacio topolégices union der compactos
{Kj }» <7, entoncegK (Y) < T porque podemos encontrar una ugcot — 2 dada por
@(A) =K, . Usando la Proposicion 25 obtenemos como consecuencia que para cualquier
espacio de Banack,

(K (X) < CG(X). (2.6.1)

Por otra parte, siK(X) < k entonces existe una usqo. K — 2X y puesto que la
imagen de un compacto por una usco es un compaktdgs union del(k) compactos,

CG(X) < d((K(X)). (2.6.2)

Finalmente, la Gltima relacién es que para cualquier espacio de B&nach

La probamos por reduccién al absurdo. Supongamos que no se verifica la desigualdad
y llamemosd = dengX), k = /K(X) y T = CG(X) de modo qued < b (7). Tenemos
una uscap : K — 2X y podemos encontrar un subconjuita kK de cardinalidad tal
que®(Z) es denso eX. Comod < bk (T), Z es un subconjunto de una unién de menos
det compactos de®, asi queCG(X) < 1, una contradiccion.

Las relaciones (2.6.1) - (2.6.3) prueban una de las implicaciones del Teorema 38.
Antes de pasar al reciproco, veamos cual es la evaluacion de los distintos indices en un
cubo de Cantor generalizado: P&ra- {0,1}* y X = C(K) tenemos qué(X) = (K(X) =
CG(X) = K. Por una parte, clarament, 1} esk-Eberlein, mientras que por otra, las
aplicaciones coordenadia= {m, : A € K} constituyen un subconjunto puntualmente cer-
rado y discreto d€({0,1}*), lo que implica/(D) = k y ¢(X) > k; efectivamenteD es
discreto porque si) € {0,1}* es latupla que toma el valor 1 dry 0 en todos logt # A,
entonceD N {f € C({0,1}¥): f(x,) >0} = {m }, mientras qud® es cerrado porque si
f:{0,1}¥ — {0,1} es una funcién continud, ¢ D y f no constante, entoncdsde-
pende de una cantidad finita de coordenddask, 2 < |F| < wy si G es un subconjunto
finito de {0, 1} tal que{X|r : x € G} = {0,1}F y cadax, = 0 para todox € G y todo
A ¢ F, entonces(g € C({0,1}¥) : |g(x) — f(X)| < 3Vx € G} es un entorno dé que no
corta aD.

Ahora fijamos cardinaleg, T y & como en el apartado (1) del Teorema 38 y cons-
truiremos un espacio de Banach como en el aparatado (2). En primer lugar, fijaremos un
subconjuntds de k® de cardinalidadh, (7) que pueda descomponerse en una cantidad
de trozosS= |, . S verificando las dos propiedades siguientes:
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(S.1) NingunS, estéa contenido en una unién de menog dempactos de
(S.2) Existe un subconjuntd C Sde cardinalidac tal que|U NS, | < 1 para cada y
tal quexg # Yo para cualesquieray € U diferentes.

Podemos construls como sigue: SeA un subconjunto de® de cardinalidadb, (T)
que no puede ser cubierto por menogd®mmpactos dg®y A’ ={a, : A < 7} un sub-
conjunto deA de cardinalidad. Sin pérdida de generalidad, suponemos que el conjunto
U = {xe k¥ : X =XVn < w} de las sucesiones constantes es un subconjurito Bara
A<, definimosSA = {X €KY Xon = (a)\)na (X2n+l)new € A} y S= UA<TS)\-

Consideramosy la familia de todos los subconjuntdsC S que verifican las dos
siguientes propiedades:

(A.1) Existen(A) < wtal que para cualesquiexgy ¢ Adiferentes ocurre queya) 7# Yn(a)
peroxm = ym para todan < n(A).
(A.2) |JANS,| <1paracada < T.

La familia &7 es una familia adecuada de subconjuntos cerrad&; yi@or tanto si
hacemod. = K, C {0,1}°y definimosY = C(L) tendremos quéK (Y) < k. De hecho,
(K(Y) = k porque sU es un conjunto como en (S.2) entonces todos los subconjuntos de
U pertenecen & y por tanto existe una copia ¢, 1} dentro de_ y como observamos
anteriormente(K(C({0,1}*) = k.

Por otra parte, la propiedad (A.2) implica quec {0,1}° es un compacto de-
Eberlein (la particiors= |, -, Sy cumple las condiciones del Teorema 27(4)) y por tanto,
CG(Y) < 1. Comprobamos ahora q@&(Y) = 1. Supongamos, por reduccion al absurdo
quelL est’-Eberlein para algim’ < 7. Entonces por el Lema 33 podemos encontrar una
particionS= {J;_ A tal que cada elemento detiene s6lo una cantidad finita de coor-
denadas no nulas en cafia Analicemos por un momento lo que esta condicion significa
para los. Para un subconjunte dek", denotaremos

Fxk™"={xeKk?:(X,...,%n-1) €F}

y si G C k™ con m > n escribiremos= < G si las restricciones de los elementos de
G a las primeras) coordenadas constituyen precisamente el conjént&l hecho de
gue no podamos encontrar un conjunto infiftale A; cumpliendo (A.2) ni tampoco
(A.1) con n(A)=0 implica que existen conjuntos finiths C K y Gy C T tales qued; C

Fox k20U, <G, 1 - Analogamente, prestando atencién en cada paso a los confuntos
tales quen(A) = n, podemos encontrar recursivamente para cadav conjuntos finitos

Fan C K"y Gn C 1 tales queFn 1 < Fn, Gno1 C Gy A C Fn x K""UUj g, S+ Esto
implica que para cada< 1’ podemos encontrar un compa&io= ., Fn x k~" dek®



@ El nimero de débil compactos que generan un espacio de Banach

y un conjunto numerabl€; C 1 tales quedi C KiUU, g, S - Por consiguiente,

S::LJKMJ LJ S.

i<t AU Gi

Como| Ui Gi| < T'-w < 1, podemos tomako ¢ ;- Gi y entoncesS, estéa cubierto
por T’ < T subconjuntos compactos @&, lo que constituye una contradiccion.

Hasta aqui, sabemos quK(Y) = k y CG(Y) = 1. Como |§ = b(T), éste es el
peso del C {0,1}S (no puede ser menor por la relacion general (2.6.3)), de modo que
dengY) = b (7).

Finalmente, consideramos el espaXie= C(L) & co(d). El espaciocy(d) es débil-
mente compactamente generado, asi@®Bgey(d)) = w = (K(cy(d)) y dengcy(d)) = d.
Todos estos indices, cuando se consideran sobre un producto finito, toman como valor el
maximo de los valores en cada factor, asi §ues el espacio que buscabamos.

2.7. Elnumero de compactos que generan un subespacio

En esta seccion probaremos el Teorema 39:

Teorema 39. Seark, 1, 0 cardinales infinitos. Son equivalentes:

1. 1<d(k)yd>bg(1).
2. Existe un espacio de Banaehy un subespaci®¥ de X tales queCG(X) = Kk,
CG(Y)=rtydengY)=29.

La situacién es bastante similar a la de la seccion anterior. Supongamos que estamos
bajo las condiciones del apartado (2) del Teorema 39.1Qu& es evidente. Siendé
un subespacio cerrado de (K(Y) < ¢/K(X), asi que usando (2.6.2) obtenemos

T=CG(Y) <d(/K(Y)) <d(¢/K(X)) <d(k),
y como/K(Y) < K, por (2.6.3),

O =dengY) > by v)(CG(Y)) = b v)(T) = by (T).

Para la otra implicacién del Teorema 39,1sk min(k,d), es suficiente tomaX =
C({0,1}%)®co(d) eY =C({0,1}") ®co(d). Porlo tanto, de ahora en adelante suponemos
quek <1 <d(K)Yy d >bg(1), y adaptaremos un ejemplo de Argyros [31, Section 1.6]
con modificaciones similares a las que llevamos a cabo en la prueba del Teorema 38. En
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primer lugar, tomamos igual que en aquella prueba un subcorfloita® de cardinal-
idadby (T) que puede descomponerseretnozosS= (J, .. S, verificando (S.1) y (S.2).
Consideramos el compacto C [0,1]° que consiste en las funciones de la forﬁm
(xa es la funcion caracteristica del conju{ppara algin naturai y algin conjuntoA
satisfaciendo:

(B.1) Para cualesquiera dos elementos distirigs A, ocurre quUey # Yn PEroXm = Ym
para todan < n.

(B.2) |ANS,| < 1paracada < T.

Puesto que la descomposici8n= ({0 € S: 0|, =t} verifica las condiciones
del Teorema 27(4) para= % K es un compacto de-Eberlein y como, de nuevd
contiene una copia dg, 1}, CG(C(K)) = k. Para cad@ < Sconsideramos la funcién
“proyeccion” f; € C(K) y definimosY como el subespacio d¢ = C(K) generado por
{fs : 0 € S}. Para cada < 1, se sigue de la condicion (B.2) q4é, : 0 € S, } U {0}
es un subconjunto puntualmente (por tanto débilmente) compadBjkde Por tanto,
CG(Y) < 1. Suponemos por reduccion al absurdo Q&Y) = 8 < 1. El resto de la
prueba sigue esencialmente [31, Theorem 1.6.3]. Como consecuencia del Teorema de
Amir-Lindenstrauss, podemos encontrar un conjunto de generadoiégidda forma
{ys:d € Ajtal qued =, oAy {ys : 6 € AT} U{0} es homeomorfo en la topologia
débil a la compactificacién por un punto de un conjunto discreto, siendo 0 el punto del
infinito. Definimos una funcidf : Sx A — R comoF (0, 93) = Ys(X(qa})-

Afirmacion 1: Paracada € S 1 < |{d € A: F(0,0) # 0}| < 6. Prueba: si el con-
junto fuese vacio, comfy; : & € A} generaY eso significaria qug(x;s) = 0 para todo
y €Y lo que es falso pana= f,. Por otra parte, como 0 is el punto limite en la topologia
débil de{ys : 6 € A} cada conjuntdd € A" : |[F(0,5)| > &} es finito.

Afirmacion 2: Para cada € A, [{o € S: F(0,0) # 0}| < w. De hecho, cada uno de
los conjuntos{o € S: |[F(0,90)| > %} es finito porque podemos encontrar un elemento
y € Y que es combinacion lineal de ciertfig, ..., fx con|ly—ys|| < %n y en este caso,
siempre quéF (0,8)| > 1 debe ocurriio = ¢' para algari < k.

A partir de estas dos afirmaciones, usando un argumento de saturacién encontramos
una particionS= (J,., '« ¥ conjuntos disjuntod,, todos estos conjuntos de cardinal-
idad a lo sumd tales que siempre qi€ g, d) # 0 existea < A talquec €Tz y d € A4.

Como|l'¢| < 8 podemos enumerarlo coMd@ : v < 8} (con repeticiones si fuese
necesario). Definimos entoncEs = {0 : a < A} de modo qu&S=J,,.g Zy. Ademas,



@ El nimero de débil compactos que generan un espacio de Banach

parav < 8, me Ny n < 0 definimos

1
Sumn = {ae S,:30 e Y5(X{o}) > m}'

Por la afirmacion 13y = Uy, Zvmp Y @ademass= U, g m<w,n<6 Zvmy-

En la prueba del Teorema 39 mostramos que siempr&gaalescompone en menos
de 1 piezas, existe un conjunto infinith C Sverificando (A.1) y (A.2) y contenido en
una de las piezas. Esto se traduce ahora en que de nuevo, existe una pieza de la descom-
posicionS = Uv<97m<w7n<9 Zymn, €s decirv < 8, m< w, N < 6y un conjunto infini-
to A cumpliendo (B.1) y (B.2) para ciertoy que esta contenido €ym;, escribimos
A= {0 :i < w}. Seaaq; el Unico ordinal tal ques; € M,,. COMOA C 5, 0; = 0, y si
i # j entoncesy; # aj. Ademas, puesto queC X,m, para cada, existed € A" tal que
Y5 (X{ai}) > r—ln Notese que si# j entoncesy € Ag, asi qued & Ag; € Y5 (X(o;3) =0.

Sea ahor® un subconjunto finito d&. Entonces para cadac 2 tenemos

fa(%XB) = %XB(G) :% 2 Xi03(0) :% 2 foXioy):

o’eB o’eB

Por lo tantoy(1 Xs) = 1 Y o'e8Y(X{07}) Paracady € Y. Ahora sed; C B, C -+ una
sucesion de subconjuntos finitosAleuya union es\. Entonce#xgj — %XA y asi
1 1

: 1 1
ya (7 xa)l = 1im Jys (7 xe))l = T1ya(Xa)| > 1

Esto es una contradiccion ya qf§ : i < w} C A asi que converge débilmente a
0. O

2.8. Indices de Nagami y# -determinacion

Esencialmente, el Ginico ejemplo de un espacio de BaXacrhel queZ(X) < /K(X)
es debido a Talagrand [69] (véase también [25] donde se generaliza esta construccion),
una variacion del cual puede tomarse de caracter de denwidanmplemente, si se susti-
tuye el conjuntdr de [69, p. 78] por un subconjunid C T de cardinalidado; tal queT’
contenga arboles de indice de derivacion arbitrariamente grande, se obtiene un ejemplo
con estas propiedades). En este da3X) = w < w; = /K (X). Este ejemplo no se presta
tan facilmente a generalizaciones como las llevadas a cabo en las secciones anteriores y
ni siquiera sabemos si existen espacios de BaKamn w < ¢Z(X) < /K(X).
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Respecto al indice de Nagami, se da en [23] un ejemplo de un espacio topMbgico
conNagY) < ¢Z(Y). Damos a continuacion otros ejemplos de tales espacios de la for-
maY = Cp(K) conK compacto. Esto todavia no proporciona ejemplos de espacios de
Banach en los que los dos indices no coinciden porque no esta claro si el indice de Naga-
mi es el mismo para la topologia puntual y la topologia déb{Cde): la prueba de que
C3(C(K)) =£3(Cp(K)) 6 (K(C(K)) = K(Cp(K)) (Proposicion 25 6 [23] depende fuerte-
mente en el hecho de que los puntos de acumulacion en espacios métricos son limites de
sucesiones.

Teorema 40. Para cada cardinal infinitak existe un compactl{ que verifica las desi-
gualdadedNag(Cp(K)) < k < CG(Cp(K)).

Prueba: Consideramos el espatie= k¥ (El producto dex espacios discretos de
cardinalidadk) que tiene pese y la familia adecuadas de todos los subconjuntdsde
T tales que existd < k tales que para cualquigrZ y enA, X|p ) = Ylor) Y Xa 7 Ya-
TomamosK = K_,. Sabemos por el Teorema 31 que existe una Tisee~ 2°(K) cuya
imagen separa los puntos@gK). Por la Proposicion 25, esto implica oNag(Cp(K)) <
K. Supongamos ahora giefuesek-Eberlein. Entonces, por el Teorema 33, podriamos
encontrar una descomposicidn= ;. Ti tal que todo conjunto de/ tiene solamente
una cantidad finita de elementos en c&d&ncontraremose T = kX tal quet ¢ T; para
ninguni < K, obteniendo asi una contradiccion. Lo definimos recursivamente. El conjunto
{Xo:x € To} C Kk esfinito asi que podemos escotyeiera de él. Esto va a garantizar que
t & To. Si ya hemos definidg araj < i, el conjunto{x; : x € Ty y x; =t; paratodoj <i}
es finito, asi que podemos escotyduera de él. Esto garantizara qug T;. [

Corolario 41. Para cada cardinal infinitar existe un compacti que verifica las desi-
gualdadedNag(Cp(K)) < 19 < £Z(Cp(K)).

Prueba: Consideram#ésel compacto dado por el Teorema 40 para el cargiralr®,
de modo quéNag(Cp(K)) < 1% <CG(Cp(K)). Ademas, comEG(Cy(K)) < £3(Cp(K))®
se tiene que® < (Z(Cy(K))?y por tantor® < £Z(Cy(K)). O

2.9. Compactos de-Gul'koy k-Talagrand

En esta seccién exponemos las pruebas de los Teoremas 44 y 45 que constituyen anal-
ogos de los correspondientes resultados conocidos de caracterizacion de los compactos
asociados a espacios débilmerteanaliticos y débilmente numerablemente determina-
dos conocidos como compactos de Talagrand y compactos de Gul'’ko respectivamente.
Las demostraciones de estos resultados que presentamos aqui siguen el mismo esquema
gue las del caso numerable, tal y como aparecen en [31]. De hecho, varios de los argumen-
tos reproducen literal o casi literalmente otros que pueden encontrarse en los Capitulos 6
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y 7 de [31].

Por conveniencia, introduciremos las definiciones de compactes@el’ko y K-
Talagrand en términos de inmersiones en cubos:

Definicion 42. SeaK un compacto ¥ un cardinal infinito.

1. Diremos queK es un compacto de-Talagrand si es homeomorfo a un compacto
L ¢ [-1,1)* para el que existen subconjuntfas : s € k(®)} deA tales que para
cadas > 0, cadax € K y cadao € k! existen tal quex solo tiene una cantidad
finita de coordenadad enA, con|xs| > €.

2. K esk-Gul'ko si es homeomorfo a un compadta- [—1,1]2 para el que existe
un conjuntoX C kK y una familia de subconjuntdss : s € k(®)} deA tales que
A =Uges Nnenfol, Y tales que para cada > 0y cadao € % existen € N tal que
x tiene solo una cantidad finita de coordenadasnA;, con|xs| > €.

Notese que todo compacto deTalagrand es de-Gul'ko y que todo compacto de
Kk-Gul'ko es dex-Corson.

Definicién 43. Sea” un conjunto & un espacio topoldgico. Definimos el siguiente subes-
pacio dele (X x ),

C(EZxT)={f €lu(ZTxT): flkxr € co(K x ") para todoK C = compactg

Teorema 44. Seax un espacio de Banachkyun cardinal infinito. Son equivalentes:

1. (2(X) <k (resp./K(X) < K).

2. Existe un operador uno a uno déb#-puntualmente continub: X* — ¢y (I X Z)
para algun conjuntd” y algun espacio métrico (resp. espacio métrico completo)
de peso menor o igual que

3. La bola dualBx- es un compacto de-Gul'’ko en la topologia débil (resp. un
compacto dex-Talagrand).

Teorema 45. SeaK un compacto ¥ un cardinal infinito. Son equivalentes:
1. K esk-Gul'ko. (resp.k-Talagrand).
2. 1Z(C(K)) <k (resp.f/K(C(K)) < k).
3. (5(Cp(K)) < Kk (resp.lK(Cp(K)) < k).

Una consecuencia del Teorema 45 es que un compagte cumpleZ(C(K)) < Kk
es un compacto de-Corson. Algunas de las propiedades elementales de un conkpacto
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de k-Corson son lag-monoliticidad (la adherencia de un subconjuntd<dde cardinal-
idad menor o igual que tiene peso menor o igual qu® y la k-estrecheztightnessen
inglés) (la adherencia de un conjuia_ K es igual a la union de las adherencias de los
subconjuntos d& de cardinalidad menor o igual qud. Estas dos propiedades se prue-
ban en [23] para los compactkiscon /> (C(K)) < k con argumentos mas elementales.

La principal herramienta para demostrar los Teoremas 44 y 45 en el caso numerable es
un resultado de VVaSak [74] que asegura la existencia de resoluciones proyetivas separables
de la identidad en espacios de Banach débilmente numerablemente determinados. En este
caso, lo que ocurre es que en un espacio de BaXautn (Z(X) < Kk existe unak-k-
resolucién proyectiva de la identidad, que es lo mismo que una resolucién proyectiva
separable de la identidad salvo que las componentes, en lugar de ser separables tiene en
general tamafio menor o igual ggeDe forma precisa:

Definicién 46. SeaX un espacio de Banach de caracter de densidagk y sea también
{Py : kK < a < u} una sucesion transfinita de proyeccionesXefes decir, operadores
Py : X — X tales quePy o Py = Py) conP = 0, P, = 1x. Diremos que esta sucesion de
proyecciones es unk-resolucion proyectiva de la identidad &nsi se verifican:

1. ||P«|| =1 paratodoa.

2. dengPy (X)) <|al.

3. PyoPg=PgoPy =Pgsiempre quax <3 < a.

4. Up<a Ps+1(X) es denso en norma &% (X).
Diremos que la sucesion de proyecciones eskharesolucion proyectiva de la identi-
dad. si se verifican las popiedades 2,3 y 4 anteriores ademas de

1'. ExisteM € R tal que||Py|| < M para todoa.
5. deng(Py+1—Py)(X)) < k para todoa.

Una herramienta fundamental para encontrar resoluciones proyectivas de la identidad
son los llamados generadores proyectivos, introducidos por Orihuela y Valdivia [59]. En
nuestro caso necesitamos lo siguiente:

Definicién 47. Seak un cardinal infinito yV un espacio de Banach. Ukrgenerador
proyectivo erV es un par(W, ®) dondeW es un subconjunto uno-normante\dé con

W espacio vectorial, o : W — 2 es una aplicacion multivaluada que toma por valores
conjuntos conjuntos de cardinalidad menor o igual guial que para cada conjunto no
vacioB c W conB espacio vectorialp(B) NB* = 0.

Recordamos qua" = {v* € V* :v*(a) = 0Va € A} y queW se dice uno-normante si
para cada €V se tiene qudv|| = sup{x*(v) : x* € WNBy- }. Los prueba de la Proposi-
cion 51 requiere una serie de lemas y aunque es practicamente idéntica a la de su par-
ticularizacion para = w, no obstante la incluimos a continuacién. Recordamos que si
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V es un espacio de Banachdyc V, At = {v* € V* : v*(a) = O para todaa € A} y si

BcCV* B, ={veV:b(v) =0paratodd € B}. El primer lema, Lema 48 es una car-
acterizacion de las proyecciones en espacios de Banach y referimos a [31, Lemma 6.1.1]
para su prueba.

Lema 48. SeaV un espacio de BanachAC V y B C V* conjuntos tales qué y B son
espacios vectorialegal| = sup{x*(a) : x* € BNBy:} paratodoac Ay A-NB" = {0}.
Entonces existe una proyecciBnV — V, es decir, un operador tal queo P = P, con
IPll=1,,P(V)=AP10)=B,yP (V") =B"

Lema 49. SeaV un espacio de Banach¥ C V un subespacio. Sé& un subconjunto
deV* conW espacio vectorial y sea® : W — 2V y W:V — 2W dos aplicaciones
multivaluadas que toman como valores conjuntos de cardinalidad menor o igual.que
Seal] un cardinal infinito y seayy C V y Bo C W conjuntos de cardinalidad menor o
igual quel. Entonces existen conjuntdg C ACV y By C BC W tales queANY =
ANY, Ay B son espacios vectorialeg| < k-0, |B| < k-0 y®(B) C Ay W(A) C B.

Prueba: Igual a la de [31, Lema 6.1.3]. S'eaV — Y una aplicacién que asocie a
cadav € V un puntof(v) € Y tal que|lv— f(v)| < 2dist(v,Y) = inf{|v—y|| 1y € Y}.
Recursivamente construiremos sucesiones de conjdatas®, C --- CVy By C By C
-+~ C W como sigue. Si ya hemos definidpy B; parai =0,...,n— 1, hacemos

An= {_eriVi Vi € A 1U (A1) UD(Br1),ri €Qi=1,....mm< w}

m
B“:{.er“fik:‘fiﬁ €EBn1UW(A1), €Qi=1,....mm< w}
=

Sean ahord = U, An Y B = Unh<wBn. Claramentedy B sonQ-espacios vectoriales,
luegoA y B sonRR-espacios vectoriales. También es claro (ple< k- [, |B| < k - [J,
®(B) c Ay W(A) C B. Sélo queda ver quAnY = ANY. Seay € ANY, de modo que
existe una sucesiofs; : i < w} C A que converge § Para cada< w escogemos; tal
quea; € A,. Entonces

I (@) =yl <[ f(a) —all +[la —y|| < 2dist(&,Y) + [ —y|| < 3[|a —y|| — 0
cuanda — . Comof (&) € f(Ay) C An+1 C A se sigue quge AnNY. O

Lema 50. SeanV, Y, W, ® y W como en el lema anterior. Supongamos ademas que
pu = dengY) > k. Entonces existen familigA, : k < a < u} y{Bys:k < a < u} de
subconjuntos d& y W respectivamente tales queg, D Y y para cadak < o < j se
verifican

1. Ay yByg son espacios vectoriales,
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Ay NY =AsNY,

|Aa| < |aly[Ba| < [a
®(Ba) CAq yW(Aq) C By,

Ag CAq YBg C By siempre ques <3 <a,y
Aa = U[3<a Aﬁ+lv BOI = UB<0{ BB+1-

Prueba: Igual a la de [31, Proposition 6.1.4]. Sea — Y la misma aplicacién
que definiamos en el lema anterior. §§a : K < a < pu} un subconjunto denso dé
Haremos una construccion recursiva@nSi hacemo#y = {yx}, Bo=0y 0 =K en
el Lema 49 obtenemos conjuntds C ACV y By C B C W y definimos precisamente
Ax+1 =AY Bxi1 = B. Fijamos ahora €]k + 1, 4] y suponemos que hemos construido
yaAq y By parak < a < ycon todas las propiedades requeridas y adefiflg) C Ay
sik < B < a. Siyes un ordinal limite, definimo8, = Ug<,Aa ¥ By = Ug<yBa- Si
y=0-+1esunordinal sucesor, aplicamos el Lema#9& As UU{ys} U f(As), Bo=Bs;

y O =|y| y definimosA, = Ay B, = B como los conjuntos que proporciona dicho lema.
La Unica propiedad a verificar que no es evidente es el hecho da,qu¥ = A,NY
cuandoy es un ordinal limite. Para esto, sea A,NY y {a :i < w} una sucesién en
Ay que converja & € Y. Tenemos qué f(a) —y|| < 3||a —y|| — O cuandoi — w0y
f(a) € f(Ag C Ag 1 C Ay paraalgung; < y. Portantoy € AyNY. [

R

Proposicion 51. Si un espacio de Banach admite grgenerador proyectivo, entonces
tiene unak-resolucién proyectiva de la identidad.

Prueba: Igual a la de [31, Proposition 6.1.7]. $8a®P) un k-generador proyectivo
del espacio de Banadh. SeaPs = 0 el operador nulo. Para cadace V escogemos un
subconjunto numerabl¢/(v) de W tal que||v|| = sup{x*(v) : X* € W(v)NBy-} lo que
podemos encotrar al Sé&f uno-normante. De esta manera hemos definido una aplicacion
multivaluada¥ : V — 2" que toma valores numerables. El Lema 50 paraV nos
proporciona conjunto§A, 1 Kk < a < u}y {Bq : kK < a < u} verificando las propiedades
alli indicadas. Sea €]k, u]. Para cada € Ay, comoW(A,) C By, tenemos que

llall = sup{x*(a) : X* € W(a)NBy-} <sup{Xx“(a): X" € B4 NBy-} < ||a]

y como®(B,) C Ay Yy (W, ®) es unk-generador proyectivéyy N1By € ®(Bg) NBy =
{0}. Se sigue entonces del Lema 48 la existencia de un operador proyBgcdn— V
con Py (V) = Aq, P;1(0) =By, y Pi(V*) =B, . Los operadore§P, : k < a < u}
constituyen un&-resolucion proyectiva de la identidad, al cumplir los conjudig} vy
{Bq } las propiedades del Lema 50

Teorema 52.SiV es un espacio de Banach c(V) < k entonces existe utrgenerador
proyectivo elV. De hecho, existe une-k-resolucién proyectiva de la identidad ®¥nh
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Prueba: Siguiendo la prueba de [31, Proposition 7.2.1], sabemos que existe una us-
cop: ¥ — 2BW dondeX’ es un espacio métrico de peso menor o igual kjueiego
>’ € k. Para cadac k(©) definimosYs=J{¢(0): 0 € ¥',0 >~ s}. Paracadgd cV*y
cadas € k(?) encontramos un conjunto numeralig(&) C Ystal queinf{y(&):y e Y} =
inf{y(&):y € ®s(&)}y definimos entonce® : V* — 2V comod(&) = U{Ps(&) :s€ S}.
Claramented es una aplicacién multivaluada que toma valores de cardinalidad menor o
igual quek. La comprobacion de qu&’*, ®) es un generador proyectivo es ahora idénti-
ca alade [31, Proposition 7.2.1]. El Gnico punto que quizas requiera alguna aclaraciéon es
el hecho de que para cadee 2/, ¢(0) = ﬂn<wm" (la clausura se toma &By«,w")),
pero esto es consecuencia inmediata de la semicontinuidad superigrp&) entonces
existen débil abiertos disjuntos dé**, ¢(o) C U y ve V y por la semicontinuidad su-
perior existe un entornd/ de o tal que@(W) C U lo que implica que ha de existir un
n < wtal queYy, NV = 0.

Al tenerV un k-generador proyectivo, tiene uraresolucion proyectiva de la iden-
tidad. Supongamos que existiera algun espacio de Bahawn /Z(V) < K y sin una
K-k-resolucion proyectiva de la identidad. Supongamos\Wjae de caracter de densidad
minimo u entre los espacios con esa propiedadvHEray una resolucién proyectiva de la
identidad{Py : k < a < u}. Para cada, deng(Py+1—Py)(V)) < u asi que existe una
K-K-resolucion proyectiva de la identidad @ 1 — Py )(V), {Qq g : kK < B <|a|}. “Pe-
gando” todas estas resoluciones obtenemoxtkaesolucion proyectiva de la identidad
enV llegando asi a una contradiccion. De manera mas precisa, s€haeePy +Qq g
y reordenando lexicograficameni@ () < (a’,f')sia <a’oa=a'y B < B'), las
Px g constituyen unx-k-resolucion proyectiva de la identidad én [

Prueba dg1 = 2) en el Teorema 44: Sep: 3’ — 2% una usco cort’ a espacio
métrico (resp. un espacio métrico completo) de pesdenemos unx-k-resoluciéon
proyectiva de la identidafiQq } k<a<y. EScogemosgvi }i-« un subconjunto denso de la
bola unidad d€Qg+1 — Qq)(X). Para cadd a escogemos” € ¥’ tal quev] € ¢(g%).
DefinimosZ = k x ¥’ (consideramog como conjunto de cardinalidad dotado de la
topologia discreta); = k x [K, 1)y

T:V' —c(kxZ xkx[k,u))

por T(V¥)joia =V (V') sii=]jy o= qg” mientras queT (V")iq,jo = 0 en otro
caso. Tenemos que comprobar que la imageiT dest4 realmente dentro del espacio
ci(k x ' x K x [K,H)). Tomemos pueK C X = k x ¥’ un compacto, de tal forma que
existe un conjunto finitd= C k y un compactdK’ c ¥’ tal queK c F x K’. Suponga-
mos por reduccién al absurdo que, para algtiy algin € existe un conjunto infinito
SCF xK'xT con|T(v)¢| > ¢ para todo € S. Podemos suponer qie= {i} y S
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es una sucesion de la fornia, = (i, ks, 1, an)} dondek, = ai”” € K’ y los ay, son todos
diferentes. EntonceB(v*)s, = v* (V™). Notese quei™ € ¢(a™) C @(K’) y comog(K')
es débilmente compacto existe V un punto de acumulacion de l¢g™, n < w}. Co-
mo cada/™ pertenece a una pieza distinta de la resolugfre (Qq,+1 — Qq,)(X), esto
obliga a quev = 0. Esto entra en contradiccion con el hecho de|que*)s,| > €. O

Prueba d€2 = 3) en el Teorema 44: De (2) sabemos ¢ue- Bx- un conjunto pun-
tualmente compacto del espadie- c1(Z x I') conZ un espacio métrico (resp. completo)
de pesx . El espacic es un subespacio @&’ (respectivamente, podemos suponer que
> = K%, cf. seccion2.2). De hecho, confoes acotado, podemos suponer ¢ues un
subconjunto de la bola unidad deK c Bz  [—1,1]**". Afirmamos queA =3 x 'y
sus subfamiliads = {(0,y) € A: Oljengis) = S} Verifican la definicion que hemos dado
de compacto d&-Gul'ko. Supongamos por reduccién al absurdo que podemos encon-
trarxe K, e >0y o € % tales que para cadac N existen infinitosd € A, tales que
IX5| > €. Entonces es posible construir una suce$id= (on, yn)} C Atal que|xs | > &
para cada y tal queoy|, = d|,. Esto contradice el hecho de que ¢, (Z x M), puesto
que{o,:ne N}U{o} es un subconjunto compacto He [

Prueba dg1 = 2) del Teorema 45: Supongamos ddec [—1,1% y que tenemos
una familia{As : s€ k(@} y 3 c k® como en la Definicién 42 de compacto de
Gul'ko (o k-Talagrand). Entonces, el conjunfoJ {0} puede verse como un subcon-
junto deC,(K) que separa los puntos #ey se tiene una usce : > — 28910} dada por
®(0) = Nhen o}, U{0}. Cadagp(o) es compacto, ya que de la Definicion 42 se sigue que
¢(o) es homeomorfo en la topologia de convergencia puntual a la compactificacion por
un punto de un conjunto discreto con punto del infifitBara ver que es superiormente
semicontinua, supongamos ogp@r) C U siendaJ C C,(K) un abierto. Com® € ¢(0),

U contiene un entorno de 0 de la forva= {f € Co(K) : [f(X)|<€i=1,....m} CU
para ciertos<},...,x™ € K. Por la Definicién 42 de compacto dgeGul’ko, existe un
numero naturdk tal queF = {3 € Ay : \x‘a\ > ¢} es finito (podemos suponer que se trata
del mismon para todos los € {1,...,k}). Al serF finito, podemos encontrar también
K > ktal queF NNk Ag|, C Nnenlol,- En €se casV = {T € Z: T|x = J[x} es un
entorno deg y @(1) C U siempre qua € W.

Prueba2 = 1) del Teorema 45: Se sigue inmediatamente de la implicadiéa 3)
del Teorema 44 puesto q¥eC Bey-. [

Prueba d¢3=- 1) del Teorema 44: Se sigue de laimplicaci@s= 1) del Teorema 45
ya queX C C(Bx+). O

Definicion 53. Una familia bien ordenada de abiertos es una fam{ligs : £ < a} de
abiertos indicada en un ordinat tal queU; C U; siempre que < (.
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Definicion 54. Seak un cardinal infinito. Un compact& se dicek-fragmentable si
existen familias bien ordenadas de abier{qw? & <0y} A<k} queTp-separan los

puntos de&K, es decir, para cada,y € K diferentes existeh, & tales que}Ué‘ N{x,y} =1.

Por un resultado de Ribarska [65] un compactoegsagmentable segln esta defini-
cion si y solo si existe una métrica que lo fragmenta, si y solo si existe una casi métrica
que lo fragmenta.

Teorema 55. Todo compacto de-Gul'’ko esk-fragmentable.

Prueba: Es completamente analoga a la de [31, Theorem 7.2.8], que corresponde al

casok = w. Seal. C [—1,1]* un compacto d&-Gul'ko y {As: s€ k(@1 conjuntos como
en la Definicién 42. Para caga k), 0 < p< w, sea/g}, = {{xeL:x; > 1} : 6 € A5}

Wep=1{xeLlixs< —%} : 0 € As}. De esta manera tenemos una fanitia= |, #v
de abiertod=; de L que Tp-separan los puntos dey con la siguiente propiedad: Para
cadax € L y cadaW € # existev < K tal queW € %, y ord(x, #;) < w (denotamos
ord(x,% ) = |[{U € % : x € U}|). Definimos ahora los siguientes subconjuntos cerrados
del:

Xmv ={XxeL:ord(x,#y) <m} v<K, Mm<w

Para cadan < wy v < k definiremos una familia bien ordenada de abiefig%" }.
Empezamos por hacef™ = 0, V"™ = L \ xn,. Supongamos que ya hemos definity
paratoday <&y definamoé/g“’. Sea/vgw =Up<e V. Sinl“" =L hacemoS/g“’ =L
y terminamos el proceso. En caso contrario, escogemet. \ng“" tal que

ord(xo, #) = max{ord(x, #y) : x € L\Wg™ }.

Notese que existe tah y ord(xp, #,) < mya queL\Wg“" C LAWY = Xi. Definimos
entonces

Ve =W UMW € #4, %0 € W}
Esto finaliza la construccién de Wg“". Queda ver que las familias bien ordenadas de
abiertos{{vgm" & <amy}:m<w, v <k} To-separan los puntos de Searx; y x, dos
puntos distintos dé. ExisteW € 7 tal que|W N {xq,x2}| = 1, digamosW N {x1, %z} =
{x1}. Es mas, sabemos que existe w tal queW € #, y m=ord(xy, #,) < w. Asi pues
X1 € Xy Yy sea =min{{ : xq eVZmV}. Ahorax; € WﬂVEmV\UkEVZm". La forma en que
definimosvg”" garantiza qu&V > VEmV \Uz<e Vzm" de modo quex; gZVEm" \Uz<e Vzm" y
comoxy € Vi \ Uz V™ ha de existif < & tal que|V;" N{x, Xz} =1. [
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3.1. Compactos de Radon-Nikodym y generalizaciones

El concepto de compacto de Radon-Nikodym es debido a Reynov [64] y se define
como un espacio topolégico que es homeomorfo a un‘débihpacto del dual de un
espacio de Asplund. Recordamos que un espacio de Bafiashde Asplund si cada
subespacio separable ¥¢iene dual separable. En [56], se da la siguiente caracterizacion:

Teorema 56. Un compactK es de Radon-Nikodym si y solo si existe una métrica infe-
riormente semicontinud enK que fragmenta.

Recordar que una funcid@n: Y — R de un espacio topoldgico a la recta real es infe-
riormente semicontinua $y : g(y) < r} es cerrado el para cada numero real

Es un problema abierto si la imagen continua de un compacto de Radon-Nikodym es
un compacto de Radon-Nikodym. Arvanitakis [9] ha abordado este problema del siguien-
te modo: siK es un compacto de Radon-Nikodynvy. K — L es una suprayeccion
continua, entonces tenemos una métrica inferiormente semicouitsniareK, y si que-
remos probar que es Radon-Nikodym, debemos encontrar tal métrida éim candidato
natural es el siguiente:

di(xy) = d(rmi(x),m}y)) =inf{d(t,s) : 7I(t) = x, 7I(s) =y}

La aplicaciond; es inferiormente semicontinua, fragmehtges una casi métrica, es
decir, es simétrica y se anula si y sOlask y. Pero no es una métrica porque en gene-
ral, falla la desigualdad triangular. De este modo, Arvanitakis [9] introduce el siguiente
concepto:

Definicion 57. Un compactd. se dice casi Radon-Nikodym si existe una casi métrica
inferiormente semicontinua que lo fragmenta.
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La clase de los compactos de casi Radon-Nikodym es cerrada para imagenes contin-
uas pero se desconoce si coincide con la clase de los compactos de Radon-Nikodym o con
la de sus imagenes continuas. Aparecen en la literatura al menos otras dos superclases de
las imagenes continuas de los compactos de Radon-Nikodym. Reznichenko [8, p. 104]
define un compacth como fuertemente fragmentable si existe una méttiqae frag-
mental tal que cada para de puntos diferenteg tienen entornos d-distancia positiva.
Namioka [57] demostré que las clases de compactos de casi Radon-Nikodym y fuerta-
mente fragmentables son iguales. La otra superclase es la de los compactos numerable-
mente inferiormente fragmentables, introducida por Fabian, Heisler y MatouSkova [33].

El siguiente Teorema 58 muestra, para- w, que esta clase también coincide con las
otras dos. De hecho la condicién (2) del Teorema 58 patav es exactamente la defini-

cién de compacto numerablemente inferiormente fragmentable, mientras un resultado de
Namioka [57] establece que la condicién (1) cuarde w es equivalente a ser un com-
pacto de casi Radon-Nikodym.

Introducimos algunas definiciones y notaciones. Un subconflinteK x K se dice
gue es un casi entorno de la diagonakdgs6] si contiene a la diagonal d€, Ax C C,
y para cada subconjunto (cerrado) no vdcia K existe un abierto relativo no vacid
delL tal queU x U c C. Una pseudométricd sobreK diremos quee-fragmentaK si
{(x,y) € Kx K :d(x,y) < €} es un casi entorno de la diagonal./Ses una familia de
funciones puntualmente acotada sokreéefinimos la pseudométrica

da(x,y) = supf| F(x) — f(y)| : f € A}.

Teorema 58. SeaK un subconjunto compacto de1,1]" y k un cardinal infinito. Son
equivalentes:
1. Existe unafamiliglC, : A < k} de casi entornos cerrados de la diagonalki¢al
que, ««Cy = Ak.
2. Para cadag > 0 existe una descomposici@iK) = [J, .« ¢ €n conjuntos aco-
tados tal qued, . e-fragmentaK para cadaA.
3. Paracadas > O existe una descomposicibnr=J, . ') ¢ tal qued, , e-fragmenta
K para cadaA.

Cuando se cumplan estas condiciones, diremosKjwes un compacto de-casi
Radon-Nikodym.

Prueba: SK verifica (1) definimos entonces para cada (A1,-.,A0), Cy =NIL1Cy,
gue es un casi entorno cerrado de la diagonal, y

Mie={feCK):|f(x)—f(y)| <& paratodax,y) € C; } N {f : | f]~ <n}

Cadadr, . e-fragmentaK puesto qu&€; es un casi entorno de la diagonal. Por otra parte,
para probar qu€(K) = Uy ') ¢ para cada, obsérvese que para cualqufee C(K) los
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conjuntos

Cy={(xy) eKxK:[f(x)~f(y)| > ey (xy) €Cy}
constituyen una familia de subconjuntos compactok dek con interseccion vacia, por
lo que debe existil = (A1,---,An) conn > ||f||. tal queC; es vacio y en ese caso
fe A)T,s'

Que (2) implica (3) es evidente identificando cada coordepadacon la correspon-
diente funcion continua sobke.

Supongamos que se verifica (3). Conitq, e-fragmentaK, esto significa que cada
conjuntoC, p = {(x,y) € KxK:dr, (xy) < %} es un casi entorno de la diagonal, que
es ademas cerrado. Por otra parte, nétese que pard caday p < w, (x,y) €C, ,siy
s6l0 sifx, —yy| < % para todoy € Iy , luego

1
MCip= {(X,Y) L%y — Yyl < = paratodoy e rA’p:r} W
Ap peN P A<K

O

Teorema 59. Si K es un compacto de-casi Radon-Nikodym ¥ : K — L es una
suprayeccion continua, entonde®s dek-casi Radon-Nikodym.

Prueba: Sigue un argumento similar al de Namioka [56] de que la imagen de un com-
pacto fragmentable es fragmentable y la de Arvanitakis de que la imagen de un compacto
de casi Radon-Nikodym es un compacto de casi Radon-Nikodym. Veamos en primer lugar
que siC es un casi entorno de la diagonalkieentonced (C) = {(f(x), f(y)) : (x,y) € C}
es un casi entorno de la diagonalldé&eaX C L cerrado. Usando el lema de Zorn, encon-
tramos un subconjunto cerratfode K minimal entre aquellos que cumpléiY) = X.

Al ser C un casi entorno de la diagonal existeabierto relativo no vacio d¥ tal que

U xU c C. La minimalidad de¥ implica que ha de existv C f(U) abierto no vacio de

X (si no existiera se tendriigY \U) = f(Y \U) = X), el cual cumple qu¥ xV C f(C)

lo que concluye la prueba de qiiéC) es un casi entorno de la diagonalldeSi ahora

K es dek-casi Radon-Nikodym, existe una familia de casi entornos de la diagoral de
{C) : A <k} con(,.«Cy = Ak y podemos suponer que dicha familia es cerrada ba-
jo intersecciones finitas. Veamos qUg., f(Cy) = AL. Si (X,y) € L x L\ AL, entonces
f~1(x) x f~1(y) es un compacto dé x K disjunto conAx, asi que por compacidad y por
ser la familia{C, : A < k} cerrada bajo intersecciones finitas ¢ay.,C, = Ak existe

A < k tal queCy N (f~1(x) x f~1(y)) = 0. En este cas(x,y) ¢ f(C)). O
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Teorema 60. Seank un cardinal infinito yK c [—1,1]" un compacto d&-casi Radon-
Nikodym
1. Existe una descomposicién= U, .q(«) [ tal que cadadr, fragmentaK.
2. Sit < K es otro cardinal infinito \{I'| < bk (7) entonces exist8 < 1y una des-
composicion = J,-¢l o tal que cadadr, fragmentak.

Prueba: Tenemos para capa: w una descomposicion = [, .y , tal que cada
dr, , %-fragmentaK. Para cady € I' escogemow(y) € K tal quey € Npwl o(y),-
La observacion clave es la siguiente:B5C K es compacto entonces,.;(y)cg; frag-
mentaK: Efectivamente, al seéB es compacto, el conjunte = {0, : 0 € B} es finito
para cadap < w. Ocurre entonces ques = {y: d(y) € B} C Uyce M p Y poOr tanto
dry <max{dr, ,: A € F} lo que implica quelr, %-fragmentaK. El apartado (1) se sigue
inmediatamente de esta observacion yakfdes union dal(k) compactos. Respecto al
apartado (2), el conjuntd = {a(y) : y€ '} C k® tiene cardinalidad menor qux (1)
asi que por la definicién de este cardiAgbuede cubrirse paf < T compactos d&®,
A C Ug<q Ba. Definimos entonceB, = {ycrl :a(y) € By}. O

Corolario 61. SiK es un compacto de casi Radon-Nikodym de peso menob gue
by (wr) entonceK es un compacto de Radon-Nikodym.

Prueba: Podemos vé& C [—1,1]" con|I| < by aplicar el Teorema 60 para= w
y T = wy obteniendo una descomposicibr-= |J,., 'n con la propiedad de que cada
fragmentaK. En este casd = y,_,2 "d, es una métrica inferiormente semicontinua
gue fragment&, de modo que&K es un compacto de Radon-Nikodym por el Teorema
56. O

Notese que el Teorema 60 muestra algo mas fuerte que el Corolario 61: siempre que
se tenga un compacto de casi Radon-Nikodym en un cubo de tamafio merwovajae
existir una descomposicién numerable de las coordenadas del cubo que atestigua el hecho
de queK es de Radon-Nikodym. Se sigue de un resultado de Arvanitakis [9] un hecho
similar en cubos de Cant¢0,1}':

Teorema 62 (Arvanitakis). Si K c {0,1}" es un compacto de casi Radon-Nikodym,
entonces existe una descomposicion numefiabite J,, ., tal que cadadr,, fragmenta
K,y por tantoK es un compacto de Radon-Nikodym.

El ejemplo que sigue muestra que ese tipo de descomposiciones no existen en general
aunque el compactd se de Radon-Nikodym, incluso metrizable.

Proposicion 63. Existe un conjunt® de cardinalidadb y un subconjunto compackode
[0,1]" homeomorfo al conjunto de Cantf®, 1} tal que para cualquier descomposicion
I = Unpen Mn existen € N tal quedr, no fragmente.
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Prueba: En primer lugar, tomamésun subconjunto d&" de cardinalidacd que
no puede ser cubierto por una cantidad numerable de compactos. Llamamos entonces
A= {y:yeTl,ne N} al conjunto de todos los términos de los elementds. d&finimos

K' = {x€ {0,1}" N : X, n = X, v Siempre quen = vy }.

Obsérvese qu€’ es homeomorfo 0, 1}": para cada € A escogemog?, n® € I' x N
tal que)d = a; en este caso tenemos un homeomorfigthe— {0, 1} dado porx —
(Xy2,n0) acA-

Ahora, consideramos el embebimierto{0,1}"*N — [0,1]" dado por

o=(26))

Afirmamos que el espack= g(K’) € [0,1]" es el que buscdbamos. Fea Jpey M
cualquier descomposicion numerable [deComol no puede estar contenido en una
union numerable de compactos KE, ha de existim € N tal quel’, no esta contenido
en un compacto. Para esteeso quiere decir que para algun natumat N el conjunto
S={ym:ye N} C Aesinfinito. Consideramos

yel

Ko = {x € K’ : x,x = 0 siempre quex ¢ S} C K.

Por las mismas razones qé, Ko es homeomorfo al conjunto de Cant@, 1} por

la aplicacionKo — {0, 1}S dada porx — (X na)acs. Tomemos dos elementos distin-
tosx,y € Ko. Entonces, debe existir alggne ', tal quex,m # Yym, Y esto implica que
lp(x)y — @(y)y| >3~y por tantodr,(¢(x), @(y)) > 3~™. Esto significa que cualquier
subconjunto no vacio d@(Kp) de dr -didmetro menor qu8 ™ es unipuntual. Sdr,
fragmentard, eso implicaria que(Ko) tiene un punto aislado, lo que contradice el he-
cho de que es homeomorfo al conjunto de Caf@pt}. O

Finalmente, enunciamos el siguiente resultado, generalizacion de un resultado de Ar-
vanitakis [9] que afirma que un compacto es de Eberlein si y sélo si es un compacto de
Corson y de casi Radon-Nikodym.

Teorema 64. Un compactoK es dek-Eberlein si y s6lo es a la vez un compacto de
k-Corson y un compacto de-casi Radon-Nikodym.

La demostracion es practicamente idéntica a la que se da en [57, Theorem 6] del caso
K = w, que es una variacion sobre la prueba original de Arvanitakis [9]. No obstante la
presentamos a continuacion con todo detalle )Sea espacio topoldgico® un casi en-
torno de la diagonal d¥. Un subconjunt®) C X diremos que e8-pequefio dJ xU C C.
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Asociado al casi entorn@ tenemos un proceso de derivacionXémpara cada compacto
no vacioF C X y cada ordinabr definimosF (%) recursivamente:

« FO > =F,
» Fl@ ﬂB<a () si ar es un ordinal limite,
. F(B“) P)\ {U : U es abierto relativ€-pequefio d& (P)}.

Sia < o’ entonced (@) c F(@). Seany el menor ordinal tal qué (%) = @ (existe al
serC un casi entorno de la diagonal). Nétese que d&da es compacto, lo que implica
quedp no es un ordinal limitegtg = B + 1. Denotamomx (F) = Bo, Z(F) = F(@(F)),

Lema 65. Usando la notacién anterior,
1. Z(F) es un subconjunto compacto no vaciordgue puede ser cubierto por una
cantidad finita de abiertos relativds-pequefios d&(F).
SiF; C R, entonces\”) ¢ F\%) para cadaa y a(Fy) < a(F).
3. SiNn<wFn # 0 entonces existe < w tal queZ(FL N ---NFK) N Fy # 0 para todo
m< w.

N

Prueba (este lemaes [57, Lemma 3]): Sélo el tercer apartado requiere algunos detalles.
SeaGy = Nk Fx. Por el apartado (2p(G1) > a(Gp) > ---. Existe por tantk < w tal
quea (Gx) = a(Gm) paratodan> k. Param> k, Z(Gy) N\Fn= Gl((“(Gk” NFm > G (&) =
G — 7(Gpy) # 0. Param < k, Z(G) NFm D Z(Gy) NG = Z(Gy) £ 0. O
Definicion 66. Una familia{Yy : y € I' } de subconjuntos de un conjunicse dice que es
puntok si|{yeT :yeY,}| <k paracaday €Y, punto-finitasi{yc:yeY,}| < w

para caday € Y y se dicek-punto-finita sil’ = (J,., ¢ ¥ cada una de las familias
{Yy 1y e 4} es punto-finita.

Lema 67. Seak un cardinal infinito,X un espacio topoldgico € un casi entorno de
la diagonal deX. Sean{A,:yc '} y {By: y e '} familias de subconjuntos no vacios
de X tales que para cadg € I', Ay es compactod, C By y (A, x (X\By))NC = 0. Si
{By:ye T} espuntok, entoncedAy : y € I} esk-punto-finita.

Prueba: Analoga a la de [57, Theorem 4]. Usamos la siguiente notacion: para cada
subconjuntd¥ del,

ZW) ={Z(A,N---NA) ' W,..., ke P k< w}.
Notese queZ (V)| < max(w, |W|). Definimos también

H(W)={nerl:ZNnA, #0paraalgarZ € Z(¥)}.
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Observar qu& C H(W) y afirmamos ademas que
(*) [H(W)] < max(k,|¥)).

Para probar esto, bastara ver que para Zad& (W) se tieng{n € : ZNA, #0}| <k.
Supongamos que no fuese asi, es decirfjoé\, # 0 para mas d& elementos).Por
el Lema 65(1)Z = U,-xUn donde cad&J, esC-pequefio, es decid, x U, C C. Existe
n < ktal queU,NA, # 0 para una cantidad mayor guede elementog. Nuestra hipote-
sis nos dice queA; x (X\ By)) N (Un xUy) = 0, de donde se sigue qugn (X\Bp) =0
siempre quéJ, NA, # 0. Por tanto|{n € : 0 # U, C B, }| > k lo que contradice el
hecho de qug¢B, : y € I'} es puntok.

La prueba del Teorema 67 es por induccionlgnSi || < k no hay nada que pro-
bar. Sea ahor@l > k un cardinal tal que el Teorema 67 es cierto siempre|gue O y
veamos que también se verifica cuafido= 0. Supondremos que= [ es un cardinal.
Definimos recursivamente familisé, C I' paraa < I" del siguiente modd¥y =0= 0,
Vg1 = (B+1)UH(Wp)y finalmenteWy = g Wp Si a es un ordinal limite. Notese
queWy C Wg cuandoa < By UgrWa =T. Ademas, por la desigualddd) tenemos
que|¥q| < max(k,|al).

Para cadar < I seal g = Wy11\ Wo. Entonced 4 : o < '} es una particion de
con|lg| <max(k,|a|) < T paracada < I'. Porlahipotesis de inducciohg = U,y
siendo{Ay : y € '} una familia punto-finita para cada< k. Seal’, = {J,.r [y. Para
completar la demostracion bastara comprobar que la faféiljay € 'y } es punto-finita
para cadav < K. Para ello, es suficiente mostrar que si tenemps. a, < --- < Ty
yj € T o, €ntonces);, Ay, = 0. Supongamos por reduccion al absurdo Qye, Ay, # 0.
Entonces por el Lema 65(3) exidte: w tal que

Z(AyN---NAy) NAy, # 0 para todam < w.

Comoyi,..., %k € Wa+1, ¥m € H(Wq+1) C Wo,+2 para todom < w. Se sigue entonces
queym € Moy = Y1 \ Wa,, cuandoam > ay+ 2, que es absurdo.[

Lema 68. Seak un cardinal infinito,K un compacto de&-casi Radon-Nikodym y sea
{Ay:yeTl} y{V,:yerl} familias de subconjuntos no vacios Ketales que, para
caday €I, A, es cerradoy, es abierto yA, C V,. Si{V, : y € I'} es puntok, entonces
{Ay : y e I'} esk-punto-finita.

Prueba: Como la de [57, Corollary 5], sf&, : A < K} una familia de casi entornos
cerrados de la diagonal, cerrada bajo intersecciones finitas tgl|gueC, = Ax. Para
caday, (A, x (K\Vy))NAx = 0, asi que por compacidad, ha de exidijir< k tal que
(Ay x (K\Vy)) NC,, = 0. De esta forma, podemos escribi= U, . 'y de forma que
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(Ayx (K\Vy))NC, =0paracady el ,.PorelLema67{A,:yecT,} esk-punto-finita
para cada, y por tanto tambiénlo efA, : yc y}. O

Prueba del Teorema 64: Puesto #ues un compacto de-Corson, existe una familia
{fy: y eI} de funciones continuas sobie f, : K — [0, 1], que separa los puntos de
K (para cada # y existey con f,(x) # f,(y)) y tal que para y tal que para cada K,
{yeT : f,(x) > 0}| < k. Denotemos poH el conjunto de los racionales del intervalo
10,1]y, para cadar = (q,y) € H x I sea

Ua = f, (10, 1)), Aa = f, *([0,1]) y Vo = f, (10, 1)).

Las familias{Aq : a € H xT'} y {Vq : a € H x I'} verifican las hip6tesis del Lema 68, asi
que{Ay : o € H x '} esk-punto-finita y por tantqU, : a € H x '} también ex-punto-
finita. De hecho{U, : a € H x '} es una familia de abiertds, deK queTo-separa los
puntos deK, asi queK esk-Eberlein. [

Una generalizacion de un resultado de Roman Pol [63] dada por Bell y Marciszewski
[19] afirma que, dado un cardinal infinikg un compactd esk-Corson siy solo <L,(K)
es imagen continua de un subconjunto cerrad&d@ )" para algin conjuntb (% ()
es el espacid U {c} en el que los puntos de son aislados y los entornos deson
los complementos de los subconjuntosidde cardinalidad menor o igual qeg. Una
consecuencia inmediata de este resultado es que la imagen continua de un compacto de
k-Corson es un compacto @eCorson. Esto combinado con el Teorema 64 que acabamos
de probary el Teorema 59 (la imagen continua de un compaatecdsi Radon-Nikodym
es dex-casi Radon-Nikodym) prueba el Teorema 29 (la imagen continua de un compacto
dek-Eberlein es un compacto deEberlein).

3.2. ElInumero de conjuntos de Asplund que generan un espa-
cio de Banach

Una clase de espacios de Banach intimamente ligada a los compactos de Radon-
Nikodym es la de los espacios Asplund generados. Recordamos que un subcAnjunto
de un espacio de Bana&hse dice que es un conjunto de Asplund si la pseudoméixgica
fragmenta la bola cerrada &€ en la topologia débil Resulta que un espacio de Banach
X es de Asplund si y sélo 8x es un conjunto de Asplund. El espacio de Bandcte
dice Asplund generado si existe un conjunto de Asplénal queX = sparn(A), cf. [31,

1.4]. Ocurre que un compadkoes de Radon-Nikodym siy s6loG{K) es Asplund gene-
rado, y siX es Asplund generado entond@&sx-,w*) es un compacto de Radon-Nikodym,
aunque el reciproco no es cierto en general [31, 1.5]. Los espacios de Banach cuya bola
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dual es un compacto de casi Radon-Nikodym se estudian en [33]. De manera similar a
como haciamos en el Capitulo 2, introducimos los siguientes indices:

Definicién 69. SeaX un espacio de Banach.

1. El indice AG(X) es el menor cardinal infinitax para el que existe una familia
{A) : A < k} de conjuntos de Asplund ehtales queX =spari{A) : A < k}.

2. ElindiceLF(X) es el menor cardinal infinite tal que (Bx-,w*) es un compacto
de k-casi Radon-Nikodym.

El indiceLF (X) desemperia respecto A&(X) un papel analogo al del indi¢& (X)
respecto d€G(X).

Teorema 70. SeaX un espacio de Banach. Se verifican las siguientes relaciones:
1. LF(X) <AG(X)
2. AG(X) <d(LF(X)).
3. dengX) > by rx)(AG(X)).

Prueba: Se& un subconjunto denso en normaBle de cardinalidadlengX). Los
apartados (2) y (3) se siguen del Teorema 60 aplicado al comigae®) - ) C [—1, 1",
Para el apartado (1) tomambsina unién deAG(X) subconjuntos de Asplund d&x con
X =span y usamos el apartado (3) del Teorema 58]

Obsérvese que debido al Teorema 59 el indfeex) se reduce en subespacios, es de-
cir, LF(Y) <LF(X) siY es un subespacio de Esto no es asi para el indiB&(X) puesto
gue existen subespacios de espacios Asplund generados que no son Asplund generados,
cf. [31]. Sin embargo, tenemos el siguiente corolario al Teorema 70:

Corolario 71. SiY es un subespacio de un espacio de Bar¥adue verifica la desigual-
daddengY) < bagx)(AG(X)™) entonceAG(Y) < AG(X).

Corolario 72. SiX es Asplund generado¥es un subespacio @€ de caracter de den-
sidad menor qué entonce¥ es Asplund generado.

Hacemos notar que la cota que da el Corolario 72 no puede mejorarse, porque por el
Teorema 39 exist¥y débilmente compactamente generad@ an subespacio no débil-
mente compactamente generadaXgeondengYy) = b. Por un resultado de Orihuela,
Schachermayer y Valdivia [58], un espacio de Banach es débilmente compactamente ge-
nerado siy solo si es a la vez Asplund generado y débilmente Lindel6f determinado. Esta
segunda propiedad se hereda a subespacios [38], luego los etagisconstituyen un
ejemplo de un subespacio de un espacio Asplund generado de caracter de degsilad
no es Asplund generado.
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3.3. Compactos de Radon-Nikodym totalmente ordenados

En esta seccion probaremos un resultado acerca del problema de la imagen conti-
nua de los compactos de Radon-Nikodym de naturaleza diferente a lo presentado en las
secciones anteriores. En primer lugar damos la defincién de compacto casi totalmente dis-
conexo. Denotamos palg 1 ([0,1]") el subespacio di@, 1]" formado por los elementos
tales que todas sus coordenadas salvo una cantidad a lo mas numerable pef@ridce a

Definicién 73. Un compacto se dice casi totalmente disconexo si es homeomorfo a un
subespacio d&;q 1, ([0, 1)") para algan conjuntd .

Esta clase contiene tanto a los compactos totalmente disconexos como a los compactos
de Corson. Fue introducida por Arvanitakis [9] que probo el siguiente resultado:

Teorema 74 (Arvanitakis). Todo compacto de casi Radon-Nikodym casi totalmente dis-
conexo es un compacto de Radon-Nikodym.

El resultado principal de esta seccidn es el siguiente:

Teorema 75. SeaK compacto totalmente ordenado fragmentado por una casi medrica
EntonceXK es casi totalmente disconexo.

Recordamos que un compacto se dice totalmente ordenado si existe una relacién de or-
den total< enK de modo que los intervalos abierfasb| forman una base de la topologia
deK.

Corolario 76. SeaK un compacto totalmente ordenado de casi Radon-Nikodym. En-
toncesK es un compacto de Radon-Nikodym.

Tras la prueba del Teorema 75, daremos ejemplos de compactos totalmente ordenados
de Radon Nikodym. Mencionamos que sin embargo no es posible encontrar compactos
totalmente ordenados que sean compactos de Corson no metrizables, cf. [37]. No sabe-
mos si un compacto fragmentable totalmente ordenado ha de ser un compacto de Radon-
Nikodym.

Pasamos a la prueba del Teorema 75. Comenzamos con un par de lemas reformulando
el concepto de espacio casi totalmente disconexo, el segundo de los cuales en el contexto
de los compactos totalmente ordenados.

Lema 77. Para un compactd& son equivalentes:

1. K es casitotalmente disconexo.
2. Existe una colecciof(F, Hi)}ici de pares de subconjuntos cerradosikdéal que

a KnNH;=0paracada €.
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b) Para cadaxenkK, el conjunto{i € | : x¢ K UH;} es numerable.
¢) Para cada par de puntos distintasy enK existei € | tal quex € F ey € H;
0 viceversa.

Prueba: Pargl) = (2), supongamos qui€ C %o 1,([0, 1]"). Para cadg € I y cada
parr,sde numeros racional®< r < s< 1, llamamos = (y,r,s),

F={xeK:x,<r}

Hi = {xeK:x,> s}

Estos(F,H;) satisfacen todas las condiciones deseadas. Reciprocamente, supongamos
gue tenemos una familia como en (2). Para dager el Teorema de Urysohn, existe

una funcién continud; : K — [0,1] tal que fi(F) = {0} y fi(Hi) = {1}. En este caso
tenemos un embebimienfo K — 213 ([0, 1]") dado porf (x) = (fi(X))ie;. O

Lema 78. Sea(K, <) un compacto totalmente ordenado. Son equivalentes:

1. K es casi totalemente disconexo.

2. Existe una familig (&, bi) }ier € K x K tal que
a) a<b
b) Para cadaxenkK, el conjunto{i €1 : & < x < bj} es numerable.
c¢) Paratodox <yenkK, existel €| tal quex<ag < b <y.

Prueba: Clarament€) implica (1) porquel =] — «,a] y H; = [bj, 40| verifican
las condiciones del Lema 77. Reciprocamente, supongamos que tenemos una familia
(Fj,Hj)jes como en el Lema 77. Tomemos corqi@;,bi) }ic; el conjunto de todos los
pares erK x K tales que

1. a<b
2. Existej(i) tal que
a) & € Fj4) ybi € Hj;) o viceversa.
b) No existe ninglnx € Fj;) UHj; tal que
a < x<b.

El hecho de quéi €1 : g < x < bj} es siempre numerable se sigue del hecho de que
siempre qug (i) = j(i’) ei #1’, los intervaloga;, bj| y ]ay, by/[ son disjuntos.

Six <y, suponemos que existe algfie J tal quex € Fj ey € Hj. Sean en ese caso
z=max{t e Fj:t <y}yZ =min{t € H; : z<t}. Entonces(z,Z) es igual &a;, bj) para
alginielyx<ag <b <y. O
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Prueba del Teorema 75: Sdauna métrica que fragment&. Construimos nuestra
familia {(a;,b;)} € K x K del Lema 78 como sigue. En primer lugar, $éa,b;) }ici, €l
conjunto de todos los pares de sucesores inmediatos (es decir, todos Ibstales que
el interval abiertda;, bj| es vacio). Para> 1, en virtud del lema de Zorn, podemos elegir
una familia(a;, bi)ici,, maximal para las siguientes propiedades:

1. g <b.
2. El d-diametro dda;,bj| es menor qué/n.
3. [a,bi]N[aj,b;] = 0 para todo par de indices diferentegenl,.

Tomamod = U, oli ¥ (&, hi)ier como la familia requerida en el Lema 78. La condi-
cion (a) de dicho lema se verifica claramente mientras que la condicion (b) se sigue de
la propiedad (3) de la definicion dg. Solo la condicion (c) necesita ser comprobada.
Tomesex < yy supongamos que

(A) no existe ningun indicetal quex < g < b <.
Esto implica, por la definicién dk, que no puede encontrarse ningln par de suce-
sores inmediatos entsee 'y, lo que significa que el intervala, y| es conexo (y por tanto

también todos sus subintervalos).

No es posible que para todoexistaj € I, tal quejx,y[C]a;j,b;[. Esto es porque por
la propiedad (2) dé&,, el d-diametro déx,y[ seria 0O, lo que es absurdo. Por tanto,

(B) para ciertan € w fijo, no existe ningarn € I, tal quex,y[Claj, bj].

Afirmacion 1: Existe € I, tal que o bierg; €]x,y[ 0 b €]x,y].

Prueba de la afirmacién: Si taho existiera, la afirmacion (B) nos dice entonces que
X, y[N]a;, bi[= 0 para todad € |,. Comod fragment&K existe un intervalo abierto no vacio
Ju,v[C]x,y[ ded-didmetro menor qu%. Podemos suponer (puesto que todos los interva-
los son conexos) que inclum V] C]x,y[ y en ese caso, el pén,v) podria ser afiadido a
la familia { (a;, by) }ic, 10 que contradice su maximalidad.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que eiislig tal quea; €]x,Y[.

Afirmacion 2: Existej € |, tal queb; €]x, a].

De nuevo, si taj no existe, entonces, a;[N]a;, b;[ es es vacio para todce I, y seria
posible afiadir un par de elementay €]x, & a la familia{(aj,b;)};c, contradiciendo
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la maximalidad de ésta.

Finalmente, repitiendo el mismo argumento de las dos afirmaciones, encontramos al-
gunk € I, tal quefay, bx] C]bj, &y esto es una contradiccion con la afirmacion (A}l

A continuacién damos algunos ejemplos de compactos de Radon-Nikodym totalmente
ordenados. Namioka [56] probé que la “linea larga extendidetefided long linen in-
glés) es un tal ejemplo. Esta linea se construye a partir del intervalo de ordhalgs
afiadiendo una copia del intervalo abierto r@all) entre cada par de ordinales numer-
ablesa < a + 1. Este ejemplo puede verse como un caso particular de la siguiente cons-
truccion:

Sea{S }new UNa sucesion de conjuntos bien ordenados talesSgueS,. 1. Supon-
dremos que todos Id$, tienen el mismo minimo y el mismo méaximo. Sgal conjunto
totalmente ordenad®= J,c,, Sh y seaSla complecion de Dedekind & EntoncesSes
un compacto totalmente ordenado y ademas:

Proposicion 79. El espacioS_es un compacto de Radon-Nikodym.

La “linea larga extendida” se obtiene tomando cdgel intervalo ordinalO, e ] y
construyendds, ., afiadiendo un punto entre cada dos elementos consecuti&sde
ejemplo mas complicado aparece con el miSn@ero construyends,, ; afiadiendo una
copia de[0, w;| entre cada dos elementos consecutivoSd&n este cas8no contiene
ningun abierto metrizable no vacio.

Prueba de la Proposicion 79: Parg ¢ S x< y definimos:

1
- min{n:x,y|NS, # 0}
mientras quel(x,y) = 0six=y, y d(x,y) = d(y,x) six >y. Obsérvese que:

d(x,y)

1. ComoSesla complecion de Dedekind 8esix < y entoncessn|x,y| es no vacio.
Esto implica qual(x,y) existe y es un real positivo siempre qug y.

2. Unasencilla verificacion caso por caso muestradysetisface la desigualdad trian-
gulard(x,2) < d(x,y) +d(y,2).

3. Lamétricad es una métrica de Reznichenko, es decir, cada par de puntos diferentes
X # y tienen entornos respectivbisy V a d-distancia positiva (Io que significa que
inf{d(u,v) :ue U,ve V} > 0). Efectivamente, sk < y y existe algirz €]x,y],
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entoncesx,z N Ses no vacio y exista € SyN|x, z para algdm. Entonceg — oo, u|
y Ju, +o0[ son entornos é-distancia al menos. La otra posibilidad es que, y[ sea
vacio. Entonces forzosamente Sy por tanto,y € S, para algum. En este caso
(—o0,y[ y ]X, o[ son entornos de ey ad-distancia al menos.

4. Lamétricad fragmentaé DadoL un subconjunto cerrado &con mas de un pun-
toyne w, seax=min(L) ey=min{ze€ S, : z> x}. Entoncesl. N (—o,y[ es un
abierto relativo no vacio de ded-diametro menor que.

Por un resultado de Namioka [57], un compacto es de casi Radon-Nikodym si y so6lo
si esta fragmentado por una métrica de Reznichenko. /B tealmente ordenado, por el
Corolario 76, es un compacto de Radon-Nikodym. O

3.4. Compactos de Radon-Nikodym y la propiedad de Lindelof

En esta seccion, caracterizamos los compactos de Radon-Nikodym y casi Radon-
Nikodym en términos de la estructura uniforme del compacto y la propiedad de Lindelof.
Nuestro primer resultado, el Teorema 82, pone en relacion el Teorema 80 de Namioka [56]
de caracterizacion de los compactos de Radon-Nikodym en términos de uniformidades,
el Teorema 81 de Cascales, Namioka y Orihuela [24] y la estructura uniforme.

Teorema 80 (Namioka). Un compactdK es de Radon-Nikodym si y sélo si existe una
sucesion{C,} de casi entornos de la diagonal cerrados tales e, Cn = Ak Y ademas
CnoC, C Cy_1 para cadan.

Teorema 81 (Cascales, Namioka, Orihuela)SeaK c [—1,1]° un compacto. Entonces
la métrica uniformedp fragmentaK si y sélo si el espacio topolégidd, y(D)) es un
espacio de Lindeltf, donde @ammatopologiay(D) se define tomando como base de
entornos de& € K los conjuntos de la formdy € K : | fo(x) — fa(y)| < €¥n < w} siendo

€ > 0y {fh:n< w} unafamilia numerable de elementose

En la prueba del Teorema 82 puede verse que las fan#jagienen dadas como
U, ={U :U D C,} para losC, del Teorema 80 mientras que la topologia descrita en el
apartado (5) resulta ser yatopologia del Teorema 81

Teorema 82. SeaK un compacto ¥ la familia de todos los entornos de la diagonal de
K. EntoncesK es un compacto de Radon-Nikodym siy sélo si existe una descompaosicion
U =\JT U tal que:

l. %n C %n+1.
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o

Para cadal € %, existeV € %1 tal queV oV C U.

U € %, siy solo s~ e %,.

4. Sillamamos?;, a la familia de todas las intersecciones numerables de elemen-
tos de, la estructura uniforme generada pol,., %, induce una topologia
Lindelof enk.

w

Prueba: Se& un compacto de Radon-Nikodym. Entonces, por el Teorema 56, pode-
mos considerak c [0,1]° y K esta fragmentado por la métrica uniforoe Sea?4, la
familia de todos los entornos de la diagonakdgque contienen al conjunto

Co={(x): () — F(y)| <2 "¥f € D}

Obsérvese qud € %, siy solo si existe >2 "y f;,..., f, € D tales que

n

Y :[fi(x) = fiy)| <€} CU.
i=1
Las condiciones (1) y (3) se verifican inmediatamente. Para (B)si%, y U con-
tieneN1{(x,y) : [fi(x) — fi(y)| < £}, entonces tomamos

V= {0y 10— iyl < 5} C U.
i=1

Las familias? tienen las siguientes propiedades adicionales:

5. SiU e %,yV DU entoncey € %,.
6. SiU,V € %, entonced) NV € %.

Estas propiedades, junto conlas (1), (2) y (3) del Teorema implican que la fejqiligz;,
gue se describe en (5) es de hecho una uniformidd€. &ear la topologia asociada a
esta uniformidad. En virtud del Teorema &les Lindeltf en la topologig(D). Por tan-
to, bastara comprobar que cadantornoV de un punta € K contiene ury(D)-entorno
dea. SeaV de la formaV = V[a] = {y: (a,y) € V} siendoV € %. ComoV es una in-
terseccion numerable de elementos/ge existe una sucesioh enD tal queV contiene
al conjunto

00

W= ({0Y) : [fa(¥) = fa(y)| < 27}

n=1

Entonces, °
Vi DWia) = [ {y: [f(x) — fa(y)| <27}
n=1

que es ury(D)-entorno dea.
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Supongamos ahora que tenems= |7 % y que se verifican las condiciones de (1)
a (4) del Teorema. Sda la familia de todas las aplicaciones contindasK — [0, 1]
tales que para cada naturegxisteV € %, tal queV C {(x,y) : |f(x) — f(y)| < &1,
1
D= {f K—0,1] :Vn3V € Zn:V C{(xy):|f(x)—f(y)| < on }
Probaremos ahora que esta familia separa los puntiisusando un argumento analogo
al de [56, Theorem 6.6]. Seanb dos elementos distintos dé Existe un entorno de

la diagonalU deK tal que(a,b) ¢ U. Supongamos que € %. Por la condicion (2),
podemos tomar una sucesMne %n. k1) tal quevy =Uy

Vht10oVhr1oVni10Vhir CVh.

Por el Lema de Metrizacion [44, 6.12], existe una pseudomédrida x K — [0, 1] tal
que

Vo C{(xy) 1d(xy) <27} C Vhia
Puesto que todos 184 son entornos de la diagonal Heesta pseudométrica es continua.
Por tantof (x) = dz(ffl‘) es una funcién continua. Confa,b) ¢ U =Vy, d(a,b) > 271y
por tantof (b) # 0= f(a). Finalmentef € D porque

(Y 1F)—f(Y)]<2™ = {(xy):]d@x) —d(@y) <2 >
> {xy)dlxy) < zkilin} D Vo—k+1 € %on.

Como la familiaD separa los puntos d€, tenemos una inmersidg — [0,1]°. Por el
Teorema 81, para ver gl es un compacto de Radon-Nikodym bastara comprobar que
la topologiay(D) es Lindeldf. Puesto que nuestro hipétesis nos dice que la topalogia
descrita en la condicion (4) es Lindeldf, comprobaremos que gddaentorno de un
puntoa € K contiene urr-entorno dea. SiW es uny(D)-entorno dea € K, existe una
sucesionf, € D y algunk tales que

WS Ny Kz @)~ )l < )
n=1

Como caddf, pertenece ® existeV, € %, tal que

1
Vi {(Y) €K [falX) — Fn(y)] < 55}
Por tanto,

WS ({y:(ay) € Vn}
n=1
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y el altimo conjunto es um-entorno dea. [J

Para establecer un analogo del Teorema 82 para compactos de casi Radon-Nikodym
usaremos el siguiente Lema 83, que expresa de nuevo la relacion entre fragmentabilidad
y la propiedad de Lindelof esta vez en términos de casi entornos de la diagonal.

Lema 83. SeaK un compacto ¥ un subconjunto cerrado d€ x K que contiene a la
diagonal. Son equivalentes:

1. Cesun casientorno de la diagonal.

2. Paracada subconjunto cerradddeK, si{U;[t] }+en €S un cubrimiento di tal que
cadal; es una interseccion numerable de entornos de la diagonal que contienen a
C, entonces dicho cubrimiento dietiene un subcubrimiento numerable.

Es mas]l = 2 es cierta incluso ST no es cerrado.

Prueba: Para = 2, sea{U[t] }ten un tal cubrimiento d& C K. ConsideremogV el
conjunto de todos los € N para los que existe un entorbodez enN tal queU puede
ser cubierto por una subfamilia numerable del cubrimiento dado. Qbe®compacto,
es suficiente probar qué =W. Supongamos, por contra, que= N\ W # 0. Entonces,
al serC un casi entorno de la diagonal, existe un abierto relativo no wacieL tal que
V xV C C. Escogemos € V. Tenemos que

xeV C C[Y C Ux[X ﬂu“

siendo cad&)! un entorno de la diagonal dé que contiene & y U1 c UD . SeaV

un abierto deN tal queV NL = V. Sin pérdida de generalidad, podemos suponeiMjue

€s un conjuntd-;, es decir, una unién numerable de cerrados (si no lo fuera, tomamaos
un abiertoF,, V’, tal quex € V' c V y cambiamos/ porV’ y V porV’nL). Sea pues

V= UT Tn con cadaTl, compacto yT, C T.1. Por la definicion d&V, para cada € W
existe un entorno abierig dezenN que puede ser cubierto por una cantidad numerable
de losUi[t]. Para cada, tenemos

Th C (ThANW) UV C ( U vz> UURIX.

zeToNW

ComoT, es compacto, existe una subfamilia fifikaC T, W tal que

C (U VZ> UUZ[X].
zck,
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Obsérvese ahora quessi V \ Uy[x] entonces € T, y s ¢ UJ[x] paran suficientemente
grande, y para algim s € V, conz € F,. Por lo tanto,

VcuXu | W

zeUn_1Fn

Esto implica qué&/ puede ser cubierto por una cantidad numerable dé;losy por con-
siguientex € W, lo que constituye una contradiccion.

Para2 = 1, supongamos qué no fuese un casi entorno de la diagonal. Entonces,
existe un subconjunto cerrataleK tal que para cualquier abierto relativo no vadide
L existenx,y € U tales qugXx,y) ¢ C. Construimos recursivamente una fam{lids} ¢,
de abiertos relativos no vacios Hey una familia{Ws} .., de entornos de la diagonal
gue contienen & verificando lo siguiente:

1. UguUUgq C Us.
2. UsOmUsl =0.Es méS(Uso X Usl) NW; = 0.

Empezamos definienddy = L. DadoUs, encontramos,y € Us tales qugx,y) ¢ C.
Al serC cerrado, podemos encontrar entornos abiertds, &y y Ug1 dex ey respecti-
vamente satisfaciendo (1)(W g x Ug) "\Ws = 0. De nuevo por se€ cerrado, existe un
entorno de la diagonadls que contiene & y verifica (2). Esto finaliza la construccion.
Consideramos ahora el conjuMib= Ng_om Ws y

N=[)lJUs
n=1|s/=n
Entonces{W/|t] }ten €S un cubrimiento d& que no admite ningun subcubrimiento nu-
merable. Efectivamente, si, u, € 2 son diferentes y, € ﬂnUuilnv entonces; ¢ W[xp_.
Por tanto, siA C L es tal que{W/[x] }xca cubreN entonces, para cadec 2"V debe existir
x € NaUy, NAy en consecuencid no es numerable. []

Teorema 84.SeaK un compacto y se@ la familia de todos los entornos de la diagonal
de K. EntoncesK es un compacto de casi Radon-Nikodym si y sol@ sk y_1 %
verificandose las siguientes condiciones:

1. % C YU

2. Ue% siysolosUte%,.

3. Sea#,’ la familia de todas las intersecciones numerables de elementék,de
Entonces, para cualquier subconjunto cerradale K, todo cubrimiento dé&\ de
la forma{Ui[t] }ten conUy € U, %" tiene un subcubrimiento numerable.
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Prueba: Sed una casi métrica inferiormente semicontinua que fragméntsea

Cn - {(va) : d(X,y) < 2*”}’
Uon={U € % :ChC U}.

En primer lugar, comprobamos q@e = |J,,%. SiU € % \ U, %, entoncegC,\ U }p

es una sucesion decreciente de subconjuntos compactos no vaiekdejue tiene por
tanto interseccion no vacia, lo que contradice el hecho dé&qeentiene a la diagonal y

y la diagonal es la interseccion de todos@sComprobamos ahora la condicién (3). Sea
{Ut[t] }ten un cubrimiento déN C K como en (3). Se® el conjunto de todos lose N
tales que existe un entori dez en N contenido en una subfamilia numerable de los
Ui [t]. Al serN compacto, basta ver gWé= K. Supongamos por contra que= N\W # 0.
ComoK esta fragmentado pdry L es compacto, existe un punta L que posee entornos
relativos enL de d-didmetro arbitrariamente pequefio (el conjubtale los puntos que
tienen entornos de diametro menor (%ues un abierto denso deasi que por el Teorema
de la Categoria de Baire, existes N, Ln). Para ciertan, Uy = ﬂkU)',‘ con U)',‘ € Uy, lo
gue significa qu€y, C U}',‘. Existe un entorno relativo deenL ded-diametro menor que
2-M. En otras palabras, existe un abierto relativde N tal queV NL C Cy,|y]. Como en

la prueba del Lema 83, podemos suponer\g@s un conjuntd-, de modo que

V=JT
k=1

Para cada € W existe un entornd/, de z en N que esta contenido en una subfamilia
numerable de losk[t]. Para cad&,

Tc (VLU J VzcCaylu J VzcUylu | Ve
zeV\L zeV\L zeV\L

ComoT, es compacto existe una subfamilia firffac V \ L tal que
T« CUSYIU [ Ve
zek
Ahora,
VCQWWM)uLJw
k=1 zeJFK
y esto implica que € V pertenece 8V, lo que es absurdo.

Pasamos a probar el reciproco. No es restrictivo suponer que se cumplen las dos si-
guientes condiciones adicionales:
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4. SiU,V € %, entonced) NV € %,.
5. SiUe%,yU CV, entonce¥y € %,.

SeaCy = Nyes, U. En primer lugar, comprobamos qdig, = {U € % : C, C U}.
Efectivamente, sC, C V, entonceg <4, (U \ V) = 0. Por compacidad, existen en-
toncesUy,...,Ux € %, tales queN_ (Ui \V) =0y asinNk Ui c NK Ui c V y por
las propiedades (4) y (5), tenemos que %,. Por el Lema 83, cad@, es un casi en-
torno cerrado de la diagonal y por la propiedad (1, = Ak . En consecuenci& es un
compacto de casi Radon-Nikodym(]
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4.1. Propiedades generales de los espacios de James sobre ar-
boles

En esta seccién definiremos los espadidsy enunciaremos las propiedades de los
mismos que necesitaremos. Recordamos que un arbol es un conjunto parcialmente orde-
nado(T, <) tal que para cadiac T el conjunto{se T : s<t} esté bien ordenado pe.

Una cadena es un subconjuntoldque esta totalmente ordenado poy un segmento es
una cadena con la propiedad de que siempre guet < uy s,u € o entonces € 0. Para
un arbolT el espacio de Jamé3 es la complecion deyo(T) = {f € RT : |supf f)| < w}

con la norma
n 2 %
[l =sup (Zi (tez f(t)> )

donde el supremo se toma sobre todas las familias finitas de segmentos djuntosy,
del arbolT. El espacidl T es/s-saturado, es decir, cada subespacio contiene una copia de
£ y en particular,J T no contiene &1, cf. [39], [3], [41].

Un elementch* € RT induce una aplicacion line@ho(T) — R dada porh*(x) =
Ster N*(t)X(t). Cuando tal aplicacion es acotada para la norméiildentonces* define
un elemento del dualT*. Este es el caso cuandtd es la funcion caracteristica de un
segmentao del arbol, x5, en cuyo caso se tiene de hedfxg;| = 1. Efectivamente, si
tomamos un elementoe cyo(T) de norma menor o igual que uno tendremos, tomando
solamente el segmentoen la defincion de la norma dd, que|SicoX(i)| < 1,y éstaes
la accion dex/; sobrex.
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Proposicion 85. Sity, ... ,t, son nodos incomparables del arboly tenemod, ..., f, €
Coo(T) tales que todos los elementos en el soportd;d®n mayores o iguales qug
abreviadamentéf;| < Xit;,0)» €NONCES
2 2\3
[Tt foll = (|| fall* 4+ [ Fa]9)?
Prueba: Cada segmento del ardokolo puede intersecar a lo sumo a uno de los
segmentogt;,«), asique el conjunto cuyo supremo da la normdide - -- + f, consiste

3 ,
exactamente en los nimeros de la forffd A?) 2 donde cada; es uno de los nimeros
cuyo supremo dalanormade [

Recordar que una anticadena es un subconj8mte T tal que cada dos elementos
diferentes d&son incomparables.

Definicién 86. SeaS una anticadena del arbdl. DefinimosXs como el subespacio de
JT generado por lox € cpo(T) cuyo soporte esta contenido o) para alguns € S,
Para un elementbe T, denotamos = X{t}.

Las propiedades de los subespad{gson las siguientes:

1. Xs= (BscsXs)y,- Esto es consecuencia inmediata de la Proposicion 85.

2. Xsesun subespacio complementadal@ede hecho existe una retraccion de nor-
ma uno para la inclusions : JT — Xs que se define para un elemerte coo(T)
comoTis(X); = X% Sit = s para algurs € Sy 71i5(X); = 0 en otro caso. En primer
lugar, 15 reduce la norma porque si tenemos una familia de segmentos dandonos
una suma para calcular la normarmgx), entonces podemos suponer que cada seg-
mento esta contenido en alg[gw) paras € S y entonces, los mismos segmentos
dan una de las sumas cuyo supremo da la norma Ha segundo lugar, es claro
queTis(X) = XSiX € Xs.

3. Dualizando el embebimiento isométrign Xs — JT y su retraccidn de norma uno
Ts: JT — Xs tenemos un embebimiento isométrimd: X§ — JT* con retrac-
cion de norma undg: JT* — XS&. De esta forma vemass como un subespacio
complementado d&T* consistente en todos los elementos(d@ue toman el mis-
mo valor enx y en 1ig(X) para cadx € JT (en particular,x[’{’u) € X siempre que
s=<t). Dualizando (1), obtenemos

X - (@x:)
seS 0y
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4. Dualizando de nuevo, tenemos un embebimiento isomégicXs* — JT** y su
retraccionrgg” : JT* — XZ*. Ademas

seS 0y

4.2. Cuando JT es débilmente compactamente generado

En esta seccion analizamos el caso enJjues débilmente compactamente generado.
Esta propiedad se caracteriza en términos del &bl y como muestra el siguiente
resultado que puede encontrarse en [4]:

Teorema 87. Para un arbolT son equivalentes

1. JT es débilmente compactamente generado.

2. JT es débilmente numerablemente determinado.

3. T es uniéon de una cantidad numerable de anticadenas.

4. T =UncwSh donde para cada < w, S, no contiene ninguna cadena infinta.

Prueba: Que (1) implica (2) es cierto para cualquier espacio de Banach (recordar que
(Z(X) < CG(X)). Para (2) implica (3) sea

Kt ={x; : 0 segmento d& } C JT",

Kt es un subconjunto débiterrado deB;t+, por tanto débil compacto. Al sedT dé-
bilmente numerablemente determinadé; (v*) es un compacto de Gul’ko que podemos
ver como el compactit C {0,1}" asociado a la familia adecuada de los segmentos de
T. Un resultado de Leiderman y Sokolov [48, Theorem 4.2] afirma que si el compacto de
los segmentos de un arbbles un compacto de Gul'’ko entoncEses unién numerable

de anticadenas. Que (3) implica (4) es evidente, asi que supongamaos finalmente que se
verifica (4). Entonces para cadam < w el conjunto{s€ S, : [{t <s:t € §;} es una
anticadena d@&, asi pues cada uno de los conjunfggs; : S€ Sym} €s isométrico a la
base d€>(S,m) Yy en consecuenciénm = {X{s} :SE€ Sym} €s un débil compacto dET.
ComoT = Up mew Shm, tenemos quaT = spar(Un meoKnm) ¥ JT es débilmente com-
pactamente generadol’]

Mencionamos que un arbol es unién de una cantidad numerable de anticadenas siy
solo si esQ-sumergible, es decir, existe una aplicacipnT — Q tal quey(s) < Y(t)
siempre ques < t, cf. [70, Theorem 9.1]. Denotaremos pbrel arbol completado de
T, arbol cuyos nodos son los segmentos iniciale§ des decir, los segmentas de
T con la propiedad de que siempre quet y t € o entoncess € g) ordenados por
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inclusion. Ocurre que para un arbblque satisface las condiciones del Teorema 87, las
propiedades de renormamier®* dependen de si el arbol completaticsigue siendo
union numerable de anticadenas.

Teorema 88. SeaT un arbol que es union numerable de anticadenas. Son equivalentes:

1. T estambién unién numerable de anticadenas.
2. JT* admite una norma equivalente Kadec.
3. JT* admite una norma equivalente LUR.

El dual de cada espacio débilmente compactamente generado admite siempre una nor-
ma equivalente estrictamente convexa puesto que, por el Teorema de Amir-Lindenstrauss
existe un operador uno a unagl). Por lo tanto, el que (2) y (3) son equivalentes es
consecuencia del resultado de Troyanski mencionado en la introduccion a esta seccion.
Por otra parte es un resultado de [21] el que para un a&rkbl** es isométrico dT. Por
tanto, si se verifica (1), entoncd¥** es débilmente compactamente generado y se sigue
entonces de la siguiente Proposicion 89 dilie admite una norma equivalente LUR:

Proposicion 89. Si X es un espacio de Banach tal g¥é es débilmente numerablemente
determinado, entonceé admite una norma equivalente LUR.

Prueba: Ver [28, Theorem VII.2.7].03

Nuestro objetivo en lo que sigue es probar que (2) implica (1) pero antes damos un
ejemplo de un arbdlp que es unién numerable de anticadenas pero cuyo compl&ado
no lo es, de tal modo que por el Teoremalgges un espacio débilmente compactamente
generado que no contienégy tal queJT; no admite renormamiento Kadec. El ejemplo
es el siguiente:

To=0'Q={tcQ: (t,<) es bien ordenado ynax(t) existe,

dondet < ssit es un segmento incial propio dePara cada nimero raciorgkE Q, el
conjunto$; = {t € To : max(t) = g} es una anticadena dg y To = Uqeq - El arbol
completaddly puede identificarse con el siguiente arbol:

T1=0Q={tCQ:(t,<) estd bien ordenado

la identificacion hace correspondet T con el segmento iniciglt’ € Tp : t' <t} deTo.

El hecho de quédi no es union numerable de anticadenas es un resultado bien conocido
debido a Kurepa [47], cf. también [70]. La razdn es la siguiente: supongamos que existe
f : T — Ntal quef~1(n) es una anticadena. Entonces puede construirse recursivamente
unasucesioh <t < --- dentro del; y una sucesién de nimeros racionajes g > - - -

tales queg > supti) y f(tht1) = min{f(t) : t, < t,supt) < gn}. La consideracion del
elementd,, = Untn lleva a una contradiccion.
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Lema 90. SeaT un arbol cualquiera y supongamos que existe una norma equivalente
Kadec en)T*, entonces existen

(a) una particion numerable d&, T = U, Th Y

(b) una funciénF : T — 27 que asocia a cada segmento iniciale T un conjunto
finito F (o) de sucesores inmediatos de

tal que para cadah < w y cada cadena infinitar; < 0> < --- contenida enl, existe
ko < wtal queF (o) N ok 1 # 0 para cadak > ko.

Prueba: Sed|- ||| una norma equivalente Kadec &h*.

Afirmacion: Para cada € T existe un nimero natural, <  y un conjunto fini-
to F(0) C T de sucesores inmediatos detal que| |||x5Il| —/|X5 1]l | > = para cada
o' eTtalqueoc <o’ yF(o)nao' =0.

Prueba de la afirmacién: Supongamos que existeT que no verifica la afirmacion.
Entonces podemos encontrar recursivamente una sucggipde sucesores inmediatos
diferentes der junto con una sucesitfo,} de elementos d€ tales quesU{qgn} < ony

* * 1
Xl = x| <

Ahora, {g}, = 0, \ 0} es una sucesion de segmentos incomparablds dsique la
sucesi()n{xgé} es isométrica a la base dgy en particular converge débilmente hacia
0. Por tanto la sucesioxy, = X Jr)(;;é converge débilmente hacjg;, sin embargo no
converge en norma ya queg, || = 1 para cadan. Finalmente, comd|xg, ||| converge
hacial|| x5 ||| obtenemos, normalizando, una contradiccion con el hecho dg|qliees
una norma de Kadec.

La afirmacion anterior nos proporciona la funcibny la descomposicion numer-
ableT,={o €T :ns = n}, n < w. Supongamos que tenemos una sucesion creciente
01 < 02 < --- dentro deT,,. Observamos que siempre dgeiéoi) N dk;1 = 0 tenemos que

1 Xa 1= 1l1Xa, | ‘ > % para todd’ > k. Esto s6lo puede ocurrir para una cantidad fini-

ta dek’s puesto qué|| - ||| es una norma equivalente por lo que esti acotada sobre la esfera
deJT*. O

Suponemos ahora quie es union numerable de anticaden@ss Uy, Rm, Y que
verifica la conclusion del Lema 90 para una descompositienJ,_, Tn Y una funcion
F, y mostraremos que en tal caBas unién numerable de anticadenas. Para nada
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y cada conjunto finité\ de nimeros naturales consideramos el conjunto

Sn,A:{aeT_:aeTnyF(a)C URm}

meA

Esto proporciona una expresiénﬁe:omo unién numerabl€ = Un.aSha. Compro-
bamos que esta expresion verifica la condicién (4) del Teorema 87. Supongamos que por
contra tenemos una cadena infirdta< 0> < - -- dentro de urg, a fijado. ComaS, o C Tp
existeko tal queF(ok) N ok+1 # 0 para cade&k > kg, pongamogy € F(0k) N Oky1 C
UmeaRm. Entonced; <tz < --- es una cadena infinita decontenida etyJ,,.o Rm que es
union finita de anticadenas. Esta contradiccion finaliza la prueba del Teorema 88.

4.3. Espacios)T* sin norma estrictamente convexa ni Kadec

En esta seccién damos un criterio sobre un afbpara quelT* no admita ni renor-
mamiento Kadec ni renormamiento estrictamente convexo. Definimos la clausura inferior
de un subconjunt&de un arboll como

S={teT:3seS:t=<s}.

Teorema 91. SeaT un arbol verificando las siguietes condiciones:

(T1) Todo nodo dg tiene una cantidad infinita de sucesores inmediatos.
(T2) Para cada familia numerable de anticadeng$, : n < w} existet € T tal que

t ¢ UI’]<(;.)S1'

Entonces no existe ni una norma equivalente estrictamente convexa ni una norma
equivalente Kadec efir*.

Un ejemplo de un arbol que satisface las propiedades (T1) y (T2) es el arbol cuyos
nodos son los subconjuntos numerablesudeons <t si s es un segmento inicial de
t (la propiedad (T2) se demuestra construyendo una sucksioty < --- cont; ¢ § y
tomandad > Jt;). Un refinamiento de esta construccion debido a Teeldt [70] produce
un arbol con la propiedad adicional de que todas las ramas son humerables, y esto implica
gue el correspondientETl es débilmente Lindeldf determinado (ver[2]). Discutimos este
ejemplo en detalle en la Seccién 4.4.

Suponemos ahora quesatisface (T1) y (T2), fijamos una norma equivalefite|||
enJT* y veremos gue esta norma no es ni estrictamente convexa ni de Kadec.

Lema 92. Para cada nodd € T y cadae > 0 podemos encontrar otro nodo-t y un
elemento¢* € JT* con|||x5*|||* = 1 tal que
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L ’SUP{!HX[“EM]\H3Ui5}—\HXf&,sﬂH <E.
2. % (Xjou) = lllxglll — & siempre que < u.

Prueba: En primer lugar tomamos un natle t tal que
supf||xgo,yll - vzt = |[lIxpull| <
y encontramos™* € JT** con|||x¢"[||* = L tal quex™(Xjor]) = ||| XjoI|- Consideramos

el conjuntoS de todos los sucesores inmediatos’den el arbolT, que constituye una
anticadena infinita. Podemaos considerar entonces la proyeccion

s€S 0y
ComosSes infinito, debe existis € Stal que||75* (x**)|| < §.
Los elementos € T y x§* = X** son los deseados. Efectivamente, para cees,
X" (Xiow) = X" Xory) +X7 (Xisu)»

X*Xow) = X (Xow) X (Xw)
— X (X)X (T (X))
= X (X)) + T (¢ (Xaw)
> X (X)) — =
2
= 1Xoellll -5

> lixpglll—€

Esto garantiza en particular qiiéxp, gl = X (Xj5.) = [l|Xjo Il — 5. Eso junto con
la propiedad que se sigue de la eleccion iniciat’dga también la propiedad (1) en el
lema y finaliza la prueba. ]

Construimos recursivamente, usando el Lemma 92, una sucesiéon de anticadenas maxi-
males deT, {S, : n < w} crecientes (es decir, tales que para dad&, 1, existese€ §,
cons<t)y tal que para cada< wy para cada < S, existe un elemente* € JT** con
[Is7(|[* = 1tal que
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L [suplllixoyll v sk = llixpgll| < &
2. X (Xiow) =X (Xips) = lIIXips ]l — & siempre ques < u.

Ahora, por la propiedad (T2), podemos escdgerT \ U, S. Podemos encontrar
parat una sucesiog; < s < --- <tcons, € S,.

Para cad# =ty cadan < w,

Xpagll = = 56 Xoer) < Mg 11 < SUPHIXaall < iy 1+

Esto implica que todos los succesores tienen la misma normg - ||| igual al limite
de las norma$||x[’5 sn]|||. Si tomamod; y t, dos sucesores inmediatos diferentes,de
tendremds ademas para cada w

X*O,t +XB,t o Xoy T Xz . 1
=P 2o | TP ) > sl -
y pasando al limite

XB,t +XB,I * -
‘me = X0l = X0zl

lo que muestra qui| - ||| no es estrictamente convexa.

Si ahora tomamos una sucesion de sucesores inmediatos diferentés de < w},
entonces cadﬂftn} es un elemento de norma unoXxjey como

X{*tn:n<oo} = (@ Xt:)
2]

n<w

la sucesién{xftn} N < w) esisométric a la base dgy en particular converge débilmente
hacia 0. En consecuencipfbtn] es una sucesion en una esfera que converge débilmente

haciay/y, que esta en la misma esfera. Sin embeﬂog[ptn] —Xjoy Il = Hx[’{nqtn] || =1luega
esta sucesion no converge en norma. Esto muestrg|glieno es una norma Kadec.

4.4. Sobre un arbol de Todotevic

Comenzamos justificando por qué un arbol con ramas numerables da lugar a un espa-
cio de James débilmente Lindel6f determinado.
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Proposicion 93. SeaT un arbol tal que toda cadena es numerable. EntonkEgs un
espacio débilmente numerablemente determinado.

Prueba: consideramos la aplicacien JT* — RT dada potF (X*) = (X*(Xg}) Jtet
que es débila-puntualmente continua. Para ver ¢Ber-,w*) es un compacto de Corson
bastara comprobar qigx*) tiene so6lo una cantidad numerable de coordenadas no nulas
para cadx* € JT*. Supongamos que no fuese asi y que existierarDy x* € JT* tales
que el conjuntA = {t € T : X*(t) > €} fuese no numerable. Por un principio combina-
torio conocido com Teorema de Dushnik y Miller [30, Theorem 44], un subconjunto no
numerable de un arbol ha de contener o bien una cadena no numerable, o bien una antica-
dena infinita. La primera posibilidad no puede darse por nuestra hipétesis sobre el arbol
T y la segunda tampoco porque{si, : n < w} es una anticadena infinita de entonces
la sucesion xx, )n<w converge débilmente hacia 0 &m y sin embargoc(xx,) > € para
todon < w cuandax, € A. O

En lo que sigue presentamos un ejemplo de un arbol, debido acBwifof70], que
verifica las hipétesis del Teorema 91 y ademas todas sus cadenas son numerables, de mo-
do que el corresopondiente espadib es un espacio débilmente Lindeltf determinado
tal queJT* no admite normas equivalentes ni Kadec ni estrictamente convexas. La de-
mostracion del Teorema 95 que aparece en [70] esta basada en herramientas de ldgica,
mientras que la que presentamos aqui es elemental.

Un subconjuntA de w; se dice estacionario si la interseccionAleon cada sub-
conjunto cerrado y no acotado dg es no vacia. Fijamos un conjurdatal que tantoA
comowy \ A son estacionarios. La existencia de tales conjuntos se sigue de un resultado
de Ulam [45, Theorem 3.2].

Definicién 94 (Todorcevic). LlamaremosTI al arbol cuyos nodos son los subconjuntos
cerrados dew, que estan contenidos enordenados de tal forma que<t sises un
segmento inicial de

El arbol T tiene la propiedad (T1) del Teorema 91 porquesiT y n € A verifica
quen > max(t), entonces U {y} es un sucesor inmediato tlenT. Por otra parte] no
contiene ninguna cadena no numerable{tSi-, fuese una cadena no numerable, en-
tonced i, ti €s un subconjunto cerrado y no acotadedggdgpor lo que deberia inersecar
aw \ A lo que es imposible. La dificultad estriba en probar fueerifica la propiedad
(T2) del Teorema 91.

Teorema 95 (Todogevic). Para cualquier familia numerable de anticadenas del arbol
T,{S :n< w}, existet € T tal quet € Up e, Sh-
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Prueba: Supongamos por reduccion al absurdo{@e n < w} es una familia de
anticadenas d€& que no satisface el teorema. Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que cada una de estas anticadenas es maximal y que forman una sucesion creciente,
es decir, que para cadla& S, .1 existes € §, tal ques < t. Nuestra hipoétesis afirma que
para cada € T existet’ € U, Sntal quet <t’. Es mas, puesto que las anticadenas las
tomamos maximales y en sucesioén creciente,

x) Para cada nimero naturay cadat € T existet’ € Sntal quet < t'.
m>n

Construimos una familigR; : & < wi} de subconjuntos d& con las siguientes
propiedades:

R es un subconjunto numerableldg. ,, S.

Rs C R; siempre qu€ < (.

Si & es un ordinal limite, entoncé% = ;¢ R;.

Si definimosy; = sup{max(t) :t € R; } se satisfacen:

A w N PR

a) s <Yy siempre que < (.

b) Para cad& < wi, cadat € R, cadan < w y cadan < A verificando que
max(t) < n <y, existet’ € Re NUm-nSntal quet U{n} <t".

C) Yr # max(t) paratodd € R;.

Construimos estos conjuntos por inducciérée®efinimosRy = 0 y suponemos que
hemos construid®; para cadd < ¢. Sié es un ordinal liimite, definimo&; = U, ¢ R;.
Notese que entonces = sup{y; : { < &}y todas las propiedades se verifican inmedia-
tamente par&; siempre que se verifiqguen pdRacon{ < ¢.

Suponemos ahora gge= { + 1. Para que se verifique 4(b) llevaremos a cabo un argu-
mento de saturacion. DefiniremBg como la union de ciertos conjuntBs = Uy, R

En primer lugar definimoﬁe‘g =Ry yg = y;. ComoR; verifica la propiedad 4(b),
tenemos garantizado q&e verificara la propiedad 4(b) parp< y;.

En el siguiente paso, nos aseguraremos que la propiedad 4(b) se cumple para ca-
dat € Rg y n =Yy;. Para cada R‘g y cadan < w encontramos, usando la propiedad

(+), th € Um=nSm tal quet U {y?} <t y definimosR; = RRU{t):t € R}, n< w} y
y; = sup(max(s) : s€ R¢}.
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Siya hemos definid&; y y¢ = sup{max(s) : s € R¢} nos aseguramos entonces de
que la propiedad 4(b) se verifique Bapara cada < yg Para cada < w, cada € Rg y
cadan € (maxt), ys], encontramos, por la propiedég), un elementdy, € Un.nSntal
quetuU {yg} <th, y definimos entonces

RE=RIU{ty, it R, n< w, n € (max(t), v}
y Vit = sup{max(s) : se RY*1}.

FinalmenteR; = Un<ng y tendremos qug; = supKwyg y esto finaliza la cons-
truccion.

Ahora obtendremos una contradiccion de la existencia de los conRnt&sconjun-
to {ys : & < w1} es un subconjunto cerrado y acotadadeluego comaA es estacionario,
existeé < wy tal quey; € A. Construiremos una sucesiin< t; < --- de elementos de
Rs tal quety € UnanSnY Ve = sup{max(tn) : n < w}. Tal sucesién nos lleva a una con-
tradiccion, porque en ese cases Un_1thU{yz} es un nodo del arbol con la propiedad
de que para cadat >ty € Sy,, My > n, y esto implica qué ¢ Un<w$1. La construccién
de la sucesioty, se lleva a cabo recursivamente como sigue. Escogemos una sucesion de
ordinales{n; : i < w} que converge §;. Dadot,_1, encontramos$ conmaxt,) < n; y
usamos la propiedad 4(b) para encontis@ Ry N Um.nSn contn_1U{Ni} < tn.






Lista de problemas

1. ¢Existe una aplicacion continua y suprayectivaoy (MY — B(I') que admita
un operador regular de promedio? Una respuesta afirmativa implicaria, usando el
método de descomposicion de Pefugii, queC(B(IMN)Y) es isomorfo &( a1 (MN)Y),
lo que responderia a un problema planteado en [7] de si es posible que los espacios
de funciones continuas sobre un compacto de Eberlein uniforme convexo y uno to-
talmente disconexo sean isomorfos. El Teorema de Miljutin establece la existencia
de una aplicacion continua y suprayectiva{0, 1} — [0,1] que admite un ope-
rador regular de promedio, y éste es el ingrediente principal de la prueba de que los
espacios de funciones contin@d0,1}) y C([0,1]) son isomorfos.

2. SeaX un espacio de Banach reflexivo cuya bola es un compacto de Eberlein uni-
forme en la topologia débil ¢ Existe una norma equivalend¢ emya bola sea ima-
gen continua de; (dengX))N?

3. Siguiendo la notacién de la Seccién 1.2, Eem conjunto no numerabley 7/ € T
tales quej(1') = j(T) = w, I(T) < wy tales que exista > i(T) conT, # T,. (ES
o:(I') homeomorfo aoy, (IM)? Por ejemplo, un caso particular de este problema es
Si[]iz16i(I") es homeomorfo @];>, oi(I").

4. ¢Existen ejemplos de espacios de Banddhles quew < (Z(X) < (K(X)? Mas
en general, establecer la relacion precisa entre los infi¢s y (K(X).

5. ¢Existen espacios de BanaXhales queNagX) < ¢Z(X)? Mas en general, es-
tablecer la relacion precisa entre estos dos indices.

6. (Namioka [56])¢ Es una imagen continua de un compacto de Radon-Nikodym un
compacto de Radon-Nikodym? (Arvanitakis [9])¢,Es todo compacto de casi Radon-
Nikodym una imagen continua de un compacto de Radon-Nikodym?
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7. Caracterizar los arboleb para los quelT* admite un renormamiento Kadec y
aguéllos para los que admite un renormamiento estrictamente convexo.
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A1 32
AoB, 32
AG(X), 85
b, 55, 80, 85
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B(I'), 35
Bx, 32
B(x,¢€), 31
c(r), 33
c1 (M x Z), 70

CG(X), 53, 57, 58, 62, 63, 66

C(K), 33

Cp(K), 33

d, 54

d(k), 54, 63, 66, 80, 85
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dengX), 31, 33
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i(1), 40

j(1), 40

JT, 97, 100, 102
K, 59

¢3(X), 53, 68-70
LF(X), 85
(K(X), 53, 55, 63, 68, 70
2p(I), 33

£(X), 53

le(T), 33

N, 29

Nag(X), 53, 69
p, 47

spar(A), 32
supff), 34

T, 99
U[x], 32

w, 33
w(X), 31

w*, 33

XM, 34

X(@) 34
[X]<®, 34

X*, 33

Xs, 98

Y, 30
A-sistema, 42
Az, 32
y(D), 90
y-topologia, 90
Z1013((0,1]"), 86
o (), 40
ok(l), 40
ak(l'), 35

Tp, 33

@, 40

X5, 97

w, 29

Dici X, 31

A
Amir-Lindenstrauss, 57
anticadena, 27, 98
arbol, 28, 97

—completado, 99

base, 30
bola, 31, 32
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C
cadena, 27, 97
cardinal, 29
—regular, 30
cardinalidad, 29
caracter de densidad, 31, 33
casi entorno de la diagonal, 78, 90, 93
casi métrica, 31
cerrado-abierto, 30
clopen, 30
cofinalidad, 30
compacto
—k-fragmentable, 76
—casi totalemente disconexo, 86
—casi totalmente disconexo, 86, 87
—dek-Corson, 61, 81, 84
—dek-Eberlein, 58-60, 62, 81, 84
—dek-Gul'ko, 70
—dek-Talagrand, 70
—dek-casi Radon-Nikodym, 78-81
—de Corson, 61, 62, 86
—de Eberlein, 57
—de Eberlein uniforme, 35
—de Gul’ko, 63

—de Radon-Nikodym, 19, 77, 80, 86, 89, 90
—de casi Radon-Nikodym, 19, 77, 80, 86, 94

—fuertemente fragmentable, 78

indice terminoldgico

—de James, 97

—débil Lindeldf, 53

—débilmente’# -analitico, 53

—débilmente Lindeltf determinado, 61, 62, 85,
102

—débilmente compactamente generado, 53, 85,
99

—débilmente numerablemente determinado, 53,
63, 99, 100

—poliadico, 36

—topoldgico, 30

—topolégico completamente regular, 30

estacionario, conjunto, 105

F
familia
—K-punto-finita, 82
—adecuada, 59, 60
—puntok, 82
—punto-finita, 82
fragmentar, 31, 76-78

G
generador proyectivo, 71
k-generador proyectivo, 71

I
incomparables (elementos), 27

—numerablemente inferiormente fragmentablédice
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isometria, 33
isomorfismo, 33
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