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Introduccion

Nuestra notacion, terminologia y definiciones basicas standar y se presentan en-
tre las paginas xxi-xxv que siguen. En esta memoria se intery estudian ciertas
cuestiones de topologia que son aplicadas a espacios derfescontinuas, espacios de
Banach y espacios localmente convexos. Siendo mas cosiclesares capitulos de la
memoria se pueden resumir como sigue:

Capitulo 1. Filtros y uscos en espacios topolégicogstudiamos los conceptos de filtro
compactoide y numerablemente compactoide tal y como salunten en las defini-
ciones 1.2.1y 1.3.4infiltro .%# en un espacio topoldgico se dice que es compactoi-
de (resp. numerablemente compactoide) si todo ultrafilke fimo que él converge
(resp. si todo filtro de base numerable que lo corta tiene urigpde aglomeracion)

El estudio que hacemos sobre filtros compactoides y nunegnaoite compactoides

se aplica pargeneraruscos (aplicaciones multivaluadas con valores compactos y
superiormente semicontinuas) en dominios meétricos, véaserema 1.6.1. Estos
resultados sobre filtros también nos permiten obtener deafeencilla los teoremas

de Wallace, corolario 1.5.5 y de Kuratowski, corolario 7. Algunos de nuestros
resultados aqui unifican y mejoran resultados en [12, 231,

Capitulo 2. indice de K-determinacién de espacios topolégicoEn este segundo ca-
pitulo introducimos y estudiamos el indicellaleterminaciorf>(Y) de un espacio
topolégicoY:

Definicion 2.1.1.Llamamos indice de K-determinacion de un espacio topabdgic
Y, y lo denotamos pafz(Y), al cardinal mas pequefim para el cual existe un



espacio métrico M de peso y una aplicacién multivaluadeg : M — 2" usco tal
que Y=U{o(X) : xe M}.

Estudiamos el comportamiento €& con respecto a las operaciones habituales en
espacios topoldgicos y lo relacionamos con otras funcicaedinal ampliamen-

te estudiadas en topologia, en particular, encontramasiogles no triviales en-
tre (Z(Y), latightnessdeCy(Y) y el indice de monoliticidad de los compactos de
Cp(Y). Cuando/>(Y) = O el espacior es numerablemente determinado y nues-
tros resultados tienen, como caso patrticular, los resadtgde eran conocidos para
este Ultimo tipo de espacios; en particular, en esp&iKg y espacios de Banach,
extendemos un buen nimero de los resultados que M. Talalgadxia demostrado
en [77] para espacios de Banach débilmétianaliticos y débilmente numerable-
mente determinados. El analisis realizado sobre filtrospemtoides y numerable-
mente compactoides en el capitulo anterior, nos ha pewréticeste capitulo intuir
resultados y dar sus demostraciones, muchas veces, brelegaytes (a nuestro
juicio). Nos hemos ocupado de dar numerosas aplicacionks desultados esta-
blecidos. Destacamos el estudio que hacemos sobre la rae¥grado de Hodel

en la seccion 2.8, asi como las aplicaciones que damos asfpares localmente
convexos en las secciones 2.7 y 2.9 que extienden resuldedf®s 15, 50]; (B)
espacios uniformes en la seccion 2.10 que extiende resslthd[14]. Siempre que
nos ha sido posible, hemos puesto de manifiesto mediant@legngue nuestros
resultados son losas finogque se pueden demostrar, véanse los ejemplos 2.3.12
y 2.3.20.

Capitulo 3. Fragmentabilidad y o-fragmentabilidad de aplicaciones.En este capitu-
lo realizamos un estudio exhaustivo de aplicaciones y fualtioneso-fragmen-
tables; estudiamos familias que gozan de estas propiedadesnera uniforme.
En nuestro caso el concepto primitivo es elbdeely-continuidacd propiedad del
punto de continuidaduna funcién f de un espacio topoldgico Y en un espacio
métrico(M,d) se dice que tiene la propiedad del punto de continuidad, grfet
un punto de continuidad al restringirla a cada subconjuntosrado de Y Me-
diante descomposiciones numerables y pasos al limiteniega las funciones
o-fragmentablesf : Y — M es o-fragmentable, si para cada > 0 existe una
descomposicion ¥= Uy _;Ys de tal forma que para cada@ N, si AC Y¢ es un
conjunto no vacio existe un abiertoJY con UNA# 0y d—diam(f(UNA)) < €.
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Estas funciones se introdujeron junto con su version nalltada en [45] para es-
tudiar selectores. En este capitulo mostramos propied#siéss aplicaciones-
fragmentables siguiendo el esquema de [65], y vemos comenpasl extender a
aproximacionew-fragmentables de la funcidén dualidad de cualquier espaeio
Banach las propiedades frontera que tenia el selector dérana clase de Baire
(véase Theorem 26 en [45]) para espacios de Asplund. Conl#kkmemos versio-
nes no separables de un resultado de Godefroy para frosegasables, véase el
lema 3.3.4, dando respuesta una pregunta de A. Plichko ebimiemo, véanse los
teoremas 3.3.11y 3.3.12.

%

Algunas propiedades sobre aplicaciones multivaluadadeuuser expresadas en tér-
minos de propiedades de ciertos filtros en el espacio im&yerejemplo:

Definicion 1.2.1.Un filtro .% en un espacio topolégico Y se dice que subconverge a un
subconjunto L enY (denotads ~~ L), si dado un subconjunto abiertoV de Y coa Vv
existe Fe .7 talque FC V.

Definicion 1.2.5.Sean X e Y dos espacios topologicos. Una aplicacion multaeka

Y : X — 2 se dice que es superiormente semicontinua en un pgrEcxsi Y(X) €s no
vacio y para cada subconjunto abierto V enY @ofxy) C V existe un entorno abierto
U de % en X tal quep(U) C V. En otras palabrag) es superiormente semicontinua en
Xo Si, Y SOlo siy(A5,) ~ P(Xo), donde 45, es una base de entornos dge x

Es razonable, por tanto, estudiar filtros en espacios tgmaé para luego sacar ven-
taja de este estudio y deducir propiedades, por ejempla,gmicaciones multivaluadas.
Con esta motivacién estudiamos las nociones ya preserdataormente de filtro com-
pactoide, numerablemente compactoide y filtro subconméege

El concepto de filtro compactoide fue definido por primerap@zTopsoe en [78], ¥
afnos después re-definido por Dolecki and Lechicki en [22¢0Btepto de filtro compac-
toide generaliza a la vez el concepto de filtro (o red) corargeayy de conjunto compacto.
La nocion de filtro compactoide se ha revelado como una heraautil en optimi-
zacion, diferenciacion, existencia de funciones supenmte semicontinuas, teoria del
punto fijo, etc. -véanse por ejemplo, [21, 23, 57, 58, 70].

El primer resultado notable del capitulo es el que se esalderelacion entre filtros
compactoides y filtros subconvergentes —Ila terminologia giguiente: si es un filtro
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y % una base de filtro, entonc€$.7 ) y C(#) son el conjunto de sus puntos de aglome-
racion, veéase (1.2) en la pagina 3.(%i)icp es una red el simbol@;)icp < £ significa
que(Y;)iep esta eventualmente en cada elementcde

Teorema 1.2.3Sea Y un espacio topoldgica una base de filtro en Y. Consideremos
las siguientes afirmaciones:
(i) existe un subconjunto compacto novacioL deY talguelL enY:;
(i) C(#A) es un compacto no vaciog~~C(#A)enY;
(iii) para cada cubrimiento abiert§Os}s-s de Y, existe un subconjunto finitpde Sy
B € % tal que BC Ugcg, Os;

(iv) paracadafiltro& enY que cortaZ se verifica que C7) # 0;

(v) cadared(y;)icp < 4 tiene un punto de aglomeraciébnenY;

(vi) £ escompactoideen.
Entonces(i) y (ii) son equivalentes e implican cada una de las condici@iigs(iv), (v)
y (vi), que a su vez son equivalentes entre si. Si ademas, Y esrregidaces todas las
condiciones anteriores son equivalentes.

La caracterizacion de los filtros numerablemente compaesoia obtenemos en la
proposicion que sigue:

Proposicion 1.3.5Sea Y un espacio topologica una base de filtro en Y. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada cubrimiento abiertdOn}nen de Y, existe un subconjunto finitg e N
y Be % tal que BC Upen, On;

(i) para cada filtro con base numerable en'Y que cafatenemos G7) # 0.
Cada una de las condiciones equivalentes anteriores imdicondicion:

(iii) toda sucesiofriyn)n < % tiene un punto de aglomeraciéonenY .
Si ademasZ es numerable entoncé$, (i) y (iii) son equivalentes.

En espacios en los que el comportamiento de los subconjielédisamente numera-
blemente compactas bueno, los filtros compactoides y numerablemente cowigast
de base numerable coinciden tal y como se recoge debajordsstiéado es una herra-
mienta esencial para estudiar uscos definidas en espaesatigfacen el Primer Axioma
de Numerabilidad.

Teorema 1.3.12SeaY un espacio topoldgico en el que los conjuntos relagnéemume-
rablemente compactos son relativamente compactos.e3 una base de filtro numerable
enY, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes
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(i) existe un subconjunto no vacio y numerablemente compaatorLtdl queZ ~- L

eny,;

(i) para cada cubrimiento abierto numerab{®©p}.cn de Y, existe un subconjunto
finito N deNy B e 4 tal que BC Jpen On;

(i) % es numerablemente compactoide en Y

(iv) cada sucesiofy,)n < & tiene un punto de aglomeraciénen Y ;

(V) Cs(#) es numerablemente compacto no vacigy-Cs(#) en Y ;

(vi) £ escompactoideen.

Si dos topologias tienen los mismos compactos entoncesnties mismos filtros
compactoides de base numerable, corolario 1.4.2. En plartian espacio topoldgico
(Y,1) y suk-espacio asociadgy,t¥) tienen los mismos filtros compactoides y subcon-
vergentes de base numerable; este ultimo resultado noresmaea filtros compactoides
subconvergentes sin la restriccion de ser de base numesghigolo 1.4.17.

Los resultados que hemos ido obteniendo con anterioridaglsman de forma inme-
diata para estudiar el comportamiento de los filtros respeeiproductos:

Proposicion 1.5.4.Sea(Y;)ici una familia de espacios topoldgicos. Para cadali sea
2%; una base de filtro en,gue subconverge a un subconjunto compacto no vaciot.
Entonces[]ic| % subconverge i Li.

De la proposicion anterior se obtiene como consecuencigllseque el producto
arbitrario de aplicaciones usco es usco otra vez, progwosict.3 y el clasico teorema de
Wallace que aparece debajo.

Corolario 1.5.5. (Teorema de Wallace, [25]Bean(Y;)ic; una familia de espacios topo-
l6gicos y i C Y; un conjunto compacto de,Yara cada ic |. Entonces para cada abierto

W en[ig Yi con
L CW,
]

existen abiertos |UC Y;, para cada i€ I, con U =Y, salvo para una cantidad finita de

indices, tales que
Lic| U CcW.
<l

Citamos por ultimo, como uno de los resultados también akstrdel capitulo, un
resultado que jugara un papel esencial para la generaciégtegsgon de aplicaciones
usco que necesitaremos en el capitulo 2.
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Teorema 1.6.1Sean X e Y espacios topolégicos, Y regular. Para cagdaXxfijamos. 15
una base de entornos de x en X. Sea Z un subconjunto denso de: X y- 2¥ una
aplicacion multivaluada. Las siguientes afirmaciones squialentes:

() Existep: X — 2¥ usco tal que

¢ (X) C @(x) para cada x< Z; Q)
(i) la base de filtro
{#(UNZ)}yec. s, es compactoide en,Yara cada xc X. 2

Cuando (ii) se satisface, si para cad&xX definimos

W) ={oUNZ):U e 4],

entoncegp : X — 2¥ es usco y es minima con respecto a todas las aplicacionesiesco
X en2Y que tienen la propiedafll). Si ademag es usco sobre Z, entoncgéx) = Y(Xx)
para cada xe Z.

En el caso en el que X satisface el Primer Axioma de Numedalbile Y es tal que los
subconjuntos relativamente numerablemente compactogkiivamente compactos, la
condicion(2) se satisface si, y solo si, la siguiente condicion se verifica

para cada sucesiofkn)n en Z convergente en,X

el conjuntoU ¢ (xn) es relativamente compacto en'Y
n

o

Siguiendo a Hodel en [44] llamamdsncion cardinalé a aquella que asigna a cada
espacio topoldgico un namero cardinal, con la propiedadugef gX) = £(Y) siempre
queX eY son homeomorfos. Las funciones cardinales, segun palderdsHodel,

«son herramientas que sirven para estudiar y extender nesitopoldgicas
tan importantes para un espacio topolégico como son el sgarsble, ser
primer axioma o tener base numerable. Las funciones calelnpermiten
formular, generalizar y probar resultados que establecerfama precisa
y cuantitativa comparaciones entre ciertas propiedadg®lidgicas de una
forma sistematica y elegante.»
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Los primeros ejemplos de funciones cardinales son las queespacio topoldgico
Y le asocian su peso, (W), caracter de densidad(X), tightnesst(Y), caracterx(Y),
tightnesst(Y), nimero de Lindel6f((Y) y peso denetwork nw(Y), véanse las definicio-
nes 1.6.9, 2.1.3, 2.3.1, 2.3.2y 2.3.13 y las referenciagq]Jl entre otros.

El indice deK-determinacionfZ(Y) de un espaci tal y como aparece en la defini-
cion 2.1.1 es una funcién cardinal que se caracteriza eefosrios que siguen.

Proposicion 2.1.5Sea Y un espacio topologico completamente regutarun cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) €2(Y) <m;
(i) existe un conjunto | cofl| < m, un subespaci@ c I y una aplicacion usco
W:3 - 2" talque Y=U{W(a):a €3};
(iif) existe una familia de conjuntos cerrades= {Aj Lj € J} enBY,|J| <m, tal que
para cada yc Y existe una sucesidfn), C J, tal que

ye (AL CY.

neN

Operaciones corvz

Las propiedades del indice #edeterminacién con respecto a las operaciones habi-
tuales de espacios topolégicos aparecen recogidas emfasspriones 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6,
2.2.7,2.2.9,2.2.10, 2.2.14 y el corolario 2.2.8 y son lgsisntes:

(i) Sea(Yn)nen Una sucesion de espacios topoldgicosmyun cardinal infinito. Si
02 (Yn) < m para cada ne N, entoncegz ([pen Yn) < m.

(i) Sean Y un espacio topoldgico yZY un subespacio cerrado. Entonces, se tiene
quelz(Z) < LX(Y).

(iii) Seam un cardinal infinito e(Y;)ic; una familia de espacios topologicos disjuntos
tales que’X(Y;) < m para cada i€ | e ||| < m, entoncegZ(®;Y;) < m.

(iv) Sean X e Y espacios topoldgicosp yX — 2¥ una aplicacion multivaluada usco
tal que Y= Uycx @(X). Entonces(Z(Y) < ¢Z(X).

(v) SeanY y Z espacios topolégicos y¥f — Z una aplicacion continua y suprayec-
tiva. Entonces(%(Z) < /2(Y).

(vi) Seam un cardinal infinito e(Y;)ic|, || < m, una familia de subespacios de un
espacio topoldgico Y. 8k(Y;) < m, para cada ic |, entoncedZ (i, Yi) < m.



(vii) SeaY un espacio vectorial topoldgico y Z un subconjunto denYonces, se tiene
que /X (span(Z)) < ¢x(Z), donde spafZ) denota el espacio vectorial generado
por Z.

(viii) Seanry y 1> dos topologias regulares en un espacio topolégico Yy 8it, tienen
los mismos compactos, entoné&sY,r1) = (2(Y,12).

[ Relaciones de’s con otros indiceg

La relacion del indice dK-determinacién con otras funciones cardinal se recogen en
las proposiciones 2.3.4, 2.3.5, 2.3.14 y corolario 2.3asyenumeramos a continuacion:

(i) SeaY un espacio topoldgico. Entonég) < ¢5(Y).
(i) Sea M un espacio métrico. EntondesM) =w(M) =d(M) = ¢(M).
(iii) Sea(Yn)new Una sucesion de espacios topoldgicos tal guer,) < m para cada
n e N. Entonced ([nen Yn) < m.
(iv) Sean(Y,T) un espacio topoldgico ¥ una topologia para Y mas gruesa que
Entonces d(Y,7)) < max{¢Z(Y,1),nw((Y,¥))}.

Con relacion al peso no se da, en generalty) < w(Y) ni la desigualdad con-
traria: siY es un espacio Banach reflexivo que no es de dimension finitaneass se
tieneOo = (Z(Y) < w(Y). El ejemplo 2.3.12 muestra que se puede construir un espacio
topoldgicoY tal que WY) < £X(Y).

(% en espacios de Banac%h

Ademas de las relaciones comentadas mas arrib@ dmn otras funciones cardi-
nal para espacios topolégicos generales, para espacicsndelBse tienen otras relacio-
nes adicionales que se recogen en las las proposicionés 24.3, 2.4.4, 2.4.7, 2.4.11
y 2.4.12. Estas propiedades son las que aparecen debajo:

(i) Sea K un espacio compacto, entonces

max{¢(C(K),Tp),{(C(K),w)} < ¢Z(C(K),Tp) = /Z(C(K),w) <
S W(C(K),[ - [leo)-
(i) SeaY un espacio de Banach y2&¥ un subespacio denso. Entonces, se tiene que
XY, oY Y") </lx(Z,0(Z,Z")).
(iii) SeaY un espacio de Banach. Entoncé¥,w) < max{d(Y*,w*),/=(Y,w)}.
(iv) Sea ZC C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entoaces s
tiene quel>(Cp(K)) < LZ(Z,Tp).
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(v) Sea K un compacto y’K- K un subespacio cerrado. Entoncés(Cp(K')) <
(3(Cp(K)).

(vi) SeanK y L espacios compactos yKf — L una aplicacién continuay suprayectiva.
EntoncedZ(Cp(L)) < LZ(Cp(K)).

Para espacios de Banach gener#lésnemos la siguiente caracterizacion que extien-
de [77, Theorem 3.6].

Teorema 2.4.9Sea Y un espacio de Banackmyun cardinal infinito. La siguientes afir-
maciones son equivalentes:
(i) Existe un subconjunto total S de Y a{Sw) < m.
(i) £Z(Cp(By+)) <m.
(i) £=(Y,w) <m.

Los compacto& con indice/Z(Cp(K)) dado se caracterizan el en teorema que sigue
qgue generaliza [77, Theorem 3.4].

Teorema 2.4.10Sea K un espacio compactawyun cardinal infinito. Son equivalentes:
() (Z(Cp(K)) <m;
(i) Existe un espacio topologico Y cd(Y) < m tal que K es homeomorfo a un
subconjunto compacto del espacig(€).

[KZ y espacioi:p(Y)]

La nocién de espacifuertemente monoliticaparece en [2, pag. 83].

Definicion 2.5.1.Seam un cardinal infinito. Un espacio topoldgico Y se dice que es
fuertementen-monoliticosi para cada AC Y con|A| < m el peso de la clausura es
menor o igual quen.

Con el concurso de las propiedades (iii) y (iv) que aparecesl epartaddrelacio-
nes delZ con otros indicegresultados que corresponden al corolario 2.3.7 y proposi-
cion 2.3.14), demostramos las siguientes propiedadesequeesgen en el teorema 2.5.4
y en los corolarios 2.5.7y 2.5.5:

(i) SeaY unespacio topoldgico. SiHC,(Y) es compacto, entonces H es fuertemente
¢2(Y)-monolitico.
(i) Sea Y un espacio topoldgicony un cardinal infinito. Si/Z(Y) < m, entonces
t(Cp(Y)) < m.
(i) Sea Y un espacio numerablemente determinado. Entonce$C(y)) < Oo; si
H c C(Y) es un subconjuntg,-compacto y separable, entonces H es metrizable.
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Como una consecuencia de los resultados anteriores darmaogrueba en la sec-
cion 2.6 de la angelicidad del espa€lg(Y) paraY numerablemente determinado, vease
la pagina 21 para la nocién de espacio angélico. Este rdsiilia demostrado en [69] uti-
lizando técnicas de teoria descriptiva de conjuntos. Noesdamos una prueba alternativa
en la que se aislan las propiedades topologicasgiee intervienen en cada paso hasta lle-
gar a demostrar la angelicidad deen nuestra demostracion utilizamos las propiedades
en (iii) de la lista anterior, el hecho de quekedspacio asociado a un espacio numerable-
mente determinado es otra vez numerablemente determipexfmsicion 2.2.11, y las
ideas originales de Grothendieck para espaCyg& ), [35].

La seccién 2.11 abordamos de posibles mejoras sobre lacdgdlde los espacios
Cp(Y) cuandoY es un espaci-analitico. Nos plantemos y abordamos dos formas de
mejorar este resultado de angelicidad:

Mejora cualitativa: una posible mejora es tratar de ver si el hecho de que logside
los subconjuntos relativamente compactos sean accepiesicesiones se pue-
de llevar hasta el punto de que lo sean los cierres de todaulmonjuntos de

(C(Y),Tp).

Mejora cuantitativa: otra posible mejora es tratar de ver si para espacios deohggi
mas grandes qu&(Y), por ejemplo, para el espacio de las funciones de la primera
clase de Baire e¥f, B1(Y), todavia es verdad que,(Y),7p(Y)) es angélico.

Observamos primero la imposibilidad de que los espaciosfeB; (Y) sean angé-
licos paraY un espacid-analitico:(B1([0,w]),Tp) €s un tal ejemplo como observaron
Bourgain, Fremlin y Talagrand en [6]; el conjunfo= {x* € C([0,a]) : ||X*|l, < 1}
es relativamente numerablemente compact(Baf0,w1]),Tp) pero no es relativamente
compacto, véase el ejemplo 2.11.1.

En segundo lugar, vemos cOmo, el exigir que para nuestraiedfanaliticoY pueda
mejorarse la nocion dangelicidadpara(C(Y),Tp), en los términos expuestos anterior-
mente, conduce a qué no puede contener compactos perfectos. En esta seccién nos
ocupamos de estas cuestiones, y al hacerlo damos una ptgbateva, mas simple, de
un muy reciente resultado de Cascales y Namioka en [10, &heérl and Corollary 4.2]

y mejoramos propiamente un resultado de Kakol y Lopezdeelen [49].
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Teorema 2.11.4Sea Y un espacio K-analitico. Las siguientes afirmacionesqaiva-
lentes:

() Y eso-disperso;

(i) Y no contiene conjuntos compactos perfectos;

(iii) para cada subconjunto numerable A d¢¥G, la clausuraA en(RX,1,) es metriza-

ble con la topologia inducida;

(iv) (C(Y),1p) es Fréchet-Urysohn;

(v) (C(Y),tp) es secuencial;

(vi) (C(Y),1p) es un k-espacio;

(vii) (C(Y),Tp) es un lg-espacio.

[EZ, el indice de Nagami y la nocién det-grado]

Nagami introduce en [66] la definicion deespacio que ha sido ampliamente estu-
diada, véase por ejemplo el survey de Michael, [61], y ebl{&]. Tomando como punto
de partida la nocion de-espacio, Hodel introduce en [44] una funcion cardinal tpraa
>-grado (véase la definicion 2.8.9) y que ha sido de relevaracimel estudio de determi-
nadas cuestiones de Topologia general. Llevados por las éidras de nuestra definicion
de/Z, relacionamos eX-grado con otra funcion cardinal que llamamos indice de Naga
mi, que coincide con una funcién cardinal introducida netd@eente por Kortezov [53].
Damos una caracterizacion nueva del indice de Nagami, Bimgo 2.8.5, y afladimos
nuevas propiedades a las que se habian estudiado en [53].

Definicion 2.8.1.Sea Y un espacio topologico completamente regular. Se d@dfinéice
de Nagami de Y, N&Y¥), como el cardinal méas pequefio de las familizsde subcon-
juntos cerrados e8Y con la propiedad que:

({A:yeAAeZ}CY,

paracadayc Y.

De forma similar a como se ha caracterizado el indid€-dieterminacion en la propo-
siciébn 2.1.5, y otra vez gracias al estudio de filtros congides realizado en el capitulo 1,
caracterizamos el indice de Nagami como sigue:

Proposicion 2.8.5Sea Y un espacio topolégico completamente regutarun cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topolégico X can(X) <my ¢: X — 2' usco tal que se tiene
Y =U{o(a) :xe X},
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(if) existen conjuntos | y J col|,|J| < m, un subespaci& del producto de espacios
discretos f y una aplicacion usce: = — 2" tal que Y= {¢(a) : a € };
(i) NagY) <m.

SiY es un conjuntaoZ un cubrimiento d&' y p € Y escribimos

C(p7)=(|{FeZ:peF}.

La siguiente definicion aparece en [44].
Definicion 2.8.9.Sea Y un espacio topoldgico regular.
a.- Una Z-red fuerte(en el sentido de Hodel) para el espacio Y es una coleccion de

cubrimientos localmente finitds#, : a € A} formados por conjuntos cerrados de

Y verificando las siguientes condiciones:
(i) C(p) =N{C(p,Zq): a € A} es compacto, para cadagy ;
(i) {C(p,Za): a € A} es una base para(@), en el sentido de que para cada

conjunto abierto U tal que (o) C U, existea € A satisfaciendo

C(p,Zq) CU.

b.- El Z-grado del espacio Y, denotado cox( ), esl]o x m, dondem es el cardinal
mas pequefio tal que Y tiene ubaed fuerte{. %, : a € A} con|A| =m.
c.- Y se dice que es unrespacio fuerte (en el sentido de Nagami, [66]x6Y) = Uo.

De nuevo las herrramientas desarrolladas en el capituls fieraniten dar la siguiente
relacion que es de alguna manera llamativa.

Teorema 2.8.11SiY es un espacio topolégico completamente regular, easonc

NagY) = max{>-graddY),/(Y)}.

Las propiedades del indice de Nagami muestran algunasp#uwias con las ya
comentadas par&. Estas aparecen recogidas en la proposicion 2.8.8 y en tokeo
rios 2.8.7 y 2.8.13: de la lista de debajo llamamos la atensidre las propiedades (iii),
(iv), (v) y (vi) que completan las que ya habian sido estumbazh [53].

(i) SiY es un espacio topologico yZY un subespacio cerrado, entonces se tiene
Nag(Z) < Nag);
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(i) sim es un cardinal infinito €Y;);c; una familia de espacios topoldgicos tales que
Nagy) <my|l| <m, entonces

Nag(l_’Yi) <m.

(i) SiY y Z son espacios topoldgicogpy Y — 24 una aplicacion usco para la que
Z=U{o(y):ye Y}, entonces Na@) < NagY).
(iv) Sea(Y,T)un espacio topoldgicoy unatopologiaenY mas gruesa quentonces

d(Y,7) <max{NagY,r),nw(Y,¥4)}.
(v) SiZc C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entonces
Nag(Cp(K)) < Nag(Z,1p).

(vi) SeaY un espacio topoldgico; siHCp(Y) es compacto, entonces H es fuertemente
Nag(Y)-monolitico.
(vii) £(Y) <NagY) </%(Y).
(viii) Nag(Y) < nw(Y) <w(Y).
El capitulo 2 se completa con aplicaciones de las herraasatgsarrolladas al con-
texto de los espacios localmente convexos y espacios mreirDestacamos los dos re-
sultados que siguen.

Proposicion 2.9.2 Seam un cardinal infinito, S un conjunto cdf < my (Es,Ts)scs Una
familia de espacios locamente convexggs) <m, paracadas: S. Seq fs: Es — E}4 g
una familia de aplicaciones lineales (¥,7) = Y sfs(Es,Ts) la envoltura localmente
convexa desfEs,Ts). Entonces
(i) NagE',o(E'\E)) <m.
(i) t(Cp(E’,0(E',E))) <my los subconjuntos compactos dg(E’,o(E',E)) son fuer-
temente NagE',0 (E',E))-monoliticos.

Esta proposicion complementa el teorema 4.2 de [9] y tiengooraso particular el
corolario de debajo que reune propiedades demostrada$\e[6[.

Proposicion 2.9.3Sea(E,¥) = lim(En,%y) el limite inductivo de una sucesion de espa-
cios localmente convexos metrizables. Entonces:

(i) (E',0(E',E)) es numerablemente determinado;

(i) (E,o(E,E")) es angélico;
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(ii) los subconjuntos compactos separablesiEe (E,E')) sono(E,E’)-metrizables;
(iv) t(E,o(E,E") = 0.

Proposicion 2.10.1Sea(Y,4) un espacio uniforme con una base para la uniformidad
dada por#y = {Nk : K € # (M)}, donde M es un espacio métrico de peso infinito y
(M) el reticulo de los compactos de M, satisfaciendo

NKl C NK2 Si Ky C K.
Entonces para cada subconjunto precompacto KY&) se tiene que

w(K) <w(M).

Un caso particular de la proposicion anterior es el sigeiessultado que es el resul-
tado central en [14].

Proposicion 2.10.2Sea(Y,4) un espacio uniforme tal que la uniformid&gdtiene una
baseZy = {Nq : a € NV} satisfaciendo:

Ng C Ng si a < B siendoa,B € N

Entonces cada subconjunto precompacto KYi¢l) es metrizable.

%

Para un espacio topoldgiddy un espacio métricoM,d) una aplicacionf : Y — M
se dice que es barely continua cuando para cada subcongrmad@A C Y la aplicacion
f restringida aA tiene algun punto de continuidad @n En términos(e — &) diremos
que f es fragmentable cuando para cada 0 y cada subconjunto cerradodeY existe
un abiertoU deY tal queUNA# 0 yd—diam(f(UNA)) < . Para espacios here-
ditariamente de Baire ambas nociones coinciden (progosiil.5). Cuando admitimos
ademas particiones numerables de este concepto llegamdsfiicion, tomada de [45].

Definicion 3.1.1.Sean Y un espacio topologiddj,d) un espacio métrico. Diremos que
una aplicacion .Y — M esfragmentablesi para cadas > 0y cada subconjunto A'Y,
A +# 0, existe un conjunto U abierto en Y, tal quelA# 0y d—diam(f (U NA)) < €.

El primer teorema relevante que presentamos es una vemidaacdema Grande de
Baire [20, Theorem 4.1] para funcionasfragmentables que nos pone de manifiesto co-
mo las funcioneg-fragmentables se obtienen con las operaciones de partigiderable
del dominio y paso al limite de funciones barely continuas:
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Teorema 3.1.7.Sean Y un espacio topolégicdy,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion f:Y — M eso-fragmentable si, y solo si, f es limite uniforme de una soocede
funciones{ f, : Y — M}y, donde para cada g N existe una particion numerable de Y,
(YN men, tal que f, restringida a ¥ es barely continua para cada enN.

Cuando el dominio es también un espacio métrico tenemos

Teorema 3.1.18Sean(Y,p) y (M,d) espacios métricos y :fY — M una aplicaciono-
fragmentable. Existen entonces funciongs¥ — M continuas a trozos; i.e. tales que
Y =Um=1YmY frvn €s continuam=1,2,..., tales que

lim fn(y) = f(y)
uniformementeeng Y.

y asi cualquier aplicacioa-fragmentable entre espacios métricos lleva subespagios s
parables a subespacios separables, hecho que nos redal@ardrme interés para la de-
mostracion del teorema 3.3.11 en la seccion 3 de este aafulesto de la seccion 3.1
recoge propiedades fundamentales de las aplicacmifiegymentables siguiendo de cer-
ca a [65] donde se han estudiado las aplicacianesntinuas (ver definicién 3.1.12) en
detalle.

En la seccion 3.2 se estudian las familias de aplicacioneseano-fragmentables
de manera uniforme

Definicion 3.2.1.Sea Y un espacio topoldgicqM,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicacionesZ = {fj : Y — M}c; es equi-fragmentable si para cada
€ >0y cada AC Y no vacio, existe un abiertoU en Y tal queld# 0y

d—diamfi(UNA) <e
para cada je J.

Definicion 3.2.5.Sean Y un espacio topolégico(yl,d) un espacio métrico. Diremos
que una familia de aplicacione% = {fj Y — M}jeJ esequi-o-fragmentablesi para
cadae > 0 podemos escribir Y como una union numerable de conjuntogcioy Y=
Unen Y¢, tales que para cada® Ny cada subconjunto A Y, no vacio, existe un abierto
U enY tal que UWA es no vacio y & diamfj(UNA) < & para cada je J.

Vemos como subconjuntos compactosi€y ), paraY Cech-analitico tienen dicha
propiedad. Par& compacto, las familias equi-fragmentables coinciden esreuime-
dibles de A. Grothendieck [59].
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Nuestro resultado principal en esta seccion es el siguiente

Teorema 3.2.17 Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
() Y eso-fragmentable.

(i) Y admite particiones de la unidad equHragmentables.

(iii) Existe un conjuntd y una inmersion homeomorfigade Y en un subconjunto de
co(lM) tal que

{o()y:very

es equig-fragmentable, donde(-), denota la aplicacion definida en' Y que asocia
a cada elementog Y la coordenada-ésima dep(y).

donde se siguen las ideas del teorema VIII.3.2. de [20] y gstomo la equis-fragmen-
tabilidad caracteriza la inmersion eg(I") de cualquier espacio-fragmentable.

En la seccién 3.3 estudiamos multifunciomefragmentables:

Definicion 3.3.1 .Sea Y un espacio topolégicaM,d) un espacio métrico. Una multi-
funciéon F: Y — 2M se dice que es:
(i) Fragmentablesi para cadas > 0y cada AC Y no vacio, existe un subconjunto
abiertoU enY y un subconjunto D de M cor-diam(D) < ¢ tales que UNA#0
y F(y)ND # 0 para cada yc U NA.
(i) o-fragmentablesi para cadas > 0 existe una descomposicion de Y=YJ5_1 Y
tal que para cada & N si AC Y es un subconjunto no vacio existe un subconjunto
abierto U en'Y y un subconjunto D de M tales quediamD) < e, UNA#0y
F(y)ND # 0 para cada yc U NA.

gue nos permiten probar, por ejemplo, el siguiente

Teorema 3.3.8 Sea Y un espacio de Banach yY)— Y* la funcion de dualidad dada
por J(y) :={y" € By~ : (y,y*) = |ly||} para cada yc Y. Son equivalentes:
() Y es de Asplund.
(i) J eso-fragmentable como multifuncién entre los espacios masriey,|| - ||) vy
Y51y (] - || es la norma dual en ).

y como consecuencia de ello el siguiente:

Corolario 3.3.10 .Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es un espacio Asplynd si
sélo si, la aplicacion dualidad Y — 2" tiene un selector medible Borel.

Nuestra prueba se basa en el lema que sigue:
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Lema 3.3.4, Godefroy [34].Sea Y un espacio de Banach, y sea By~ unaboundary
Siexisted < € < le{y;: ne N} C Y* tales que BZ J;_1 B(Y;,,€) entonces

=span{y;: nc N}"
En particular, Y es separable;

y el estudio de multifunciones y funcionesfragmentables que hemos desarrollado, en
particular en el teorema 3.1.18 y en el siguiente resultado skleccion para multifun-
cioneso-fragmentables.

Teorema 3.3.2 Sean(Y,T) un espacio topologicdM,d) un espacio métrico y
F:Y—2M

una multifuncién. Son equivalentes:
() F eso-fragmentable.
(i) Para cadae > 0 existe una funcion.f: (Y,7) — (M,d) o-fragmentable tal que
d—dist(f(y),F(y)) < € paracadayc Y.

Profundizando mas en la propiedad de que funciaré®gmentables entre espacios
métricos llevan subespacios separables a subespacioatdepdver el lema 3.1.14) po-
demos aportar una solucion a una pregunta de Plichko sotsi®wes no separables del
lema 3.3.4 de Godefroy enunciado anteriormente, [71, @ue3f pag.12]:

Teorema 3.3.11 .Sea Y un espacio de Banach. Si ¥ — Y* es una aplicaciéro-
fragmentable y existe < € < 1 tal que

|- 1" = dist(f(y).I(y)) <

para cada ye Y, donde J denota la aplicacién dualidad. Entonces

span f(Y)”'”* = Y*.

Teorema 3.3.12 Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es Asplund si, y sitsta,
0< e < 1lyunaaplicacién §:Y — Y* o-fragmentable tal que

|- I — dist(fe(y).I(y)) <€

para cada ye Y, donde J denota la aplicacion dualidad.
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Corolario 3.3.13 .Sea Y un espacio de Banach. Si s e-fragmentable para algun
0< e < 1, entoncesY es un espacio de Asplund.

Concluimos de nuestro estudio que las aplicacianégmgmentables, familia mucho
mas amplia que las funciones de la primera clase de Baireeat®ltualquier aplicacion
medible Borel entre espacios métricos completogdsagmentable, [38], nos propor-
cionan las propiedades fundamentales del tippoteraque encontramos en los espacios
de Asplund y que habian sido con anterioridad para selecBage-uno de la funcion
dualidad [11, 26, 27, 45].



Preliminares y Terminologia

En esta seccion introductoria fijamos la notacion y preseosajue necesitaremos con
posterioridad. Nuestras referencias basicas son losstfg@py [25] para topologia, [29]
para espacios de Banach y espacios localmente convexoppaj@despacios vectoriales
topologicos.

Espacios topolégico#‘ En esta memoria un espacio topologitsera un espacio topo-
l6gico Hausdorff. Si(Y,7) es un espacio topolégicoA C Y es un subconjunto,

denotaremos po& (oint (A)) el interior deAy por A la clausura dé\. Asimismo,
dadoy € Y denotaremos parf; unabase de entorno@biertos) dey en(Y,T).

Un espacio topoldgic¥ se dicecompactasi cada cubrimiento de él tiene un sub-
cubrimiento finito. Un subconjunto de un espacio topolégieaicecompacto si
con la topologia inducida es un espacio topologico compdtitoeticulo de los
conjuntos compactos de un espacio topolégida denotamos parZ (Y).

Un espacio topologicy’ se dice que egegular si para cada puntg € Y y cada
conjunto cerradd- deY tal quey ¢ F, existen abiertos disjuntas$ y V tales que
yeUyF CV.

Diremos que un espacio topoldgi¥aescompletamente regulasi para cady € Y
y cada cerradd C Y tal quey ¢ F, existe una funcién continug: Y — [0,1] tal
quef(y)=0y f(y)=1paracady €F.

La compactificacion de Stor@ech de un espacio completamente reg¥léa de-
notamos de la formgy.

Una familia de subconjuntog’ = {A; : i € I} en un espacio topoldgico se dice
gue edocalmente finitaresp.discretg si para cadg € Y existe un entorno abierto
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U dey tal queU tiene interseccion no vacia con una cantidad finita de el@aen
de <7 (resp. con a lo mas un elemento.dd. Una familia de subconjuntog’ en

un espacio topoldgico se dice quea$ocalmente finita si puede expresarse como
una union numerable de familias localmente finitas.

Un puntoy en un espacio topoldgico se dice que es upunto de acumulaciode
un conjuntcA C Y siy € A\ {y}.

Rede§ Diremos que el pafD, >) es unconjunto dirigidosi D es no vacio y se verifican
las siguientes propiedades:

(i) siiy, i2y i3 sonelementos de tales que, > i1y i3> io, entoncess > iq;

(i) siieDentonces >i;y
(i) siiq,ip € D, entonces existe € D tal queiz > i1y iz > i».
Unared en un espacio topoldgict es una funcion arbitraria definida en un con-
junto dirigidoD no vacio con valores en el espa¥ioUsualmente la denotaremos
como(Yi)iep O (Vi)i- Diremos que una ref;); estdeventualmente en un conjunto
A # 0 si existe un element@ € D tal que sii > ig entonces; € A. Un puntoy se
dice que es upunto limitede una redy;)icp Si esté eventualmente en cada entorno
abierto de dg. En este caso diremos que la @@hvergeay.

Un puntoy se dice que es ypunto de aglomeraciode una redy;)ic| Si para cada
entorno abiert®) deyy todoig € D existei > ig tal quey; € U.

La nocion de compacidad en términos de redes se traduce etodpieed(y;);
contenida erK tiene una subred convergente.

[Espacios métricos, Polacos IK-analiticos| Un espacio métrices un pafM,d) forma-
do por un conjunto y una funciéh definida en el conjunt x M con valores en
R, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) d(xy) =0 siy sOlamente si=y.
(i) d(xy) =d(y,x) para cadx,y € M.
(i) d(xy) <d(x2)+d(zy) para cadx,y,z€ M.

La funciénd se dice que es umaétricasobreM. UnapseudométricanM es una
funciond definida erM x M que toma valores reales no negativos satisfaciendo las
propiedades (ii), (iii) junto con

(i) d(x,x) =0 para cadax € M.
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Un espacio topoldgicdy,T) se dice que es metrizable si existe una métieaY
tal que la topologia definida pdrcoincide corr.

El Teorema de Stone, [25, Corollary 4.4.4] nos permite afirqguoe:

Teorema |. Todo espacio metrizable tiene una baséliscreta.

Diremos que un espacio topologi¥oes Polacosi es un espacio separable y me-
trizable por una métrica completa. Todo espacio Polaco agemcontinua dai,
Diremos que un espacid es K-analitico si es Hausdorff y existe un espasio
Polaco y una multifunciég definida enX con valores en? (Y) satisfaciendo:

(1) Y = Usxex 0(X);
(i) si x es un punto d&X y V es un entorno abierto del conjunfgx) existe un
entornoJ dex tal quegp(U) C V.

Cuandog es una multifuncién que toma valores compactos no vaciosacpro-
piedad (ii) diremos que es una aplicacion usco.

Espacios vectoriales topolégicqsLos espacios vectoriales en esta memoria lo seran so-
bre los nimeros real&s. Dado un espacio vectorigly un subconjunt® C Y, de-
notamos po¥y el espacio generado pArtambién escribiremaospan A o simple-
mentespan Apara denotarlo. Cuando queremos denotar el espacio gerssghce
Q, escribiremospampA.

Un subconjunt se dice que esquilibradosi aA C A para todoa € K tal que
|a| < 1. Decimos qué\ esabsorbentesi para cadg € Y existety > 0 tal quey € tA,
para caddt| > ty. Dado un conjunto absorbemg el funcional de Minkowskiua,
viene dado por

paly) =inf{t >0:yectA}
paracady €Y.

SiY es un espacio vectorialtyuna topologia elY, decimos que es vectorial si la
sumay el producto por escalares secontinuosr se dice localmente convexa si es
una topologia vectorial con una base de entornos del orayemafia por conjuntos
CONVexos.

Un espacio vectorial topoldgico (resp. localmente conyeramado) es un espacio
vectorial dotado con una topologia vectorial (resp. loesite convexa; con una
norma).
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Diremos quéY es un espacio de Fréchet si es localmente convexo complets y m
trizable.

Un espacio de Banach es un espacio normado que es complattapaetrica
asociada a la norma.

[Espacios de funciones continua]sDadosY y Z espacios topolégicos, denotaremos por
C(Y,Z) el espacio de las funciones continuas definida¥ eon valores erzZ. En
el caso en el qué sea el cuerpo de los numeros reales lo denotaremdS(yor
Cuando el espaci6(Y) se considera dotado de la topologia de convergencia pun-
tual sobreY, lo denotaremos p&y(Y) o bien(C(Y),1p).

Topologias débile# Dado un espacio localmente convexo llamamioal topolégicade
Y al espacior’ = £ (Y,K) de las formas lineales continuas.

Para un espacio localmente convékda topologia débil o(Y,Y’) es la topologia
generada por la base dada por los conjuntos

V={yeY: |fily—yo)| < €parai=1,...,n},

dondeyg € X, f1,...,fneY' ye>0.

Analogamente, la topologia débil estrella¥resta generada por la base formada
por
Vi={feY':|(f-"fo)(y)| <eparai=12,...,n},

dondefg € Y/, y1,....yn € Y y € > 0. Denotaremos la topologtébil* deY’ por

aYy).

En el caso en el qué sea un espacio de Banach denotamosypau dual topold-
gico e indistintamente paw 0 o(Y,Y*) a la topologia débil y pow* o0 g(Y*)Y) a

la topologia débil estrella exi*.

SeaA C Y un subconjunto no vacio de un espacio localmente convexunatnhos
polar deAy lo denotamos pof° el conjunto deY’ dado por

A’ ={y" €Y' :|y*(y)| <1 paracady c A}.

SIACY, entonceg\’ es un conjunto convexo, equilibrado y cerrado en la topalogi
débil estrellac (Y',Y).
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Cardinales] El conjunto de los numeros cardinales es un conjunto bieenab. Asi,
para cada cardinah existe un cardinal minimo entre todos los que son mayores
quem, a dicho cardinal se le denota per . Los cardinale§l,0,..., se definen
de forma recursiva con las condicionés.1 = ;" parai = 0,1,...,. La igualdad
¢ = 41, dondec representa el cardinal d&se conoce con el nombre dedtesis
del continuoy es independiente de los axiomas de la teoria de conjuntos.

Un nimero ordinal infinita\ es unndimero inicialsi A es el mas pequefio entre los
numeros ordinaleg tal que|a| = |A|, es decir, sj§| < |A| para cadd& < A.

Para cada numero cardinalexiste un nimero ordinal inicidl, tal que|A| = m.
Seaa un numero ordinal & un conjunto arbitrario. Llamaremasicesion transfi-
nita de tipoa a una aplicaciérf definida en todos los ordinales mas pequefos que
o con valores elY tal que para cadae< a, f(i) =Y; y la denotaremos de la forma
(Yi)i<a-
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Filtros y uscos en espacios
topologicos

El objetivo de este primer capitulo, tal y como ha sido ya cutado en la introduc-
cion general en detalle, es analizar y estudiar las progedde los filtros en espacios
topologicos, destacando aquellas que seran utilizadaslpsgrminar la existencia de us-
cos (aplicaciones multivaluadas con valores compactopgrearmente semicontinuas)
en dominios métricos. La existencia y generacion de uscesaxial para el estudio del
indice deK-determinacion que hacemos en el segundo capitulo. Polaoimpqueremos
resaltar que el estudio de los filtros compactoides y nun@rante compactoides que
realizamos es aplicado en este mismo capitulo para obtentarma muy sencilla los
teoremas de Wallace, corolario 1.5.5 y de Kuratowski, esioll.7.7.

1.1 Recordatorio sobre filtros

La nocién de filtro que recordamos debajo, debida a H. Castapuede encontrar
en Bourbaki, [4, Chap. I. 86], donde nos remitimos para Idal#és de los resultados
y pruebas que involucran las nocionesatsvergencia, puntos de aglomeracion, etc.
asociados a un filtro en un espacio topoldgico que utilizaaos.
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Definicion 1.1.1. Una familia.# de subconjuntos de un conjunto Y se dice que es un
filtro, si se verifican las siguientes propiedades:
(i) siACY,conADF paraalgun Fe .#, entonces A .%;
(i) siF,R e .7, entonces Nk € .%;
(iii) el conjunto vacio no pertenece®.

Una familia % de subconjuntos d¥ se dice que es unaase de filtrosi satisface las
propiedades:

() paraBy,B, € 4, existe Be 4 tal que BC B; NBy;

(i) el conjunto vacio no pertenece%.
Si % es una base de filtro, la familia

F ={F CY:existeBe # conBC F}, (1.1)

es un filtro, que llamaremdstro generadopor 4. Reciprocamente, para un filtro dado
% una subfamiliaZz C .# se dice que es base patasi (1.1) se da. S¥; y .%, son
dos filtros enY, se dice que#; esmas finoque .#; si para cad& € .%, se tiene que
F € %, brevemente?, C .#,. Para bases de filtro la nocién sier mas finae entendera
como gue la correspondiente relacion entre los filtros aslosi se satisface. Asi, hablare-
mos también, a veces, de filtro/base de fittras finoque una base de filtro/filtro, con el
significado evidente.

Definicion 1.1.2. Unfiltro % en un conjunto Y se dice que es un ultrafiltro si es maximal,
es decir, si no existen filtros estrictamente mas finos que ¥él.e

Con ayuda del lema de Zorn se prueba que para cadafilieaY existe un ultrafiltroz
mas fino queZ . Como dice Bourbaki en [5, pags. 192-198]:

“ Los ultrafiltros son en topologia y analisis un preciosotimsnento que ha
contribuido a iluminar y simplificar resultados notableswo el teorema de
Tychonoff que establece que el producto de una familiarargtde espacios
topologicos compactos es compacto.”

En todo lo que sigu¥ es un espacio topolégico Hausdorff. Se dice que un fitro
en el espacio topolégicé convergea un puntoy € Y si para cada entorno abieNode
yenY, existeF € .# tal queF C V; en otras palabrasz es mas fino que el filtro4;
de los entornos dg enY. Cuando esto es asi escribirem®s— y. Recordemos que un
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espacio topoldgico es compacto si, y solo si, cada ult@fdtr €l es convergente a un
punto; equivalentemente si, y solo si, todo filtro tiene untpule aglomeracioén, véase [4,
Chap I. 89].

El conjunto de puntos de aglomeracidel filtro .# enY es el conjunto cerrado (po-
siblemente vacio) definido p@{(.%) := Ngc.# F —los cierres estan tomados ¥nEs un
sencillo ejercicio probar la igualdad:

C(#) ={yeY :yes limite de algun ultrafiltro mas fino qug}. (1.2)

Un ultrafiltro 2 enY converge si, y solo siC(%) # 0, véase [4, Chap |. §7.2];
obsérvese que §i(% ) # 0, entonced” contiene necesariamente un Unico punto que es
el limite del ultrafiltro7/ .

1.2 Filtros compactoides

En esta seccion damos la definicidn, entre otras, de @ilimpactoideque extiende
simultdneamente la nocion de filtro convergente y la de edajoompacto. La siguiente
definicion utiliza el concepto de red tal y como aparece eibed de Kelley [52]. Las
nociones y resultados que siguen, aparte de su interésm@mabs, clarifican resultados
clasicos —véase por ejemplo nuestra prueba del teoremadjitc®) 1.5.5 en contraposi-
cién con la prueba en [25, 3.2.10]-y simplifican drasticaimehestudio de aplicaciones
multivaluadas que son una de las herramientas esenciaesiigamos en esta memoria.

Definicion 1.2.1. SeaY un espacio topologich y ¥ filtros en Y y# una base de filtro.
Se dice que:
(i) -# escompactoide enY sicada ultrafiltro mas fino gaen 'Y converge a un punto
dev,;
(i) .# subconverge a un subconjuntoL enY (denoté&de- L), si dado un subconjunto
abiertoV de Y con IC V existe Fe .# tal que FC V;
(iii) unared(y;)iep estéeventualmenten.# (denotado poKy;)icp < %) Si para cada
F € .7 existe p € D tal que para cada > ig se tiene quej\e F;
(iv) la base de filtroZ es compactoide o subconverge a un subconjunto L de Y, cuando
el filtro .# generado porZ es compactoide o subconverge a L.
(V) ¥y % secortan si G\B # 0 paracada Ge ¥ yBe £.
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La nocién de filtro compactoide como se ha introducido eng@rece, entre otros, en
[70, 21]. La nocidn de filtra# quesubconvergal tal y como la hemos definido en (ii)
aparece en [70], [21] con los términos.gesemiconvergal y en [23] con los términos
Z apunta den inglés, aimed to).L

Dado un filtro.# enY la igualdad (1.2) se completa facilmente con:

C(#) = {yeY:yespuntode aglomeracion de alguna(gicp < .7 }
= {yeY:yeslimite de algunare@)icp < -7 }.

El resultado que sigue reune propiedades generales ddros.fil

Proposicion 1.2.2.Sea Y un espacio topolégicox unfiltroen Y .
(i) SiY esregular,

L CY escerrado y* ~~L, implicaque G.%) C L. (1.3)

Reciprocamente, $1.3) se verifica para cada filtro¥ que subconverge a un con-
junto cerrado en 'Y, entonces Y es regular.

(i) SiL esun compacto no vacio, entontke8) se verifica sin suponer la regularidad
eny.

(iii) Si.# es compactoide, entonce$.Z) # 0y .% ~~C(.7).

DEMOSTRACION: Demostramos (i) por reduccion al absurdo. $eaC(.%#) y suponga-
mos quey ¢ L. Puesto qué&’ es regular, existen abierttsy V talesqud. cU ey eV
conU NV = 0. Como.Z ~ L, existeF € .# tal queF c U, lo que contradice quge F

ya queF NV = 0 y la prueba de esta implicacién acaba. De igual forma, eduacion

al absurdo, probamos que si (1.3) se verifica para cada fitrgue subconverge a un
conjunto cerrado e¥, entonces el espacibes regular. Supongamos que el espacio no es
regular. Entonces existen un pumte Y y un cerradd- C Y, tales quey € L y de forma
que para cada par de abiertdd/ conL CU ey eV setiendJ NV # 0. Si# y 45 son

las familias de abiertos que contieneh ay, respectivamente, entonces

#:={UNnV:UeMVeN}

es una base de filtro co® — y. Como por otro lada® ~~ L, si (1.3) es cierta, se debe
tenery € L, lo que es una contradiccion que acaba la prueba.
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La prueba de (ii) es analoga a la demostracién de (i), baBtdagegue en un espacio
topolégico Hausdorff s es compacto g ¢ L podemos construir abierttks, V tales que
LCcU eyeV conUNV = 0; ahora razonamos como en la prueba del apartado (i).

Por ultimo demostramos (iii). Supongamos g#iees compactoide. Por el Lema de
Zorn, existe un ultrafiltraeZz mas fino queZ. Como.# es compactoideZ/ converge, es
decir, existey € Y tal que

y asiC(.#) es no vacio. Veamos ahora q@é~-C(.#). Procedamos por reduccion al
absurdo y supongamos que la ultima afirmacién no es ciert@n@ss existe un abierto
V, tal queV D C(.%) y la intersecciorF N (Y \ V) # 0 para cad& € .7. Entonces, la
familia Z = {FN(Y\V):F € .} es una base de filtro. Por el lema de Zorn, existe un
ultrafiltro %7 mas fino que?. El ultrafiltro % es mas fino que# también. Puesto qué

es compactoide, el ultrafiltra’ converge, es decif), .4 U = {y} para algary € Y. Por
una parte, tenemos que

{y}= (1 UcC [ FN(Y\V)C(Y\V),

Ue% Fes
y por otra
{y}=(1Uc () F=C(#)cV,
Ue Fesz
y llegamos asi a una contradiccién que acaba la prueba. O

Si (Vi)iep €s una red eN y para cada € D definimos
R:={yj:jeD,j>i}, (1.4)

entonces” = (R)icp €S una base de filtro, a la que nos referiremos cbase de filtro
asociadaa (Y;)icp. El conjunto de los puntos de aglomeracion de la(ygdep es por
definicionC((y;)iep) := C(Z#). Un puntoy es un punto de aglomeracion @g)icp si, ¥
solamente si, es el limite de alguna subredyglg-p, véase [52, pag.71].

En el teorema siguiente se relacionan entre si las nociaggsaya filtros hemos dado
en la definicion 1.2.1. Este teorema unifica resultados de2l¥ (23, 12]. La prueba que
damos, con la intencion de hacer autocontenida esta mersigii las ideas de [12]. En



6 1.2 HLTROS COMPACTOIDES

el transcurso de dicha prueba utilizamos el siguiente helgmentalsi Y es un espacio
regular, entonces para cada@yY se tiene

A=(){U:U abiertoU > A}. (1.5)
De hecho, la validez de (1.5) para ca&la Y caracteriza la regularidad de

Teorema 1.2.3.Sea Y un espacio topolégica una base de filtro en Y. Consideremos
las siguientes afirmaciones:
(i) existe un subconjunto compacto no vacioL deY talguelL enY;
(i) C(#) es un compacto no vaciog~~C(#A)enY;
(iii) para cada cubrimiento abiert§Os}s-sde Y, existe un subconjunto finitpde Sy
B € % tal que BC g, Os;

(iv) paracadafiltro enY que cortaZ se verifica que C7) # 0;

(v) cadared(y;)icp < 4 tiene un punto de aglomeraciébnenY;

(vi) % es compactoideen .
Entonces(i) y (ii) son equivalentes e implican cada una de las condici@iigs(iv), (v)
y (vi), que a su vez son equivalentes entre si. Si ademas, Y esrregtdeces todas las
condiciones anteriores son equivalentes.

DEMOSTRACION: La implicacion (iiy=(i) es clara. Veamos ahora como=ifii). Por la
proposicion 1.2.2, apartado (i #) C L, y puesto qu€ (%) es cerrado concluimos que
C(%) es compacto. Si suponemos, por contradiccion(ug) = 0, entonces para cada
y € L, existeBy € # tal quey ¢ By y asiUyNBy = 0 para algurdy € .. Dado quel es
compacto, existe una coleccion finita de puntggy, ... ,yn € L tales que

Utilizando que# ~~ L encontramos un elemenBy € % tal queBy C U. Claramente se
tiene entonces que

BoMBy, NBy,N---NBy, CUNBy, NBy,N---NBy, =0,
lo que contradice qu&? es una base de filtro y consecuentemente hemos estableeido qu
C(#)#0.
Demostramos ahor# ~~ C(#). Supongamos que la afirmacion no es cierta, entonces
existe un entorno abiertdd O C(£) tal queBN (Y \ V) # 0 para cad® € A. Se sigue

entonces que la familia
% ={BN(Y\V):Bec %}
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es una base de filtro que satisfagé~~ L. Por lo probado anteriormente sabemos que
C(#') es no vacio. En consecuencia

(l);éﬂ{Bﬂ(Y\V):Be%} cM{BN(Y\V):Be B} =C(B)N(Y\V) =0,

y la implicacion (i)=(ii) queda demostrada.
Probamos ahora la equivalencia entre si de las condiciongé\), (v) y (vi).
Establecemos (iig>(iv) por contradiccion: supongamos que (iii) se verificae el
filtro ¢ corta aZ y queNgey G = 0. Entoncey = Ugey Y \ G. Como (iii) se verifica,
existenGy,...,Gme ¥ y B € # tales queB € UL, Y \ Gj. Asi,

0£BN([)G) c(UY\G)Nn((Gj) =0,
j=1

j=1 j=1

que es una contradiccion, con lo cual esta implicacion qpeataada.
Demostramos ahora (i (iii) también por contradiccion. Suponemos que (iii) no se
verificay consideramos un cubrimiento abigi@®)ic| deY tal que para cadg C | finito,
y para cada € 4, se tiene quB(\(Y \ Ui Oi) # 0. Para cada subconjunto finffode
| definimosAr =Y \ Uicr Oi. La familia

o = {Ar : F €|F finito},

es una base de filtro. Séael filtro asociado a'. Como el filtro¥ corta a#, se tiene
que 0+# Neey G = Nacy A Tomemosy € NacyA. El puntoy debe estar en algi®;
pero al mismo tiempy € Ay, =Y \ O;, llegando de esta forma a la contradiccion que
buscabamos que termina la prueba de=£ii)i).

Veamos la implicacion (iv-(v). Tomamos una redly;)icp < % y consideramos su
filtro asociadoZ = (R))iep- La condicion(y;)iep < % implica queZ corta a#. Asi,
si (iv) es cierto entonce§((Yi)iep) = C(Z) # 0, y consecuentemente (v) también se
satisface.

Para probar (\8>(vi) razonamos como sigue. Séa un ultrafiltro mas fino ques.
Demostraremos qu& es convergente eYi; para ello es suficiente ver q@ %) # 0.
Dirijamos el conjuntoz x % mediante la relacion

(U,B) = (U',B')si,ysélosiucU’ yBcB.

Para cadqU ,B) € % x # se tiene quaJ NB # 0; tomemosyy gy € UNB. La red
(Yu.B)) U B)cz x 2 €Sta eventualmente e y en % . De lo primero, utilizando que (v)
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se da, obtenemos qugy g))u B)c# 2 tiENe Un punto de aglomeracigre Y y de lo
segundo obtenemos que ha deyserC(% ). En conclusiorC(% ) # 0 como queriamos
establecer.

La implicacion (vi=-(iv) cierra la equivalencia entre (iii), (iv), (v) y (vi). Toemos
un filtro ¢ que cortaZ y consideramos la base de filtro

A ={GNB:Ge ¥ Bec A}

Sea7/ un ultrafiltro mas fino que’. Entonces” es mas fino ques y que¥. Si supo-
nemos que (vi) se da, tenemos qug €(% ) C C(¥). Asi, (iv) se verifica.

Por ultimo supongamos quées regular y que (v) se verifica. Vamos a probar que
(ii) también se da. Después del apartado (iii) de la prop@sit.2.2, s6lo tenemos que
demostrar qu€(A) es compacto. Para esto, probaremos que todo filtio(ef) tiene
un punto de aglomeracion &€{%). Seass un filtro enC(%). Consideramos la base de
filtro

0(«/) ={U CY :U abierto,AC U para algurA € < }.

Como antes, consideremos el conjunto dirigi{e?) x %, donde decimos que
(U,B) = (U',B') si, y solamente sl) cU’yBc B.

DadosB € #Z y U € 6(«) tenemos qudNU # 0; tomamosyyg) € U NB. La red
(Y B)) (U,B)co() < tiENe un punto de aglomeracigenC(%) NC(6(<)). Ahora como
Y es regular, para cadec </ la igualdad (1.5) permite obtener que

ye({U:Ueb(«)}=({A:Ac o/} =C(«),
y nuestra prueba acaba. O

El lema que sigue nos sera de utilidad en la demostracion pefesiciones 2.1.5
y 2.8.5 por esa razon lo aislamos aqui.

Lema 1.2.4. Sean T un espacio topologico, YT un subespacio ¥ una base de filtro
enY . SiZ es compactoide en Y, entonces se tiene
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DEMOSTRACION: Siendo la inCIUSiémBeggEY - ﬂBE@ET clara, solo tenemos que pro-
bar la inclusion contraria. Tomemog ﬂBe@ET. Definimos la base de filtro eni dada
por

o ={UNB:U € #%,Be A},

donde_#{ denota la base de entornos abiertos daT. SeaZ/ un ultrafiltro enY mas
fino que.w. El ultrafiltro % es mas fino ques, y consecuentement converge ery a
algun puntoy € Y. Como por otro ladd” — t enT se tiene que

t=ye ) B NY,
Be#

y la prueba termina. O

Finalizamos esta seccién con algunos ejemplos de filtrogpaotoides vy filtros que
subconvergen a ciertos conjuntos. Uno de los ejemplos m@ariamtes que citamos es
el asociado a aplicaciones superiormente semicontinuasalores compactos. Recor-
damos primero la definicion de multifuncién superiormemimisontinua, que puede en-
contrarse entre otros en [56, 818].

Definicion 1.2.5. Sean X e Y dos espacios topolégicos. Una aplicacion multaekz
Y : X — 2 se dice que es superiormente semicontinua en un pgrEc<xsi (Xo) €s no
vacio y para cada subconjunto abierto V enY @ofxo) C V existe un entorno abierto
U de % en X tal quep(U) C V. En otras palabrag) es superiormente semicontinua en
Xg Si, y sOlo siy(.Ay,) ~ P(Xo) para cada x € X.

La multifunciony se dice superiormente semicontinua si es superiormente@em
tinua en cada punto de X.

Ejemplo 1.2.6.

(i) Redes convergentes.
Si (Vi)iep €S una red convergente ¥nentonces su base de filtro asociada
Z = (R)iep €s compactoide.

(i) Filtros que contienen un conjunto relativamente compacto.
Un filtro en un espacio topoldgicod que contiene un conjunto relativamente com-
pacto es compactoide. Si ademégs un espacio regular, se sigue de las conside-
raciones anteriores, quees relativamente compacto si, y solo si, el filtro generado
por % = {A} es compactoide.
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(i) Filtros acotados en espacios localmente convexos serxiedis.
SeaY un espacio localmente convexo semirreflexivé yn filtro enY que contiene
un conjunto acotado. Entonce® es compactoide ef,w): basta recordar que
los conjuntos acotados en los espacios localmente congexosreflexivos son
relativamente compactos en la topologia débil, véase PB3L3§1)].

(iv) Filtros asociados a uscos.
Si X e Y son dos espacios topoldgicos, una aplicacion multivalyadx — 2"
se dice que esisco(abreviacion en inglés pamgpper semi-continuous compact
valued si es superiormente semicontinua, de acuerdo a la definicih5, y para
cadax € X el conjuntoy/(x) es no vacio y compacto. En otras palabras:

Y esuscosi para cada x X el conjuntoy/(x) es no vacio y compacto y
P(Ax) ~ Y(X).

Hay variados y notables ejemplos de aplicaciamEoen topologia y analisis. Nos
remitimos a [56] para tales ejemplos, en general, y al ejerhid.3 que recogemos
en la seccién siguiente para algunas uscos relevantes.

1.3 Filtros compactoides de base numerable

En el capitulo 2 introducimos una nueftancidon cardinala través de aplicaciones
uscodefinidas en espacios métricos. Obsérvese qu¥ ) es un espacio meétrico y
Y : M — 2¥ esuscoentonces(x) es compacto y(.A5) ~ W(x), con la particulari-
dad de que la base de filtig(.4%) puede ser tomada numerable. Con esto en mente,
recopilamos en esta seccion las propiedades que posternitgratilizaremos sobre fil-
tros subconvergentes y filtros compactoides de base nulaekélichos de los resultados
gue siguen se encuentran repartidos en [12] y [16]; aqui datemostraciones para to-
dos ellos y aportamos algunas matizaciones — por ejempla le&8 apartado (iii), que
clarifican la relacién entre estos conceptos.

La diferencia de comportamiento entre filtros compactoaibgrarios y filtros com-
pactoides de base numerable se fundamenta en la proposi8idnque a su vez utiliza
el hecho que sigue:
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Si (Yn)nen €S Una sucesion en el espacio topoldgico Y, entonces
{¥n:n€ N} = {yn:ne N}UC((Yn)n). (1.6)
Para establecer la igualdad anterior, observemos querdata se tiene la inclusion

{Yn:neN}UC((Yn)n) C {Yn:neN}.

Reciprocamente, si tomamyps {y,:n<€ N} ey & {y,: n &€ N} entoncey es punto de
acumulacion del conjuntfy, : n € N}. Esto implica que/ € C((yn)n) Y la igualdad (1.6)
gqueda establecida.

Proposicion 1.3.1.Sea# unfiltro en el espacio topologico Y y sealY un subconjunto
compacto no vacio. Consideramos las siguientes afirmasione
(i) ~LenY;
(i) paracada sucesiofyn)ney < -Z el conjunto{y, : n € N} es compactoy el conjunto
de los puntos de aglomeraciori@n)n) esté contenido en L.

(iii) cada sucesiofiyn)nen < - tiene un punto de aglomeracion que esta en L.
Entonces(i) siempre implicqii) y (ii) implica a su vetiii) . Si.# tiene una base de filtro
numerable, entonces las tres condiciones son equivalentes

DEMOSTRACION: Claramente (ig=(iii). Supongamos que (i) se verifica'y probemos que
(if) también. Fijemos una sucesigy,)n < #. SeaZ = (R,)n la base de filtro asociada a
(Yn)n. Como.# ~~ L se tiene queZ ~~ L y utilizando el teorema 1.2.3 obtenemos que

C((yn)n) €s compacto no vacio¥ ~~C((Yn)n)- (1.7)

Por el apartado (ii) de la proposicion 1.2.2 tenemos@Qu§,)n) C L. Tomemos un cu-
brimiento abierto{ Os}s-s deY. Utilizando la condicion (iii) del teorema 1.2.3 podemos
escogen € Ny un subconjunto finitégy C Stales que

Ri={ym:m>n}c (J Os.
€S
Finalmente, teniendo ademas en cuenta la igualdad (1.63 €dyn)n) €s compacto, se
sigue que una cantidad finita @ cubre{y, : n € N}, y consecuentemente la validez de
()=-(ii) queda establecida.
Para acabar, se#@ una base numerable pafa, supongamos que (iii) se verifica y
veamos que (i) también se da. Podemos suponer#se escribe como una sucesion



12 1.3 HLTROS COMPACTOIDES DE BASE NUMERABLE

decrecient®; D B, D ---Bp D --- de conjuntos no vacios. Datfoc Y abierto corl. C V
probamos que para algime N se verifica quaB,, C V. Si esto no fuera asi, para cada
n € N existiriayn, € By \ V. La sucesion(yn)n < -# y 0 # C((Yn)n) C Y \ V. Puesto que
Y\ V tiene interseccidon vacia can esto contradice (iii) y la prueba queda terminada.

El siguiente corolario, bien conocido, es una herramietittgquie se obtiene aqui como
consecuencia de la proposiciéon anterior.

Corolario 1.3.2. Sea X un espacio topolégico que satisface el Primer Axioniduthee-
rabilidad. Si Y es otro espacio topoldgicoyy: X — 2¥ una multifuncién con valores
compactos no vacios, entonces son equivalentes:
() W es superiormente semicontinua (i.e. usco en este caso);
(i) para cada sucesiofx,), convergente a algun& X, si tomamosye Y(xn), para
n € N, entoncegyn)n tiene un punto de aglomeracion y giix).

DEMOSTRACION: El corolario se sigue inmediatamente de la proposicioritehiendo
en cuenta que si para cada X fijamos una base numerable de entorngsentonces la
condicion (i) aqui, semicontinuidad superior, equivaleag(-4x) ~ Y(x) y la condicién
(i) equivale a que cada sucesifyh)n < Y(.4%) tiene un punto de aglomeracion en el
compactoy(x). O

En el ejemplo que sigue recogemos tres situaciones en ldagjaplicaciones usco
aparecen de forma natural.

Ejemplo 1.3.3.

(i) La aplicacion dualidad.
Sean(X,|| - ||) un espacio de Banach§ = {x € X : ||x|| = 1}. Para cadx € S
definimos

J(X) = {x" € Bx- 1 X'(x) = [X| = 1} (1.8)

Siguiendo a [20, pag. 23] al conjunto definido en (1.8) se lelde@mbre desubdi-
ferencialde la normd] - || enx.

La aplicaciond : Sx — 28x* que a cada € Sk le asocial(x) definido por (1.8)
es| - || —w*-usco. Obsérvese que gracias al teorema de Hahn-Banaehcauia
X € S, el conjuntoJ(x) es no vacio. Ademad(x) esw*-cerrado y acotado, y por
tantow*-compacto.
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(ii)

Para probar qué&es una aplicacion superiormente semicontinua probamagsagae
cada sucesiofxn)n que converge aen(X,|| - ), six; € J(xn) entoncegx;)n tiene
un punto dew*-aglomeracion ed(x). Como (Bx-,w*) es compacto, la sucesion
(X;)n tiene un punto de aglomeracié € Bx- en la topologiav*. Veamos que
X* € J(x). Utilizando la desigualdad triangular tenemos que

X0 = () [ < X (%) =3 (%) < X (X) =50 (0] 4 X0 (X) = Xa (%n) |

Teniendo en cuenta quei(X,) = 1 para cadar € N, la desigualdad precedente
queda de la forma

1= X9 < X (X) =X (¥)] 4 X () = Xa ()| <
< X0 =X ()] + (1% — ][

Como(x;(x))n se aglomera er*(x) y limp ||x, — X|| = 0, se tiene quéx* (x)| =1y
X* € J(X).

La aplicacion dualidad aparece de forma natural en el estledia diferenciabilidad
Gateaux y la diferenciabilidad Fréchet de la norma en unganter [20, pag. 7].
La proyeccion métrica en un espacio de Banach reflexivo.

Sea(X,|| - ||) un espacio de BanachYeC (X,|| - ||) un subespaciof se diceproxi-
minal si para cada € X existeyp € Y tal qued(x,Y) = d(X,yo). Obsérvese que si
Y es proximinal, entonces es necesariamente cerradoYSL X es proximinal el
conjunto

Re(x) ={yeY:lly—x|=d(xY)}

es acotado, convexo y cerrado. EfectivameRt€x) es cerrado en norma. Por otra
parte siyp,y1 € Rr(X) y0<A,u <1conA +pu=1,setiene

|(Ayo+ty1) —X|| = [[(Ayo+ py1) — (A + p)X|| <
< Allyo—X|[+ mllyr —X|| =
=Ad(xY)+pd(xY)=d(xY)

lo que prueba qué/(Xx) es convexo. Para terminar, obsérvese qug siRy(X)
entonces,
IV < [[x=yl[ + [IX[] = [IX]] + d(x,Y) < 2]|x]|

y asi,R/(X) es acotado.
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Por otro lado s(X,|| - ||) es reflexivo, cada subespacio cerragdo X es proximinal.
Efectivamente, dade < X si

d(x,Y) :=inf{|[x—y| :ye Y},

podemos tomafyn)n C Y cond(x,Y) = limp ||X — yn||. ESto implica qu&yn)n €s
acotada en norma. Com¥% es reflexivo,Y lo es también y asi, la sucesidy)n
tiene, gracias al teorema de Eberlein-Smulian, [37, The@#] una subsucesion
(Yn )k que converge hacia un cierto pury@< Y en la topologia débil. Asi, para
cadax® € X*, ||x*|| < 1, se tiene que

X (X) =X (¥o) | < X" (%) = X" (Yn )|+ X" (Y, ) — X" (Yo) |
Fijadoe > 0 existeky € N tal que sik > kg
X (X) =X (Yo)| < X" (X) = X" (Yn )| + €.

De aqui,

sup [X*(X) =X (Yo)| < sup [X"(X) =X (Yn)| + €
X*eBx* X*eBx*

X=Yol < [[X=Ynl +¢,

de donde finalmente obtenemos que
IX=Yol| = lim[x—yn|| = d(xY)

y consecuentementees proximinal.
Utilizando lo anterior, s{X,
cadax € X el conjunto de las mejores aproximacioeéx) es no vacio, convexoy
w-compacto. La aplicacion multivaluada asi definidla; X — 27 se llama proyec-
cion métrica. La proyeccion métrica es en este d¢ggpw-usco. Probamos ahora
la semicontinuidad superior. Sé& ), una sucesion el convergente aen || - ||,

y para cada € N tomamosy, € R/ (Xn). La sucesionyn), tiene un punto de aglo-
meraciony en la topologia débil puesto que esta acotada, gracias aigudédad

[1¥n =Xl < llyn =Xall + [[%0 = X[ = d(x0,Y) + [0 = X|
y (d(xn,Y))n converge a(x,Y). Ahora concluimos qug € R/(X) ya que
X (X=Y) < X (X=Xn)[ + X" (X0 = Yn) |+ X" (Yn = Y)|
< [IX=Xall + 1% — Ynll +X" (Y —Y)
< [[X=Xa[[ +d(x0,Y) +X (Yo =),

-||) es un espacio de Banach reflexivo, entonces para
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(iii)

para cadx* € Bx+. De aqui se sigue
X (X=y)[ < d(xY),

para cadx* € By, luego||x—y|| = d(x,Y).

Espacios de Banach débilmente compactamente generados

Sea(X,|| -||) un espacio de Banadatebilmente compactamente generads de-
cir, X = (U‘r’f:an)H.H, dondeW es un subconjunta~compacto y absolutamente

convexo. Entonces la aplicacion

NV X W)

~ 1.9
(trto, .ty e ey) — m (LW + %BX**) (1.9)

k=1
es usco. Para cada= (t\)xeny € NV el conjuntoW(a) es no vacio w*-compacto
por ser interseccion de conjunta$-compactos. Veamos qu es superiormente
semicontinua. Sea = (t)key € NN y U un abierto en la topologia* tal que
W(a) C U. Entonces existm € N tal que

A 1
N (tkW+EBX**) cu,
k=1
Asi, el conjuntoO := {B = (&)ken € NV : & =t,k=1,...,m}, es un entorno
abierto dex en la topologia d&", y W(0) c U, quedando demostrada la semicon-
tinuidad superior.
Por otra parte obsérvese que
J W(a)=X
aeNN

ya que la union J,cyNW es densa eX.

Siguiendo a [21] damos la siguiente definicion.

Definicion 1.3.4. Sea Y un espacio topoldgic&, un filtro y % una base de filtroen Y.
(i) Sedice queZ es numerablemente compactoide enY si para cadadiliton base

numerable que corta &, de acuerdo a la definicion 1.3(¥)], C(¥) #0en Y

(i) Se dice queZ es numerablemente compactoide cuando el fifrggenerado por

2% es numerablemente compactoide.
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La equivalencia en la proposicion que sigue entre (i) y (ig@ge encontrarse en [21]
y con el concurso de (iii) en [12].

Proposicion 1.3.5.Sea Y un espacio topolégica una base de filtro en Y . Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada cubrimiento abiertdOn}ncn de Y, existe un subconjunto finitg e N
y Be # tal que BC Upen, On;

(i) para cada filtro con base numerable en'Y que caftatenemos G7) # 0.
Cada una de las condiciones equivalentes anteriores impdicondicion:

(iii) toda sucesiony,)n < & tiene un punto de aglomeraciénen .
Si ademas# es numerable entoncés, (i) y (iii) son equivalentes.

DEMOSTRACION: Para la equivalencia @ (ii) basta repetir la prueba (i (iv) del teo-
rema 1.2.3 sustituyend@ por su base numerable y un cubrimiento abierto arbitramo po
uno que sea numerable.

(iv)=-(v) del teorema 1.2.3 sustituyendo redes por sucesiong@ngamos ahora que
% es numerable y vamos a probar que $i{)i). Sea¥ un filtro con una base numera-
ble %' que corta a%. Supongamos qu& y %A’ se escriben, respectivamente, como las

sucesiones decrecientes de conjuntos no vacios,
BioB,D>---ByD--- yBéI_D B/ZD BGD

Para cada € N tomamosy, € BN B;,. La sucesiory,)n < Z. Puesto que (iii) se verifica
(Yn)n tiene un punto de aglomeracigrenY. Por tantoy € B], para cada € N. De aqui
se sigue qu§ € Ngey G Y (ii) se verifica. O

Las bases de filtro numerables con la propiedad (iii) de lpgsicion 1.3.5 reciben el
nombre deelativamente numerablemente compaeta$l6, Definition 1]. En este ultimo
articulo y también en [23] se distingue y estudia el conjul@puntos de aglomeracion
sucesionales .7 ) de un filtro.# como aparece debajo.

Definicion 1.3.6. Dado un filtro.# en el espacio topologico Y, ebnjunto de los puntos
de aglomeracion de sucesiorkes% se define como

Cs(:#):={y€Y: yes punto de aglomeracion de alguna suces$igm, < .# }.
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Definicion 1.3.7. Un espacio topoldgico Y se dice que msmerablemente compacto
(abreviadamente, NK) si para todo recubrimiento abiertonesable(O,), de Y existe
un conjunto finito NC N tal que Y= {J,en On. Un subconjunto A de un espacio topologi-
coY se dice que es numerablemente compacto si con la topahalgicida es un espacio
numerablemente compacto.

Equivalentementé) es numerablemente compacto si toda sucesioh ne un punto
de aglomeracion eA o si todo conjunto infinitdVl C A tiene un punto de acumulacion
enA, véanse [52, pag. 162] y [25, Theorem 3.10.3, pag. 202].

Las implicaciones (&>(ii) = (iii) en el siguiente lema se pueden encontrar en [16,
Main Lemma)]. Que (iii) es de hecho equivalente a (i) y (ii)ridlea el comportamiento
de los filtros numerablemente compactoides de base nuraerabl

Lema 1.3.8. Sea Y un espacio topolégico¥ una base de filtro numerable en Y. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada sucesiofyn)n < 2 el conjunto{yn : n € N} es numerablemente com-
pacto;
(i) 2 es numerablemente compactoidesy4) es numerablemente compacto no va-
cio;
(iii) Cs(#) es numerablemente compacto no vacis y- Cs(%).
DEMOSTRACION: (i)=-(ii) Después de la proposicion 1.3.%, es numerablemente com-
pactoide. Veamos ahora q@g(#) es numerablemente compacto. SupongamosZue
viene dada como una sucesion decreciente de conjiBitasB; D --- D By---. Sea
(Yj)jen Una sucesion e@y(%). Para cadg < N, existe una sucesié(ryﬁ,)neN enY tal
que(y},)neN < 2, y tal quey; es un punto de aglomeracion @é)neN. Para cadg € N
existe una sucesion creciente

n<n,<--<nb.,
de enteros positivos tal que
y} € By si nlj( <n< nlj(H, parak=1,2,...
Sea(zn)nen la sucesion dada por

1 1 1 1
{yﬁi, . ,ylﬁ_l,yn%, e ,yn%_l,yzng, . ,yzg_l,yn%, Yy

1
RN AR NN R N
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La sucesionzy)ney esta eventualmente e, y asi{z, : n € N} es numerablemente
compacto por hipoétesis. Pero

yj € {zo:n€ N}, paraj € N

yaque,

{y},:nzn}} c {zn:neN}.
De aqui se sigue qugyj)jen tiene un punto de aglomeracigenY. Ademasy € Cs(%)
ya quey es de hecho punto de aglomeracion de la sucegip-n Y (zn)n < 4. Cierta-
mente, s es un entorno abierto dey p € N existe algin entero positivig, > p tal que
Yj, € U, y asi para algum > p se sigue quem € U, ya queU es un conjunto abierto e
Yj, €s punto de aglomeracion de la sucesminen.

(ii) = (iii) Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos€iijla y que#
no subconverge haci@s(#). Podemos suponer qu# se escribe como una sucesion
decreciente

Bi1DBxD:---DBp---.

Existe pued/ C Y abierto corCs(#) CVyBanN (Y \V) # 0, para cada € N; tomemos
Yn € BaN (Y '\ V). La sucesioriyn)n < %, y asi tiene un punto de aglomeracipgue ne-
cesariamente esta &¥n V. Por otro lado como por definicigne Cs(%) lo que contradice
Cs(#) C Vy acaba la prueba de la implicacion £iiii).

(iii) = (i) Fijemos (yn)n < 4. Como{yn: n€ N} es cerrado, para probar que es nu-
merablemente compacto veremos que para cada recubriraigietto numerabléOm)m
deY, una cantidad finita d®p’s cubre{y, : n € N}. Dado el cubrimient¢Om)m, como
Cs(#) es numerablemente compacto, exisSte N tal que

Cs(#) c | Om. (1.10)

meN

Dado queZ ~-Cs(#) para un ciert& € N se tiene que

{yn:n>K}c | Onm (1.11)

meN

Por otro lado la igualdad (1.6) nos da la inclusién
{yn:n>K} C{yn:ne N}UC(A). (1.12)

Si ahora utilizamos (1.10), (1.11) y (1.12) concluimos que gantidad finita d®p,’s
cubre{y, : n € N} y la prueba termina. O



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 19

Definicion 1.3.9. Diremos que un subconjunto A de un espacio topoldgico Y atvai
mente numerablemente compacto (abreviadamente RNK)asbstamksion en A tiene un
punto de aglomeracion en Y. Diremos que A es sucesionalroemtgacto, (respectiva-
mente relativamente sucesionalmente compacto) si todsguncen A tiene una subsuce-
sion convergente a un punto de A (respectivamente de Y).

Debe notarse aqui que la definicion paraAeelativamente numerablemente com-
pactono esque la clausur@ es numerablemente compacto, como pone de manifiesto
el ejemplo que sigue que ha sido tomado de [30, Example J]:2e&@e ejemplo es de
hecho un subconjunto sucesionalmente compAciayo cierreA no es numerablemente
compacto.

Ejemplo 1.3.10. Sea{ T, : n € N} una familia numerable de conjuntos tal que T = 0
sii# jy Ti no numerable para cadad N. Tomamos T= (J;_1 Tn, Y definimos

i=n

X = {f :T —R: existe neN:sop(f)m(UTi) es numerabl},

dondesop(f) = {t € T : f(t) # 0}. Dotamos XC R' con la topologia de convergencia
puntual sobre T. El conjunto

A:={f € X:soff) es numerable yf(t)| < 1 paracadatc T}
es sucesionalmente compacto y su clauguem X no es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION:

Sea(fy)n una sucesion de funciones AePara cada € N el conjunto sopf,) C T
es numerable y asi también el conjule= J,.xSOQ fn). Puesto que para cadee N
y cadat € T tenemos quéf,(t)| < 1 tenemos que la sucesiéfy), esta contenida en el
espacid—1,1°, que es compacto y metrizable. De lo anterior deducimog ti)gtiene
una subsucesion convergentelerd,1]° y por ende erX, y asi queda probado qéees
relativamente numerablemente compacto.

—X ..
Demostramos ahora g#e no es numerablemente compacto, para ello es suficiente
., —X ., .

mostrar una sucesion &\ que no tenga puntos de aglomeracion. El cierrdam la
topologia deX es el conjunto

A= {f eX:|f(t)] <1paracadacT}.
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Para cada € N, consideramos el subconjunig = UL, T; y la funcién Xt T —R

dada porxy(t) = 1 sit € Ty xr:(t) = 0 sit ¢ T,.. La sucesion de funcionégr)n esta

contenida enT\X, y converge a la funcién constante igual a Iled enR'. Sin embargo,
] =X

1 ¢ X ya que|T| es no numerable, y asi hemos encontrado una sucesidn gue no

tiene puntos de aglomeracion ¥n O

Un conjunto numerable numerablemente compacto es comdsiguiente ejemplo
muestra un conjunto numerable y relativamente numeraliEneempacto cuyo cierre no
es compacto.

Ejemplo 1.3.11. SeaBN la compactificacion de Stor@ech deN con la topologia dis-
creta, y X= BN\ {r} dotado de la topologia inducida, donde 3N\ N. EntoncesN es
relativamente numerablemente compacto en X ﬁ%(rcmo es compacto.

DEMOSTRACION. Después de [25, Theorem 3.6.14] sabemos que cada subimogin
rrado deN tiene cardinal no numerable, asi cada subconjunto nuneskabN tiene un
punto de aglomeraciéon ef1 Sin embargoNx = Xy X no es compacto. O

Teorema 1.3.12.Sea Y un espacio topologico en el que los conjuntos relagwéemu-
merablemente compactos son relativamente compactg$ eSiuna base de filtro nume-
rable enY, entonces las siguientes afirmaciones son equies!:
(i) existe un subconjunto no vacio y numerablemente compaatorLtdl queZ ~~ L
eny,;
(i) para cada cubrimiento abierto numerab{®©y}.cn de Y, existe un subconjunto
finito N deNy Be £ tal que BC |J,cn On;
(i) % es numerablemente compactoide enY;;
(iv) cada sucesiofy,)n < # tiene un punto de aglomeraciénenY;,
(V) Cs(#) es numerablemente compacto no vacigy-Cs(#) enY;
(vi) % es compactoideeny .

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) es obvio. La implicacion (i (iii) = (iv) esta probada en la
proposicion 1.3.5. Probamos (#¥)V). Sea(yn)n < #. Si (iv) se verifica entonces el
conjunto{yn : n € N} es relativamente numerablemente compacto. Ciertamexte,uha
sucesionzy)n en{yn : n € N}, el conjunto{m € N : yy, = z, para algum € N} es finito
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o infinito. En el primer cas@z,), tiene una subsucesion que es constante, y por tanto
convergente. En el segundo caso hay sucesiones de entsitbggo

N<M<...<M<... M<Mm<...<m<...,

tales quez,, = ym,, para cadk € N. Asi, (z, )k < # y por tanto(z,), tiene un punto de

aglomeracion el, lo cual nos permite afirmar qyen : n € N} es relativamente nume-
rablemente compacto. La hipétesis sobrienplica que{y, : n € N} es compacto y utili-

zando el lema 1.3.8 obtenemos @e#) es numerablemente compactogr~ Cs(A).

(V)=(i) yaque# ~~C(#) y C(#) es compacto por las hipotesis.

(v)=-(vi) Otra vez, dado que&g ~~ C(%) por el teorema 1.2.38 es compactoide.
(vi)=-(iii) Se sigue directamente de la implicacién ¢ifiv) en el teorema 1.2.3.0]

Debemos comentar aqui que la hipétesis de que los conjuiadvamente numera-
blemente compactos sean relativamente compactos que hegtossobr& en el teore-
ma anterior se satisface para amplias clases de espacib&giops entre otras para:

A. Los espacios realcompactdsn espacio topologico se dice que es realcompacto Si
es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto dse reateas, [33].

B. Los espacios Dieudonné complettst espacio topolégico se dice que es Dieudon-
né completo si es homeomorfo a subespacio cerrado de ungboodiel espacios
metrizables, [25, 8.5.13].

C. Los espacios angélicos [Fremlin, [30]Un espacio topologict’ se dice que es
angeélico si para cada conjunto relativamente numerablEmeampactcA C Y se
tiene:

(i) Aes relativamente compacto;

(i) para cada € A, existe una sucesidiyn)n enAtal que limyy, =y.
Una buena referencia para el estudio sistematico de losies@angélicos es la mo-
nografia [30]. Entre otros, son espacios angélicos: loaasp métricos; el espacio
de funciones continua®(K),7p(K)) en un compacto dotado de su topologia de
convergencia puntualy(K) sobreK; los espacios normados dotados de sus topo-
logias débiles; etc. En los articulos [13, 69, 15, 14] selmwpie muchos espacios
de funciones continuas y espacios con topologias veasraitenidas por opera-
ciones de tipo numerable a partir de espacios metrizables gusales, son espacios
angeélicos. Remitimos al lector a la seccion 2.6 de esta mardonde algunos de
los resultados citados mas arriba son extendidos.
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Es notable el hecho de que en espacios angélicos un subtmegicompacto si, y
s6lo si, es numerablemente compacto y si, y sélo si, es suadgiente compacto
(también para las nociones relativas), [30].

1.4 Filtros compactoidesy k-espacios

Empezamos esta seccion con la siguiente proposicion guiiceldos aspectos re-
lacionados con Igroposition 2.3de [12] y nos sirve para poner de manifiesto, véase
corolario 1.4.2, que la coincidencia de las familias de cactgs para dos topologias y de
las familias de filtros compactoides de base numerable géaa gon una misma cosa.

Proposicion 1.4.1.Seant; y 1, dos topologias en Y tales que todo subconjunto
compacto es,-compacto. Sea® una base de filtro numerable y L un conjunto no vacio
T7-compacto de Y. S8~~L en(Y,11), entoncesB~ L en(Y,12).

DEMOSTRACION. Supongamos qué&?~-L en(Y,11). Después de la proposicién 1.3.1,
para ver queZ ~ L en(Y,T7) es suficiente probar que para cada suceSiPRen < 7

el conjunto{y,:ne N}T2 esT,-compacto, (1.13)
y que el conjunto de los puntos de aglomeracioifyds en(Y,12)

(M{yn:n>m} ™ esta contenido en. (1.14)

m
Ahora bien, comoZ~~L en (Y,11), la proposicion 1.3.1, se aplica para obtener que
{yn:NENJ" es 1i-compacto y qué,{yn:n>mj} - C L. Como, por hipétesis, los
conjuntosr;-compactos som-compactos, se obtiene qmrl esTp-compacto,
consecuentemente-cerrado y asfy,:ne N}T2 Cq{¥n:ne N}Tl lo que nos dice que
la afirmacion en (1.13) se satisface. Es claro, que el raziemdonanterior aplicado a
(Yn)n>m €n lugar de dyn)n>1 Nos dice que

Ynin>m}?C{yn:n>m} ", paracadae N,

y por tanto (1.14) se cumple. U



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 23

Corolario 1.4.2. Seanr; y 1, dos topologias regulares en Y . Consideremos las siguientes
afirmaciones:
(i) los espaciogY,11) e (Y,T2) tienen los mismos compactos;
(i) los espaciogY,11) e (Y,T2) tienen los mismos filtros compactoides de base nume-
rable.
Entonceqi) siempre implicgii). Cuando existe una topologia Hausda¥fen Y que es
simultAneamente mas gruesa que 12 entoncegii) también implica(i).

DEMOSTRACION: La implicacion (i)=(ii) se sigue de la proposicion 1.4.1 y del teore-
ma 1.2.3. Para la implicacion @) (i) basta tener en cuenta quefst Y est;-compacto,
entonces la base de filtt® := {A} es1y-compactoide y por tanto,-compactoide. Es-
to implica después del teorema 1.2.3 dues 1o-relativamente compacto. Para acabar
la prueba es suficiente ver glees 1o-cerrado. Veamoslo. Si tomamgs A" entonces
existe una redy;)jep tal quey = limjcpy;j parato. Por otro lado comé esti-compacto,
existe una subre@y/;)c de (yj)jep Y un puntox € A tal quex = lim,¢ y, parat;. Co-
mo & es mas gruesa qug y T» Se obtiene quéy,),-. converge pard a los puntox e

y. Comod es Hausdorff, deducimos qie= x y por tanto se obtiene quec A lo que
prueba qué\ estp-cerrado como queriamos. Si intercambiamppor 12 y repetimos el
razonamiento anterior obtenemos que los conjur@®mpactos d¥ sont;-compactos

y asi termina la prueba. O

Debemos comentar que la condicién de que dos topologiaartdag mismos com-
pactos implica que las dos topologias coinciden en estgsros, y que esto implica, en
particular, que las dos topologias tienen las mismas sugeEsconvergentes.

En los resultados que siguen utilizamos la nociok-eéepacio, cuya definicion recor-
damos a continuacion.

Definicion 1.4.3. Un espacio topoldgico Y se dice que es un k-espacio, si Igarcos
cerrados de Y son precisamente los conjuntos cuya inteésecon cada subconjunto
compacto de Y es un conjunto cerrado.

Si (Y,1) es un espacio topoldgico entonces la familia

*de subconjuntos Ude Y tales quees abierto en K (1.15)

para cada subconjunto compacto Kde Y

es una topologia enque llamaremok-topologia asociada 1. La proposicion que sigue
recoge, sin demostracion, las propiedades d¢ettgologiark asociada a.
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Proposicion 1.4.4.Sea(Y,1) un espacio topoldgico. Entonces la k-topologfasociada
a T, tiene las siguientes propiedades:
() 1% es mas fina que;
(i) Tyt coinciden en los compactos deConsecuentementey T tienen los mismos
compactos;
(i) (Y,7¥) es un k-espacio;
(iv) T=1¥si, ysolamente s{Y,r) es un k-espacio.

Remitimos al lector interesado a [52, pag. 240] y [25, Sac8@] para cuestiones
adicionales a las recogidas aqui relativdsespacios. El siguiente corolario sin prueba
se sigue inmediatamente de la proposicion 1.4.1:

Corolario 1.4.5. Sea(Y,T) un espacio topoldgicaZ una base de filtro numerable en Y
y L C Y un conjunto compacto. Entonce8~ L en(Y,T) si, y solo si,Z~L en(Y,1¥).

Corolario 1.4.6. Sean(X,d) e Y espacios topolégicos y seaX — Y una funcién que
es continua al restringirla a cada subconjunto compacto d&&an% una base de filtro
numerable y L un subconjunto compacto de X#Sk L en X, entonces(#4)~- f(L) en
Y.

DEMOSTRACION: Obsérvese qué(L) es compacto eX. Si Z~-L en(X,d) entonces
% ~~L en (X,65) gracias al corolario anterior. La hipétesis solfrequivale a que la
funcion f : (X,85) — Y es continua. Efectivamente SéaC Y un abierto entonces, puesto
que larestriccion dé a cada subconjunto compadtes continua, para ca#kacompacto,
tenemos qué (V) NK es abierto e y por tantof ~1(V) es abierto edX.

Fijemos un abiertd enY tal quelL c V. Entoncesf 1(V) es abierto er{X,6%) y
consecuentemente exidtec % tal queB C f~1(V), lo que implica quef(B) CV y la
prueba termina. O

A lavista de lo probado hasta ahora es natural preguntagsesel papel que el hecho
de ser las bases numerables juega en los resultados aegedbpapel desempefiado es
crucial. Por ejemplo, si sustituimos filtros compactoidesbdse numerable por filtros
compactoides arbitrarios en el corolario 1.4.2 lo que essacaracterizando es cuando
dos topologias coinciden. Si el lector piensa un momenteese$ta afirmacion se dara
cuenta de que esto es asi dado que, mientras el conceptaaeditipactoide de base
numerable extiende simultdaneamente el concepto de conpamipacto y de sucesion
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convergente, el concepto de filtro compactoide arbitradiede también el concepto de
filtro y red convergente. La siguiente observacion que agarecogida en [12] explica
parte de lo que queremos decir:

Proposicion 1.4.7.Seanr; y T, dos topologias comparables en un espacio topolégico Y .
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() n=1;

(i) 11y 12 tienen los mismos filtros compactoides.

DEMOSTRACION. Demostramos (ig-(i) por contradiccion. Probamos quersies estric-
tamente mas gruesa quaeentonces (ii) no se verifica. S@a)icp una red convergenteya
en(Y,T71) que no converge erp. TomamosJ C Y un entorno abierto dgen la topologia
T, tal que el conjunto

J={jeD:yjeY\U} (1.16)

es cofinal enD, >). Entonces la base de filtrt@ = {R; }jcj asociada a la redy;);ey
claramente subconverge{g} en(Y,11) pero no es compactoide é¥,72). De hecho, si
% fuera compactoide pam entonces

0+ R“c R ={}cu,
jed jed
lo cual es una contradiccion con la inclusfg. ; W,-TZ C Y \ U que sigue de la definicion
deJen (1.16). O

A partir de aqui es facil construir un conjuntocon dos topologias que tengan los
mismos subconjuntos compactos pero distintos filtros cotoftes. Efectivamente, co-
mo se indica en [12, Example 2], basta torffae R', conl no numerable yr1 := Tp(1),
la topologia producto e¥i y 15 := tp(l ) la k-topologia asociada. De acuerdo a nuestros
comentarios anteriorey y 1, tienen los mismos compactos, y sin embargo no pueden
tener los mismos filtros compactoides dado ques estrictamente mas gruesa que
véase [52, Ejercicio J, pag. 240].

Es posible construir otros ejemplos de topologias digiataun conjuntd’, incluso
completamente regulares, que tienen los mismos subcosjoompactos, i.e., ejemplos
de topologias completamente regulares en un conjigige no tienen los mismos filtros
compactoides pero que sin embargo si tienen los mismossfidtvsmpactoides de base
numerable. El ejemplo 1.4.17 con el que acaba esta secciiasaeen el hecho de que un
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espaciaC(K) con la topologia de convergencia puntaglK) esk-espacio si, y solo si,

K es un compactdisperso [60]; véase también [2, Theorem I11.1.2] como otra posible
referencia. En la seccion 2.11 mejoramos este resultaliantio el lema 1.4.11 —en el
gue se aislan ideas de [60], que demostramos aqui para ramofama autocontenida
el ejemplo 1.4.17 mencionado.

Definicion 1.4.8. Sea Y un espacio topoldgico% la o-algebra de Borel de Y. Una
aplicacionyu : B — R+ se dice que es umaedida positivai

(i) u(0)=0;

(i) para cada sucesiofB,)nen de conjuntos disjuntos €B se cumple la igualdad

[ee]

U(U Bn) = Z H(Bn).
n=1

n=1
Cuando ademas se verifica que para cada subconjunto de BaelMBse tiene
0)
u(B) =inf{u(G) : B C G,G abierto en ¥}

(1.17)
=sup{u(F):F C B,F cerrado en ¥},

(i) pu(B)=sup{u(K): K cC B,K compacto enY
se dice que la medida es de Radon, véase [18]. Cuando una angositivau verifica
quep(Y) =1 se dice ques es una medida de probabilidad.

Proposicion 1.4.9.Sean Y y Z espacios topologicos,Yf — Z una funcién continua y
una medida positiva en la-algebra de Borel de Y . Entonces la aplicacjdgfi—* definida
en lac-algebra de Borel de 282, dada por

ui1(B) = u(i-1(®))

siendo B un elemento @, es una medida positiva. Ademas si Y es compaateyde
Radon,u f ~ también es una medida de Radon.

DEMOSTRACION: La aplicacionu f 1 es una medida positiva. Por la forma en la que se
ha definido toma valores reales no negativos y ademas:

(i) uf-1(0)=0;
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(i) si (Bn)nen €S una sucesion de conjuntos de Borel disjuntad, emtonces la suce-
sién de conjuntos de Borel disjuntos1(By))neny Verifica que

=1 (JBn) = f B,

neN neN
y asi

pEH(U B = k(U F7HBn) = 5 puf*(Bn).

neN neN neN
Veamos quei f ~1 es de Radon. Séc Z un subconjunto de Borel & entonces, puesto
quef es continuaf ~1(B) es de Borel eiY. Siendou una medida de Radon, paga> 0,
existe un compacts ¢ f~1(B) tal queu(f~1(B)\K) < &. Ahora,L = f(K) es compacto
enZy se verifica que
f~1(B\L) c f1(B)\K.
Utilizando la monotonia dg, tenemos que
0<pf(B\L) <pu(f*(B)\K)<¢,
con lo cual concluimos que para cada conjunto de BBl Z se verifica que
pf(B)=sup{uf(L): L C Bcompactg.
Por otra parte
pf )\ pf(B) =sup{uf~t(L): L c (Y\B) compactd =

= pf 1Y) \inf{uf~1(Y\L):L C (Y\B) compactg =

=uf 1Y) \’mf{uf‘l(A) : AC B abiertd},
es decir,

pf1(B)=inf{uf~*(A): BC Aabierto},

y la prueba acaba. O

La proposicion anterior es valida para el caso en el fggea una funciéon medible,
[18, pag. 82]. Tras este resultado tiene sentido la sigei@etinicion.

Definicion 1.4.10.Sean Y y Z espacios topolégicos y¥ — Z una funcion continua.
Dada una medida positiva en lac-algebra de Borel de Y, se define la medida imagen
deu y se denotauf~1 como la medida en la-algebra de Borel de Z dada por

uft(B)=p(f(B))

para cada conjunto de Borel B en Z.
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ParaK compacto, en el espacio de funciones reales conti@(&$ consideraremos
Su estructura natural de espacio de Banach asociado a |la detraupremo

[l := sup{|f(t)] : t € K}.

Lema 1.4.11.Sea K un espacio compacto en el que existe una medida de @rdadb
de Radoru tal que({x}) = 0 para cada xc K. Sea¥ : C(K) — R la forma lineal dada
por

W(f) = /K fdy, para f € C(K).

Entonces existe un conjuntoA[0,1]X NC(K) tal que:

(i) la funciénl constantemente iguallren K pertenece a’;

(i) 1=W(1) ¢ W(A) y consecuentemente? A",
En particular, se deduce de lo anterior gd&no est, continua cuando se restringe a
[0, NC(K), aunque si es débilmente continua.

DEMOSTRACION: Para cada € K y n € N consideramos un entorno abietdgy dex en

K, tal que
1
H(Unx) < n’ (1.18)
Los subconjunto& \ Unx y {x} son cerrados y disjuntos, y podemos utilizar el lema de
Urysohn [52, pag. 115], para asegurar la existencia de umadi f,x € C(K) tal que
0 < fax < 1 siendofpax(x) =1 y fax(y) =0, paracaday € K\ Upx. Denotemos por

Z0(K) la familia de los subconjuntos finitos #ey definamos
A= {fr €[0,1NC(K): F € Zo(K)}, (1.19)
donde pard& € Zp(K) la funcion fg viene dada por la formula

fr (y) = sup{ fax(y) : x € F}, paray € K,

conn:= |F|, cardinal de~.

Afirmamos que el conjunté dado por (1.19) satisface las propiedades (i) y (i) del
enunciado. Efectivamente, daBoc #(K) la funcion fg vale 1 en cada puntoe F, y
por tanto (i) se satisface. Obsérvese para ello que un enté@sico del en la topologia
de convergencia puntual viene determinado por un conjunito # C K y un niamero
real positivoe > 0. Puesto qudg coincide conl enF, la funcion fg pertenece a dicho
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abierto, cualquiera que seageélegido. Veamos ahora (ii). Comoes una probabilidad
la igualdad 1= W(1) es clara. Por otro lado si fijamés= {xi,... X} € Zp(K), se tiene

n
W(fe) — /Kfpdug/Kan,xidu
n I_n
1du <'H p(Uny)
i; Unx i; ™
n 1 1
22

gracias a (1.18). Consecuentemettgd) C [0,3] y por tanto 1= W(1) ¢ W(A), y en
particular’ no esty-continua cuando se restringd®1* NC(K). Obsérvese también,

que como¥ esw-continua se tiene qu&(A") C W(A) y por tanto necesariamente se
tiene quel ¢ A" lo gue termina la prueba. O

IN

El ejemplo anterior, claro, es el tipico ejemplo para poreendnifiesto que el Teo-
rema de la Convergencia Dominada de Lebesgue no es valideraral para redes:
comol e A existe una redf;j)jep enA (por lo tanto uniformemente acotada) tal que
1=1im; fj(x), para cadx € K y sin embargo la red de las integrales

W(fJ)Z/Kfjdu,

no converge a £ W(1) = [, 1dp.

La construccion anterior se puede hacer en particularkpard0,l] y u la medida de
Lebesgue. Mas en general, los compactos en los que se pumtadi@na construccion
son aquellos que contienen un compamdectq cuya definicibn damos a continuacion.

Definicion 1.4.12. Dado un espacio topoldgico Y, un subconjuntag X se dice que es:
(i) perfecto si es no vacio, cerrado y denso en si mismo, es dada,punto x A es
un punto de acumulacion de A.
(i) disperso si nho contiene conjuntos no vacios densos en sosiism
(iif) o-disperso si puede expresarse como unién numerable derdosflispersos

Es conocido el resultado que sigue. Puede hallarse en [g4103].

Proposicion 1.4.13.Un espacio compacto K contiene un compacto perfecto sioyssol
existe una funcion continua y suprayectivakt — [0,1].
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Proposicion 1.4.14.Sean KL espacios compactos y: K — L es una funcién continua
y suprayectiva, entonces para cada medida de Radon positeraL existe una medida
de Radon positival en K tal que para cada conjunto de Borel B de L, se verifica

u(f(B)) = v(B).

DEMOSTRACION: Si f : K — L es una funcién continua y suprayectiva entonces la apli-
cacion
T H(CL) - o) = (CK) - o)
g—gof

es una isometria lineal. Efectivamente, utilizando §@s suprayectiva, la igualdad

lgo fllo = sup{lg(f (k)| : ke K} =sup{|g(l)[ : I € L} = [|gf|

muestra qud; es una isometria. Por otra parte la linealidad es obvia. Bsoido que
paraL compacto, el dual d€(L) es el espacio de las medidas de Rapn7 (L), [18,
pag. 220]. En el teorema de Riesz se asocia a cada medid# (L) la aplicacion lineal
y continuag, : C(L) — R dada pom, (g) = J, gdv. La aplicacion

@o(Ty) t:Tr(C(L) =R

es lineal y continua. Por el teorema de Hahn-Banach, existextension lineal y conti-
nua deg, o (Tr) "t aC(K), es decir, existe una medida de RagioenkK tal que para cada

geC(L),
/(gof)duz%o(Tf)‘l(gof)sz(g):/gdw (1.20)
K L

Ahora bien, después de la proposicion 1.4.9, la medida imdge: en K es una
medida positiva de Radon tal que para cada conjunto de BateL se verifica que

uft(B)=n(f(B)),

y por la unicidad del teorema de Riesz concluimos gfie! = v, es decir,

ut-1(8) = v(B)

para cada conjunto de BorglenL. O
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Proposicion 1.4.15.Sea K un espacio compacto que contiene un compacto peréecto,
tonces existe una medida de Radon positiva taligi{e} ) = 0 para cada xc K.

DEMOSTRACION. Después de la proposicion 1.4.13 Ksies un espacio compacto que
contiene un compacto perfecto, entonces existe una ajglichc K — [0,1] que es conti-
nuay suprayectiva. Ahora por la proposicion 1.4.14, carsiddo en el espacio compacto
[0,]] la medida de Lebesgue tenemos que existe una medjd&nK tal que para cada
conjunto de BoreB de[0,1] se tiene que

uf=1(B)=A(B).
En particular, sk e Ky a= f(x),

0<u({x}h) <uf*({ah)=A({a}) =0,

es deciru se anula en los conjuntos de cardinal igual a uno y la pruedd@aac O

Teorema 1.4.16.Sea K un compacto. Son equivalentes:
() K esdisperso.

(i) (Bek):Tp) = (Bek)W).

DEMOSTRACION: (i)=(ii). Si K es un compacto disperso, entonC¢K)* es isométrico
al1(K), [28, pag. 400, Theorem 12.28].

Seap € . (K) una medida de probabilidad & entonces, puesto quec Bg k-,
existe (C)kek € (1(K) tal que [ fdu = Syex Cf (k) para cadaf € C(K). Tomamos
= Ykek |C| < oy fijamose > 0, entonces existé C K finito tal quey i\ [Ck| < §.

Seaf € Bg k) demostraremos que para cada abierto basiodgyx),w) de f de la
forma

Vie = {0 € Bo | [ (T—gydul <s},

dondey € Bek )+ Y € > 0, existe un entorno basitdy de f en la topologia de convergen-
cia puntual contenido ew, .. Definimos el abierto dé en lat, dado por

Ut :={g € Bo () ~g0)| < 5 x e F}.
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Seag € U, entonces

[ (=gl < 3 [f—gl]-lod+ ¥ [1(K)—g0k)|-|od

keF keK\F
g
<oy lad+2 3 o
ckF keK\F
< £ r+£—e
—2r 2 7

y de aquig € V.

Veamos ahora (ig>(i). Supongamos por reduccion al absurdo ueo es disperso,
en cuyo cas& contiene un compacto perfecto. Después de la proposiciohil .existe
una medida positiva de RadgnenK tal queu({x}) = 0 para cadx € K. Ahora utili-
zando el lema 1.4.11 obtenemos &g ), Tp) # (Bck).W) llegando a contradiccion y
la prueba finaliza. O

Enunciamos en forma de ejemplo dos hechos que seran ubdizesteriormente.

Ejemplo 1.4.17. Sea K un espacio compacto ¥R, la bola unidad cerrada de (X).
Entonces,
() las topologiasy y w tienen los mismos compactos e,
(if) siK esuncompacto perfectgy w en B ) tienen los mismos filtros compactoides
de base numerable pero distintos filtros compactoides.

La conclusion (i) se sigue del teorema de Grothendieck,evfy Theorem 4.2], que
afirma que un subconjunto @¢K) esw-compacto si, y sélo si, es uniformemente acotado
y Tp-compacto.

Para la segunda parte utilizamos quiK sis compacto perfecto entonces, después del
teorema 1.4.16, tenemos ggges estrictamente mas gruesa guen Be k), asi nuestra
afirmacion se sigue ahora de la proposicion 1.4.7 y del caooala4.2. O

1.5 Producto de Filtros compactoides:
Teoremas de Tijonov y de Wallace

La nociones que siguen se encuentran en [5].(%¢&, una familia de conjuntos, y
para cada indicec |, sea%; una base de filtro e¥f. SeaZ el conjunto de las partes del
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productof]i¢ Yi, que son de la formp];, Bi dondeB; =Y; salvo para una cantidad finita
de indices y dondB; € %; para todd tal queM; # Y;. Gracias a la férmula

(DBi)ﬂ(DCi):DBiﬂCi,

es inmediato que# es una base de filtro €n);¢, Y.

Definicion 1.5.1. Dado un filtro.%; en cada uno de los conjuntog Ye I, el filtro pro-
ducto de(F)icl, Miel Zi, se define como el filtro ;¢ Y, que tiene como base todos
los conjuntos de la formfyi, Bj, donde Be< .% para cada ic | y Bj =; salvo para un
namero finito de indices.

Con las observaciones precedentes es claro qué es una base de filtro par#;
entonceg]ic| %i es una base de filtro paf@., #i.

Supongamos ahora q(¥¢)ic; es una familia de espacios topolégicos y consideremos
Y :=[ia Yi dotado de su topologia producto. Para cada(yi)ic| €Y, si.%; es una
base de entornos abiertos yjeenY;, entonces el filtro productofy = [1i¢ 45 €s una
base de entornos abiertosylenY. Para el espacio producYo= [ Y; escribiremosr,
para denotar la proyeccion sobrejl&sima coordenads; : [i¢ Yi — Y; definida por
i ((yi)iel) :=Yj, para cadayi)ic| € Y. Entonces s# es un filtro erY, 5(.%#) es un filtro
enY; para cada € |. Ademas siZZ es un ultrafiltrorg(% ) sigue siendo ultrafiltro el.
En general, sf : Y — Z es una aplicacion suprayectiva, entonces la imagen de tmn filt
sigue siendo un filtro y en el caso en el que dicho filtro sea eatode el filtro imagen
también lo es.

Obsérvese que en las condiciones anterioreg,as un filtro erY, entonces” es mas
fino que el filtro product];¢, 75(-# ). Un sencillo razonamiento muestra que un fil&o
es convergente ensi, y solo si, para cadec | el filtro 75(.%) es convergente ev.

Proposicion 1.5.2.Sea(Y,)ic| una familia de espacios topolégicos y para cadalisea
2 una base de filtro compactoide en Entonces, la base de filtro produd@, % es
compactoide efi¢ Y;.

DEMOSTRACION. Sea?7/ un ultrafiltro mas fino qu§c, %;. Para cadac |, (%) es
un ultrafiltro enY; més fino que%;. Puesto ques; es compactoide, el ultrafiltro (%)
converge erY; para cadac I, lo que es equivalente a decir gageconverge effi¢; Y. O
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La proposicion anterior tiene como caso particular el Tiearee Tijonov.

Corolario 1.5.3 (Teorema de Tijonov, 1935).Si(Y;)ic| es una familia de espacios com-
pactos, entonces el espacio produf}e, Y; es compacto.

DEMOSTRACION: Para cada € |, tomamos%; = {Y;}. Entonces la base de filtro pro-
ducto[lie; i (={[ia1 Yi}) €s compactoide. Como todo ultrafiltro R, Y; es mas fino
que[]ic) %i, la definicion de compactoide implica que todo ultrafiltro[gn, Y; es con-
vergente, y por tantpj;c, Yi €s compacto. U

Proposicion 1.5.4.Sea(Y;)ic; una familia de espacios topoldgicos. Para cadali sea
2%; una base de filtro en,ue subconverge a un subconjunto compacto no vaciot.
EntoncesJ]ic| % subconverge §]ic Li.

DEMOSTRACION: Para cadac | la base de filtra%; es compactoide por el teorema 1.2.3.
Gracias a la proposicion 1.5.2 la base de fiffe| %; es compactoide, y asi tenemos
que[icl i~ C([ial %i) después del apartado (iii) de la proposicion 1.2.2. Fijeoros
ultrafiltro %7 mas fino qu{ic; %i. Como[ic Bi es compactoide? converge a cierto
puntoy € [ic Yi- Ahorarg (%) es un ultrafiltro er¥; mas fino queZ;, para cada < I;
por tantorg (%) es convergente a un pungoque necesariamente pertenedg gracias

al apartado (ii) de la proposicion 1.2.2. De aqui se sigueygi€]ic, Li. Si tenemos en
cuenta la igualdad (1.2) pagina 3, hemos probadoQ(i§.; %i) C [ Li. Como ya
sabiamos qug)ic; i ~>C([lic %i), ahora tenemos qugic; %~ [icl Li, ¥ la prueba
termina. U

Un caso particular de la proposicion 1.5.4 es el teorema d&ad¥ague sigue que
puede encontrarse en [25, pag. 140]

Corolario 1.5.5 (Teorema de Wallace, [25]).Sean(Y;)ic| una familia de espacios topo-
l6gicos y L CY; un conjunto compacto de,Yara cada ic I. Entonces para cada abierto

W enMi¢ Yi con
LiCW,
1

existen abiertos |UC Y;, para cada i€ I, con U =Y, salvo para una cantidad finita de

indices, tales que
Licl U cW.
41
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DEMOSTRACION: Sea./{, la familia de los conjuntos abiertos deque contienen &,

i € 1. Cada.4{; es una base de filtro que claramente satisfate~L;. La proposicion
1.5.4 nos dice qu]ic; A~ [Tiel Li €n[]ia Yi, que es exactamente lo que queremos
demostrar. O

1.6 USCOS

Los resultados de las secciones anteriores se aplican e foatural al estudio de
aplicacionesiscoentre espacios topologicos. Tal y como se comento en el &elhth6
una aplicacion multivaluada entre dos espacios topoléglcoX — 2 esuscosi para
cadax € X el conjuntoy(x) es compacto no vacio(.4x) ~» P(X).

Empezamos por recoger un resultado que unifica resultadempen [16, 58, 12].

Teorema 1.6.1.Sean X e Y espacios topoldgicos, Y regular. Para cadaxijamos. 45
una base de entornos de x en X. Sea Z un subconjunto denso de:% y- 2¥ una
aplicaciéon multivaluada. Las siguientes afirmaciones squivalentes:

(i) Existeg:X — 2Y usco tal que

¢ (X) C @(x) para cada xc Z; (1.21)
(i) la base de filtro
{9(UNZ)}ye. s es compactoide en,Yara cada xc X. (1.22)

Cuando (ii) se satisface, si para cada&xX definimos

W) ={oUNZ):U e .4},
entoncesy : X — 2¥ es usco y es minima con respecto a todas las aplicacioneslas¢o
en2” que tienen la propieda(l..21) Si ademag es usco sobre Z, entonogéx) = ((x)
para cada x€ Z.
En el caso en el que X satisface el Primer Axioma de Numedalbile Y es tal que los
subconjuntos relativamente numerablemente compacto®kdivamente compactos, la
condicion(1.22)se satisface si, y soélo si, la siguiente condicién se verifica

para cada sucesiofx,), en Z convergente en,X

el conjuntoU #(Xn) es relativamente compacto en Y (1.23)
n
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DEMOSTRACION: La implicacion (iy=(ii) ha sido esencialmente comentada ya. En efec-
to, si @ es usco entonceg(.#x) ~ @(X) es compactoide; si ahora suponemos que (1.21)
se satisface, entoncg®$ (U NZ)}ye s~ @(X), donde@(x) es un conjunto compacto y
(ii) esta probado.

Reciprocamente, supongamos que (ii) se da y establezcamgsdgfinida como en
el enunciado es usco y satisface (1.22). Como paraxad¥ la base de filtro{¢ (U N
Z)}ue.x, €S compactoide evi, el conjunto

) ={¢UNZ):U e .k}

es compacto no vacio gracias al teorema 1.2.3. Vamos a damgustyy es superiormente
semicontinua. Tomamos un conjunto abiért@nY con g(x) C V. Puesto que la base
de filtro {¢ (U NZ)}yc. 4, €S compactoide ¥ es regular, el teorema 1.2.3 garantiza la
existencia d&J € ¥ tal queg (U NZ) C V. De aqui, concluimos la inclusiop(U) C
¢(UNZ)cV,yasiy es usco.

Claramenteap satisface las inclusiones de (1.21). El hecho de gjwes minima con
respecto a todas las aplicaciones usco que satisfacendecidon(1.21) es facil también.
Supongamos que : X — 2 es usco, corp (X) C @(x) para cadx € Z. Entonces

W) =BUND U e.453 C{@UND) U € A} C olx),

para cadx € X, donde la ultima inclusion se verifica porgges usco. Para terminar con
las propiedades dg, si ¢ es usco sobrg, entonces

Y(x)=({oUNZ):U e .K}C d(x), paracadx € Z,

y en este caso se tiene gp&x) = (X) para cadx € Z.

Vamos a probar ahora la Ultima parte del teorema. Fijampana base de entornos
numerable para cadec X. Vamos a probar que la condicion (1.23) se verifica si, y sélo
si, la condicion (1.22) se satisface para estas bases nble®rg, x € X.

Supongamos que (1.23) se satisface y veamos que (1.22¢taiolliace. Puesto que
los conjuntos relativamente numerablemente compact¥ssem relativamente compac-
tos, para comprobar (1.22) es suficiente probar que la bakrog ¢ (U NZ)}yc 4 €s
numerablemente compactoide para cadaX, después del teorema 1.3.12. Tomamos
(Yn)n < {9 (UN2Z)}yc i Podemos suponer qué se expresa como una sucesion decre-
ciente de entornos abiertos xidada por

UDU;D---DUpD -
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Para(yn)n existen enteros positiveg < np < --- < ng < --- tales que
Yn € ¢ (UxNZ) parang < n< ngy1,k=1,2,...
Escogemos ahora
Xn € UkNZ conyy € ¢ (Xn) parang < n< ngp1,k=1,2,...

La sucesiornix,)n>n, €sta contenida efiy converge eiX, asi se tiene la inclusion

{yn:n=n}c (J o(xn),

n=np
lo que establece qulg/, : n € N} es relativamente compacto y de esta forma hemos con-

cluido que (1.23% (1.22).
Para establecer que (1.22)(1.23) es suficiente establecer que

para cada conjuntd C Z relativamente compacto ey 124

¢ (A) es relativamente compacto ¥n (1.24)
Supongamo# como en (1.24). Tomamos una rég)icp en ¢ (A). Elegimos(X;)icp en
Atal quey; € ¢(x) para cada € D. Puesto qué\ es relativamente compacto i la
red (X )iep tiene una subredx;)jcy que converge a un puntoc X. Como (yj)jes <
{9(UNZ)}ye. s, por el teorema 1.2.3 tenemos que la (gdj<; tiene puntos de aglo-
meracion. De aqui se obtiene q@g)ip tiene también puntos de aglomeraciof ¢A)

es relativamente compacto. O

Aprovechando las ideas con las que hemos acabado la prukteidena anterior
podemos demostrar facilmente el corolario que sigue, quogeeel bien conocido hecho
de que las aplicaciones usco transforman compactos en ctwapa

Corolario 1.6.2. Sean X e Y espacios topologicogy X — 2" una aplicacion usco,
entonces para cada K X compactap(K) es compacto.

DEMOSTRACION: SeaK C X un compacto. Para demostrar qpek) es compacto pro-
bamos que toda red tiene un punto de aglomeraciop(&). Sea(y;)jep una red en
O(K) = Uxek @(X). Elegimos(x;)jep tal queyj € @(x;) para cadg € D. Lared(Xj)jep
tiene un punto de aglomeracidren K, por serK compacto. Comay;)jcp esta even-
tualmente erp(.15) y @(A%) ~ @(X), entonces, por el teorema 1.2.3, la (gd j tiene un
punto de aglomeracion ep(x) C @(K) y la prueba acaba. O
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Proposicion 1.6.3.Sean{X};., e {Yi};, dos familias de espacios topolégicos. Para
cadaic |, seaq : X; — 2" una aplicacion multivaluada usco. Entonces la aplicacion

Q: [ia X — 2MietYi definida pore((Xi)i) = iel @(X) €s usco.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Tijonov, 1.5.3, para cade (X)ici €n [Jie X,
@(X) = [iel @(Xi) €s compacto. Por otra parte, utilizando que c@des usco, tenemos
que@ (%)~ @(x) para cadac |. Si utilizamos 1.5.4 concluimos que

D A(Ax)~ |D @A)

Para terminar s6lo nos queda observar que la base de @il{fp-, - #%) es mas fina
que el productd]ic; @(-4%); se concluye también que([Tics 4% )~ [lic @(Xi). Co-
mo [Tiel 4% €S una base de entornosxde: (X )ic hemos asi establecido qgpees una
aplicacion usco. O

La proposicion que sigue se basa en el siguiente hecho eigmsirnp : Y — 2Z es
una aplicacion multivaluada superiormente semicontingé s una base de filtro que
subconverge eX al conjuntoL, entoncegp(%#) ~ @(L).

Proposicion 1.6.4.Sean X, Y y Z espacios topologicog yX — 2, ¢ : Y — 2% aplica-
ciones multivaluadas usco, entonces la composi#iéa ¢ o @ dada por

W) =wlex)= |J wy), xeX,

yep(x)
€s usco.

DEMOSTRACION: Después del corolario 1.6.2, el conjurtkdx) = Y(¢(x)) es compac-

to para cada € X, puesto que es la imagen mediante la aplicacion ysatel com-
pacto @(x). Veamos ahora qu& es superiormente semicontinua. Por geusco, pa-

ra cadax € X, se tiene quep(4x) ~ @(x). Por la observacion previa, aplicada para la
multifuncion g, la base de filtraZ = @(.#%) y el conjuntoL = ¢(x), se concluye que
W(A) = P(o(A4))~ P(@(x)), y la prueba termina. O

Proposicion 1.6.5.Seanr; y 17, dos topologias en Y tales que todo subconjuptcom-
pacto de Y es,-compacto. Sip: X — 2¥ estq-usco y X es primer axioma, entonags
€ST-USCO.
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DEMOSTRACION. Puesto queX es primer axioma, para cadee X existe una base de
entornos numerabley. Comog es usco la base de filtro numeralgie /%) subconverge
al compactap(x). Utilizando la proposicion 1.4.1 obtenemos qfetx) ~ @(X) en(Y,12)
para cadx € X. Por tantop es usco considerando ¥rla topologiary. O

Acabamos esta seccién con la proposicion 1.6.11 que noslsartdlidad posterior-
mente. Para entender la prueba de la proposicion necesitalguanas consideraciones
sobre la topologia de Vietoris y la distancia de Hausdordf paisamos a exponer.

SeaM un espacio métrico escribimos

(M) :={K cM: K cCM compacto no vacig,

para denotar el reticulo de los compactosvleDada una familia finita de abiert@s =
{01,02,...,0n} enM, definimos

(O0) = {K e X (M):KcC LnJOi y KNO; # 0 para cada= 1,...,n}. (1.25)
i=1

La topologia de Vietoris et (Y) es la topologia que tiene por base la familia
{(©) : 0 familia finita de abiertos e¥},

véase [25, pags. 120-121].
La topologia de Vietoris et¥” (M) deriva de una métrica, a sabermiétrica de Haus-
dorff, que se define patq,K’ € 2# (M) como

dy (K,K') =inf{r > 0:By(K,r) DKy By(K',r) DK},

dondeBy(K,r) = {xe M : d(x,K) =inf{d(xX) : X e K} <r}.
En la proposicién que sigue, tomada de [64, pag. 101], sealpruieba de este hecho.

Proposicion 1.6.6.Sea(M,d) un espacio métrico. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) si 0 ={01,0y,...,0n} es una familia finita de subconjuntos abiertos (d&,d),
entonceg ) es abierto er(.# (M),dn);
(ii) la coleccién
# = {(0) : 0 familia finita de abiertos en (1.26)

es una base de la topologia @ef (M),dy ).
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DEMOSTRACION: (i) Sead = {01,0,...,0n} una familia finita de subconjuntos abier-
tos de(M,d) y seaK € (). Para cada = 1,...,n, existex; € O; N K. Existerg > 0
tal queBy(K,rg) C U1 Oi. Por otra parte, para cada= 1,...,n exister; > 0 tal que
Ba(X.ri) € Oi. Tomamos = min{r;: j=0,1,...,n} > 0. Asi,

Bq(X,r) C O;, parai =1,...,n, (1.27)

By(K.r) C | JO. (1.28)
i=1

SeaK’ € ¥ (M) tal quedy (K,K") < r. ComoK’ C By(K,r), la inclusién (1.28) nos da
K’ c UL, 0. Por otro lado, fijemos un elemento arbitra@pe ¢. ComoK C By (K'r),
existex € K’ tal qued(x,x) <r. Por (1.27)x € O;, es decirK'NO; # 0, y asiBgy, (K,r) C
(O).
(i) Para cad& € .7 (M) y € > 0, existe una familia finit@’ = {O4,...,0On} de subcon-
juntos abiertos déM,d) tal que

a) Kc UL, 0 C By(K,e),

b) paracada=1,...,n,O;NK # 0,

c) paracada=1,...,n, diam Q) <e.
Asi, K € (0). Afirmamos que(0) esta contenido eBg, (K,e). Para demostrar la afir-
macion anterior tomamos un elemento arbitrdtice (). Por la condicién a), tan sélo
tenemos que demostrar qeC By(K',€). Seax € K. Por a), existég tal quex € O;,.
ComoK’ € () tenemos qu&’NO;, # 0, lo cual implica por c) que existé < K’ tal que
d(xX) < &,y asix e By(K',¢).

Para probar que? es base de la topologia vemos por ultimo que dados dos elemen-
tos de#, (01) = {01,...,0L} y (02) = {0%,...,03}, entonces 1) N (Oy) € B. Si
denotamo®; = |J!; Oty O, = ", O, entonces

(01) N (02) = ({O1N0Z,01N 05,...,01N0%,01N02,05N Oy,...,05N 0, }),

y asi acaba la prueba. O

Corolario 1.6.7. Sea(M,d) un espacio métrico. Si la sucesifi,), converge hacia K
en (22 (M),dn), entonces K= J,Kn UK es compacto efM,d).
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DEMOSTRACION: Sea(0;)i¢| una familia de abiertos gM,d) que cubreky. Puesto que
K es compacto, existe C | finito tal queK C UJicg O y KNGO; # 0, para cadac F. Sea
0 ={0; i € F}. El conjunto(&') es un entorno abierto deen (.7 (M),dn ), y por tanto
existenp € N tal que sin > ng entonce¥,, € (). Por otra parte, para cada< np, existe
Fn C | finito tal queKy C Uicr, Oi. Asi, Ko CU{Qj i€ FUFU...UFy} y la prueba
termina. O

Proposicion 1.6.8.Sea(M,d) un espacio métrico y @ M un subconjunto denso. En-
tonces la familiaZy(D) de las partes finitas de D es un subconjunto denso en el espacio
( (M) ,dn).

DEMOSTRACION: Sead’ = {01,0,...,0n} una familia finita de abiertos dd. ComoD
es denso eM, paracada=1,...,n, existex; € D, tal quex; € DNGO; . El conjunto finito
{X1,....Xn} es un elemento d&’y(D) y claramente pertenece(&). Esto ultimo dice,
gracias a la proposicion 1.6.6, quéy(D) es denso. O

Las siguientes definiciones son estandar y pueden encstemtre otros, en [25,
pags. 27, 44], [2, pag. 4-5] y [44]. Dado un conjutescribimos, como es habitug|
para denotar el cardinal de

Definicion 1.6.9. Sea Y un espacio topoldgico.

(i) El conjunto de los numeros cardinale®| dondeZ es una base de la topologia
de Y, tiene un elemento minimo; este niumero cardinal minaiama peso del
espacio topoldgico Y y se denota pefY).

(i) Definimos el caracter de densidddy) de Y, como el minimo cardinal de un con-
juntodensoenY.

Con esta terminologia, un espadosatisface el segundo axioma de numerabilidad
(resp.Y es separable) si, y solo si(W) (resp. dY)) es a lo méas numerable.

Corolario 1.6.10. Sea M un espacio cuya topologia esta asociada a una métricged y
(M) el reticulo de los compactos de M con la topologia asociada distancia de
Hausdorff. Entonces,
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Figura 1.1: La distancia de Hausdorff entre los compactos K1y K2, representados por
figuras opacas, viene dada por R:= méax{r1,2}.

DEMOSTRACION. Es bien conocido, véase mas adelante la proposicion 218e3para
todo espacio métrico su caracter de densidad y peso comdidgoroposicion 1.6.8 nos
dice que @7 (M)) < d(M). Por otra parte, com@MV,d) puede mirarse de forma natural
como subespacio de# (M),dy ) se tiene que W) < w(.# (M)). Combinando todas las
estimaciones anteriores tenemos que

w(A (M) = d(A (M)) <d(M) = w(M) <w(# (M)),

y la prueba termina. O

Obsérvese que alternativamente el corolario 1.6.10 seepdeiostrar directamente
utilizando la proposicion 1.6.6.

Proposicion 1.6.11.Sea Y un espacio topoldgico en el que los subconjuntosvaiati
mente numerablemente compactos son relativamente comspactun numero cardinal.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) existe una aplicacion multivaluada usga M — 2Y definida en un espacio métrico
M de pesan tal que Y= Uyem P(X);
(i) existe una familigYk : K € 22 (M)} de subconjuntos compactos de Y indicada en
el reticulo de los compactos de un espacio métrical®pesan tal que
(@) Yk, C Yk,, i Ki,Ka € (M) y Ky C Ky;
b)) UM:Kex (M)} =Y.

DEMOSTRACION. Veamos como (i-(ii). Sea ¢ la multifuncion dada en (i). El co-
rolario 1.6.2 nos dice que pata € .# (M) el subconjuntoy(K) deY es compacto.
Asi, si tomamodM’ = M y paraK € J# (M) definimosYk := ¢(K) entonces la fami-
lia {Yk : K € # (M)} verifica las condiciones requeridas en (ii).

La implicacion (ii)=-(i) es como sigue. SefYk : K € 7 (M)} la familia de sub-
conjuntos compactos que satisface (a) y (b) en (ii)d’Ss la métrica dé1’ definimos
M := ¢ (M’) con la métrica de Hausdouf:= d{,. Consideramos ahora la funcién mul-
tivaluadag : M — 2¥ dada por

¢ (K) :=Yk, paraK € 7/ (M').

La multifuncion ¢ satisface la condicion (1.23) en el teorema 1.6.1: efetidrde, Si
(Kn)n €s una sucesion de compactos convergente Kaera(.#"(M’),dj, ), entonces, des-
pués del corolario 1.6.7),,Kn UK es compacto eX ; asi, la condicion (a) nos dice que

U¢(Kn) = UYKn C YU KnUK s
n n

es relativamente compacto ¥nes decir, la condicion (1.23) es satisfecha. Com¥ s
subconjuntos relativamente numerablemente compacto®kdivamente compactos, el
teorema 1.6.1 nos garantiza ahora una multifungién? (M’) — 2¥ usco tal quep (K) C
Y(K), para cadX € 7 (M’). Toda esta informacion nos dice que (i) se satisface para
M = ¢ (M’) dado queM’ y ¥ (M’) tienen el mismo peso después del corolario 1.6.10.
O

El ejemplo 2.3.20 en la pagina 68 pone de manifiesto que lads{zode que los
conjuntos relativamente numerablemente compactdé skan relativamente compactos
no se puede relajar en la proposicion anterior.
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1.7 Filtros compactoidesy la medida de no-compa-
cidad: Teorema de Kuratowski

Siguiendo a Dolecki, Greco y Lechicki, [21], mostramos uphcacion mas de los
filtros compactoides: El Teorema de Kuratowski.
La definicidon que sigue la encontramos en [54, pag. 29].

Definicion 1.7.1. Un espacio Y se dice que @siformecuando existe un filtrélen Yx Y
con las siguientes propiedades:
(i) SiU e 4, entonces U contiene la diagonal, es decir, contiene elwdnjdado por
{(vy):yeY}
(i) SiU e 4, entonces el conjuntp(y,y) : (Y,y) eU} € 4.
(iii) Para cada Ue 4, existe Ve i tal que

{(x,2): existeyeY:(xy) eV e(yzeV}cCU.

Para cada yc Y y para cada Uc U se define el conjuntoJu={y €Y : (yy) €U}. La
familia {Uy ‘U e 11} es una base de entornos abiertos de y para una topologia, ada g
llamamosgopologia del espacio uniforn{¥ ().

La definicion que sigue ha sido tomada de [21].

Definicion 1.7.2. Sea(Y i) un espacio uniforme. Un filtro# (base de filtroZ) en 'Y se
dice que es totalmente acotado si para cada U, existe un conjunto finitfy1,...,yn} C
YyFeZ, (Be %), tal que

FcJum), BcJum)
i=1 i=1
donde Uyi) ={yeY: (viiy) €U}

Proposicion 1.7.3 ([21], Prop. 7.1).Sea(Y i) un espacio uniforme completo. Un filtro
7 (base de filtro#) es compactoide en 'Y si, y solo si, es totalmente acotado.

DEMOSTRACION. En un espacio uniforme un filtro compactoide es siempréniatate
acotado, basta para ello considerar el teorema 1.2.Kara el reciproco se requiere la
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completitud del espacio. Supongamos gaes totalmente acotado. S@aun ultrafiltro
mas fino queZ . Para cad& < il existe un conjunto finitdys,...,yn} CY tal que

n

U Uly)eZ# Ccu.

i=1
Puesto queZ/ es un ultrafiltro existeg € {1,...,n} tal queU (yn,) € %, [52, pag. 83].
Es decir,Z contiene conjuntos de diametro arbitrariamente pequesiocémpletitud,
tenemos entonces quk es convergente y la prueba acaba. O

Definicion 1.7.4. Sea M un espacio métrico yAM, se define la medida de no compaci-
dad de Kuratowskiq (A), de un conjunto A como el infimo de los nimeros reales positivo
r para los cuales existe una particion finita de A cuyos eldowtienen diametro menor
quer.

Proposicion 1.7.5.Sea M un espacio métrico. Un filtt (base de filtro®) en M es
totalmente acotado si, y sélo si,

FIQ;CY(F) =0 (éQj@G(B) =0). (1.29)
DEMOSTRACION: Supongamos qué& es totalmente acotado. Después de la proposicion
1.7.3.% es compactoide. Sea> 0. Denotamos poB;(X) la bola abierta de centno
y radio €. La familia (B¢ (X))xem €S un cubrimiento abierto dd. Después del teorema
1.2.3 existeF € . y un conjunto finito{xy,..., X} C M tal queF C U1 B¢ (x). Asi,
0<a(F) <&, yde aqui se obtiene la igualdad (1.29).

Supongamos ahora que la ecuacion (1.29) se verifica/'Seé0; )ic| un cubrimiento
por abiertos deM. Por el Teorema de Stone, [25, Theorem 4.4.1, pag. 280], qzata
€ > 0, existe un refinamiento d&, ¢”, tal que diamiO) < € para cada € ¢’. Ahora
existeF € .# y un conjunto finito de elementos @&, {O},...,0p} tales qué= |, O/.
Puesto ques’ es un refinamiento dé€, existenO; € ¢ tales queO] C O; para cada
i=1,...n, de donde se sigue que

n
F C U 0.
i=1
Por el teorema 1.2.37 es compactoide y la prueba acaba. O
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Corolario 1.7.6. Sea M un espacio métrico completo. Un fil#o (base de filtro%) tal
queinfrcz a(F) = 0 (infgc 4 a(B) = 0) es compactoide.

DEMOSTRACION. Basta observar que los filtros totalmente acotados y logditompac-
toides coinciden en un espacio métrico completo. O

Corolario 1.7.7 (Teorema de Kuratowski, [56]). Sea(An)nen UNa sucesion decreciente
de conjuntos cerrados en un espacio métrico completimzi.., a (A,) = 0, entonces

(o]
) An
n=1
es compacto y no vacio.

DEMOSTRACION: La familia = (An)nen €S Una base de filtro y, después de la pro-
posicion 1.7.5, totalmente acotada. Utilizando la progidsi 1.7.3 tenemos qué? es
compactoide. Finalmente, por el teorema 1.2(3%) = (-1 An €S compacto y no vacio

y la prueba acaba. O



Indice de K-determinacion de
espacios topologicos

En este segundo capitulo introducimos, tal y como ha sidallddo en la introduc-
cion general, el indice de€-determinacior’Z(Y) de un espacio topologicd. El indice
deK-determinacién de un espacio topolégicto definimos en términos de aplicaciones
usco y a través de @btenemogl nUmero minimo de compactos que necesitamos en la
compactificacior@Y para determinar via intersecciones numerables a partitatete-
dos los puntos d¥, véase la caracterizacion dada en la proposicion 2.1.6dEshos el
comportamiento déX con respecto a las operaciones habituales en espacioédaus
y lo relacionamos con otras funciones cardinal ampliamestigdiadas en topologia: nu-
mero de Lindelof y peso de un espacio, indice de Nagami, etstadamos la relacion
que encontramos en la seccion 2.5 ed¢Y) y la tightnessde Cy(Y) y el indice de
monoliticidad de los compactos @(Y); en particular, cuando & (Y) es numerable,
es decir, cuand¥ es numerablemente determinado obtenemo<g(¥) tienetightness
numerable y sus compactos separables son metrizablesiad®m®sa se da una prueba
puramente topologica de la angelicidad@gY) paraY numerablemente determinado.
Desde un punto de vista analitico estudiamos el indidé-determinacion en espacios
del tipoC(K) dotados de su topologia de convergencia puntual y débily.en@eneral,
el indice deK-determinaciéon de espacios de Banach dotados de sus tggmhbéepiles,
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extendiendo un buen nimero de los resultados que TalagiZhddbia demostrado para
espacios de Banach débilmeHRtanaliticos y débilmente numerablemente determinados.

Muchas de las demostraciones de este capitulo se han padieiode forma, a nuestro
juicio, breve y elegante gracias a las propiedades que sedtadiado en abstracto sobre
filtros compactoides y numerablemente compactoides empéléa 1.

Queremos comentar también que utilizamos estas técnicesales para dar dis-
tintas aplicaciones a cuestiones de metrizabilidad encespaniformes y en espacios
localmente convexos.

Siempre que nos es posible, ponemos de manifiesto mediantplep, que nuestros
resultados son lamas finogjue se pueden demostrar.

2.1 Definicion y caracterizaciones

Definimos ahora una nueva funcion cardinal, gumtuitivamente mide el nimero
minimo de compactos necesario para cubrir de forma conturuaspacio topolégico.»

Definicion 2.1.1. Llamamos indice de K-determinacion de un espacio topoboyicy
lo denotamos porZ(Y), al cardinal mas pequefim para el cual existe un espacio
métrico M conw(M) = m y una aplicacion multivaluadap : M — 2¥ usco tal que
Y =U{@(x) : xe M}.

En primer lugar observamos que la funcién cardinal indic& a@keterminacion esta
bien definida. Efectivamente, s¥ain espacio topologico @',d) el espacior dotado de
la métrica discretd, (es decir, la métrica que asocia a cada par de pUmos) €Y x Y
el valor 1 siy; # y» y 0 en caso contrario). El espaci¥,d) es entonces un espacio
meétrico con WY ,d) = |Y|. Ahora, la aplicacion identidad : (Y,d) — (Y,T) es continua
y suprayectiva, en particular usco y asi obtenemos una operisr del indice dé-
determinacion del espacif

Z(Y) <|Y|. (2.1)

La definicién de indice d&-determinacior/Z(Y) de un espacio topol6gicé esta
dada de forma externa, ya que en ella intervienen un espaiticcoM y una aplicacion
usco@: M — Y. Es natural preguntarse &(Y) se puede caracterizar en términos ex-
clusivos deY: la respuesta es, en cierto modo, afirmativa pero invoNMgral menos su
compactificacion de Ston@echpY, véase la proposicién 2.1.5 y el corolario 2.1.6.
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El siguiente resultado, que tiene interés por si mismo, berfl@mienta que necesita-
mos para establecer las caracterizaciones referidas @nrafganterior.

Proposicion 2.1.2.Sea M un espacio métricowy un cardinal tal quew(M) = m. En-
tonces existen un conjunto |, céin = m, un subespacia c IV, donde | se dota de su
topologia discreta y una aplicacion: & — (M,d) continua y suprayectiva.

DEMOSTRACION: Seal un conjunto conl| =my ¢ = {G; :i € | } una base de abiertos
para la topologia eNl. DefinimosZ c 1N como

= {(in)neN e IV (O )nen € base de entornos para alga'mM} :

Por la propia definicién que hemos dadadéa aplicacionf : ¥ — M dada porf ((in)n) =
Nn Oi, esta bien definida y es suprayectiva. Veamos que es conflateello, seéin)n €
I una sucesion de indices tal qi@, ), es base de entornosxie M, es decirf ((in)n) =
X. SeaU un entorno abierto de. Puesto quéO;, ), es base da& existeng € N tal que
Oino C U. Definimos el conjunto

O:={(jn)neN €Z: jng =lno}»

que es claramente un abierto EnEntonces(in)ney € Oy f(O) C U, quedando asi
finalizada la prueba. O

De la proposicién anterior se obtiene como caso particularun espacio métrico
separable es imagen continua de un subespadid'de
La siguiente definicion esta tomada de [25, pag. 28].

Definicion 2.1.3. Sea(Y,T) un espacio topoldgico. Dado un punteyy , el caracter de
yenY x(y,Y) es el cardinal mas pequefio para las bases de entornos de yepdigia
T. El caracter de Y denotado par(Y) se define como el supreraog.cy X (Y,Y).

Con esta nomenclatura el espa¥ies primer axioma sx(Y) < Uo.
La misma prueba que hemos dado en la proposicién 2.1.2 sansedemostrar el
resultado mas general que enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.1.4.Sea Y un espacio topolégiaa,y m’ cardinales tales que/(Y) =my
x(Y) =m’. Entonces existen conjuntos | y J, dbn=my |J| = w’, un subespacia C |7,
donde | se dota de su topologia discreta, y2f— X continua y suprayectiva.
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Obsérvese que gracias a la proposicién anterior en la définie />~ podemos uti-
lizar indistintamente espacios métricos o espacios qusfazdn el primer axioma de
numerabilidad.

En la caracterizacion que sigue en 2.1.5 hacemos uso destar@sia de la compactifi-
cacién de Ston&ech para un espacio topolégico completamente reyulRecordemos
que la compactificacion de Stoech dey, véase [25, Section 3.6], es un espacio com-
pactofY, unico salvo homeomorfismos, para el que se cumplen:

() existe una aplicacion continua: Y — BY con la propiedad de que: Y — A(Y)
es un homeomorfismo;
(i) A(Y)esdensoef(Y);
(i) si f €C(Y), entonces existe una aplicacion contirifia B(Y) — K tal quefP oA =
f.

Si | es un conjunto denotamos pdtY) el conjunto de las sucesiones finitas de ele-

mentos de. Dadoa = (ay)n € I denotamos poat|n = (ay,dz,...,an).

Proposicion 2.1.5.Sea Y un espacio topologico completamente regutany cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) £2(Y) <m;
(ii) existe un conjunto | cofi| < m, un subespaci@ c I y una aplicacién usco
W:> - 2" talque Y=U{¥(a):a c3};
(i) existe una familia de conjuntos cerrades= {Aj Lj € J} enBY,|J| <m, tal que
para cada yc Y existe una sucesidin),, C J, tal que
ye (A, CY. (2.2)
neN
DEMOSTRACION: (i)=-(ii) Si /Z(Y) < m existe por definicibn un espacio métrigbcon
peso WM) <my @: M — 2" usco cory = |, @(X). Después de la proposicion 2.1.2,
existen un conjuntd con|l| = w(M) < m, = un subespacio dé'y f : < — M continua
y suprayectiva. Si escribimo¥ = @o f, entoncesV : = — 2¥ es usco por la proposi-
cion 1.6.4, & = Uges W(a).
(il)=-(iii) Seanl, ~ y W como en el enunciado de (ii). Definamos

J= {(il,iz,...,in) c 1M - existea € 3 tal quea|n= (il,iz,...,in)}.

ClaramenteJ| < m. Dado(i,iz,...,in) € J definimos

Aipin =Py ez yin= iz i ",
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y afirmamos que la familiaZ’ = {A, j,, i, : (i1.i2,...,in) € I} tiene las propiedades re-
queridas. Efectivamente, dagice Y existea € X tal quey € W(a). Por otro lado, para
cadan € N, definimos

Van={yeZ:yln=ajn}.

EntoncesVy n)n €S base de entornos deenX. ComoW es usco, se tiene que la ba-
se de filtroW(Vq|n)n subconverge &(a) enY. Asi, el teorema 1.2.3 nos asegura que
{W(Va‘n)}n es compactoide eny el lema 1.2.4 nos dice que

[oe]

—BY
ﬂ Y(Van) CY.
n=1

Como (Vo,m)ﬁY € o/, para cada € N, (2.2) queda establecida.
(iif) = (i) Supongamos que (iii) se satisface y definamos

2= {a:(an>neN€JN3 ﬂAan?é(DymAan CY}’
n n
y la multifuncion¥ : = c IN — 2¥ dada por
Y(a):= () A a €.

n=1

Claramenté¥ toma valores compactos y cubre el espati®eamos quél es superior-
mente semicontinua. Fijemas= (an)n enXy seaO C Y abierto tal que

Y(a) = ﬁ Ag, C O. (2.3)

n=1

SeaOgy C BY abierto tal queOgy NY C O. ComoBY es compacto y log\q,'s son
cerrados efY, la inclusion (2.3) conduce a la existenciarde N tal que

m
() Aan C Opy-
n=1

Si ahora consideramos = {y € X : yjm= a|m}, afirmamos quéP(V) C O. Efectiva-
mente, dady € V se tiene

(<] m m
W) =A% C [1As= (] Ag C Opy.
n=1 n=1 n=1
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Consecuentement®#(y) C YN Ogy C Oy la demostracion queda terminada dado Bue
es un espacio topoldgico de peso a lo mas O

Obsérvese que en la prueba que acabamos de hacer la corpeidtifile Ston&ech
deY puede sustituirse por cualquier otro espacio compacto gaeaf se sumerja. Una
lectura distinta de la proposicion 2.1.5 proporciona aligigte corolario.

Corolario 2.1.6. Para todo espacio topolégico Y completamente regular sefaat la
igualdad

¢Z(Y) =min{m : m cardinal infinito satisfaciendo (ii) en proposicion 2.1.5

2.2 Operaciones con el indice de K-determinacion

Las funciones cardinales no siempre presentan las regadts deseables cuando
consideramos subespacios o bien cuando realizamos apeFa@ntre espacios: sumas y
productos.

Una funcién cardinap se dice que esionotonasi (Z) < (Y) para cada subespacio
Z deY. El peso w es una funcibn monétona, mientras que el caraetdensidad lo es
para subespacios abiertos.

Los resultados que siguen muestran el comportamientodiekideK -determinacion
al realizar las operaciones habituales con espacios migok) En primer lugar estudia-
mos el indice dé&K-determinacion de un producto numerable de espacios gigok
Para ello precisamos algunos resultados de caracter gdfleyae sigue lo encontramos
en [25, Theorem 2.3.13. pag. 81].

Proposicion 2.2.1.Sea(Y,)ic| una familia de espacios topoldgicos. Si
w(Y;) <m > o,

paracadaic |l y |I| <m, entonces

JUBE
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En particular, si =Ny cada Ytiene peso infinito, entonces

r\LYn < supw(Yn).
neN
Utilizaremos el resultado precedente aplicado a una familimerable de espacios

métricos. En concreto utilizaremos el siguiente corolario

Corolario 2.2.2. Sea(Mp)nery una familia numerable de espacios métricas yn cardi-
nal infinito. Entonces el espacio productoM <y Mn €S un espacio métrico. Si ademas

para cada ne N, entonces
w(M) <m.

Para productos numerables tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.3.Sea(Yn)newy Una sucesion de espacios topologicas yin cardinal.
Si
£Z(Yn) <m > o,

para cada re N, entonces

53 ( |“Lvn> <m. (2.4)

DEMOSTRACION. Para cadan € N existen, por definicién, un espacio métriety con

w(Mp) = ¢2(Yq) y una aplicacion uscay : Mp — 2" tal queYn = Uyewm, ¢h(X). Después
del corolario 2.2.2M = [y Mn €s un espacio métrico con(M) < m. Utilizando la
proposicion 1.6.3, la aplicacidp: M — 2[Mhen™n definida por

= FL%(Xn)'

para(xn)n € M, es usco y satisfaq@nen Yn = U(x,)nem @((Xn)n). Asi concluimos que que
Z(nYn) < mYy la prueba termina. O

La proposicion que sigue muestra que la funcion cardinaténdeK-determinacion
es monotona para subconjuntos cerrados.
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Proposicion 2.2.4.Sean Y un espacio topoldgico yZY un subespacio cerrado. Enton-
ceslx(Z) <lx(Y).

DEMOSTRACION: Por definicion existe un espacio métrikbcon peso WM) = ¢2(Y)

y una aplicacionp : M — 2" usco tal queY = [Jycp @(X). Consideramos el subconjunto
M’':={xeM: @(x)NZ+# 0} C M dotado con la métrica inducida. La funcién cardinal
peso es monotona, as{M’) < w(M). Definimos la aplicacion

d:M — 24

dada por
P(X) =@(x)NZ

para cadax € M. El conjunto@(x) NZ es compacto, para cadac M’, por sero(x)
compacto yZ cerrado ery.

Veamos ahora qué es usco. Seéxp)n C M’ una sucesion convergentexa M'.
Siyn € P(x,) para cadar € N, entonces/, € @(xn) para cadan € N. Puesto quep es
usco, utilizando el corolario 1.3.2 tenemos dyg), tiene un punto de aglomeracign
en @(x). Por otra parte, puesto quees cerrado €yn), C Z, se sigue qug € Z. Asi,
y € ¢(X)NZ = ®(x) y de nuevo por el corolario 1.3.2 obtenemos gues usco y la
prueba acaba. O

Siguiendo la notacién de [25, pag. 74], dada una familia ge@es topoldgicos
{Yi ;i €I} tal queYiNY;j = 0 parai # j; consideramos el conjunto= Ji¢, Y; y la familia
0 de todos los conjuntds C Y tal queU NY; es abierto elY; para cadac |. Entonces’
es una topologia en. El conjuntoY con esta topologia recibe el nombresiena directa
topologicade los espaciosy; :i € 1} y se denota po®ic|Y; 0 porY1® Yo @ ... D Yk Si
| ={1,2,...,k}.

Para la demostracion de la proposicion que sigue ver [25,258].

Proposicion 2.2.5.Sea(Y;)ic| una familia arbitraria de espacios métricos disjuntos. En-
tonces la suma topoldgicaic| Y; es un espacio métrico. 8i <my

w(Y) <m >0p

para cada i€ |, entonces
W(®BigYj) <m. (2.5)
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Proposicion 2.2.6.Seam un cardinal e(Y;)jc; una familia de espacios topologicos dis-
juntos tales quéX(Y;) <m > g paracadaic |l y ||| <m, entonces

Z(@iYi) <m.

DEMOSTRACION. Para cada < |, seaM; un espacio métrico con (M) = ¢Z(Y;) y sea
@ : Mj — 2% una aplicacién multivaluada usco tal gte= J{@(x) : x € M;}. Definimos
para cada € | el espacio métricdl/ := M; x {i}. Ahora{M/: i €1} es una familia de
espacios métricos disjuntos corfM/) < m para cada € |. Después de la proposicion
2.2.5,@icIM] es un espacio métrico, con(@ic;M/) <m. La aplicacién

@ Bie M — 2

P(xi) — @a(x)

toma imagenes compactas, cubre el espagipY; y es usco puesto quglo es para cada

iel. O

Nos ocupamos ahora del comportamiento del indic& dketerminacion mediante
imagenes de uscos.

Proposicion 2.2.7.Sean X e Y espacios topolégicog yX — 2¥ una aplicacion multi-
valuada usco tal que ¥ Uycx @(X). Entonces

05(Y) < £3(X).

DEMOSTRACION: SeanM un espacio métrico i : M — 2X una aplicacion multivaluada
usco tal queX = Uyem Y(X). Después de 1.6.4, la aplicacion multivaluada

WY:M—2"
X— @(P(x))

es usco. También tenemos que

Y=o(|Jwx)=U eyx) =YX,

xeM xeM xeM

de donde concluimos qu&(Y) < ¢X(X). O
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Corolario 2.2.8. SeanY y Z espacios topoldgicos yYf — Z una aplicacién continua y
suprayectiva. Entonces
02(Z) < LX(Y).

En particular siY,T) es un espacio topoldgicoty es otra topologia evi mas gruesa
quert, entoncegZ(Y,7') < (Z(Y,T).

Proposicion 2.2.9.Seam > g un numero cardinal €Y;)ic|, |I| < m, una familia de
subespacios de un espacio topoldgico Y/Z3Y¥;) < m, para cada i€ |, entonces

(Y < m.

iel
DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta quk, Y es imagen continua deic; (Y x {i})
y utilizar la proposicién 2.2.6 y el corolario 2.2.8. O

Proposicion 2.2.10.Sea Y un espacio vectorial topologico solste/ Z un subconjunto
de Y. Entonces
(Z(span2)) <(x(Z),

donde spafZ) denota el espacio vectorial generado por Z.

DEMOSTRACION: SiZ, = {5 hsumandodiZ : Z € Z,Ai € K}, el espacio vectorial genera-
do porZ viene dado por

span(Z) = | J Zn.
n=1

SeaM un espacio métrico con(M) = ¢(Z) y @ : M — 2% una aplicacion multivaluada
usco tal qu& = Uycm @(X). Definimos

G K'xM" — 2%
n
(A1, AnXg, .o Xn) — Z\)\r@(XO
i=
Trivialmente la aplicaciom, cubreZ, para cadan € N. Por otra parte, la funcion
fn Kn X Mn — Zn

n
fa( AL AnXdy, o Xn) — ) AiX
n n i; 1M



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 57

es continua. Para demostrar qaees usco basta observar gge= f, o ®,, donde®d,
viene dada de la forma

Dy K"« M" — K" x (29)"
(Al,...,)\n,Xl,...,Xn) — ()\1,...,)\n,(P(X]_),...,(p(Xn)>.

Para cada < N, la aplicacion®,, es usco por ser producto de aplicaciones usco, propo-
sicién 1.6.3. Y de ahi, por la proposicion 1.6@4también es usco. Obtenemos entonces
quelZ(Z,) < ¢Z(Z)y después de la proposicion 2.2.9 tenemos que
(s(span(Z)) = (z(| ) Zn) < (2(Z).
neN

O

En la siguiente proposicion se establece la invariabiliiEldndice deK-determina-
cion cuando en el espacio topoldgico se considekadgologia asociada, ver (1.15).

Proposicion 2.2.11.Sea(Y,T) un espacio topolégico y la k-topologia asociada a,
(1.15) Entonces
05(Y,1) = 02(Y,19).

DEMOSTRACION: Aplicando la proposicion 1.6.5 tenemos quessiM — 2¥'0) es una
aplicacion multivaluada usco, sienffbun espacio métrico con(M) = ¢3(Y,T1), enton-
ces la aplicaciorp: M — 2Y.™) considerando eX la k-topologia asociada también es
usco, y asi

05(Y, %) < 02(Y,1).

La otra desigualdadz(Y,1) < ¢2(Y,1%) se sigue del corolario 2.2.8. O
Proposicion 2.2.12.Sean(Y,ty) y (Z,1z), espacios topologicos y:fY — Z una aplica-
cidén suprayectiva tal que f restringida a compactos es omtj entonces

02(Z) <IX(Y).
DEMOSTRACION. Después de la proposicion 2.2.11, tenemos la igualdad
05(Y,18) = 05(Y,1v),

y por otra parte, la aplicaciéh: (Y,r$) — Z es continua. Aplicando ahora la proposicién
2.2.8, obtenemo&(Z) < ¢2(Y) y la prueba acaba. O
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Corolario 2.2.13. Sea(Y,11) un espacio topolégico i una topologiaen Y més fina que
71 con los mismos conjuntos compactos, entonces

02(Y,11) = LZ(Y,12).

DEMOSTRACION. Basta observar que letopologia asociada & coincide con lak-
topologia asociada®. Asi, después de la proposicion 2.2.11,

05(Y,18) = 02(Y,11)

(5(Y,15) = (2(Y,12).

Concluimos entonces que
02(Y,11) = LZ(Y,12).

O

En el caso en el que las topologias no sean comparables teredmesultado que
sigue.

Proposicion 2.2.14.Seanrt; y T, dos topologias regulares en un espacio topologico Y.
SiT1 Y T tienen los mismos compactos entonces

EZ(Y,T]_) = ﬁZ(Y,Tz).

DEMOSTRACION. SeaM un espacio métrico cofZ(Y, 1) =w(M)y ¢: M — 2¥ una
aplicacion multivaluada usco considerandoyela topologiary, tal queY = Uycpm @(X).

Para cadx € M la base de filtrap(.#%) es compactoide efY,71). Después del corolario
1.4.2,(Y,11) e (Y,12) tienen los mismos filtros compactoides de base numerablé y as
(%) es una base de filtro compactoide(¥r,) y asi@ sigue siendo usco considerando
enY la topologiar,. Hemos demostrado asi qé&(Y,12) < ¢%(Y,71). La desigualdad en

el otro sentido es idéntica y la prueba acaba. O

2.3 Relacion con otros indices topologicos

En las secciones precedentes hemos introducido distumaghes cardinales como
son el peso, el caracter de densidad (véase definicion b.@&Bgaracter de un espacio
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topoldgico 2.1.3. Ahora recordaremos algunas mas, queepueacontrarse en [2, pag.
4-5].

Definicion 2.3.1. La tightness de un espacio topoldgicotyy,), es el cardinal infinito
mas pequefim para el cual se verifica que para cada conjunto A de Y s entonces
existe BC A tal que|B| <meyeB.

Definicion 2.3.2. El numero de Lindel6f de un espacio topolégicé(Y), es el cardinal
infinito mas pequefian, tal que para cada cubrimiento de Y existe un subcubrimidato
cardinal menor o igual quen.

En general, para un espacio topolégicee verifica que ,

((Y) <w(Y),
(Y)y (2.6)
(Y),
véase [25] y [44].
Nosotros utilizaremos que en un espacio métkcel nUmero de Lindelof, el caracter

de densidad y el peso coinciden, que es un resultado clasieaemostramos para hacer
autocontenida esta parte.

Proposicion 2.3.3.Sea M un espacio métrico. Entonces

DEMOSTRACION: En el caso es en el que el cardinalMesea finito se verifica que
IM[ = £(M) = d(M) = w(M).

Supongamos entonces q| > [g. Sead = {O; :i €|} una base de abiertos para la
topologia deM. Tomamosg; € O; para cada € |. Entonces el conjuntd = {x; :i €1}
es denso eM. Efectivamente, dU es un abierto eM entonces exist®; C U, y de aqui
X € U. Hemos demostrado qugM) < w(M).

Veamos ahora la desigualdad contraria. Bea {x; : i € | } un conjunto denso e,
entonces, 98(x,£) denota la bola abierta de ceng radioe, la familia

0 ={B(x,1/n):i€l,ne N}
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tiene cardinal igual al del conjunidy es una base de la topologia. AsiJsés un abierto
enM, por serD denso existe; € D tal quex; € U, y por serU abierto existen € N, tal
queB(x,%) C U. De aquid(M) > w(M).

Es claro qué(M) < w(M). Veamos qua (M) < ¢(M). Consideramos la familia

On={B(x,1/n):xe M}
para cada € N. Existe entonces un subconjuiy C M de cardinaV(M) tal que

M= [ B(x1/n),

XeMp
para cadan € N. Ahora el conjuntd® = |J,<y Mn tiene cardinal igual & M) y es denso.

Efectivamente, seld un abierto erM, entonces existe; € U y n € N tal queB(xy ,%) C
U. Entonces existe € My, tal quexy € B(x,z—ln). Asi, tenemos que

1 1
B(X,— B — :
(x,Zn)C (Xu,n)CU
En particularx € U y la prueba acaba. O

Proposicion 2.3.4.Sea Y un espacio topoldgico. Entonces
(YY) < LX(Y).

DEMOSTRACION:.

Sea(M,d) un espacio métrico con() = ¢=(Y) y ¢ : M — 2" una aplicacion usco
tal queY = Uyem @(X). Sead = {O; : i € |} una familia de conjuntos abiertos tal que
Y = Ui Gi. El conjuntog(x) es compacto para casta& M, asi, existe un conjunto finito
de indicesy,i,. .. iy tales que

@(x) C OxUOKU...UO .

Por serg una aplicacion usco, sitomamos el conjunto abiéxte) := Uszloi?, entonces
existeU (x) entorno abierto dg enM tal que

p(U(x)) € O(x).

Ahora, la familiaZz = {U(x) : xe M} es un cubrimiento abierto dd. Después de la
proposicion 2.3.3¢{(M) = w(M) = ¢3(Y). Existe entonces un subconjuriaC M con
1S < ¢5(Y) y tal que

M=[JU(x).

XES
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De ahi tenemos que
Nx
Y=JoeuUX)clJox=JU o
XeS XeS xeSj=1

es decir, hemos obtenido un subcubrimiento de cardinal meeigual que el cardingd§
y|S < ¢Z(Y). Asi, concluimos qué(Y) < /2(Y). O

La proposicion que sigue esta en el espiritu de [9, prop.2.1]

Proposicion 2.3.5.Sea M un espacio métrico. Entonces

DEMOSTRACION: La desigualdad>(M) < w(M) es obvia. Basta para ello considerar
la aplicacion identidad del espacio en si mismo. Por la miopm 2.3.4, tenemos que
/(M) < /¢Z(M). Considerando ambas desigualdades obtenemos

(M) < £5(M) < w(M).

Después de la proposicion 2.3@) = w(M). Concluimos entonces que las desigualda-
des anteriores son igualdades y el resultado queda dechmstra O

El nimero de Lindel6f no es estable para productos como poneadifiesto el ejem-
plo que sigue a continuacion.

Ejemplo 2.3.6. Sea Y= R dotado con la topologia para la cual una base viene dada
por todos los intervalo$y,r), donde y € R, y < r y r es un nimero racional. Entonces
Y es Lindel6f pero XY no lo es. El espacio topologi¢¥,T7) es conocido como espacio
de Sorgenfrey, [25, 1.2.2 pag. 21].

DEMOSTRACION: El espacioY es un espacio que verifica el primer axioma de numera-
bilidad y es Lindeldf. Sin embargo, el conjunto dado en lafar

{(y,—y):yeY}CYxY

es un conjunto discreto de cardinal no numerable, por tdmaraero de Lindelof del
espacior x Y tiene cardinal no numerable. OJ
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De la proposicién 2.3.4 obtenemos como corolario el redaltpe sigue.

Corolario 2.3.7. Sea(Yn)nen Una sucesion de espacios topologicos tal ¢uer,) < m

para cada ne N. Entonces
14 < |_‘LYn> <m.
ne

DEMOSTRACION: Por la proposicion 2.2.3 tenemos g [nen Yn) < m, y de ahi, por
la proposicion 2.3.4, se obtiene gl{§nen Yn) < m. O

Dado un espacio topoldgico siempre tenemos quEY) < w(Y) y £(Y) < LZ(Y).
Sin embargo, no es posible establecer una desigualdadafj@mre el indice de&-
determinacion y el peso, siendo también posible la desigdaén el otro sentido. Da-
remos un ejemplo que ilustre dicha afirmacién. Antes near@sis algunos resultados.

Recordamos qu@N es la compactificacion de Stokech deN y w el cardinal deN.

Lema 2.3.8. (i) El espacioBN tiene cardinal22” yw(BN) = 2%,
(i) Cada conjunto cerrado e infinito E BN contiene un subconjunto homeomorfo a
BN. En particular F tiene cardinap?” y pesa2®.
(i) Sean |P C N subconjuntos disjuntos entonces

PN APPY Z .

DEMOSTRACION. La afirmacién (i) la hayamos en [25, 3.6.12], mientras qie§ [25,
3.6.14]. Como consecuencia de [81, 1.15] obtenemos de fiormediata (iii). O

Lema 2.3.9. El espacioBN tiene22” copias deBN.
DEMOSTRACION: Sea%’ la familia de las copias déN en 3N, es decir,
¢ ={K C BN: K es homeomorfo #N}.

Seal C N el conjunto de los numeros impare®y N el conjunto de los pares. Enton-
cesl NP = 0. Utilizando 2.3.8Jiii] tenemos quTs‘BN NP = 0. Ademag™ y PN son
homeomorfos @8N. En particular, el cardinal g y PPN es 2°. De la propia defini-
cién de la compactificacion de Stofech resulta que # es una copia d8Ny p ¢ K
entonceK U {p} es una copia dBN. Asi, la familia

PN U p}: pe Py
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esta formada por copias @& distintas dos a dos. Tenemos por tanto (fie> 22°,
Por otra parte, com@N es separable, & € ¥ debe existir un conjunto numerable
N c BN\ N tal queK = N. Asi, el cardinal d&” debe ser menor o igual que el cardinal
de los subconjuntos numerablesf#ié \ N. De aqui
€] < |BN\N|® = [22]% = 27",

Combinando ambas desigualdades obtenemos la igualdaatiausc O

Lema 2.3.10.Existe YC BN tal que|Y| = 22°, w(Y) < 2% y cada subconjunto K Y
compacto es finito.

DEMOSTRACION: Sea? = {Cq C BN : 0 < a < 22°} la familia de las copias dBN,
lema 2.3.9. La construccion ¢ela hacemos por induccion transfinita, imitando la cons-
truccion del conjunto de Berstein [20, 8.8.1, p4g. 260]. dorasx_1 #y-1 en BNy

Xo # Yo € Co\ {X_1,y_1}. En el siguiente paso escogemos

x1 #Y1 € G\ {X-1.%0} U{y-1.Yo}.
Seaa < 22° y supongamos definidog, y, para cadg < a. Tomamos
Xa ZYa €ECa \ {Xy: 0<y<a}u{yy:0<y<a}.

Definimos los conjuntod = {x4 : 0< a < 2%°} y B= {y4 : 0 < a < 2%°}. Entonces
Ay B son conjuntos disjuntos de cardin&’ 3 w(A) = w(B) < w(BN) = 2. Ademas
si K A es un compacto infinito entonces por el lema 2.3.8[ii], exis 22 tal que
Cq C K, y de aquiXq,yo € Alo cual es una contradiccion. Luegoksies compacto eA
entonces es finito. Tomando:= A (0Y := B) obtenemos el resultado buscado. [J

El lema que sigue la encontramos en [44, Theorem 4.1].
Lema 2.3.11.Sea(M,d) un espacio métrico. $¥(M) < 2%, entoncesM| < 2.

DEMOSTRACION. Sead = {G;}ic| una base de la topologia tal glie< 2“. Para cada
x € M fijamos una sucesior(x) = {O(x)1,0(X)2,...,0(X)n,...} que sea una base de
entornos de. Six# Yy entonces’(X) # O(y). Asi,

IM| < (29)@ = 29,
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Ejemplo 2.3.12. El espacio Y construido en el lema 2.3.10 satisface que
w(Y) < 2(Y).

Supongamos que existe un espacio métfMed) de peso menor o igual qué’/ una
aplicacion uscap: M — 2Y tal queY = J{@(a) : a € M}. Utilizando 2.3.11 tenemos
que|M| < 2%y de aqui, puesto qug(a) es finito para cada € M, |Y| < 2%, llegando a

una contradiccidon. Por tantd,no es imagen mediante una aplicacion usco de un espacio
métrico(M,d) con wM) < 2%y

Z(Y) > 29 =w(Y).

Definicion 2.3.13.Una familia.#” de subconjuntos de un espacio topologico Y se dice
que es unaetworkpara Y si para cada puntog Y y cada entorno U de y existedN.1/"

tal que ye N C U. El peso networlde un espacio Y es el cardinal mas pequefnoide
donde.#” es una network para Y . Este cardinal se denotarpafY).

Es claro que para un espacio topologifcow(Y) < w(Y).
La proposicion que sigue generaliza los teoremas [77, Ene@r4] y [16, Theorem
8] y es clave para los resultados que se demuestran en lars2csi

Proposicién 2.3.14.Sean(Y,T) un espacio topologico ¥ una topologia para Y mas
gruesa quea. Entonces

d((Y,7)) <max{¢(Y,1),nw((Y,¥))}.

DEMOSTRACION. SeanM un espacio métrico con() = ¢/=(Y,1),y ¢: M — 2 una
aplicacion multivaluada usco coh= (Jycp @(X). TomamosX := M x (Y,¥), entonces,
utilizando [25, 3.1.J. (a)], tenemos que

nw(X) < max{nw(M),nw(Y,¥4)}.

Puesto que en un espacio métriow(M) = nw(M), (véase [25, Theorem 4.1.15]), la
desigualdad anterior queda de la forma

nw(X) < max{¢=(Y,t),nw(Y,¥4)}.

SeaT = {(Xy):ye€ @(x)} C X un subespacio p: T — (Y,7) la aplicacion dada por

p(xy) :=Yy. La aplicaciénp es continua, ya que @'(j ,yj)jeD es unared e convergente
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a (xy), entonces la redx;)jcp converge ax en M, y la red (yj)jep converge & en
(Y,¢). Basta demostrar qu@/j)jcp converge a en la topologiar para obtener que
p es continua. Por sep una aplicacion usco tenemos q(g)jcp tiene un punto de
aglomeraciorz € ¢(x) en la topologiar. De ahi tenemos también qQg ) j<p tiene az
como punto de aglomeracion en cualquier topologia mas gmest, y asiy =z, y la
red tiene ay como punto de aglomeracion é¥,7). Como el razonamiento anterior es
valido para cualquier subred dg) jcp tenemos quéy;)jep converge & en(Y,T).

Trivialmente, la aplicaciomp: T — (Y,T) es suprayectiva: i € Y entonces existe
x € M tal quey € @(x), lo cual implica quéx,y) € T ey = p(xy).

Tenemos que

nw(T,7) < nw(X) < max{/Z(Y,7),nw(Y,¥4)},

y dado que(Y,T) es imagen continua de se tiened(Y,7) < d(T) < nw(T), de donde
obtenemos la desigualdad

d(Y,7) <max{¢Z(Y,1),nw(Y,4)}.
gue termina la prueba. O
De forma inmediata se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 2.3.15. Sea(Y,T) un espacio topologico. Entonces
d(Y,7) <max{¢Z(Y),min{nw(Y,¥4) : ¥4 < 1}}.

Corolario 2.3.16. Sea(Y,7) un espacio topolégico submetrizable, (i.e., existe una-top
logia¥/ mas gruesa que la original metrizable), entonég) es imagen continua de un
espacio métrico de peso menor o igual d&€Y,7) y asi, en particular, dy) < /Z(Y,1).

DEMOSTRACION: Atendiendo a la demostracion proposicion 2.3.14 se tighe) es
imagen continua de un subespatialel productoX := M x (Y,¢) dondeM es métri-
co de peso \\M) = ¢2(Y,T). Como(Y,¥) es metrizable e imagen continua @€T1) se
concluye, gracias a las proposiciones 2.2.8y 2.3.5, que

w(Y.9) = (5(Y.9) < ((Y,1).

Consecuentemeniétiene peso menor o igual qu&(Y,T), en particulaiT tambiény la
prueba termina. O
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Proposicion 2.3.17.Sea K un compacto, entonces

t(K) < (Cp(K)).

DEMOSTRACION: SeaA C K un subconjunto. Puesto q@g(A) es imagen continua de
Cp(K), se tiene que
£(Cp(A)) < £(Cp(K)),

y podemos suponer qie= A. Fijamosa € K. Consideramos el subconjuntg-cerrado
F:={feCyK): f(a) >1},

el cual verifica que
Fc | J{feCK): f(b)>0},
beK
es decirF esta contenido en una union de conjuritgsibiertos. Existe entonc&C A

de cardinal igual d(Cp(K)) tal que

Fc | J{feCK): f(b)>0}.
beD

Ahoraa € D tomando la clausura en la topologia del compacto. Efectveae sed)

un entorno abierto da en K, entonces, por el lema de Urysohn existe una aplicacion
g:K —[0,1 tal quef(a) =1y f(x) = 0 para cada € K\ U. De aqui, puesto qugec F
existeb € D tal queg(b) > 0y asi,b € U. Concluimos entonces quec D y la prueba
acaba. O

Como corolario del resultado anterior obtenemos el sigeiesultado que generaliza
el teorema [77, 6.4].

Corolario 2.3.18. Sea K un compacto, entonces
t(K) < £2(Cp(K)).
DEMOSTRACION. Después de la proposicion 2.3.4
£(Cp(K)) < £x(Cp(K)),

y por la proposicion 2.3.17
t(K) < £(Cp(K)).
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Combinando ambas desigualdades obtenemos el resultackdbus O

Sacamos ahora ventaja de la relacion entre el indigedieterminacion de un espacio
y el nimero de Lindel6f para demostrar la existencia de uaasgopoldgicoY que
muestra que las hipotesis de nuestra proposicion 1.6.1& paexen relajar. El resto de
la seccion lo dedicamos a la construccion de este ejempl@®.Bn [79], Valdivia da un
ejemplo de un espachquasi-Suslin que no é&-analitico. El mismo espachonos sirve
para dar un ejemplo de un espacio que satisface la condididie {(a proposicion 1.6.11
pero no (i). Introducimos algunas nociones necesariasipalescripcion del espacit,

Un espacio de sucesiongss un espacio lineal cuyos elementos son sucesiones
(Xn)nenR. Siy= (Yn)n,Z2= (zn)n € A Y 1 € R, definimos las operacionsamay producto
por escalareen la forma usual

y+z=(n+tZ)n, Y r-y=(r-Yn)n
Dadas dos sucesionés )n Y (zn)n diremos quéyn)n < (zn)n Si Yn < z, para cada € N.

Si A es un espacio de sucesiones se define el espacio de sucesi@mpsl que viene
dado por todas aquellas sucesiones (up), tales que
> [Xn-Un| <o

neN

para caddxn)n € A. El espacioA* se llama elr-dual deA .
Sea(ay)r una sucesion en la que para cadaN

a =@y, r=12..., (2.7)

satisfaciendo

() ayy1>0,>0,r=1,2,...;

(i) para cada entero positivoexiste un entero positivotal quea,q) > 0.
TomamosA = {(xn)n e RN: Sh ‘Xn|a|(]r) < ool € N} , Y consideramos

: Ay (r)
A= {(yn)n e RY: existenr € Ny h > O tales quey,| < h-ay’, para cada e N} :

Es conocido, ver [79, pags. 210-212] que el espagies ela-dual deA. En este caso,
se dice que el espacio de sucesiohes un espaciechelondefinido por el sistema (2.7)
de pasos Y\; es un espacioo-echelordefinido por los pasos (2.7). Bnse considera la
topologia asociada a la familia de seminorrfips: r € N}, donde

pr (n)n) = 3 Xoa

neN
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para(x,)n € RN yr e N.
Lema 2.3.19. SeaA el espacio echelon generado por los pasos
ar = (ai(,rj)), r=12,..., (2.8)
tal que para cada par de enteros positivos jy r
al =20i=12,. .rna)=li=r+1r+2,...

ElbidualdeA, Y, con latopologi@r(Y,A;) verifica que existe unafamili{a%, Ta e NN}
de subconjuntos compactos en'Y tal que

(i) Aq C Ag, sian < By paracadanc N, dondea = (an)ny B = (Bn)n;

(i) Y =UgenvAa-

DEMOSTRACION. Basta observar que el espadies un espacio de Fréchet, es decir la
topologia asociada viene dada por la familia de seminofmas-r, donde

Pr :RNXN —>R+,

pr((%,j)ij) = Zﬂ,iaﬁ(,rj)
1)

para caddx; j)ij € R"*Ny cadar € N. Seal; 1= {(x,j)i,j €A : pr((%,j)i,j) < 1}. Defi-

nimosV, := U_rU(Y’)‘l) para cada € N, y para cadar € NV, a = (my,)p, tomamos
Ag = (] M-V
neN

El conjuntoA, es compacto el con la topologia de convergencia puntual sobre

Ademas
Y= Aa
aeNN

y asi acaba la prueba. O

Ejemplo 2.3.20. El espacio Y= A4, (ver 2.3.19) verifica que:
(i) Existe una familia de compactd¥k : K € %/(NN)} enY tal que
(a) si K c K’ compactos ef¥N entonces ¥ C Yx/;
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(b) Y=U{Yk:Ke (N}
(i) ¢Z(Y) > Oo.

DEMOSTRACION. Demostramos (i). Sear, : NY — N la proyeccion sobre la-ésima
coordenada. 3¢ c N es compacto, entonceg(K) C N es compacto y por tanto finito.
Para cada € N tomamosB, = max{(a) : a € K} y definimosf := (Bx)n € NV, Para
cadaa € K tenemos que < By de aqui

Yei=|J Ad CAg
aecK
es compacto. Asi, la famili§Yk : K € 27 (NY)}, donde cadak viene dado polk =
U{Aq : a € K}, es unafamilia de compactos¥mue cubre el espacio y tal queasic K’
entonce¥k C Yk'.

(i) Si suponemos quéx(Y) es numerable entonc¥ses Lindelof. Basta para llegar
a contradiccién encontrar un subconjunto cerrAdoY numerablemente compacto que
sin embargo no es compacto.

Dada la sucesion doblg j)ij conzs=1,7; =0, (i,j) # (r,s), tomamosf, s =
(z,j)i,j cuando(zj)i,j sea considerado como un elementoAdg & s = (7 j)i,j cuando
suponemos que esta an

El subconjuntdA := {fij € A :i,j e N} C Y es acotado. Utilizando un resultado de
Grothendieck [36] afirmamos que toda sucesiéon acotada edwally de un espacio de
Fréchet es equicontinuay por tanto tiene un punto de aghmiter, en particul AC A
es numerablemente compacto. Sin embargo, el conjunto relawamente compacto,
para ello demostraremos que existe un ultrafiltrd\@ue no converge.

Tomamos

B = {(ui,j) €M< ai(,rj),i,j = 1,2,...},
para cada € N. Sir es un entero positivo y §in ); €s una sucesion estrictamente creciente
de enteros positivos tomamos

F(r(m)i) = {fij:i>rj>m}.

La familia # = {F(r,(m)i)} es una base de filtro. Se& el filtro generado po en A
y % un ultrafiltro enA mas fino queZ . SeakE el dual algebraico da;. Identificamos\
con un subespacio d& Dado un elemento = (u; j)i,j € A1 definimos

F(r.(m)iu) = {{fi,ju): fij e F(r,(m)i)} CR.
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La familia Z(u) = {F(r,(m);,u) : F(r,(m);) € #} es una base de filtro &k SeaZ (u)
un ultrafiltro més fino que el generado p@fu).

Por otra parte, existen enteros positigg h tales queu € h-Bs. Asi, sir > s se
sigue quay,; < hy por tanto qué=(r,(m;);,u) es un conjunto acotado & De ahi#% (u)
converge erR a un elementd (u), de donde se sigue qu& converge af € E con la
topologia de convergencia puntual sohjeDado un entero positivk, siv= (v j) € B
y r >k, entonces

[(Frjv) = jl <1,
y de aqui .
|f(u)| <1 paracadac | B;. (2.9)
r=1
Asi, f es una forma lineal definida en con valores reales y acotada sobre conjuntos

acotados dé\1. Supongamos qué € AT A Si A° es la polar deA en A; entonces

tenemos que
f(w) <1 para cadav € A°.

Para cada entero positivencontramos un entero positiki¢i) tal que
B c 2",
Seav = (Vj j)i,j un elemento d&; dado por
vij=1,j>h(i)+2,vj=0,j<h(i)+2,i eN.

La sucesion

r
Z 2vi je j,r €N, (2.10)
i,]=1

esta contenida enR? y converge coordenada a coordenada.a&P2iesto que el conjunto
B1 eso(A1,A)-compacto, la serie

DEABLEN
i,]=1

converge a2en(A1,0(A1,A)). Por otra parte,

2'g jeB 2",

y de aqui,
2i-j—h(i)a,j e A



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 71

Sitomamog > h(i) + 2 se sigue que
i-j—h(i)>({-1)j+3

yen consecuencia

Entonces
2('_1)]+3Vi,ja,j eA’, i,j=1.2,....

Puesto qué\° es absolutamente convexoy
J+2 2122 2(i-1) Zl 2r

20-Dit3y e = § 2viig: € A
JE] LS,
|jzl2 HZ |le

para cada € N. Puesto qué° esag(A1,A )-cerrado se sigue que Pertenece &°. Si fj |
es un elemento de(1,(h(i) + 3);), tenemos qué > h(i) + 2 y de aqui

Tenemos que

(fi,j,2v) = 2vij = 2.

Obteniendo de esta forma qui2v) = 2 que es una contradiccién con la ecuacion (2.9),
y f no pertenece ¥. O

2.4 El indice de K-determinacion en espacios de
Banach

En [77], Talagrand estudia los espacios de Banach débignkeainaliticos y débil-
mente numerablemente determinados, es decir, los esphci®anach que dotados con
la topologia débil soik-analiticos o numerablemente determinados. En esta seseid
generalizan algunos de los resultados de Talagrand.

En el caso del espacio de las funciones conti@{&9 sobre un compacts tenemos
las siguientes desigualdades, las cuales seran utilizadadgo se establezca mas adelante
el teorema 2.4.8.
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Proposicion 2.4.1.Sea K un espacio compacto, entonces

max{£(C(K),Tp),L(C(K),w)} < (Z(C(K),Tp) = (5(C(K),w) <
< W(C(K),|[ - [leo)-

DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.3.4, tenemos que
- C (2.11)

Por otra parte, en la bola unid&g , la topologia debil y la topologia de convergencia
puntual tienen los mismos compactoa/ < 1, véase [30, Theorem 4.2]. Por el corolario
2.2.13 afirmamos que

(Z(Be(k):Tp) = (Z(Bc k), W)-

Ahora, puesto qu€(K) = Up_1 n- B¢k utilizando la proposicion 2.2.9 obtenemos las
igualdades
(2(C(K),w) = £Z(Bgk )W),

tZ(C(K),Tp) = L=(Bc(k), Tp)-
Asi,
(5(C(K),Tp) = £2(C(K),w). (2.12)

Combinando las ecuaciones (2.11) y (2.12) obtenemos
méx{E(C(K),rp) ,E(C(K),w)} </UZ(C(K),Tp) = (2(C(K),w).

La desigualdad’Z(C(K),w) < w(C(K),| - [|») se sigue tras observar que la aplicacion
identidad Id :(C(K),|| - |l«) — (C(K),w) es continua, teniendo en cuenta la definicion de
0Z(C(K),w). O

Obsérvese que con la misma prueba obtenemos el resultadggee

Corolario 2.4.2. Sea K un espacio compacto, e-YC(K) un subespacio, entonces

03(Y,1p) = £2(Y W),
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DEMOSTRACION: En la bola unidadBy = Y N B¢k, deY la topologia debil y la to-
pologia de convergencia puntual tienen los mismos compadespués del teorema de
Grothendieck [30, Theorem 4.2]. Por el corolario 2.2/23By,Tp) = (>(By,w). Ahora
observando qu¥ = | J;,_; n- By y haciendo uso de la proposicion 2.2.9 obtenemos que

02(Y,1p) = 02(Y W)

y la prueba acaba. O

Proposicion 2.4.3.Sea Y un espacio de Banach y'Z' un subespacio denso. Entonces
2(Y,o(YY")) <[(t%(Z,0(ZZ")).

DEMOSTRACION: Sea(M,d) un espacio métrico con pesdM) = (2(Z,0(Z,Z*)) y sea
¢ : M — 2(%9(ZZ%) yna aplicacion usco tal que= Uy ¢ (X). Definimos

M = {x: (Xn)neny € MY 2 By N ﬁl <¢(xn) —i—%BY**) + (D} ,
n—
dondeBy-+ denota la bola unidad del bidual ¥ey la aplicacion multivaluada
@: M — 25
dada por .
00x) = o) =8¢ ) (900 + - ).
n—

para cadx = (Xp)n € M.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) La aplicaciong es suprayectiva, es decBy = |J{@(x),x € M'}. Efectivamente,
fijamosy € By. Considerand@By,w) como un subespacio d8y++,w*) y puesto
queZ es denso eN, tenemos que

Y+ B}z #£0
para cada € N. De ahi, puesto qué = [ J,c\ ¢ (X), para cada € N existex, € M
tal que

ye ¢(Xn)+ r—11 By,
y asi,

ye B () (#0618 ) = ol

n=1
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(ii) La aplicaciéng es usco cuando €y consideramos la topologia débil. Para cada
x € M’, el conjunto@(x) es compacto efBy,w) ya que es compacto &By-,w*)
y esta contenido eBy.
Para demostrar qug es una aplicacion usco basta tomar una sucgsigR con-
vergente & = (xj),-eN enM’, dondex, = (x,’}),-eN para cada € N, y probar que si
Yn € @(Xn) para cadan € N, entonces la sucesidyn)nen tiene un punto de aglo-
meracion erp(x).
Puesto quéBy«,w*) es compacto, la sucesi@¥,)neny C By« tiene un punto de
aglomeraciory en By, es decir, existe una subrég ), de (yn)n convergente a
y. Veamos qug € ¢(X). Para cadé e L se tiene

W e 906) = (90) +Br-) N (B06) + 5Br-)N..,

es deciry, = z|j +bl, dondez|j € ¢(x,j) y blj € %By** para cadg € N. Fijemosj € N.

Por serg una aplicacion uscc(zﬂ).eL tiene un punto de aglomeracighen ¢ (x))
considerando la topolog&(Z,Z*), es decir, existe una subrézé)ses de(z|j)|€|_ que
converge & . Por otra partébé)ses es unared que tiene un punto de aglomeracion
bl e %By**, por ser(By«,w*) compacto. Pasando a una nueva suhizéelr bij)ig
podemos suponer C]L(Eij + bij)ie converge hacia +bl € ¢(xI) + %By**. Como
dicha red es subred dw )| que es convergenteyatenemos que

o 1
y=2+bl ¢ c,b(x’)-l-TBy**.

Como este argumento se puede repetir para ¢add se tiene qug € @(X).
Por lo tanto/Z(By,w) < w(M’) = ¢%(Z,0(Z,Z*)). Puesto qu& = |Jy_,n- By, después
de 2.2.9, obtenemos que

(E(Y,0(Y,Y")) <(x(Z,0(2,Z2"))
y la prueba finaliza. O
El siguiente resultado que se obtiene como corolario dedpgsicion 2.3.14.
Proposicion 2.4.4.Sea Y un espacio de Banach. Entonces

d(Y,w) < max{d(Y*w*),Z(Y.w)}.
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DEMOSTRACION: SeaD C Y* un subconjunto denso &ff tal que|D| = d(Y*,w*). Con-
sideraremos com& la topologia de convergencia puntual sobre el conjuhto Y*,
entonces,

nw(Y,4) <w(Y,¢) < |D| =d(Y*,w"). (2.13)

Después de la proposicion 2.3.14, tenemos que
d(Y,w) < max{nw(Y,¥),l2(Y,w)} < max{d(Y*w"),l=(Y,w)}, (2.14)
y la prueba acaba. O

En particular se obtiene el resultado que sigue.

Corolario 2.4.5 ([77]). Sea Y un espacio de Banach tal qifew) es numerablemente
determinado. Entonces:
d(Y,w) =d(Y*,w").

DEMOSTRACION: La desigualdadi(Y*,w*) < d(Y,w) es cierta en general para un espa-
cio de Banach, [28, pag. 358] y la desigualdad en el otrodemibs viene dada por la
proposicion 2.4.4, ya que en este cé50Y,w) es numerable y

d(Y,w) < max{d(Y*w*),0o} < d(Y*w").
O

Las propiedades que siguen son generalizaciones de tesittanocidos para espa-
cios de Banach débilmente numerablemente determinadgsctaho aparecen en [77,
Theorem 5.1].

Proposicion 2.4.6.Sea Y un espacio de Banach y sea X un subespacio tal que el
subespacio cociente/¥ es separable. Entonces

03(Y,0(Y.Y")) < max{¢=(Z,0(2,2*)),00}.

DEMOSTRACION: Seap:Y — Y/Z la proyeccion canonica y s€aC Y un subconjunto
numerable tal que(D) C Y/Z es denso el /Z. De ahi, el conjunto

D+Z=|]J{d+2}
deD
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es denso el. Utilizando proposicién 2.2.9, tenemos que
(2(D+2) <(tx(Z,0(Z,Z")),
ya queD es numerable. Por la proposicion 2.4.3, concluimos que
Z(Y,o(YY")) <(xZ(D+2Z)<(t3(Z,0(Z,Z%))

y la prueba acaba. O

La proposicion que sigue es un paso previo para presentsdtado que generaliza
el teorema [77, Theorem 3.4].

Proposicion 2.4.7.Sea ZC C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K,
entonces
(3(Cp(K)) < 1Z(Z,Tp).

DEMOSTRACION. Puesto qué& separa puntos d€, por el teorema de Stone-Weierstrass,
véase [52, pag. 244], la subéalgehsa generada poZ y las constantes es densa en
(C(K),|l - |lo)- Veamos que
0X(of) <I1Z(Z).
Las constantes verifican que
¢X({constante}) < Ug < ¢2(2),

ya que pueden expresarse como imagen continl®aale/o peso es numerable. Después
de la proposicion 2.2.9 tenemos que el espéciaZ U{constantessigue verificando que
(3(Y) < ¢%(Z). SeaM un espacio métrico con) =/=(Y) y ¢ : M — 2" una aplicacion
usco que cubr¥. Dadosf,g € C(K) denotamos pof - g la funcion producto definida en
K con valores reales dada pbrg(x) = f(x)-g(x). Es conocido que el producto finito de
funciones continuas es una funcion continuay la aplicacion

Cp(K) x Cp(K) — Cp(K)

(f.g)~f-g
es continua. Definimos ahora los subconjuntos
Z1 = {Y},
Zo = {f1~ fo: f1,fo EY},

Zn = {fy-fo-...-fy: fj€Y paracada=1,...,n}
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Demostraremos quiz (Z,,Tp) < (Z(Y,Tp) para cada € N. Efectivamente, despuées de la
proposicion 2.2.3 tenemos qUE((Y,Tp)") < £Z(Y,Tp), y ademas la aplicacion

o Y" — Z,

(fr,fo,. . fn) — f1-fo- - fp,
es continua y suprayectiva, asi, por el corolario 2.2.8,
03 (Zn,Tp) < L2(Y,Tp) < U3(Z,Tp)

como habiamos anunciado. Se tiene entonces, utilizandogagicion 2.2.9, que

02(|J Zn,1p) < 02(Z,Tp).
n=1
Por otro lado, la subalgebra deCy(K) generada poY, coincide con el espacio vectorial
generado paJ;,_1 Zn Y por la proposicion 2.2.10 se tiene que

05(,Tp) < LZ(| ZnTp) < LZ(Z,Tp).
n=1
Después del corolario 2.4.2, tenemos @kie«/,Tp) = ¢(Z(.«7,w). Utilizando la proposi-
cion 2.4.3, se concluye ahora que

(3(C(K)W) < 05(o/ W) < (5(Z,Tp).

Por dltimo sefialar qué&z(C(K),w) = ¢3(C(K),Tp), proposicion 2.4.1, y asi el resultado
queda demostrado. O

Nota: Otra forma de finalizar la prueba anterior consiste en dearogueCy(K)
es imagen continua de/ x B, donde porB,, denotamos la bola unidad de. La
aplicacion es la que sigue

®: o/ x B, — Cp(K)

1
(f,(fa)nen) — F+ 21? fn
n—

La aplicaciond verifica las siguientes propiedades:
(i) Esta bien definida. Efectivamente, puesto UEK),|| - ||) es un espacio de Banach
Y S 2—1,1 | fnl| €S COnvergente entoncgy 4 2—1,1 - f, converge erfC(K),|| - ||) a un
puntog € C(K), en particular converge@en (C(K),1p).
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(i) Es continua. Seaf; ,(fr‘;)neN)jGJ una red convergente(d,( fn)nery) €n la topologia
producto, es decirfj);cj converge af en la topologia de convergencia puntual
y (fr];)jej converge af, para cadan € N también en la topologia de convergencia
puntual. Entonces, fijadoe K tenemos quéfi(x) + s, & fd (X))je converge a
F(%) + 31 3 fa(X).

(iii) Es suprayectiva. Seg € C(K). Entonces existefi € o7 y (fn)nen € B,y tal que
g=f+ S 14 fnsi, y s6lo si,

Puesto que la subalgebed es densa efC(K),|| - ||) existef € o7 tal que

1
lg— flle < 5.
Si demostramos que existe una sucesifan, de funciones eB,, verificando
D1 1 1
3 (bo-n-2u) <

habremos terminado. Pare= 1 tenemos que por la densidad .dé existe una
funcion f1 € o tal que||(g— f) — fillo < 3 y se satisfacg3(g— f) — 3 fa|| < %.
Supuesto cierto para, lo demostramos pana+ 1. Efectivamente, tenemos que
paran se verifica

1
2)

n /1 1
Mty (g(g— f) _?fk)

K=1
de nuevo por la densidad del subalgebfaxistef,,1 € B,, tal que

n 1 1 1
2n+1kzl<§<g—f)—?fk)—fn+l <?,
es decir,
n+1 1 1 1
3, (310058 | <

Ahora, por el corolario 2.2.8%(Cp(K)) < ¢2(</ x BYY,) < ¢3(Z,1p), y la prueba acaba.
0

El teorema que enunciamos a continuacion generaliza edrteof[77, Theorem 3.4]
de Talagrand.
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Teorema 2.4.8.Sea K un conjunto compactawun cardinal infinito. Son equivalentes:
(i) Existe un conjunto X_ C(K) que separa puntos de K y tal quE(X,tp) < m.
(i) £Z(Cp(K)) <m.
(i) ¢Z(C(K),w) < m.

DEMOSTRACION:

(i)=(ii) Proposicion 2.4.7.

(i) =-(iii) Es una de las desigualdades de la proposicion 2.4.1.

(iii) = (i) TomarX = C(K). Este espacio separa puntosdg puesto que la topologia
puntual es mas gruesa que la topologia débil tenemo&xXetp) < m. OJ

Se dice que un espacio compakt@s de tipag’ (o Eberlein) si es homeomorfo a un
subconjunton-compacto de un espacio de Banach. En [19] se demuestra guemn
pactoK es de tipos” si, y solo si,C(K) con la topologia débil es un espacio débilmente
compactamente generado. En [3] se demuestra que un espa@amdch es un subespa-
cio de un espacio débilmente compactamente generado $q gista bola unidad de su
dual (con la topologia débil estrella) es de tiicEn [77], Talagrand define los compactos
de tipo & (resp. de tipasz). Un compactd se dice que es de tip6 (resp. de tipas?)
si (C(K),w)es un espaci#&-analitico (resp. numerablemente determinado). Comidoa
con la idea de generalizar los resultados conocidos paegiesf-analiticos y numera-
blemente determinados, estudiamos algunos resultada&pespaci€(K) dondeK es
un espacio compacto.

Recordamos que un subconjudale un espacio de Banathse dice que etotal si

spanX) =Y.

Teorema 2.4.9.Sea Y un espacio de Banachyun cardinal infinito. La siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) Existe un subconjunto total X de'Y cé&n(X,w) <m.

(i) SiBy+ eslabolaunidad del dual de Y con la topologig entonces

03(Cp(By+)) <m.
(i) ¢Z(Y,w) <m.

DEMOSTRACION: La implicacion (iii}=-(i) es trivial. La implicacion (i} (iii) se sigue de
la proposicién 2.4.3 junto con el hechb(spanX)) < ¢Z(X).
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(i)=-(ii) Si X es un subconjunto total d& entoncesX separa puntos del compacto
(By+,w*). Ahora utilizando el teorema 2.4.8 tenemos GEeC,(By+)) < m.

(i) =(iii) Observamos queY | - ||») €s un subespacio cerrado &By:),|| - ||«), ¥
asi,(Y,w) C (C(By+),w) sigue siendo cerrado. Utilizando la proposicion 2.2.4 oéxeos
que

(2(Y W) < £3(C(By+,W) = (Z(C(By-),Tp) <m

y la prueba acaba. O

Teorema 2.4.10.Sea K un espacio compactaryun cardinal infinito. Son equivalentes:
() (Z(Cp(K)) <m;
(i) Existe un espacio topoldgico Y cdi(Y) < m tal que K es homeomorfo a un
subconjunto compacto en la topologia de convergencia plidel espacio CY).

DEMOSTRACION: (i)=>(ii) Basta con tomaY = Cy(K). Efectivamente en este cakoes
homeomorfo a un subconjunto compactddieCp(K)). Definimos la aplicacion
®: K — Cp(Cp(K))
X— ®(X) : Cp(K) — R,

donde®(x)(g) = g(x) para caday € Cy(K). La aplicacion® es continua. Six;)jcs €s
una red convergenteaen K entonces para cadfic Cp(K) tenemos queg(Xj))jey
converge g(x), es decir,(P(x;))jey converge aP(x) en la topologia de convergencia
puntual sobr€,(K). La aplicaciond es inyectiva. Efectivamentesi~ X' enK entonces
existeg € Cp(K) tal queg(x) # g(X), y asi®(x)(g) # ®(X)(g). Luego, la aplicacion
® : K — ®(K) sobre suimagen es una biyeccion continua, debde) C Cp(Cp(K)) es
compacto por ser imagen continua de un compacto. Tan sélguesa demostrar que la
inversad—1: ®(K) — K es continua. Se@(x;));cs una red convergented®(x) entonces
para cadg € Cp(K) tenemos quée(x;)(g) = g(x;j) converge a(x)(g) = g(x), de donde
se sigue quéx;j)jes converge & enK, quedando demostrado giees homeomorfo a
®(K).

(i)=(i) Supongamos qu& C Cy(Y). La aplicacionp : Y — Cy(K) definida por
p(y)(f) = f(y) es continua, asi por 2.2.82(p(Y)) < ¢Z(Y). Por otra parte el conjun-
to p(Y) C Cp(K) separa puntos de¢. Utilizando el teorema 2.4.8 concluimos que

(2(Cp(K)) < £2(p(Y)) < £Z(Y),

y la prueba acaba. O



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 81

Proposicién 2.4.11.Sea K un compacto y'K- K un subespacio cerrado. Entonces
(3(Cp(K")) < £2(Cp(K)).

DEMOSTRACION: Si K’ es un subespacio cerrado eCp(K’) es imagen continua de
Cp(K). Basta para ello asociar a cagla C(K) su restriccion &', es decir, la aplicacion
®: Cp(K) — Cp(K')

f — f\K’

es continua y suprayectiva. La continuidad es trivial y elnoede que es suprayectiva
se sigue del teorema de extension de Tietze [52, pag. 248taAltilizando el corolario
2.2.8

(3(Cp(K")) < 2(Cp(K)),

y la prueba acaba. O

Proposicion 2.4.12.Sean KL compactos y f K — L una aplicacion continua y supra-
yectiva. Entonces
(3(Cp(L)) < £3(Cp(K)).

DEMOSTRACION: La aplicacion® : (C(L),]| - ||e0) — (C(K),|| - ||«), dada por

®dh):K—=R
k — h(f(Kk))

para caddn € Cy(L) es una isometria. Efectivamente, $eaC(L), entonces
®(h) |l = max|®(h) (k)| = max|h(f(k))| = max|/h(l)| = ||h||e,
| &0l = max|®(h) (k)| = maxih(f (k)| = méaxih()| = [l

y asi, podemos considerar el espa€oL ),|| - ||») como un subespacio cerrado (@K )
con la topologia de la norma y lo mismo para la topologia débitlecir(C(L),w) es un
subespacio cerrado d€(K),w) y utilizando la proposicién 2.2.4,

(3(C(L),Tp) = £(C(L) W) < £Z(C(K),w) = £3(C(K),Tp)

finalizando de esta forma la prueba. O
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Proposicion 2.4.13.Sea(Ky)n una sucesion de compactosyun cardinal infinito. Si

para cada nc N, entonces
(%(Cp( [ Kn)) < m.

nelN

DEMOSTRACION: Para cadan € N tenemos qué&€(K,) separa puntos dk,. Por otra
parte, fijadam € N, la aplicacion

Pm : Cp(Km) — Cp( |_‘LKn)

donderty, : [hen Kn — Km denota la proyeccion sobrerfaésima coordenada, es continua
y asilZ(pm(Cp(Km)) < £Z(Cp(Km)) para cadan € N. Ahora, por la proposicion 2.2.9,
tenemos que la unidg,cy Pm(Cp(Km)) verifica

53 ( U pm(Cp(Km))> <m.

meN

Ademas separa puntos figcy Kn, Y asi, por 2.4.8, se obtiene que

(2 (Co( [ Kn)) < m

nelN

finalizando la prueba. O

2.5 Tightness de C,(Y) y monoliticidad de subcon-
juntos compactos en  Cy(Y)
La definicion que sigue la encontramos en [2, pag. 83].

Definicion 2.5.1. Seam un cardinal infinito. Un espacio topolégico Y se dice que es
fuertementean-monoliticosi para cada AC Y con|A| < m el peso de la clausura es
menor o igual quen.
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Ejemplo 2.5.2. Los espacios métricos son fuertementmonoliticos para cada cardinal
m infinito.

DEMOSTRACION. Basta observar que en un espacio métrico el caracter delddrsel
peso coinciden. Sean un cardinal infinitoM un espacio métrico .\ C M con|A| < m,
entonces WA) = d(A) < m. O

Las siguientes propiedades de los espacios fuertementenoliticos son de demos-
tracion inmediata, véase [2, pag. 84].

Proposicion 2.5.3.Seam un cardinal infinito. Entonces:
(i) Todo subespacio de un espacio fuertemantaonolitico es fuertemente-mono-
litico.
(i) El producto de una familia numerable de espacios fuerteen@nmonoliticos es
fuertementen-monolitico.

Teorema 2.5.4.Sea Y un espacio topoldgico. SiHCy(Y) es compacto, entonces H es
fuertementéZ(Y)-monolitico.

DEMOSTRACION. SeaH’ C H con |H'| < ¢(2(Y) y seaH’ el cierre deH’ en Cy(Y).
Definimos la aplicacion
y— & :H - R (2.15)
h~~h(y)

La aplicaciéond verifica:
(i) Estabien definida, es dedy € Cp(H’) para cadg € Y. Efectivamente, sihj)jcs C
H’ es una red convergentehaen la topologia de convergencia puntual sobye
entoncesghj(y));jes converge d(y) para cady € Y. Asi,

(8y(hj))jes converge &y(h),

paracady <.

(i) Es continua. Si(yj)jecy C Y es una red convergenteyae Y en la topologia d¢,
entonces demostraremos g, ) jc €s una red que convergedaen la topologia
de convergencia puntual soli#é. Seah € H’, entonces

9, (h) = h(y;)
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para cadg € Jy, puesto qué es continua, se tiene qui(y;))jcs converge d(y).
En términos de la aplicaciahtenemos que

(8(yj)(h))jes converge a@y(h).

Ahorad(Y) c C(H’) es un conjunto que separa punto$de por la proposicion 2.4.7
tenemos quéZ(Cp(H’)) < ¢=(3(Y),1p(H’)). Por otra parte, puesto qudees continua,
utilizando el corolario 2.2.8, tenemos gt 5(Y),7p(H’)) < ¢Z(Y). Combinando ambas
desigualdades obtenemos

(3(Cp(H")) < L2(Y). (2.16)

Por otra parte sabemos que

nW(C(H’),Tp(H")) < W(C(H),Tp(H")) < [H'| < £Z(Y). (2.17)
De la proposicion 2.3.14, se sigue que

d(Cp(H’)) < max{nw(Cp(H’),7p(H")),(Z(Cp(H)) } ,
y después de las desigualdades (2.16) y (2.17), obtenereos qu

d(Cp(H")) < £(Y).
Puesto que WH’) = d(Cp(H’)) finalmente concluimos que
w(H’) < 1(Y)

y la prueba acaba. O

Como corolario obtenemos el siguiente resultado que pose@mantrar en [15].

Corolario 2.5.5. Sea'Y un espacio numerablemente determinado. Se&€t) un sub-
conjuntoT,-compacto y separable entonces H es metrizable.

DEMOSTRACION: Basta particularizar el enunciado del teorema 2.5.4 (&(é) nume-
rable. O

El teorema que sigue es un conocido resultado, [2, pag. 45hqs sera de utilidad
para demostrar distintos resultados de esta seccion y deskasites.
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Teorema 2.5.6 (Teorema de Arkhangel’skii).Sea Y un espacio topoldgicawun car-
dinal infinito. Si/(Y") < m para cada ne N entonces(Cp(Y)) < m.

DEMOSTRACION SeaA C Cy(Y) y A la clausura de\ en la topologia de convergencia
puntual sobr¢Y. Fijadosne Ny f € A, para cadg € A definimos

I {(yl,yz,...,yn) Y 1F(yi) —gly)| < %,i _ 1,2,...,n} |

que son abiertos en el espacio prodd¢taon la topologia producto, ya que
A 1
LS - ﬂ q)fl ((O,H)) ;
i=1
donde

o:Y" - R
(Yoy2,--¥n) — [F(i) —9(¥i)]

es continua para cada= 1,...,n. Puesto qué € A, tenemos que

n n
Y'c | Lg
geA

Por hipotesig(Y") <m, asi, existd, C A de cardinal menor o igual que tal que

Y'c | Lg (2.18)
9€bn
Definimos el conjunt® := [ J;_, Dn. Es claro queD| < m. Para concluir demostramos
quef € D, siendo la clausura de en la topologia de convergencia puntual sobr8ea
Ut un entorno abierto dé en la topologia de convergencia puntual sobyentonces
existenn € N e (y1,y2,...,yn) € Y" tales que

Sl

Vo1 oy = {g eCp(Y):laly) —f(yi)| < =:i= 1,2,...,n} C Us. (2.19)
Por otra parte, por la ecuacion (2.18), exstg,,,...y, € Dn satisfaciendo

(YlaYZ, cee Nn) € Layl,yz ..... yn'’
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es decir,
1
[F(V) = Gyryaryn (W) < n
paracada=1,2,...,n,y asidy, v, ..yn € Wi ys....va Y POr lainclusion de (2.19) obtenemos
quegy, v»,...y» € Ut Y la prueba finaliza. O

El reciproco del teorema de Arkhangel’skii también es cigrpuede consultarse en
la misma referencia, [2, pag. 45].
Del resultado anterior deducimos el corolario que sigue.

Corolario 2.5.7. Sea Y un espacio topolégicony un cardinal infinito. Si/Z(Y) < m,
entonced(Cp(Y)) < m.

DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.3.4, tenemos que
YM) <EYM) <m

para cadan € N. Ahora utilizando el teorema 2.5.6 obtenemos el resultagodxlo y la
prueba acaba. O

2.6 Otra prueba de la angelicidad de Cy(Y) para Y
numerablemente determinado

Para un espacio numerablemente determinagbespaciaCp(Y) es angélico, [69].
En esta seccion demostramos damos una prueba alternatgedeesultado utilizando
en la que se aislan las que propiedades topologicasidrvienen en cada paso para
llegar a demostrar la angelicidad @g(Y): utilizamos el resultado sobre metrizabilidad
demostrado en el corolario 2.5.5, el hecho de qeeslpacios asociado a un espacio nu-
merablemente determinado es otra vez numerablementeniledelo, proposicion 2.2.11
y las ideas originales de Grothendieck para espazigs ), [35].

En lo sucesivo emplearem&NKy RK para referirnos a la nocion de conjunto rela-
tivamente numerablemente compacto y relativamente campaspectivamente.
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Definicion 2.6.1. Sea Y un espacio topoldgico y@BY . Llamamos clausura sucesional
de By lo denotamos pcﬁs al conjunto

B5S

B” = {ye Y : existe(yn)nen C B tal querl]i_rgoyn — y} :

La nocion de angelicidad ha sido recordada en la secciérele8td memoria. El lema
gue sigue es un resultado clasico conocido céenta angélicolLa prueba del mismo
puede consultarse en [30, Lema 3.1, pag. 28].

Lema 2.6.2. Sean Y y Z espacios topoldgicos, siendo Y regular, Yy ¥+ Z una aplica-
cion continua e inyectiva. SiAY es RNK y para todo B f(A) la clausura sucesional
B° de B es cerrada en Z, entonce@Af es cerrado en Z Y/A es un homeomorfismo.

Una consecuencia inmediata del lema angélico es la praposjoe sigue.

Proposicion 2.6.3.Sean Y y Z espacios topologicos Hausdorff con Y regular y 2-ang
licoy f:Y — Z una aplicacién inyectiva y continua, entonces Y es angélic

DEMOSTRACION:. SeaA C Y un conjunto RNK, entonces, puesto gfiees continua,
f(A) es RNK. Puesto qug es angélico tenemos qudé€A) es RK. Por otra parte, por la
angelicidad dez, tenemos que $ C f(A), entonce® c B’y asiB = B. Por el lema
2.6.2 tenemos qué(A) es cerrado e y f|;\ es un homeomorfismo y la prueba acaba,
puesA tiene las mismas propiedades¥que f(A) enZ. O

Definicion 2.6.4 (Grothendieck). Sean Y un espacio topoldgico, X un conjunto arbitra-
rioy Ac Y* un subconjunto del espacio de las funciones de X enY . Daddhaosjunto

K C X diremos que Antercambia limiteson K (en Y si para cada sucesi@)nen C K

Y (fn)neny C A, de la existencia de los limites

fim(im faOen) —y m(lim fa(xm))

n

se sigue su igualdad.

Ejemplo 2.6.5. Sean Y y Z espacios topologicos. STA(Y,Z) es RNK y KC Y es
RNK entonces Ay K tienen la propiedad del intercambio dedini
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DEMOSTRACION. Efectivamente, seaffn)ney C A € (Yn)new C K Sucesiones y sean
f € C(Y,Z) un punto de aglomeracion dé,).cn ey € K un punto de aglomeracion de
(Yn)nen- Si existen,

lim(lim fn(ym)) = lim f (ym) = f(y),

lim(lim fn(ym)) = lim fa(y) = f(y),

obviamente coinciden. O

El resultado crucial del estudio de la compacidad en losusg@,(K) es el siguiente:

Lema 2.6.6. Sea K un conjunto(Z,d) un espacio métrico compacto yAZK un sub-

onjunto SiA tlene la propiedad del intercambio de limitea K, entonces para cada
feA dondeA denota la clausura de A enZcon la topologia producto, existe una
sucesion fn)neny C A tal quelimy, fr(x) = f(x) para cada x K.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracion en dos etapas.d3as métrica describien-
do la topologia d&.

[13] Dadas funcionegs,gy,. . .,gn € ZK y £ > 0 existe un conjunto finitb. ¢ K tal que

minmax{d(gm(x),gm(y))} < € para cadx € K. (2.20)

yeL m<n

Es decir, las imagenes #epor las funciones se pueden alcanzar por un nimero finito de
bolas. Efectivamente el conjunto

= {(91(%),92(%),....Gn(x)) : x e K} € Z"

es relativamente compactd(es compacto) en el espacio métr{@',d.. ), donde

O (21,22, - - -,20) (21,2, - - - 1Z) ) = SUPd(Zm,Zy,)-

m<n
La familia {Bw(91(X),02(X), . ..,0n(X); €) : X € K} es un recubrimiento abierto diey asi,

existeL C K finito tal que

BC [JBu(01(Y).---.0n(y);€)
yeL

lo que nos da (2.20).
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_ 7K
[22] Seaf € A" . Vamos a construir la sucesion gue converge. Tomaimos f. Por la
etapa anterior existe C K finito tal que

mind( f1(x),f1(y)) < 1 para cadx € K.
yeLy

_ 7K
Puesto qud € AL , paraL; C K finito existef, € Atal que
1
d(f2(y).fa(y)) < 5 para cady € Ls.

Ahora aplicamos de nuevo la primera etaph > y € = % y asi sucesivamente. Proce-
diendo por recurrencia podemos encontrar funcidags, ..., Ty, foi1,... (i € A1 > 2)
y subconjuntos finitok1,Lo,...,Ly,... deK tales que

minmax{d( fm(x),fm(y))} <

yeln m<n

Sl

para cadx € K,y

I

d(frra(y),fa(y)) <

=

n-+
para cady € Up_1 Lm.
Con esta construccion podemos asegurar que si defibmokJ;y_; L, entonces:
a) Para cadg e D, existe limn fm(y) = f1(y).
b) Fijadox € K, para cada € N existey,, € D tal que

Sl

maxd( fm(X), fm(yn)) <

m<n

y asi tenemos en particular que para cadaN

Utilizando a) y b) vamos a demostrar que {iils(X) = f1(x) = f(x) para cada € K.
Para ello es suficiente ver qfiéx) es el Unico punto de aglomeracion figx). Suponga-
mos quey es punto de aglomeracion dg(x). ComoZ es un espacio métrico existe una
subsucesiofm; (X)) jen tal que

lim fm; (X) =y
J

Y = im f, (09 = MM f, (yn)) = (1 o, (o)) = lim fa(y) = 2.0 = (4,

donde(yn)nen €S la sucesion construida en el apartado b) ypdraigualdad de los limites
reiterados se tiene porque ambos limites existAnntercambia limites coK. O
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Definicion 2.6.7. Un espacio topolégico Y se dice que gsdspacio si cada funciéon
f Y — R es continuasi, y sélo si, para cada compacta K la restriccion fx : K — R
es continua.

Obsérvese que caltaespacio e&r-espacio.
El siguiente resultado aparece propuesto como un ejeicj80, Ejer. 1.21 b)].

Corolario 2.6.8. Sean Y unk-espacio y AC C(Y). Entonces son equivalentes:
(i) AesRNKerC(Y),1p);
(i) AesRKernC(Y),1p).

DEMOSTRACION: La implicacién (ii)= (i) es evidente. Veamos €} (ii). Denotamos por

Z una compactificacion métrica de la reitaEl espaciqC(Y,Z),7p(Y)) es un subespacio
del espacmZY el cual, después del Teorema de Tijonov, es un espacio comzc
conjuntoA es un subconjunto compacto @&, y asi, para demostrar el resultado es
suficiente demostrar que

_ZY
A~ CC(Y,R).

Seanf € KZY y K CY un subconjunto compacto. Demostraremos fjues C(K,R).
Después del ejemplo 2.6.5, el subconjunto RNHEeC(Y,R) y el subconjunto compacto
K C Y intercambian limites. Ahora por el lema 2.6.6 existe unasidn de funciones
(fh)nen C Atal que

lim fa(y) = f(y) (2.21)

para cad®g € K. Ahora, puesto qué es RNK erC(K,R), tenemos que la sucesiofy)nen
tiene un punto de aglomeracigren C(K,R). Como ademas se verifica (2.21) tenemos
que para cadge K

lim fa(y) = f(y) =9(y) € R,
neN
es decir, la funciorf coincide cong enkK, y de aqui se sigue quig € C(K,R). Puesto

que el razonamiento anterior es valido para cualquier cotopac Y eY eskg-espacio
obtenemos finalmente qudec C(Y,R) y la prueba acaba. O

Corolario 2.6.9. Sea Y un espacio numerablemente determinado. Entop¢¥$ €s un
espacio angelico.
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DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.2.11,(%itr) es numerablemente deter-
minado, el espaci¥ dotado de l&-topologia asociade también lo es. Ahora el espacio
(C(Y,1),1p) es angélico, ya que:

(i) Por el corolario 2.6.8, tenemos quefst Cp(Y) es RNK entonces es RK.

(i) Después del corolario 2.5.71@(Y)) < Uo, y asi para cadf € A existe un conjunto
numerable{ f,: ne€ N} C A, tal quef € {f,:nc N} C A Ahora bien, comd es
compacto, utilizando el corolario 2.5.5 tenemos §ie: n € N} estp-metrizable
y por tanto, existe una sucesiffy, )neny contenida e fn : n € N} tal que(fi, )nen
converge & en la topologia de convergencia puntual.

Para acabar la prueba basta tener presente que los subsstmespacios angélicos son
espacios angélicos a su vez. O

2.7 Una aplicacion a los espacios quasi- LB

El resultado obtenido en la proposicién 2.4.3 en el marcmsg@s$pacios de Banach
sigue siendo valido en los espacios quaBi-Recordamos primero algunas definiciones
gue pueden encontrarse en [80].

SeaY un espacio vectorial topologicayC Y un subconjunto acotado y absolutamen-
te convexo. Denotamos p¥k la envoltura lineal dé dotada con la norma del funcional
de Minkowski deA (véase la definicion en [54, pag.153]).

Definicion 2.7.1. Sea Y un espacio localmente convexoq A un subconjunto acotado
y absolutamente convexo. Se dice que A es un disco de Bangclesiun espacio de
Banach.

Definicion 2.7.2. Sea'Y un espacio localmente convexo. Una familia de discBarkech
{Aa rae NN} de Y se dice que es una quasi-LB-representacion de Y si aelafic
siguientes propiedades:

(i) U{Aq: aeNV} =Y.

(i) Sia,BeN'ya <, entonces AC Ag.
Un espacio vectorial topologico con una quasi-LB-repréaeidn diremos que es un es-
pacio quasi-LB.
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En esta seccion utilizaremos la nocion de red introduciddgoNilde en [82].

Definicion 2.7.3. Una red en un espacio Y es una familia

W ={Cymp,...m, - N, My, ..., My € N}

de subconjuntos de Y que satisface las siguientes relagione
(i) Y=U{Cn,:m=12,..},

Diremos que la red” es
(i) Acotadasi para cadaa = (ny)key € NY y cada entorno del origen U de Y existe
un entero positivo i y un nimero positivoptal que G, n,,...n, €Sta contenido en
pu -U.
(if) Ordenadsasi dados los enteros positivogfirp, ... M,s1,,...,S, tales que | <s;j,

Recordamos que una sucesi§f)nen €n un espacio localmente convexase dice
queconverge rapidamenta un puntoy € Y, si existe un disco de BanaéhC Y tal que
(Yn)nen €Y estan contenidos ele (Yn)nen cOnverge & en el espacio de Banadfh. El
resultado que sigue generaliza la proposicién 2.4.3.

Proposicion 2.7.4.Sea(Y,T) un espacio quasi-LB completo yZY un subespacio denso
en Y. Si para cada ¢ Y existe una sucesidiyn)nen CONtenida en Z tal quéyn)nen
converge rapidamente a y, entonces

05(Y,0(Y.Y") < (5(Z,0(Z,2')).

DEMOSTRACION. SeaM un espacio métrico con() = (2(Z) y ¢ : M — 24 una apli-
cacion usco tal qu = J{¢(Xx) : xe M}.

De acuerdo con [80, Proposition 22] es posible tener unai-giBasepresentacion
{Aa Sae NN} deY tal que cada disco de Banach\desta contenido en algi,, [80].
Para los enteros positivéiay,ny, . .. ,nk, definimos

Chin,..., nk:U{Aa D a=(an) ENN,aj =nj,j = 1,2,...,k}.

La familia’#" = {Cn,n,
Theorem 5]. Sea

n - KNy, ...,ng € N} es unared ordenada y acotadayei,

T:= {(a,x) = (M (k) € NN x MY 2 () (‘P(Xk) Jr%‘Cr\l,nz ,,,,, nk) 7 0}'

keN
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donde los cierres de los conjuntos se consideran en la wipalébil del biduab (Y”,Y’).
Definimosg: T — 2(Y.9(Y.Y)) dada por

o) = 90050k = ) (#00)+1-Cumn”™™)
keN

para cadga,x) € T. Fijamos(a,x) € T y veamos quep(a,x) esta contenido ex. La

familia {U°°: U € %}, dondeZ es la familia de los entornos del origen absolutamente

convexos elY, es una base de entornos del origelYti@ara una topologia,, topologia

que recibe el nombre de topologia natural, [54, pag. 300jopalogia natural induce en

Y la topologia originalr, [54, pag. 301]. Seb un entorno ern?Z/, entoncesJ°° es un

entornoo (Y”,Y')-cerrado del origen efY”,1,(Y"”,Y")). Puesto que” esta acotada e,

existek € N tal que

=

—0 (Y// ,Y/ )

'Cﬂl,ng ..... Nk cu C UOO.

k
Asi, tenemos que
¢(a,0m)n) C [ {Z+U*}.

Ue%
Por la completitud tenemos que
Y = ﬂ {Z+U°°},
Ue%
y asi,
p(ax) CY.

Demostramos ahora qu&a,x) es acotado. Por la acotacion de la famifapara cada
U €  existek € N tal que% -Cnyny....n, C U y de aqui

1 7G(Y" ,Y/)

Y”,Y)
E ’ Cn1,n2 ..... Nk

cU?"Y) cyee,
El subconjunta (x«) eso(Y',Y)-compacto. Existe entoncps> 0 tal queg (xx) C p -U C
p-U°° yasi
o(ax)C (1+p)ue.
Perog(a,x) C Y. Asi,
o(ax) C (1+py)ueny,

para cadd € %, siendo7Z una base de entornos del origen(¥tr) y asi hemos demos-
trado quep(a,x) es acotado. Por otra parte, el conjupi@ ,x) eso(Y”,Y')-cerrado, ya
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que es interseccion de conjunmgy”,Y’)-cerrados. Puesto qu#a,x) esta contenido en
Y tenemos que es(Y,Y’)-cerrado y acotado y el teorema de Alaoglu nos permite afirmar
queg(a,x) eso(Y,Y')-compacto.

Demostramos ahora qug xet @(a,x) =Y. Seay € Y, entonces existe una su-
cesion(Yn)nen €N Z que converge rapidamenteyaSeaf = (by)ken tal que (Yn)nen
ey estan contenidos e\ de manera quéyn)ncn CONverge & en Ya;- La inclusion
Ag C Nik=1Coy by,...b, NOS permite obtener una subsucesiyn ken de (Yn)nen tal que
Y—Yn, € %Cbl,b2 ,,,,, b Para cad& € N. Sea(Xn, )keny Una sucesion e tal queyn, € ¢ (xn,)
para cad& € N. De aqui tenemos quec @(f,(Xy, )ken) Ya que

1
Y=Yn+(Y—Yn) € ®(Xn,) +o -Chy lop,...ox

para cad& € N.
Por ultimo demostraremos que la aplicacipes usco. Seéan,X,)nen Una sucesion
enT convergente &a,Xx), donde

(anXn) = ((8h)}, () ) jerv

para cada € Ny (a,x) = (&l ,x) jcy. Tomamos/, € ¢(an,x) para cada € N, entonces
la sucesion(yn)n tiene un punto de aglomeracigrenY” en la topologias(Y”,Y'). Para
ello basta demostrar que la sucesigr , esta acotada en. Efectivamente, sed € %,
entonces existk € N tal quet - Cay 4,5, C U. De aqui

1 (YY) —a (Y'Y

E ‘Cal,az ..... ay C u - UOO'

Por otra parte, para diclkae N existeme N tal que sh > mse tiene qug, € ¢(x,‘§) +u°e.
Puesto quexk), converge a, el conjuntoA = U%_; ¢ (xXX) es a(Y,Y')-relativamente
compacto, y de ahi acotado. Existe entongzes 0 tal queA C p-U C pU°°. Asiy, €
(14+p)U°°NY para cadan > m. Por otra parte para caga conn < mexistep, > 0 tal
queyn € phU°° tomandopg := max{p1,02,...,0m-1,1+ p} obtenemos que la sucesion
(Yn)nen €Sté contenida eppU°°NY.

Veamos ahora quge ®(a,Xx) y asi(yn) tiene un punto de aglomeracioén para la to-
pologiac(Y,Y’) que pertenece &(a,x), lo que termina la prueba de quees usco.
Fijamosk € N. ExisteN € N tal que para cada> N, a,% —al paracadg =1,... .k Sea
(Vi)1eL una subred déy,)n>n convergente & en la topologiao (Y”,Y’). Para cada e L,
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(X)n=n Y (XK)n=n €S convergentex tenemos quéxt) <. converge aX. Por serp usco
tenemos quéz‘), tiene un punto de aglomeracidhen ¢ (x¢). Sea(Z)scs una subred de

zonamiento es valido para cakla& N obtenemos finalmente qyes ¢(a,x) y la prueba
acaba. O

2.8 Elindice de Nagami

En [66] N. Nagami introduce la definicion deespacio que ha sido ampliamente
estudiada, véase por ejemplo el survey de Michael, [61],I§ed [2]. Tomando como
punto de partida la nocién de-espacio, Hodel introduce en [44] una funcién cardinal
que llamaz-grado (véase la definicion 2.8.9) que ha sido de relevarcegl estudio de
determinadas cuestiones de Topologia general. El objetstdeseccion es interpretar de
forma diferente a como se habia hecho hasta aharayeddo y relacionarlo con el indice
de determinaciorZ que hemos introducido y estudiado en este capitulo asi como ¢
versiones mas generales de éste.

La definicion que sigue esta relacionada con la caractédizagpie hemos dado del
indice /Z en la proposicién 2.1.5, y aunque no responde a nociéon aloreeducida
explicitamente por Nagami si estad muy relacionada e irdipar las ideas de Nagami
al estudiaz-espacios, véase la definicion 2.8.9.

Definicion 2.8.1. Sea 'Y un espacio topoldgico completamente regular. Se atfimgice
de Nagami de Y, N&Y¥), como el cardinal mas pequefio de las familizsde subcon-
juntos cerrados eBY con la propiedad que:

({A:yeAAc &} CY,paracadaye . (2.22)
En [53, Definition 2] aparece la siguiente definicion.

Definicion 2.8.2. Sea 'Y un subespacio de un espacio compacto Hausdorff K. omlgfa
de cerrados# en K se dice que determina Y, si para caday y cada ke K\'Y, existe
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Ac o tal que ye A e kZ A. Se define el indice the determinaciop(®i) de Y en K como
el nimero cardinal

dik(Y) = Oomin{|</| : &/ familia de cerrados determinando Y en} K

Utilizando el lema 1.2.4 es facil probar gdi (Y) = dik/(Y) siK y K’ son dos compactos
tales que&y c K eY C K/, véase también [53, Corollary 1], y en consecuencia tiemke
la siguiente definicion:

Definicion 2.8.3 ([53, Definition 3]). El indice de determinacion (i) de un espacio to-
polégico completamente regular Y se define conf® di= dik (Y) para algun (por tanto
para todo) espacio compactoKY .

Es facil comprobar que ¥ C Ky &/ es una familia de cerrados &n entoncess
determina¥ si, y solo si,\{A: ye AAc &/} CY, para cady € Y. Consecuentemente
tenemos la siguiente igualdad.

Proposicion 2.8.4.Si Y es un espacio completamente regular con(Madnfinito, en-
tonces Nagy) = di(Y).

La proposicion 2.1.5 nos sirve de inspiracion para relani@h indice de Nagami y
uscostal y como presentamos en el siguiente resultado donde ulas d@plicaciones
gue demostramos simplifica y aclara alguno de los argumenttzsproposicion 2.1.5.

Proposicion 2.8.5.Sea Y un espacio topologico completamente regutany cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topoldgico X car(X) <my ¢@: X — 2¥ usco tal que se tiene
Y =U{o(a) :xe X},
(i) existen conjuntos | y J cojh|,|J| < m, un subespacia del producto de espacios
discretos f y una aplicacion usce: = — 2Y tal que Y= {¢(a): a € =};
(i) NagY) <m.

DEMOSTRACION. La equivalencia (B=(ii) es consecuencia de las proposiciones 2.1.4

y 1.6.4.
La implicacion (iii=(ii) es similar a la correspondiente implicacién en la p&ipo
cion 2.1.5. Consideremos una familia de cerrados= (A)ici en BY, |I| = NagY),

satisfaciendo la propiedad exigida en la ecuacion (2.22a Padg/ € Y tomamos

n(y) :=min{|#|: (| BCY eye B, paracad®c %,% C o},
Be#
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y definimos
v:=sup{n(y):yeY}.

TomamosJ un conjunto de cardinal igualta Definimos el subconjunto dé dado por

>:={(ij)jes €1’ existeye Y talquey € [|A; C Y}
jed

Consideramos la aplicacian: £ — 2" definida por

Dien) =[A;.
jed
Evidentementep toma valores compactos no vacios dentr dieniéndose también que
Y =U{e(a):a < x}. Por ultimo demostramos qugees superiormente semicontinua y
para ello razonamos como en la proposicion 2.1.5.(§¢gy € Zy O C Y un conjunto
abierto ery tal que

®((i))jea) = (A, CO. (2.23)

jed

SeaOgy C BY un conjunto abierto tal qu&gy NY C O. ComofY es compacto y los
(Ai;)jes son cerrados eBY, de la inclusion (2.23) deducimos que existe un conjunto
finito de indices)y C J tal que

[ Ajj € Opy.

jedo
Consideramos ahora el conjuro= {(tj)jcj € Z: ts = js,S€ Jo} que es un entorno
abierto de(ij)jecy enZ. Se tiene quep(V) C O, ya que para cadd;) <y € V tenemos que

o((t))jea) = (A, C [ A, C O,

jed i€l
y por otra parte
o((tj)jea) CY.

Luego@((tj)jes) C YNOgy C Oy con esto acaba la prueba de esta implicacion.

Veamos ahora la implicacion €}(iii). Supongamos que (i) se satisface y fijemos
0 ={0; :i €1} una base de la topologia decon ||| < m. Vamos a probar que la
familia .o/ := {WBY .1 € |} satisface las condiciones exigidas en (iii). Efectivaraent
Obsérvese primero que dade X la familia

U ={0; : x€ O}
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es una base de entornos del puxtn X. Por tanto,p(%%) es compactoide evi. Dado
y € Y tomamox € X tal quey € ¢(x). Entonces,

———BY ———BY ———BY
Ne©)" :ye 90)” } c (9O 10 e %} Y,
después del lema 1.2.4. O

De la prueba anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 2.8.6. SeaY un espacio topolégico completamente reguta<yn cardinales
infinitos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topoldgico X carfX) <m, x(Y) <ny@: X — 2¥ usco tal que
setieneY=U{¢p(a):xe X},
(i) existen conjuntos |y J cd| < m, |J| < n, un subespaci@ c I y una aplicacion
uscog: > — 2" talque Y=U{p(a): a € 5};
(iii) existe una familia de conjuntos cerrades= {A ;i €1} enBY, || <m, tal que
para cada yc Y existe J_ | con|J| <ntal que ye Njc Aj C Y.

Cuando ponemas= [1g en el corolario anterior lo que obtenemos es la proposicitbs2
téngase en cuenta que como ya se comento en la pagina 50eéiniciéh de/~ podemos
utilizar indistintamente espacios métricos o espaciossatisfacen el primer axioma de
numerabilidad. El fijar o no el caractg(X) explica la gran diferencia entf& y el indice
de Nagami.

Corolario 2.8.7. Sea Y un espacio topolégico completamente regular. Sentikasesi-
guientes desigualdades:

(i) Nag(Y) <w(Y);

(i) NagY) < /z(Y).
Obsérvese que 85(Y) es numerable, entonces Nag = ¢Z(Y) y en este caso Y es nu-
merablemente determinado. En general, las desiguald@desii) pueden ser estrictas.

DEMOSTRACION. Ambas propiedades (i) y (ii) se siguen de la propiedad (lagropo-
sicion 2.8.5 y de la definicion d&(Y) que dimos en 2.1.1.

Para ver que la desigualdad (i) puede ser estricta bastadeoms’ = (X,0(X,X*))
un espacio de Banach de dimensién infinita reflexivo con soidgjpa débil: en este caso
NagY) =¢Z(Y) = 0oy w(Y) > 0o dado quér no puede ser metrizable.
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Para ver que la desigualdad (ii) puede ser estricta corsioey el ejemplo 2.3.12
donde se exhibe un espadioC BN que verifica que W) < ¢Z(Y). Combinando las
desigualdades (i) y (ii) obtenemos

NagY) <w(Y) < ¢Z(Y),
y asi acaba la prueba. O
En la proposicion que sigue resumimos algunas propiedadésdice de Nagami.

Proposicion 2.8.8.En la clase de espacios topologicos completamente regutsesa-
tisfacen las siguientes propiedades:
() siY es un espacio topologico yZY un subespacio cerrado, entonces se tiene
Nag(Z) < Nag);
(i) sim es un cardinal infinito €Y;)ic; una familia de espacios topologicos tales que
Nagy) <my|l| <m, entonces

Nag(|_|Yi)§m;

(iii)y siY y Z son espacios topoldgicospy Y — 2% una aplicacion usco para la que
Z=U{@(y):ye Y}, entonces Na&) < Nag(Y);
(iv) sea(Y,T) un espacio topoldgico¥ unatopologiaenY mas gruesa quentonces

d(Y,1) <ma{NagY,r),nw(Y,4)};
(v) siZc C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entonces
Nag(Cp(K)) < Nag(Z,1p);

(vi) seaY un espacio topologico; siHC,(Y) es compacto, entonces H es fuertemente
Nag(Y)-monolitico;
(vii) £(Y) <NagY) para todo espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: La demostraciones de (i), (i), (iii), (iv) y (vi) son sinailes a las prue-
bas de los resultados analogos para el indicK-determinacion: proposiciones 2.2.4,
2.2.3,2.2.7, 2.3.14 y el teorema 2.5.4. La demostraciornvileq viable utilizando la
prueba alternativa que sugerimos en la proposicion 2.9A40Emo (vii) se demuestra
imitando la prueba de 2.3.4. O
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Hodel influido por las ideas de Nagami, [66], introduce er] [48 funcidon cardinal
gue llamaz-grado de un espacio topolégico que presentamos en la défirsiguiente y
de la que nos ocupamos en el resto de la seccidn.

SiY es un conjuntoZ un cubrimiento d& y p € Y escribiremos

C(p7)=(|{FeZ:peF}. (2.24)

Obsérvese que cuandbes un espacio topoldgico ¥ es un cubrimiento localmente
finito, entonces las familiag- € .% : p € F} que intervienen en (2.24) es finita.

Definicion 2.8.9. Sea Y un espacio topoldgico regular.
a.- Una Z-red fuerte(en el sentido de Hodel) para el espacio Y es una coleccion de
cubrimientos localmente finitds#, : a € A} formados por conjuntos cerrados de
Y verificando las siguientes condiciones:
(i) C(p) =N{C(p,Zq): a € A} es compacto, para cadagy ;
(i) {C(p,Za): a € A} es una base para(@), en el sentido de que para cada
conjunto abierto U tal que (o) C U, existea € A satisfaciendo

C(p,Zq) CU.

b.- El Z-grado del espacio Y, denotado colY ), esl]o x m, dondem es el cardinal
mas pequefio tal que Y tiene ubaed fuerte{.7, : a € A} con|A| =m.
c.- Y se dice que es unirespacio fuerte (en el sentido de Nagami, [66]£6Y) = Uo.

Hemos relacionado ya el indice de Nagami con el indicK-dieterminacion. Mos-
tramos ahora la relacion que hay entre el indice de Nagamtygehdo. Para ello nece-
sitamos el siguiente lema de demostracion elemental.

Lema 2.8.10.Sea Y un espacio topologico® un cubrimiento localmente finito de Y.
Entonces.Z| < ((Y).

DEMOSTRACION. Para cad® € Y seaJy un entorno abierto dgque corta a una cantidad
finita de miembros de#. Por definicion de numero de Lindel6f, exideC Y tal que
|Z| = £(Y) satisfaciendos¥ = |J{Uy : y € Z}. Como claramente se tiene

F =|J{F e Z:Fnuy#0},
yed

y cada conjuntdF € .7 : F NUy # 0} es finito, concluimos queZ | < [J| =4(Y). O
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Teorema 2.8.11.SiY es un espacio topolégico completamente regular, easonc
NagY) = max{>-graddY),/(Y)}.
DEMOSTRACION. Demostramos qulag(Y) > Z-gradqY). Sea
F ={A;:]jed}

una familia de cerrados €8\ tal que|J| = Nag(Y) con la propiedad (2.22). Se# la
familia de los subconjuntos finitos decon la propiedad de que para cdtla .Z se tiene
que
Ar = [JANY #D
jeF
ParaF € . definimos el cubrimiento localmente finitg := {Ag NY,Y}. La familia de
cubrimientos %k : F € £} es unax-red fuerte erY. En efecto, para cadac Y tenemos
que
Cp)=({Ar:pcArFeZ}=V{Aj1jedpeA}CY.
Asi, C(p) es compacto. Por otro lado, como cajees cerrado en IBY, si tomamos un
abiertoO en BY tal queC(p) C O, la compacidad dgY implica que existd- € . tal
que
(YAj:i€F,peAj}cO.
De aqui se sigue qu& C ONY, y la prueba de quéZr : F € ¥} es unax-red fuerte
enY esta completa. Como por otra parte se tieneMagY) > ¢(Y), proposicion 2.8.8,
tenemos ya establecido giag(Y) > max{Z — gradqY),/(Y)}.

Demostraremos ahora la otra desigualtiay(Y) < max{~ — graddY),/(Y)}. Su-
pongamos qué.%, : a € A} es unax-red fuerte déf. Después del lema 2.8.10 se tiene
que|.Z4| < ¢(Y) para cadar € A. Consideramos la familia

T = Za,
acA
que la escribimos en la form# = {F; : j € J}. Es claro que.7 | = |J| < max{|A|,{(Y)}.
Ahora definimos la familia de las intersecciones finitas

n
F ={F CY:F #0yexistenjy,jo,...,jn € J,n € N tales que~ = ﬂ Fi }.
i=1
El cardinal de# vuelve a ser menor o igual m@[,/(Y)}. Demostraremos que para
cadap €Y lafamilia = {F € . : p€ F} es una base de filtro compactoide. Efectiva-
mente:
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A es base de filtro. El conjunto vacio no pertenecez, y dados dos elementos désu
intersecciéon vuelve a ser un elementode

% es compactoide.Obsérvese que cadp,#q) € # ya que al setZ, localmente fi-
nita la interseccion que defi® p,.#,) es finita. Por otro lado se tiene la igualdad:

C(#)= () F=()C(p.#a) =C(p), (2.25)
Fes acA

Al ser >-red fuerte, y por definicion, se tiene, por un lado, Qi) es compacto,
Yy, por otro que para cada abiettbC Y tal queC(p) C U existea € A tal que
C(p,Zq) C U. Esto prueba qu&? es compactoide.

Utilizando el lema 1.2.4 tenemos que
MFP  Fezy={F:FezCY.

De aqui la familia{fBY : F € .7} verifica

ﬂ{FBY peFPF eﬂ}cﬂ{f’w peFF eﬁ}cﬂ{f’w FeRBlCY.
Esto completa la prueba de gNag(Y) < max{z-graddY),/(Y)} y con esta desigualdad
la demostracion de la proposicién también acaba. O
Proposicion 2.8.12 ([43, Proposition 4.1]) Todo espacio topoldgico regular Y tiene un
>-red fuerte{.Z, : a € A} con|A| < nw(Y). En particular,Z-gradqY) < nw(Y).

DEMOSTRACION: Sea.# = {Ng : a € A} una network pard con |A| = nw(Y). Para
cadaa enA ponemosZ, = {Ng,Y}. Entonceq %, : a € A} es unaz-red fuerte. [

Como corolario obtenemos una mejora de la desiguaitagdy ) < w(Y).

Corolario 2.8.13. Si Y un espacio topolégico completamente regular, entosed®ne
NagY) < nw(Y).

DEMOSTRACION: Después del teorema 3.8.12 de [25] tenemos/Qdg < nw(Y). Por
otro lado la proposicion anterior nos dice quegraddY) < nw(Y). Asi la desigualdad
NagY) < nw(Y) es un consecuencia directa del teorema 2.8.11. O
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2.9 Aplicaciones en espacios localmente convexos

En esta seccion vamos a dar algunas aplicaciones de lotadesutie la seccion pre-
cedente en el marco de los espacios localmente convexas. &stcaciones mejoran y
complementan resultados antiguos obtenidos en [15] ytestad muy recientes demos-
trados en [9].

Siguiendo a [9], para un cardinal infinite, denotamos po¥;, la clase de espacios
localmente convexds de caracter menor o igual que En otras palabrasg,, es la clase
de espacios localmente convexos que tienen una base deanti@ origen de cardinal
m. Obsérvese quér, es la clase de espacios localmente convexos metrizables.

En los espacios de la cla%g obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.9.1. Seam un cardinal infinito y(E,7) un espacio localmente convexo pertene-
ciente a la clas¢,,. Entonces:

Nag(E/,o(E’E)) < m.

DEMOSTRACION. SeaZ una base de entornos del origenteial que|B| < m. Conside-
remos el espacipZ,14) cuyos elementos son entornos del origerew la topologiary
es la discreta. Definimos

0:(#1g) — 2E0EE)
B — B°={feE :|f(x)| <1paracadac B}

Entonces:
(i) B° es compacto, por el teorema de Alaoglu [54, pag. 248].
(i) E'=Uge#B°.
(iil) @ es superiormente semicontinua. La demostracion de edte hesulta obvia dado
qgue en el espaci® manejamos la topologia discreta.

De aqui, basta observar quésd, 1) < || < m, para obtener el resultado buscadal
La proposicion que sigue complementa el teorema 4.2 de [9].

Proposicién 2.9.2.Seam un cardinal infinito, S un conjunto cdf| < my (Eg,Ts)scsUna
familia de espacios locamente convexoggnSea{ fs: Es — E} g una familia de apli-
caciones lineales YE,7) = 3«5 fs(Es, Ts) la envoltura localmente convexa dgEs,Ts).
Entonces
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() NagE’,0(E',E)) < m.
(i) t(Cp(E’,0(E',E))) <my los subconjuntos compactos dg(E’,o(E’,E)) son fuer-
temente NagE’,0(E’,E))-monoliticos.

DEMOSTRACION: En [54, 22.2.2, 22.3.2 y pag. 287] se demuestra (@i (E'E)) es
isomorficamente homeomorfo a un subespacio cerradqsdg(ES, o (ESEs)). Después
del lema 2.9.1Nag(E. 0 (ELEs)) < my puesto quéS < m, tenemos, por la proposicién
2.8.8, que

NagE',o(E'\E)) <m.

Ahora (ii) se deduce de (i) utilizando el teorema 2.5.6 y [@ppsicion 2.8.8. O

En particular paran = (g la proposicion anterior conduce al siguiente corolario.

Corolario 2.9.3. Sea(E,¥) = lim(En,%Tp) el limite inductivo de una sucesion de espacios
localmente convexos metrizables. Entonces:
(i) (E',0(E',E)) es numerablemente determinado;
(i) (E,o(E,E")) es angélico;
(iii) los subconjuntos compactos separableskEle (E,E')) sono(E,E’)-metrizables;
(iv) t(E,o(E,E") = Oo.

DEMOSTRACION: La afirmacion (i) se sigue de la proposicion anterior, auhot(i), te-
niendo en cuenta que en este cdsayE',0(E'E)) = (Z(E’,0(E’,E)) = O, después
del corolario 2.8.7. La afirmacion (ii) se sigue del corad2i6.9 que nos garantiza que
Cp(E’,0(E’,E)) es un espacio angélico teniendo en cuenta(gue(E,E’)) se puede mi-
rar como subespacio suyo y que la angelicidad se consergalpespacios. La propiedad
(iii) se sigue de las observaciones anteriores y del caod?a5.5. Por ultimo, la propiedad
(iv) es consecuencia directa del corolario 2.5.7. O

Hacemos notar que las propiedades (i), (ii) y (iii) fueromdstradas con técnicas
distintas en los articulos [15, 14] y [69]. Comentamos tamlgjue la afirmacion en (iv) es
una mejora del clasico resultado de Kaplanski que establezéodo espacio localmente
convexo metrizable la topologia débil tietmghtnessnumerable, véase [54, §24.1.6].
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2.10 Aplicaciones a espacios uniformes

Como aplicacién de resultados de secciones anteriorddexstenos en esta seccion
el teorema que sigue que nos permite dar estimaciones dqi@ecede los subconjuntos
precompactos en espacios uniformes. Este resultado mejorde los resultados centra-
les del articulo [14] que nosotros establecemos aqui conadecim 2.10.2.

Teorema 2.10.1.Sea(Y ,4l) un espacio uniforme con una base para la uniformidad dada
por By = {Nk : K € 2# (M)}, donde M es un espacio métrico de peso infinitd'yM)
el reticulo de los compactos de M, satisfaciendo

Nk, C Nk, si Kz C Kj. (2.26)
Entonces para cada subconjunto precompacto KM#&l) se tiene que
w(K) <w(M).

DEMOSTRACION: Es suficiente realizar la prueba para conjuntos compagagje en el
caso de los precompactos basta considerar la complecdi@sphrio. SeakK un com-
pacto enY,4l) y (£ (M),dn) el reticulo de los compactos decon la métrica Hausdorff,
como sabemos W# (M),dy ) = w(M), después de 1.6.10. Definimos la aplicaafode-
finida enN x (# (M),dq)N con valores en@K) dada por:

¢ Nx (A (M)dy)N — 26K
(M,(Kn)n) = Am(Ka)n)
donde
Am,knn) = {F € CK) [ fllo <m,[f(X) = f(y)] < %,(X,y) € (KX K) NNy }-

Sea(ap)nen UNa sucesion convergenteaaen el espacio productld x .7 (M)Y donde
on = (Mn,(K]')jen) para cada € Ny a = (m,(Kj)jen). Definimos

r:=max{my:ne N}

y Ln = KaUUjL, Kd para cadan € N. Después del corolario 1.6.7 el conjuritp es
compacto para cadac N puesto unKrJ,)jeN converge en la distancia HausdorfKa.
Definimosp := (r,(Ln)n). Entonces

U ¢(an) € 6(B).

neN
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Por la propia definicion el conjuntdy k,),) €S acotado y cerrado para la norma del
supremo y uniformemente equicontinuo. De aqui, por el tearge Ascoli [52, pag. 243],
se sigue quém,k,),) €S un subconjunto compacto @&K), ||-||)« ). Por otra parte (N x

2 (M)N) = C(K), ya que cada funcién continua definida en un compacto esdcgta
uniformemente continua. Asi, seac N tal que||f||, < my para cadan € N tomamos
Nk, tal que|f(x) — f(y)| < % para caddxy) € (K x K)NNk,, entonces € ¢ (m,(Kn)n).
Ahora, por el teorema 1.6.1 existe una aplicag@nN x (# (M),dq) — 2(CH):[ll=)
usco tal quep (a) C ¢(a) para cadar € N x .7 (M)Y, y como

o(N x 7 (M)Y) =C(K),

entonces
W(K) = d(C(K), [|{]e) = £Z(C(K), -l o) < W(M),

donde la segunda igualdad viene dada por la proposicidb, 3.8 prueba acaba. [

Corolario 2.10.2 (Cascales-Orihuela,[14]) Sea(Y,l) un espacio uniforme tal que la
uniformidady( tiene una base#y = {N, : a € N} satisfaciendo:

Ng C Ng si a < B siendoa,B € N
Entonces cada subconjunto precompacto Kd&l) es metrizable.

DEMOSTRACION: Por la misma razén argumentada en la prueba del teoremd 240
suficiente demostrar el resultado para conjuntos compdetvsConsideramoB! dotado
de la topologia discreta ¥ de la topologia producto. Séac NN un compacto y sea
m : NN — N la proyeccién sobre la-ésima coordenada. Puesto diees compacto y
T, es continua para cadec N, se sigue quer,(K) C N es un subconjunto compacto v,
por tanto, finito. Definimosy, := max{ (k) : ke K} y a(K) := (an)nen € NV, Se tiene
entonces que ${;,K, son compactos eR! tal queK; C Ky, entoncesr(K;) < a(K») ya
que

max{m(k) : ke K1} <max{m(k) : ke Kz}

para cada € N. DefinimosNk := Ny k). Por otra parte la famili@Nk : K € 2 (NY)} es
una base para la uniformidag ya que

{Ng: a e NV} {Nk: Ke oz (NY),
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Utilizando ahora el teorema 2.10.1 se sigue q(& W< w(NY) = O, y la prueba acaba.
U

Sea(ls <s)sen una familia numerable de conjuntos dirigidod e [« s €l espacio
producto. Entoncelses un conjunto dirigido con el orden inducidodado por:

a < BB si, y solo sias <s f5s para cada € N, (2.27)

donded = (as)sey Y B = (Bs)sen- De forma similar a 2.10.1 se prueba el teorema que
sigue, el cual ha sido demostrado en [9].

Teorema 2.10.3.Seanm un cardinal infinito e(Y,4) un espacio uniforme tal que la
uniformidadyl tiene una base’y = {Nq : 0 € [sen s}, donde(ls, <s) es un conjunto
dirigido con|ls| < m para cada s N, satisfaciendo:

Ng C Ng sia < 3, siendoa,3 € |_| ls. (2.28)
seN

Entonces para cada subconjunto precompacto, K\Ydg) se verifica que
w(K) < m.

DEMOSTRACION. La prueba es similar a 2.10.1. So6lo probaremos el resuftaclocom-
pactosK C Y. DefinimosJ; := N dotado de la topologia discreta y con su orden natural
y paran > 2 tomamosl, := [« |s. Ahora, para cada € N, J, es un conjunto dirigido
por el orden inducido, véase (2.27), y lo dotamos de la tapalproducto considerando
enlstopologia discreta para cada N. Definimos el espacio

X = |1!Jn,
ne

con la topologia producto. Por la proposicion 2.2.1XWw< m. Definimos la aplicacion
¢ : X — 2€(K) dada por

B0 = (T €CK): [[fllo <my [£(5) ~ f()] < - si(st) € (Kx K) gy n€ N}

para cada = (m,(an)n) € X. Utilizando los mismos argumentos que en la prueba del
teorema 2.10.1 se demuestra que estamos en las condicanesréma 1.6.1, de donde
se sigue que existe una aplicacipnX — 2¢(5) usco con la propiedad

¢ (X) C @(x)
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para cadx € X y tal queC(K) = J{¢(x) : x € X}. Por tanto
W(K) = d(C(K), [|]]er) = £Z(C(K), [[-|e) < W(X) < m.

2.11 Espacios sin compactos perfectos

En la seccion 2.6 hemos dado una prueba de la angelicidacgpitioCy(Y) para
Y, en particular, un espacig-analitico. Hay dos formas de mejorar este resultado de
angelicidad:

Mejora cualitativa: una posible mejora es tratar de ver si el hecho de que logside
los subconjuntos relativamente compactos sean accegiblesicesiones se pue-
de llevar hasta el punto de que lo sean los cierres de todasulmsonjuntos de

(C(Y),Tp).

Mejora cuantitativa: otra posible mejora es tratar de ver si para espacios decfugsi
mas grandes qu&(Y), por ejemplo, para el espacio de las funciones de la primera
clase de Baire e¥f, B(Y), todavia es verdad qu8:(Y),7p(Y)) es angélico.

En esta seccion nos ocupamos de estas cuestiones, y abldareds una prueba alterna-
tiva, mas simple, de un muy reciente resultado de Cascalesnidka en [10, Theorem
4.1 and Corollary 4.2] y mejoramos propiamente un resultidakol y Lopez-Pellicer
en [49]. Veremos cdmo, el exigir que para nuestro espideamaliticoY pueda mejo-
rarse la nocion dangelicidadpara(C(Y),Tp), en los términos expuestos anteriormente,
conduce a qu¥ no puede contener compactos perfectos.

La imposibilidad de que los espacios del tpdY) sean angélicos pa¥aK-analitico
la pone de manifiesto el siguiente ejemplo debido a Bourdaemlin y Talagrand, [6],
que incluso muestra que esto no es asi ni incluso espacidipdeB: (K),1p) con K
compacto disperso.

Ejemplo 2.11.1. Sea X= [0,w], dondew; es el primer ordinal no numerable, dotado de
la topologia del orden, con la cual X es un espacio topolégmmpacto. Sea

A= {x"€C(X): X, < 1}.
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Entonces
(i) A es relativamente sucesionalmente compacto,¢K B
(i) A no es relativamente compacto ef(B).

DEMOSTRACION. Después de [33, pag. 75], el espacio de las funciones c@astisobre
X viene dado por

C(X) = {x* e R*: existet € [0,ay) tal quex*(&) = X" () para cadd >t}.

Demostramos (i). Se;,)n una sucesion eA. Para cada € N, existet, < wj tal que
X5, restringida altp,ws] es constante. Tomamas:= max{t, : n € N}. Después de [33,
5.12, pag. 74], tenemos quge< w;. Ahora, para cada € N, x;, es constante, digamos
igual arp, en [to,wr]. Como(ry)n €s una sucesion €R acotada, podemos tomar una
subsucesiorfry, )k convergente. Consideramos el conjunto numer&bte [0to] que es
numerable. La sucesidmy, [p)k esta contenida er-1,1P que es un espacio metrizable,
asix;, o tiene una subsucesion convergente, y de aqui se obtienk egieclativamente
sucesionalmente compacto.

Para ver (ii) basta observar que

AG {X €B(X) ! [X']|l <1} & [-1,07%,

siendoA denso en([—1,1%,1p). Si A fuese relativamente compacto Bi(X) se tendria
que el cierre dé en([—1,1%,1,) deberia satisfacéx C By (X), con lo que se tendria

{x € Bu(X) : [IX']|es < 1} = [-1, 1%,
gue proporciona la contradiccion que termina la prueba. O

La siguiente es una nocién acufiada en topologia y utilizadgmfusion en analisis
y topologia.

Definicion 2.11.2. Un espacio topologico Y se dice que es un espioéehet-Urysohn
si para cada subconjunto A de Y y para tode YA existe una sucesidyn)n €n A que
converge ayy.

Los espacios métricos son espacios Fréchet-Urysohn peeaiploco no es cierto.
Por ejemplo, sI” es un conjunto no numerable y

>(I) = {x e R : sopx) es numerablg
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es conocido quéez(I),Tp) is Frechet-Urysohn, [68], pero no es metrizable (no satisfi
hecho el Primer Axioma de Numerabilidad). Para una ampisectle espacios localmente
convexos ha sido probado recientemente que las propiedadestrizabilidad y Fréchet-
Urysohn son, sin embargo, equivalentes, [8]. Una gena@bn de los espacios Fréchet-
Urysohn la constituyen los espacios secuencidess un espacio topoldégigecuencial
si, y s6lo si, para cada conjunto no cerra&la Y existe una sucesiéon éangue converge
a un punto der \ A, véase [2, p. 51]. Los espacios secuenciales forman undasebc
importante de log-espacios, véase la definicion 1.4.3. Fue establecido pgke®y[72]

y por Gerlits y Nagy [32], en 1982, que:

Teorema 2.11.3.Para un espacio completamente regular Y las propiedadesiguen
son equivalentes.
(i) (C(Y),tp) es Fréchet-Urysohn;
(i) (C(Y),1p) es secuencial;
(i) (C(Y),tp) es k-espacio

En el caso en el qué = K es un compacto R. Meyer establecié en un muy bonito
trabajo, [60], que las propiedades anteriores son equiteda.:

(iv) Y es disperso,

Véase también [31] y [72]. La seccion esta dedicada a dear@dtieorema que sigue,
que relaciona los propiedades de arriba en una situaciohanmés general que la de los
compactos dispersos y aparece como Theorem 4.1 y Corolagn410]: nuestra prueba
es distinta, y en algunas implicaciones bastante mas sigléa original de [10].

Teorema 2.11.4.Sea Y un espacio K-analitico. Las siguientes afirmacione®gaiva-
lentes:

(i) Y eso-disperso;

(i) 'Y no contiene conjuntos compactos perfectos;

(iiiy para cada subconjunto numerable A d/Q, la clausuraA en(R*,1p,) es metriza-

ble con la topologia inducida;

(iv) (C(Y),1p) es Frechet-Urysohn;

(v) (C(Y),1p) es secuencial;

(vi) (C(Y),1p) es un k-espacio;

(vii) (C(Y),1p) es un k-espacio.
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La prueba completa del teorema anterior se retne en la pAtyhy antes de llegar a
ella necesitamos unos lemas de caracter técnico que pustaETiriterés por si mismos.
Aislamos también como teorema 2.11.8 una de las implicasidel teorema anterior que
se satisface en general sin necesidad de la hipotegisashaliticidad.

Empezamos por el siguiente lema.

Lema 2.11.5.Sean Y y Z espacios topoldgicos y ¥ — Z una aplicacion continua,
abiertay suprayectiva. SiY egdespacio entonces Z eg-espacio.

DEMOSTRACION. Seag: Z — R una funcién tal que para cada compaktaC Z la res-
tricciongk, : K" — R es continua. La aplicaciap f : Y — R es continua. Efectivamente,
seaK un compacto elY, entonces

(9o f)ik = g1 (k) © fk-

Ahora, por seff continua, el subconjuntb(K) es compacto eB, y por tanto la restriccion
9k - F(K) — R es continua. Luego, la restriccidgo f) es continua para cada
compacto ery. Ahora por sel¥ unkg-espacio obtenemos qge f es continua.

Demostramos ahora qgees continua utilizando quge f lo es y quef es abierta. Sea
zc Z. Comof es suprayectiva, existec Y tal que f(y) = z. Fijamose > 0, entonces,
puesto qugo f, es continua existe un entorno abidpdey, tal que

lgo f(y) —go f(Y)| < € para cady € Uy.

Comof es abiertaf (Uy) es un entorno abierto dec Z y para cad& < f(Uy) tenemos
que
9(2) —9(2)| <&,

finalizando la prueba. O

Lema 2.11.6.Sea Y un espacio topolégico completamente regulary¥ un conjunto
compacto. Entonces

(CY),Tp(Y)) 2 (C(K),Tp(K))

f—>f‘K

es una aplicacion continua, abierta y suprayectiva.
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DEMOSTRACION: @ es claramente continua. El hecho de ques suprayectiva se sigue
del teorema de Tietze, [51, Ejercicio O, p. 275]. Efectivateeseay: K — R un elemento
deC(K). ComoY es completamente regular podemos considerar la compaciificde
Stone€ech deY, BY. Entonces el teorema de Tietze aplicadoyag en el espacio normal
BY nos proporciona una extension continuaydg definida en3Y. Asi, giy es continuay
también es una extension geAhora®(gy) = g.

Veamos para terminar que es abierta [2, Proposition 0.4.1]. Consideramos un con-
junto abierto d€C(Y),1p) dado por

WY1 YeE) ={g€ C(Y) : [f(yi) —g(y)| < &i=1,...k}.
Podemos suponer que, ...,y € Keyii1,...,.Yk € Y\ K, 0< | <k. Claramente se tiene
W(fy1,. . YieE) CTW(D(F)y1,....)1,E) NDP(C(Y)).
Demostramos ahora que
PW(f.y1,. - YkE)) =W(P(F).y1,....y1,6) NP(C(Y)),

lo cual implica que el conjuntd/(®(f),y1,...,y,€) es abierto e (C(Y)) =C(K) y de
ahi se obtiene que la aplicacién: (C(Y),1p) — (C(K),Tp) es abierta.

Seag € P(C(Y)) y |a(yi) —P(f)(vi)| < &, i=1,...,l. Fijamosg; € C(Y) tal que
®(g1) = g. ComoY es completamente regul#t,es cerrado eM, y se tiene

{y|+1! cee ,Yk} - Y\ K,
existe una funcion € C(Y) tal que
W(K)={0} y g(yj) = f(yj) —qulyj).i=1+1,...k

Sitomamos = ¥ +gi, es claro qué € W(f,y1,...,Yk.E) Yy P(h) = 0. O

Lema 2.11.7.Si K es un compacto perfecto, enton(€eK),1p) no es un k-espacio.

DEMOSTRACION. Como(C(K,R),Tp) y (C(K,(—2,2)),Tp) son homeomorfos, es suficien-
te probar que este Ultimo espacio no ekprespacio. Comd es un compacto perfecto
existe una medida de Radpndefinida en los Borelianos d¢ tal quep({y}) = 0 para
caday € K, proposicion 1.4.15. Vamos a probar que la funciédada por

W(f) = [ T,
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para cadaf € C(K,(—2,2)), es continua al restringirla a los subconjuntos compactos d
(C(K,(—=2,2),1p) pero no egp-continua en tod€(K,(—2,2)).

SeaH un subconjunta,-compacto d€(K,(—2,2)) y tomemo<C un subconjunto ar-
bitrario deH. Paraf € C™, existe( f,)n enC que converge haciapuntualmente después
del corolario 2.6.9. El teorema de Convergencia Dominadaetiesgue nos permite con-
cluir queW(f) = lim,W(f,). De aqui se sigue qUE(C™) C WTP, lo que prueba que
W|y is Tp-continua.

Por otra parté! no es continua e(C(K,(—2,2)),Tp): para asegurarnos de esto basta
utilizar el lema 1.4.11 que nos asegura §uiao estp-continua al restringirla 0,10%n
C(K,R), o lo que en este caso es lo mismo, al restringifta 8 NC(K,(-2,2)). O

Teorema 2.11.8.Sea Y un espacio topoldgico.(§i(Y),Tp) es un lg-espacio entonces Y
no contiene subconjuntos compactos perfectos.

DEMOSTRACION: La prueba se hace por contradiccién. Supongamo¥ quantiene un
compacto perfect&. Por el lema 2.11.6, tenemos que la aplicacion

CY)) 2 (CK) tp(K))

f — f\K

es continua, abierta y suprayectiva. Cof@Y),7p) es unkg-espacio el lema 2.11.5
nos asegura quec(K),Tp) es unkg-espacio llegando asi a una contradiccion con el le-
ma2.11.7. O]

Antes de proceder a la demostracion del teorema 2.11.4 iamuos sin demostra-
cion dos resultados mas que necesitaremos e introduciguaseed nociones que también
utilizaremos.

Teorema 2.11.9 (Komoullis, [55, Theorem 3.1])Para un espacio Y -analitico, exacta-
mente una de los dos alternativas siguientes se da: o ¥-@isperso 0 Y contiene un
compacto perfecto.

Teorema 2.11.10 ([74, Theorem 5.4.2])Si Y es un espacio regular K-analitico que no
contiene compactos perfectos y f es una aplicacion contileda sobre un espacio topo-
l6gico Hausdorff, entonces(Y) no contiene compactos perfectos.
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Un espacio Polaco es un espacio topoldgico separable yzatdtrien el que alguna
de las métricas metrizando su topologia es completa. Urtiesiagoldgico es analitico
si es imagen continua de un espacios Polaco.

DEMOSTRACION DEL TEOREMAZ2.11.4:
()< (ii) Es consecuencia del teorema 2.11.9.
(if) =(iii) TomemosA un subconjunto numerable @€Y) y consideremos la aplicacion

oY — (RAT)

y — o) =(f(y)tea

La aplicaciong es continua, el espacR”® es Polaco y consecuentemem@) ¢ R” es
K-analitico en un espacio Polaco, y por ende analitico. Afmosmquep(Y) es numera-
ble: si no lo fuera de acuerdo a [74, Corollary 3.5.2] corgian subconjunto compacto
perfecto. Pero entonces por el teorema 2.11I¥léhntiene un compacto perfecto lo cual

es una contradiccion. SEaC Y numerable tal que(Y) = ¢(D). Esta ultima igualdad se
lee: para cadg € Y existed € D tal que

f(y) = f(d) para cadd € A,
lo que claramente implica que
f(y) = f(d) para cadd € A. (2.29)

Si enumeramoB comoD = {y1,y»,...,Yn,...} la formula

e 1 |f(yn)— g(Yn>|
= 2 Ty gy

para cadd g € A es una métrica eA cuya topologia asociada gsdespués de la igual-
dad (2.29).

(iii) == (iv) ComoY esK-analitico,Y" es Lindel6f para cadac N después de la proposi-
cion 2.3.7. El teorema de Arkhangel'skii 2.5.6 nos garantjaet (Cp(Y)) es numerable.
Tomemos ahor8 C C(Y) y seay € B; comot(Cy(Y)) es numerable, exis#eC B nume-
rable tal quey € A. ComoA estp-metrizable, existe una sucesif)n enA, por lo tanto
enB, que converge hacia Esto prueba quéC(Y),Tp) es un espacio Fréchet-Urysohn.
Las implicaciones (i (v)=-(vi)=-(vii) son evidentes.

(vii)=(ii) es el teorema 2.11.8, y con esto la demostracion est{leta O
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Nuestro teorema 2.11.4 tiene como caso particular el estuttentral del articulo [49]
que aparece debajo como corolario 2.11.13. De hecho podaotos algo mejor que este
corolario (corolario 2.11.12) cuya prueba requiere dealisigte lema:

Lema 2.11.11.Sea Y un espacio hereditariamente Baire. Entonces,&-aisperso si, y
sélo si, Y es disperso.

DEMOSTRACION: SeaY = |J,,_1 Ya una descomposicion détal queY;, es disperso para
cadan € N. SeaA C Y no vacio. TomamoB = A. AhoraF es un espacio de Baire y lo
podemos expresar en la forma )
F=JFNY.
n=1
De aqui, existe € N tal que el interior d& NY, es no vacio, es decir, existe un conjunto
abierto
UcFnNY,. (2.30)

De aquiU N (FNY,) # 0, en particulal NF # 0. Puesto qué,, es disperso, existe
y e UNFNYqy un entorno abiertt)y dey tal queUynU NF NY, = {y}. Demostraremos
que

UynUNF = {y}. (2.31)

Supongamos por contradiccion que exigte UyNnU NF, y #y, entonces existd)y
entorno dey/ tal quey ¢ Uy. Utilizando (2.30), se sigue que

(UynUynU)N(FNYy) # 0.

Pero
0# (UyNUynU)N(FNYa) CUyNUNF N Y = {y},

llegando a contradiccion con¢g Uy. Asi, hemos demostrado (2.31). Ahora, puesto que
y € F, tenemos queUyNU)NA# 0, es decir,

(UynU)nA={y},
y la prueba acaba. O

Como consecuencia del lema anterior podemos completapinta 2.11.4 como
sigue:
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Corolario 2.11.12. Sea Y un espacio K-analitico y hereditariamente Baire. $dda
condiciones del teorema 2.11.4 son equivalentes a la cmmdic
(viii) Y es disperso;

El resultado anterior extiende simultdneamente la caraatedon de los espacios com-
pactos dispersos debida a Meyer qgue hemos mencionado egitea @i 0 (véase una
prueba alternativa en [11, Corolario 3.6]) y el siguientut@ado de [49].

Teorema 2.11.13 (Kakol-Lopez Pellicer, [49])Sea Y un espacio Lindel@fech-com-
pleto. Son equivalentes:
() Y es disperso;
(i) (C(Y),1p) es un espacio Frechet-Urysohn;
(iii) (C(Y),Tp) €s un kg-espacio.

DEMOSTRACION: Basta utilizar el corolario 2.11.12 teniendo en cuentalgs@spacios
Cech-completos son hereditariamente Baire, [25, Theotérs ¢ 3.9.6] O

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la hipétesiselifd/ Cech-completo
en el teorema 2.11.13 es mas restrictiva que la hipékesisalitico y hereditariamente
Baire del corolario 2.11.12.

Ejemplo 2.11.14.La bola unidad B: de(¢%,]| - ||1) dotada con la topologia débil induci-
da es un espacio analitico hereditariamente Baire YOezh-completo.

DEMOSTRACION. Como (¢1]| -||1) es separable y completB,. con la topologia indu-
cida por|| - ||1 es Polaco, y consecuentemeBie con la topologia débil es analitico. Por
otro lado/; tiene la propiedad de Radon-Nikodym y consecuentement®fagulad del
punto de continuidadi.e. para cada conjunto acotado débil cerradte (1, la aplicacion
identidadid : (A,0(¢1,¢®)) — (A - ||) tiene al menos un punto de continuidad; enton-
ces [24, Theorem 3.13] se aplica para darnos Buedotado de la topologia debil es
hereditariamente Baire. Por otro ladoBsi dotado de la topologia débil fuera un espa-
cio Cech-completo al ser separable, su ddd),deberia ser separable de acuerdo a [24,
Lemma 3.1]. Comd® no es separable, las tesis del ejemplo han sido establecid&s



Fragmentabilidad y
o-fragmentabilidad de aplicaciones

En el presente capitulo aportamos tres resultados fundategrsobre aplicaciones
o-fragmentables. En el teorema 3.1.7 relacionamos estaaeiphes con limites de apli-
caciones barely-continuas a trozos en la linea del teorenikagle para funciones de la
primera clase de Baire que tiene sus predecesores en M.RB§j&[ Hansell [40] y [42].
En el teorema 3.2.17 caracterizaremowtragmentabilidad de un espacio de Banach
a través de las coordenadas de su inmersidry@n que deben de tener una propiedad
de o-fragmentabilidad uniforme, que llamaremos equiragmentabilidad, por analogia
con las familias equicontinuas. Las familias equi-fragtables coinciden con las equi-
medibles de A. Grothendieck en el caso de espacios compé&giosl teorema 3.3.11
damos la versién no separable de un resultado de G. God&4dysbre fronteras-
separables dando respuesta a una pregunta de A. Plichkadfidgndo propiedades del
selector de la primera clase de Baire para la funcién deadhatie un espacio de Asplund
a g-aproximaciones a dicha funcion de dualidad mediante apticeso-fragmentables,
gue de existir nos forzaran a que el espacio sea de Asplundefhia 3.3.12). Recogere-
mos de [65] los resultados necesarios para nuestro ardgisasfuncion dualidad en 3.3,
donde presentamos nuevas caracterizaciones de los esgadsplund.
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3.1 Aplicaciones fragmentablesy o-fragmentables

La nocion de fragmentabilidad utilizada en esta memoriarftreducida por prime-
ra vez por Jayne y Rogers en [46]. Siguiendo a [45], defininhasr@cepto deaplica-
cion fragmentabley o-fragmentable En esta seccion estudiamos las aplicaciones
fragmentables relacionandolas con las aplicacionesybeogitinuas a través de paso al
limite y descomposiciones numerables del dominio, teofid, conectando asi nuestro
estudio con el realizado en [65] para aplicaciooesontinuas.

Definicion 3.1.1. Sean Y un espacio topologidd/,d) un espacio métrico. Diremos que
una aplicacion f. Y — M esfragmentablesi para cadas > 0y cada subconjunto A'Y,
A= 0, existe un conjunto U abiertoen Y, tal quelA# 0y d—diam(f(UNA)) < ¢.

Definicion 3.1.2. Sean Y un espacio topolégicdM,d) un espacio métrico. Una apli-
cacion f: Y — M se dice que es-fragmentable, si para cada > 0 podemos escribir
Y como una unién numerable de conjuntos-YJ,cn Yy, tales que para cada a Ny
cada subconjunto A Y¢£ no vacio, existe un abierto U de Y tal quelA es no vacio y
d—diamf(U NA) < &.

Observacion 3.1.3.No es restrictivo suponer que la descomposicion del espacjoe
aparece en la definicion precedente es una particion.

Efectivamente, fijada > 0 existe un cubrimient¢Ty),n deY tal que para cadac N

y cada subconjuntd C T, no vacio existe un abierid enY tal queANU A0y d—
diamf (ANU) < &. Definimos la particionYa)ney dada poivs := Ty € Ym := T \ UM T
param > 2. Trivialmente esta particion del espa¥iwerifica la misma propiedad que la
descomposicion inicial, ya qug C T, para cada € NeY = [Jpen Y.

Siguiendo a [56, pag. 395 y 419] introducimos el conceptoplieacionbarely con-
tinua, (ver [63]).

Definicion 3.1.4. Sean'Y un espacio topologicdM,d) un espacio métrico. Diremos que
una aplicacion f. Y — M esbarely continuai para cada subconjunto &Y cerrado no
vacio, la aplicacion f restringida a A tiene un punto de couaidad en A.
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La nocion debarely continuidadambién recibe el nombre geopiedad del punto de
continuidado abreviadamenteC.

Proposicion 3.1.5.Sea Y un espacio topologicdM,d) un espacio métrico. Toda apli-
cacion f:Y — M barely continuaes fragmentable. Si ademas Y es hereditariamente
Baire, entonces el reciproco es cierto.

DEMOSTRACION. Supongamos qué : Y — M esbarely continua y consideremos un
subconjuntd C Y no vacio. Entonces, exisyg € Atal quef es continua exg. De aqui,
para cada > 0 existe un entorno abiertd, deyy tal qued — diamf (U NA) < €. Por
otra parte, puesto qug € A, por definicionU: N A # 0. Asi, obtenemos que

d —diamf (U;NA) < d —diamf(UsNA) < €.

Supongamos qué es hereditariamente Baire y veamos la implicacion recgprBea
f : Y — M una aplicacion fragmentable y supongamos fum esbarely continuapor
lo que existira un subconjun#dcerrado erY tal quef, no tiene puntos de continuidad.
Definimos para cadac N el subconjunto

An = {y € A: para cada entorno abiettbdey,d — diamf (U NA) > %} :

Demostramos qué,, es cerrado. Se(ayj)jeD una red erA, convergente §. Por serA
cerrado, se tiene que= Ay, por sety limite de laredy;j)jep, para cada entorno abietto

dey existej € D tal quey; € U. AhoraU es entorno dg; € An y asi,d —diam(U NA) > %

de dondey € A,. Por otra parte, puesto qdieno tiene puntos de continuidad Ares claro
queA = |J,_; An. Ahora, utilizando qué& es hereditariamente Baire, tenemos que existe
ne NyV abierto erY tal queVNAes novacio ¥ NAC A,. Por serf fragmentable, para
€= % existeU abierto er¥ tal queU N(V NA) es no vacio Yyl —diamf (UN(VNA)) < g,

lo cual es una contradiccion, puesto que si

yeUn(VNA) CA,,
entonced) NV es un entorno abierto dey d — diamf((UNV)NA) > % y la prueba

acaba. O

La relacidn entre funciones continuas y barely continuagfiesta de manifiesto por
Baire en eBaire’s Great Theorenver por ejemplo [20, Theorem 4.1], referencia a la que
nos remitimos para su demostracion.
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Teorema 3.1.6.Sean Y un espacio métrico completdM,|| - ||) un espacio normado.
Dada una aplicacién f Y — M, son equivalentes:
(i) f esbarely continua
(i) f eslimite puntual de una sucesiffy)ncn de funciones continuas definidas en Y
con valores en M.

El siguiente resultado nos muestra como los conceptos maeigin barely continuay
aplicaciono-fragmentable estan ahora ligados a través de paso al limtecomposicion
numerable.

Teorema 3.1.7.Sean Y un espacio topoldgicgM,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion f:Y — M eso-fragmentable si, y sélo si, f es limite uniforme de una S0cede
funcioneg[ f,: Y — M} cn, donde para cada g N existe una particion numerable de 'Y,
(Ym)men, tal que f, restringida a Y es barely continua para cada eN.

DEMOSTRACION. Supongamos qué:Y — M eso-fragmentable. Fijado € N existe
una particion(Y;")icy de Y tal que para cada subconjurfoC Y;" no vacio existe un
abiertoU deY tal queANU # 0 yd—diamf(ANU) < 1/n. Fijamosme N. ParaA =Y,
existeUp , abierto tal qued — diamf (U oM Yy) < 1/n. DefinimosV, , := Ug OmY”
Sean un cardinal y supongamos que hemos definido los conjL(M@§ g<n- SiYq
Ug<nVa m¢ hemos terminado, si por el contraAa= Yo \Ug<nVa ¢ 7 0, entonces existe
Um,, abierto ery, tal queUp , NA# 0y d —diamf(Ugy , NA) < 1/n Definimosvyy , 1=
Umnnp NA, y tendremod — diamf (Vi ;) < 1/n. El proceso acabara para algun cardinal
Nnm, de forma quern = Ué<nn,mUr?q,5- Suponemos que dicho proceso se ha realizado
para cadan € N. Para caddm,§), tal queme Ny & < nam escogemos un elemento
Yme € Vime- Definimos la aplicaciorfn : Y — M dada porfa(y) := f(yp,¢) siy € Vg
Puesto que los conjuntc@‘s’an)meN,&nn’m son disjuntos y cubre¥i la aplicacionf, esta
bien definida para cadac Ny f, esbarely continuarestringida av, para cadan € N.
Efectivamente, sh C Y, es un subconjunto cerrado no vacio, definimos

=1nf{& € [0,1nm) : Vp e NAF 0},

entoncesU”/\ NA= V” , NAYy fn es constante ed] ma NA.
Veamos ahora qufa es Ilmlte uniforme de la sucesidf,)ncn. Fijamose > 0. Existe
entonces; € N tal quee > z-. Demostraremos que para cada ng; y caday € Y se
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tiene qued(fn(y),f(y)) < % < n_1€ < &. En efecto, fijamos > n; y tomamosy € Y. Puesto

quey = U{Vrﬂf :meN, & < Nnm}, existerme Ny & < n,mtales queyevrgé. De aqui,

(), F(y)) = d(F (), F¥) <

ya qued — diam(f(Vnrq"f) < % El razonamiento anterior es valido para cualqyierY y
para cada > ng, asi hemos demostrado la convergencia uniforme de la suddg)
haciaf.

Reciprocamente, supongamos ahorafjas limite uniforme de una sucesion de fun-
ciones( fy)nen tal que para cadac N existe una particion numerablén) ey tal quefy
esbarely continuarestringida a cad¥,, m € N. Fijadoe > 0, existen, € N tal que para
cadan > n; se tiene quel( fy(y),f(y)) <  para caday € Y. Demostraremos que la par-
ticion numerablg Y )men cumple la condicién de la definicion defragmentabilidad.
SeaA C Yy un subconjunto no vacio. La aplicacidr esbarely continuarestringida a
Yme y por tanto, después de la proposicion 3.1.5, afirmamos ginagreentable. De aqui
existe un abiertt) enY tal queU NA # 0y d —diamfy (U NA) < §. Seary,y e UNA,
entonces

d(f(y).f(y)) = d(f(y),fnc(¥)) +d(Fne(¥). fre (¥)) +d(fn (¥). F(Y))

< £ + ¢ + £_¥ <E
4 4 4 4 '
Asi, tenemos qud — diamf (U NA) < £ y la prueba acaba. O

Para el paso al limite es suficiente la convergencia punaral gonservar la-frag-
mentabilidad, incluso podemos afirmar lo siguiente:

Proposicion 3.1.8.Sean(Y,T) un espacio topologico yM,d) un espacio métrico. Si
{fn:Y — M}nen, €S una sucesion de aplicacionedragmentablesy fY — M es una
aplicacion que verifica que

f(y) € {Taly) :NEN]" (3.1)

para cada ye Y, entonces f eg-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijadose > 0y me N definimos el conjunto

£

Yo = {er: d(fm(y), f(y)) < 5}.
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Es obvio por la condicién (3.1) qie= U1 Ym- Puesto quéy, eso-fragmentable, existe
una descomposiciovi = [ J;_1 Y, de tal manera que para cada subconjukto Y3 no
vacio existe un abiertd tal queU NA# 0y d — diamf,(U NA) < §. Ahora la familia

{YmNYi": mn e N}

verifica queY = Upm=1(YmNY3"), y para cada subconjunfocC Ym N Y " no vacio existe
U abierto tal qué&J NA £ 0 yd—diam(f(UNA)) < €. Basta para ello observar que para
caday,y € U NnAtenemos que

d(f(y),f(y)) < d(f(y)fm(y)) +d(fm(y), fm(y)) + d(fm(y). F(¥))

<i4+iiioe
37373 °

y asi concluye la prueba. O

La clase de la aplicaciones de Baire entre dos espacioscogs la familia mas
pequefia de funciones que contiene a las funciones congraulas limites de sucesiones
en la clase para la topologia de convergencia puntual. Hlesite corolario es ahora
inmediato.

Corolario 3.1.9. Sea Y un espacio topologicaM,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion de Baire f: Y — M eso-fragmentable.

Cuando el rango es un espacio normado podemos utilizaréartebestructura vecto-
rial y tenemos:

Proposicién 3.1.10.Sean Y un espacio topoldgicgM,|| - ||) un espacio normado. Sea
{fn:Y — M}pen Una sucesion de aplicacionesfragmentablesy fY — M una apli-
cacion tal que

f(y) e spak {fn(y) : ne N} " paracadayc,

entonces f eg-fragmentable.
DEMOSTRACION: El conjunto numerable de las combinaciofizfineales de funciones

de {f,: ne N} verifica las condiciones de la proposicion 3.1.8 para lecapionf. El
resultado se sigue, pues

spagy {fa(y) : ne N}~ =spag {fa(y) : ne N} .
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O

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach podemosrefinaa en esta si-
tuacion a una aproximaciaebil

Corolario 3.1.11. Sean Y un espacio topologico(M,| - ||) un espacio normado. Sea
{fn:Y — M}nen Una sucesion de aplicacionesfragmentablesy fY — M una apli-
cacion tal que

f(y)e{fa(ly):ne N}W paracadaycY,

entonces f eg-fragmentable.

El siguiente concepto aparece de formaimplicita en [450lGoy 7]y se ha estudiado
sistematicamente en [65] donde se analizan sus predeseatahiglos a Michael, [62] y
Hansell, [39].

Definicion 3.1.12.Sean Y un espacio topoldgicdM,d) un espacio métrico. Una apli-
cacion f: Y — M se dice que eg-continua si para cada > 0 existe una descomposicion
del espacio Y, ¥=Up_1 Yne tal que para cada re N y cada ye Yy ¢, existe un entorno
abiertoU dey tal que & diamU NY,¢) < €.

Observacion 3.1.13.La observacion 3.1.3 sigue siendo valida en la definiciorode
continuidad. Asi, cuando una aplicacion f @scontinua no es restrictivo suponer que
dicha descomposicion es disjunta.

Recordamos que una familia de subconjurftds: i € 1} en un espacio topolégico
Y se dice que ediscreta(aisladg si para cada puntgc Y (y € U{D;j: i €1}) existe
un entorno abiertt) dey tal queU ND; = 0 excepto quizas para un Unico puigee |.
Asimismo, diremos que la familia es-discreta(c-aisladg si puede descomponerse en
una union numerable de familias discretas (aisladas).

En [65, Theorem 2.15] se demuestra que una aplicacion esgeei®s métricos
f:(Y,p) — (M,d) eso-continua si, y solo si, para cagta Y existe un conjunto nume-
rableW, C Y tal que para cada sucesiOm)ncy convergente g se verifica que

fly) e [ J{f(W,): neN}d.

En el lema que sigue reproducimos una de las implicacionégctie resultado que nos
resultara esencial para la prueba del resultado princglaagpitulo en la seccion 3.3.
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Lema 3.1.14.Sean(Y,p) y (M,d) espacios métricos y fY — M una aplicaciono-
continua. Entonces para cadagyY existe un conjunto numerablg WY tal que para
cada sucesiofyn)ncy cOnvergente a y se verifica que

f(y) e J{FW,): ne Ny

DEMOSTRACION. Encontraremos primero una base para la fundigue seas-aislada,
esto es, una familiggy, o-aislada ery, tal que para cualquier abieftbdeM y cualquier
yenY cony e f~1(U) tengamos algul € %, cony € B c f~1(U). Por el Teorema
de Stone, [25, pag. 280] sabemos que exist®lama base’ o-discreta, es decit =
Un-1%hn, donde para cadac N la familia

PBn = {Bg :&€[0,6n)}
es discreta. Definimos para capa N,ne Ny & € [0,&,) el conjunto
1
B p— (€ BE 1 B(x)NBY =0 # &, € [040)}.

Por ser la familiaZ, discreta tenemos que
n __ n
By = U B p
p=1

Por otra parte, puesto quees g-continua, para cadp € N existe una particion del
espaciof = 1 Y, 1 tal que para cadpc Y, 1 existe un entorno abiert dey tal que
'p 'p

d—diam(f(Y, 1 NV)) < % (3.2)
'p
Param,n,p € N fijos definimos la familia
{f7H(BE p) Y1 - £ €[0&0)},

la cual es una familia aislada. En efectoy si ffl(Bg p) NY,1, YV es el entorno dg
. . ’ P
que satisface la ecuacion (3.2), tenemos que

VN f_l(Br,;'p)ﬂYm,% =0,

para cada) # & y & € [0,&,). Como

[ee]

1B = U f‘l(Bg’p)ﬂYm’;p.
m,p=1
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Si consideramos ahora la familia

Bo = U {fﬁl(Bg’p)ﬁYm’% :&€10,n)},
m,n,peN
tenemos una familia-aislada erY tal que, para cadd abierto enM, y caday € Y con
f(y) € U existiraB € %, tal quey € B ¢ f~1(U) al serZ una base de la topologia del
espacio meétricda.

Para simplificar la notacién denotamgg = J?_, 49, donde para cadac N la
familia 29 es aislada eiy. Con la familia%, podemos encontrar ahora los conjuntos
numerable¥\, para cady que satisfacen el enunciado. Fijenmmos Ny para cady € Y
y cadad > 0 tal que la bold,(y,0) corte en como mucho un elemento4® escogemos
y(n,0) en

Bo(v,6) N J{B: Be %5}

cuando esta interseccion es no vacia. Definilfyps= {y(n,%) : n,p € N} entonces de-
mostraremos que

{(y) e J{FWy) - ne N}

cuando lim_.» p(Yn,y) = 0. Supongamos qugn)n converge g en(Y,p) y fijamose > 0.
Entonces existe un elemerBale % tal quey € B C f~1(By(f(y),€)). Sin€ N es tal que
B € %9, entonces existd > 0 tal queB,(y,d) solo corta el conjunt® de %2. Seak un
entero tal quel(yk,y) < 0/2, entonces(yx,0/2) C B(y,0) y de aquB(yk,0/2) sélo corta
el conjuntoB deZ0 y el puntoyy(n,6/2) ha sido definido para que se cumplén,d/2) €
BNB(yk,8/2). No es restrictivo suponer qude= % para algun enterpeyy(n,1/2p) € W,
cond(f(y),f(yk(n,55))) < & ya quey eyk(n,;) pertenecen 8 C f~1(By(f(y),e). O

Como consecuencia tenemos:

Corolario 3.1.15. Sean(Y,p) y (M,d) espacios métricos y fY — M una aplicacion
o-continua. Entonces para cada subespacio separable Z déAj eb separable.

DEMOSTRACION: SeaZ un subespacio separabl®yc Z denso y numerable. Entonces
utilizando el lema anterior tenemos que para cadaYy existeW, numerable tal que si

(Yn)n €s una sucesion convergentgentonced (y) € U{ f(W,) : ne N}d. De aqui,

f(Z)clJ{W:ye D}d,
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y el resultado queda probado. En efecto, por una pgytg VW, es un conjunto numerable
y para caday € Y existe (yn)neny C D convergente &, de donde se sigue quey) €
U{W, : ne N} y la prueba acaba. O

Trivialmente una funciéro-continua eso-fragmentable. En [65] se demuestra que
cuando el dominidY,7) es hereditariamenteeakly 6-refinable es decir, cuando cada
familia de conjuntos abiertos tiene un refinamieataislado y el espacio de llegatih
es un métrico entonces cada aplicacionY — M o-fragmentable egr-continua. En
particular, el resultado es cierto cuand@s un espacio métrico, véase [65]. La prueba
para el caso métrico la reproducimos aqui en dos pasos:

Proposicion 3.1.16.SeanY,p) y (M,d) espacios métricos. Si:fr — M es fragmentable
entonces f es-continua.

DEMOSTRACION: Fijamose > 0y encontramos por induccién transfinita una familia de
abiertos{U; : & € [0,§0)} enY que cubrerY y tales que

d —diamf(Ug \ (| J Up)) <. (3.3)
n<¢

DefiniendoMg :=Ug¢ \ (Up<£Up)) # 0 paraé < éoy
Mg = {x € Mg : dist(xY \Ug) > —}

paran=1,2,...,. Observamos quﬁ\/l? : & < &} es una familia aislada &jY,p) siendo

Sl

Mg = [ M§. (3.4)

n=1

De esta forma tomamo§ = U{M? : & < &}y paray € Y£ tenemos que
Bo(y }) nYy c M7
P ’n n El

siye Mg‘l con lo quef(By(y,z) NY{E) C f(M?l) = f(Ug, \Up<g Un) v asi tenemos
d— diamf(Bp(y,%) NYs) < € por (3.3). Ademas, (3.4) nos asegura ue U,_,Y¢ ya

que{Us : & < &o} era un cubrimiento d¥. O
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Corolario 3.1.17. Sea(Y,p) y (M,d) espacios métricos. Si :f(Y,p) — (M,d) es o-
fragmentable entonces f escontinua también.

DEMOSTRACION: El Teorema 3.1.7 nos dice gdees limite uniforme de una sucesion
de funciones que seram-continuas por la proposicién 3.1.16 y en consecueh@ara
tambiéno-continua. En efecto, dado> 0, si definimos

YEi={ye Y d(hay),f(y) < 2

tendremos qu& = Uy_1 Y Y para cadan, como f,, es g-continua, podemos escribir
Yy = Um=1Ysm de tal forma que para cagee Y;,, tengamos) entorno dey enY tal que
d —diamf,(U NY$,,) < £. De esta forma

Y= Yam
nm=1
y para cady € Yz, el entorndJ determinado antes nos da ahora quezic U NY3,
tendremos

d(f(2),f(Z)) < d(f(2),fa(2)) +d(fn(2),a(Z)) + d(fa(2).1(Z)) <

+o=¢

£
3

A\ oolmQ-

y asi,d —diamf (U NY3,) < & como queriamos demostrar. O
Profundizando mas en este caso, el teorema 3.1.7 nos palmrgprobar el siguiente
resultado [40] y [73], ver también [42].

Teorema 3.1.18.Sean(Y,p) y (M,d) espacios métricos y :fY — M una aplicaciéno-
fragmentable. Existen entonces funciongs¥ — M continuas a trozos; i.e. tales que
Y =Umnz1YmY foyn €s continuam=1,2,..., tales que

lim fn(y) = f(y)

n—oo

uniformementeeng Y.

DEMOSTRACION: El teorema 3.1.7 nos da una suces{@q : Y — M} tales que para
cadan podemos descompon¥r= {Jy,_; Z, siendogyzn barely continuan=1,2,...,y
limn—e On(y) = f(y) uniformemente el € Y. En la situacion actual, cuando el dominio
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Y es métrico también, el teorema a probar nos asegura queibemusiseguir, probable-
mente con nuevas descomposicione¥ del que las funcioneg, lleguen a ser continuas
en los trozos de la descomposicion. Veamos que esto esgramite |0 que ocurre. Las
funcionegy, construidas en el teorema 3.1.7 son tales que engatmemos una familia
ordenada de abiertd&)y, , : 1 < Nnm} €nZy tales que cubredy,

0#Mp, :=Un \J{URg: B<V} siy<nnm
. |
d —diamf (M, ) <

Siy < Nnm, y se han definido comgn(y) := f(y” ) si ye My dondeﬁnf se ha elegido
de forma previa una vez realizadas las parUmo{M%E & < nNnm} deZy. Al'ser(Y,p)

un espacio métrico, las familia{!;/lr?qg : & < nNnm} sono-discretamente descomponibles;
esto es podemos descompoh, = Uj_; M;‘]"g de tal forma que

{M & < INnm}

sea una familia discreta &,. En efecto, tal como hicimos en la proposicion 3.1.16 es
suficiente definir
MPP = fy e MY, - dist(y,Y \ U ) > 1
me = Y mé - Y, mé’ = p

parap = 1,2,...,. Ahora bien, fijamos el enteqoy observamos que la discretitud de
{M & < Nnm}

nos asegura qug, zne €S continua parzp” := U{M : & < Nnm} siendo ademas

o0

Uznp UU{M 1E < Nnmp = U{M mé - c & <Nam} = Zn

p=1

En consecuencia, las funciorg;ﬂzzpﬁp son continuas'y

U ZnP = Uz”

p.m=1

tal y como queriamos demostrar. O

Méas adelante precisamos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.1.19.Sea(Y,T) un espacio topolégico yM,d), (Z,p) espacio métricos.
Sif:Y—=Myg: M — Z son aplicacioneg-fragmentables, entonces la composicion
go f: Y — Z eso-fragmentable.

DEMOSTRACION: Por el corolario 3.1.1@ eso-continua'y dade > 0 podemos descom-
ponerM = | J;_; M£ de tal forma que para cada troltf tengamos un nimero positivo
oy tal que para cadae ME

p —diamg(Bg4(x,0n) NMf) < €.

Tenemos = |J>_, f~1(ME) y para cadad,, por serf g-fragmentable podemos descom-
ponerY = |Ue_, Y& de forma que, para cagac Ny cada subconjunto no vacioc Y.
tengamos un abiertd enY conUNA#0y

d—diam(f(UNA)) < n.
Haremos ahora las intersecciones
f=H(ME) N

paran,m € N y observamos lo siguiente, Aic f~1(M£)NY,% es un conjunto no vacio
sabemos que hay un abietfoenY conANU # 0 y d —diam(f(ANU)) < &, tomando
y € AnU tendremod (y) € ME y

p —diamg(Bq( f(y),dn) "My) <&,
de donde se sigue que—diam(g(f(ANU)) < € ya que
f(ANU) C Ba(f(y).8) NME.

Por consiguiente, la descomposicién= U n—1 f~1(ME) NY% nos da la condicién de
e-fragmentabilidad para la composicign f. O

La definiciébn que sigue la encontramos en [26, pag. 82], se da¥. Ribarska y es
fundamental para la caracterizacién de espacios topaggjae admiten métrica frag-
mentando su topologia.

Definicion 3.1.20. Sea(Y,7) un espacio topoldgico. Una familia bien ordenada de sub-
conjuntos de Y% = {Ug C Y : & € [0,&o) }, se dice que es una particién de Y relativa-
mente abierta si se verifican las siguientes condiciones:
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() Y'=Us<gUs-
(i) Ug esta contenido y es relativamente abierto eqY;, s Un para cadaé € [0,&o).

En nuestro contexto ya nos han aparecido anteriormenteujtaege utilidad para
construir aplicacioneg-fragmentables, por ejemplo:

Proposicion 3.1.21.Sea Y un espacio topoldgicayl,d) un espacio métrico. Sea¥
Unen Yn Una particion de Y tal que para cadaenN la familia %, = {UQ € e [O,En)}
es una particion relativamente abierta de %i f: Y — M es una aplicacion tal que para
cadane Ny ¢ € [0,&n), f‘U? es constante, entonces f @dragmentable.

DEMOSTRACION: Dado € > 0, consideremos la particion dedada porY = ;1 Ya.
Fijamosn € N. SeaA C Y,, no vacio. Definimos

n :=min{¢ € [0&n) : ANU; # 0}.
AhoraU,r; N A es relativamente abierto dény
d—diam(f(UpnA)) =0 <,

y la prueba acaba. O

De esta forma quedan estudiadas las propiedades funddesatedas aplicaciones
fragmentables y las hemos relacionado con la aplicaciorsantinuas y con el concepto
subyacente dearely-continuidad d°C (propiedad del punto de continuidad).

3.2 Equi-fragmentabilidad de una familia de aplica-
ciones

Las familias equicontinuas de funciones resultan de iaterémuchos aspectos del
analisis matematico. Vamos ahora a desarrollar un coneeg@tiogo cuando trabajamos
con familias de funciones fragmentables.
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Definicion 3.2.1. Sea Y un espacio topologicdy,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicacionesZ = {f; : Y — M}jcj es equi-fragmentable si para cada
€ >0y cada ACY no vacio, existe un abiertoU enY tal queld £ 0y

d—diamfi(UNA) <e

para cada je J.
Esta nocidn estara ligada con la equicontinuidad por dogeiacuerdo a la siguiente:

Definicion 3.2.2. Sea Y un espacio topolégicdM,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicaciones” = {fj : Y — M}jcj es equi-barely continua si para cada
subconjunto AC'Y cerrado no vacio, existegyA tal que.7|5 es equi-continuaeny.

Tendremos la siguiente:
Proposicién 3.2.3.Sea Y un espacio topoldgicdM,d) un espacio métrico. Si
F ={fj:Y = Mjje

es una familia de aplicaciones equi-barely-continua en&x¥” es equi-fragmentable. Si
ademas, Y es un espacio hereditariamente Baire entoncesipt@co también es cierto.

DEMOSTRACION: SeaA C Y un subconjunto no vaciog/> 0. Por hipétesis, existec A
tal queﬁ‘m es equi-continua ey Asi, existdJ entorno abierto dg enY tal que

d —diamf;(UNA) < ¢,
para cadg < J. Ahora, puesto qug< A, U NA # 0y de aqui
d — diamf; (U NA) < d—diamfj(UNA) < ¢,

quedando la implicacion en este sentido probada.

Supongamos ahora que el espacies hereditariamente Baire y que la familfaes
equi-fragmentable. Si suponemos g@eno es equi-barely-continua, exigte” Y cerrado
no vacio tal que para caglee A, 7|5 No es equi-continua gn Para cada € N definimos

A :={y € A: para cada entorno abieftbdey existej € J tal que

d —diamf;(UNA) > %}.
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Demostramos qué,, es cerrado para cadec N. En efecto, sedy;)icp una red em,
convergente & Por selA cerradoy € A. Para cada entorno abietfiodey, existel € D tal
quey; € U. AhoraU es entorno abierto dg € A,, asi, existg € J tal qued — diamf;(U N

A > % quedando demostrado que A,. Puesto que|, no es equi-continua en puntos
deAtenemos la igualda8l = | J;,_; An. COomoA es cerrado, entonces es de Baire, de aqui
existen € Ny V abierto enY tal gueANV es no vacio YANV C A,. Existe, por set#
equi-fragmentablé) abierto erY tal queU NANV es no vacio yl —diamfj(UNANV) <

% para cadg € J, llegando asi a una contradiccion con el hecho delgoeA NV C A,
concluyendo la prueba. O

La siguiente observacion muestra la dualidad entre egqgifentabilidad de una fa-
milia de aplicaciones y la fragmentabilidad del dominio.

Observacion 3.2.4.Sean Y un espacio topolégidd/,d) un espacio métrico y
F ={fj:Y =M}

una familia de aplicaciones. Entoncéses equi-fragmentable si, y solo si, Y es fragmen-
table por la pseudométrica

p(yy) = sup{d(fj(y).fj(y)): j€J}
paracaday €.

Para aplicacioneg-fragmentables tenemos la nocién correspondiente.

Definicion 3.2.5. Sean'Y un espacio topologicdM,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicaciones” = {fj Y — M}jeJ esequi-o-fragmentablesi para cada

€ > 0podemos escribir Y como una union numerable de conjuntogeioyY= ey Yns
tales que para cada a N y cada subconjunto A Y, no vacio, existe un abiertoU enY
tal gque UNA es no vacio y & diamfj(U NA) < € para cada je J.

Analogamente al caso anterior tenemos:
Proposicion 3.2.6.Sean Y un espacio topoldgidd,d) un espacio métrico y

ﬁZ{fj ZY—>|\/|}J-€J
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una familia de aplicaciones. La famili# es equig-fragmentable si, y so6lo si, Y es
o-fragmentable por la pseudométrica

p(y.y) = supld(fj(y).fj(y): j €I},
paracaday €Y.

DEMOSTRACION. Supongamos que&” es una familia eque-fragmentable y veamos
queY eso-fragmentable por la pseudométripa Fijamose > 0, entonces existe una
descomposicion numerable We= | J;,_; Ya tal que para cadac N, siA C Y, es no vacio,
existeU abierto er¥ tal queU NAes no vacio yl —diam(f;(UNA)) < € para cadg € J,
y de aqui,

p—diamU NA) < &.

Veamos la implicacion en el otro sentido. Supongamos a¥iaga o-fragmentable
por p. Fijamose > 0. Existe una descomposicion numerabléde | J,,_; Yn tal que para
cadan € N, si A C Y, es no vacio, existe) abierto enY tal queANU es no vacio y
p —diamU NA) < g, es decird — diamfj(U NA) < ¢ para cadg < J, y de aqui,# es
equi-o-fragmentable. O

Proposicion 3.2.7.Sean(Y,T) un espacio topoldgico hereditariamente Bairé\,d) un
espacio métrico. Cualquier familig de funciones en (¥,M) que sea eque-fragmen-
table es equi-barely-continua.

DEMOSTRACION. SeaA un subconjunto cerrado no vacio Wey € > 0. Por hipétesis
Y = Up-1 Y tales que para caday cada subconjunt@ C Y, no vacio, existe un abierto
U deY tal queU NC # 0 yd —diamf (U NA) < € para cadd € .%. ComoA es de Baire
y A=Un-1ANY, encontraremop < N tal queANY, tiene interior no vacio eA, por
consiguiente hay un abieftbdeY tal que 04V NA C ANY, siendoV NANYp denso en
VNAalserV abierto. Comd/ NANY, # 0 debe existir un abiertd enY tal que

0AUNVNANYpyd—diam(f(UNVNANYp)) <€

para cadd € .7. PeroU NV NANY, es denso e NV NAtambiéen al sed NV abierto,
con lo que la continuidad de las funcion#snos asegura que

d—diam f(UNVNA)) <e
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para cadd € .#, lo que termina la prueba teniendo en cuenta la proposicitiB.3 [

Resulta claro que uniones finitas, sumas y productos deifsml C [0,1] que sean
equi-o-fragmentables seguiran siendo egufragmentables, y que sF C RY es equi-
o-fragmentable también lo sera su envoltura convexa y plmarde cerrada. Probemos,
por ejemplo, la siguiente:

Proposicion 3.2.8.Sean(Y,T) un espacio topologico yM,d) un espacio métrico. Si
Z Cc MY es equig-fragmentable entonce® " es equig-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijamose > 0. Puesto que” es equig-fragmentable existe una des-

composiciénYy = U‘r’,°:1er/3 de tal manera que para cada subconjuato Y, no vacio

existe un abiertt) enY tal queU NA es no vacio yl —diam(f(U NA)) < £/3 para cada
f € .Z.De aqui, si€ .Z *, tenemos que

d—diamg(UNA)) <e.

Efectivamente, la Gltima desigualdad es cierta ya que ataygy’ € U NA, y € > 0 existe
f e #talquelf(y)—a(y)| <e/3y|f(Y)—a(y)| < &/3, con ello tenemos

la(y) —a(Y)| < laly) — f(y)|[+ | f(y) = f(Y)|+|f(Y) —aY)]

<fiiy
3

~—~

Wl ™

3
sa

y asi concluye la prueba. O

El teorema de Namioka [67] sobre continuidad conjunta ddwmaon separadamen-
te continua nos asegura lo siguiente:

Teorema 3.2.9 (Namioka).Dados un espacio topolégicféech-completo Y, un espacio
compacto K y una aplicacién hy x K — R separadamente continua en cada varia-
ble, existe un subconjuntos&lenso U en Y tal que h es conjuntamente continua en el
producto Ux K.

Una consecuencia inmediata de este resultado nos propareigiguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.10.Si Y es un espacio topolégi€ech-completo y K- Cp(Y) es un sub-
conjuntot,-compacto, entonces K es equi-fragmentable.
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DEMOSTRACION: SeaA C Y un subconjunto cerrado, por tar(ﬁmch-completo y sobre
él podemos aplicar el teorema de Namioka para obten&sddensoU C A tal que la
funcion evaluacior: Y x K — R, definida pore(y, f) := f(y) es conjuntamente continua
sobreU x K. Fijando un puntaip € U # 0 y teniendo en cuenta la compacidadKie
podemos encontrar un entoriade ug tal que parg,y’ € VNU se tenga

[fy) - f(yY)|<e

para cadd € K, y de esta forma vemos gifen A # 0y paray,y €V NAtendremos

fy)—f(Y)|[<e
para cadd € K ya que al set denso erAy V abiertoU NV es denso el NA. OJ

En particular, si¥ es compacto o métrico completo, cualquier compé&cteCp(Y)
es equi-fragmentable. En el caéacompacto ser equi-fragmentable equivale a ser equi-
medible en el sentido de A. Grothendieck; i. e. un subconjgntle funciones acotado en
C(Y) conY un espacio compacto, se dice que es equimedible si para eidante Ra-
donp sobreY y cadas > 0 existe un subconjunt®®C Y cerrado tal quéu| (S) > ||u|| —¢
Yy #|s €s un conjunto relativamente compactdi®), [59, Theorem 5.1].

Para un espacig Cech-analitico las mismas consideraciones que en el tedesn
Theorem 4.1] nos llevan a extender el ejemplo anterior yreands:

Ejemplo 3.2.11.Si Y es un espacio topolégicech-analitico y K C(Y) es unifor-
memente acotado y,-compacto, entonces K es un conjunto egtiragmentable de
funciones sobre Y. Si Y es ademas hereditariamente de RBaitences K sera equi-
fragmentable.

DEMOSTRACION: La pseudométrica de convergencia uniforme solifepara los puntos
deY o-fragmenta el espaciGech-analiticor por el teorema 4.1 de [48] ya que para
cualquier subconjunto compac®de Y, S esta fragmentado pgr gracias al ejemplo
3.2.10 anterior. Se tiene entonces por 3.2.6 ijues equig-fragmentable. En el caso
hereditariamente Baire todo subconjunto egtiragmentable seréa equi-fragmentable si
esta formado por funciones continuas después de la projpo8i2.7. O

En particular, siY esK-analitico, los subconjuntos uniformemente acotadag-y
compactos d€,(Y) son equig-fragmentables.

El siguiente ejemplo nos muestra otra situacion de interés.
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Ejemplo 3.2.12. Sea(Y,1) un espacio topologico-fragmentado por una métricad. En-
tonces siZ C RY es d-equicontinuo sera equai-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijado € > 0, para cady € Y existed(y) > O tal que para cualquier
f € . tenemos

[fy) - f(yY)|<e

siempre queél(y,y) < d(y). Searp:={yeY:d(y) > %}. La o-fragmentabilidad déY,1)
para la métrica nos permite descomponer cada conjuite- ;1 Ym de tal forma que
para cadan € N y cadaA C Y no vacio exista un abiertd de (Y,7) tal que 0 U NA
y d —diamU NA) < % De esta forma tendremos quiy) — f(y)| < € siempre que
yy e AnUy f € .7, estoes,

diam(f(UNA)) < ¢
para cadd € .7 tal y como queriamos probar al sée= g -1 Ym- d
En particular, tendremos el siguiente:

Ejemplo 3.2.13. Para un espacio de Banacl, ||-||) son equivalentes:
(i) (Y,w) eso-fragmentable.
(i) By~ es un conjunto equir-fragmentable de aplicaciones erf@,w)).
(iii) Existe un subconjunto normante_SY* que es equi-fragmentable en QY,w)).

DEMOSTRACION: (i)« (ii) = (iii) de forma clara. Al seSnormante SN By genera
B:=co(SN By)w*

gue nos da una norma equivalente tomando su conjunto paaia® propiedades de
estabilidad de las familias eqai-fragmentables tenemos gBees equig-fragmentable
también y as(Y,w) eso-fragmentable por la norma equivalente dadagsor O

Siguiendo a [28, pag. 328] damos la definicion que sigue.

Definicion 3.2.14.Sea Y un espacio de Banach. Una familia

P ={hg Y — [0,0)}gen
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de funciones continuas se dice que es padicion de la unidadi para cada ye Y existe
un entorno abierto Y de y tal que Ynsophy # 0 para a lo sumo un conjunto finito de
indicesa e Ay Y qenha(y) =1paracadayc Y.

Se dice que una particion de la unidad estédordinada a un cubrimiento abief?o
de Y sipara cada existe Y € % tal quesophy) C Ug.

Diremos que Y admite particiones de la unidad egtragmentables si cualquier
cubrimiento abierto de Y tiene una particion de la unidadadinada a’Y que sea equi-
o-fragmentable; esto es si

w ={Ug: B €B}

entonces la particion de la unidad es de la forfig : B € B}, sophg C Ug para cada
B €By{hg: B € B} es una familia equ-fragmentable erY,w).

Nuestro objetivo ahora es caracterizaraldragmentabilidad de un espacio de Ba-
nach por el tipo de particiones de la unidad subordinadasadogtan sus cubrimientos
abiertos. Precisamos la siguiente

Proposicion 3.2.15.Sean Y un espacio de Banagkragmentable y{hy : Y — R},
una familia de funciones continuas tal que para cada¥y existe | entorno de y tal que
UyNsophg # 0 para a lo sumo un conjunto finito de indices= A. Entonces la familia
{ha}qen €s equig-fragmentable erY,w).

Para su demostracion utilizaremos el siguiente lema, debRl. Hansell [41].

Lema 3.2.16.En un espacio de Banach Y que sefragmentable cualquier familia dis-
creta de conjuntos = {By : y € I' } admite una descomposicion

00

By =B},
n=1
y € I de forma que para cada@® N, si X, :=J{Bh: ye '} y A es un subconjunto no
vacio de X, existira un abierto débil U en Y tal que®A £ 0y UNA C BY para algin

werl.

DEMOSTRACION: Sin perder generalidad podemos asumir {Big: y € '} es una familia
e-discreta par@ > 0; i. e. distBy,B,/) > € paray # y enl". SeaY = | J;_; Y} la particion
de e-fragmentabilidad pard y definamos

BY:=B,NYZ
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para cada € N. Sea{U; : & < un} una familia de abiertos débiles ¥¢ tales que

Mg :=Ug \ | J{Up: B< &} #0,

|- —diam(Mg) < € sié < pn
y {Ug : € < un} cubrenYy. Si A es un subconjunto no vacio d@, tomamosép :=
min{é < &, : Ug NA# 0} y tendremos que

G%UEOQAC Mfo

con
||| —diam(Ug, NA) < €.

Como la familia{By : y € '} ese-discretalJs, N A estara contenido en un Gnico elemento

de{B): ye T}, tal y como queriamos demostrar O

Ahora podemos demostrar la proposiciéon 3.2.15.
DEMOSTRACION: [Proposicion 3.2.15] Para cagac Y existeUy entorno abierto dg
en(Y,||-||) tal quehq(x) = 0 para cada € Uy y para cadaxr ¢ Fy subconjunto finito de
A. Ademas, por continuidad de las funciones podemos tatal que dianhy (Uy) < €
para cadax € A. SeaZ = |Jy—1%n un refinamientoo-discreto del cubrimientgUy :
y € Y}. Aplicando el lema anterior a cada familia discréfa = {B? . ] € dn}, podemos
descomponer

8- U )"
m=1
para cadg € J, de tal forma que sk} := U{BT’m : ] €Jn} Yy Aes un subconjunto no
vacio deX} tengamos un abierto déhbllenY tal queU NA£ O yUNAC B?(’)m para algun
jo € Jn. Como dianh, (B) < € para cadax € Ay cadaB € 4, tendremos en particular
que
diamhg (U NA) <&

para cadar € A. Ademas, comaZ es un cubrimiento d¥ tendremos

Y =[J{XR: nmeN}

y esto termina la prueba. O

Llegamos asi al principal resultado de esta seccidn, queudssie la proposicion
3.2.15 sigue esencialmente la pauta del teorema VII1.3[2@le
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Teorema 3.2.17.Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
() Y eso-fragmentable.

(i) Y admite particiones de la unidad eqaHragmentables.

(i) Existe un conjuntd® y una inmersion homeomoérfigade Y en un subconjunto de
co(lN) tal que

{o()y:very

es equig-fragmentable, donde(-), denota la aplicacion definidaen'Y que asocia
acada elementog Y la coordenada-ésima dep(y).

DEMOSTRACION: (i)=(ii) Es consecuencia inmediata de la proposicién 3.2.15pala
racompacidad de los espacios métricos [25, Chapter 5]. dedii)=-(iii) Para cada
n e N, sea’”y un cubrimiento de¥ consistiendo en bolas abiertas de raﬁj(Para ca-
dan € N construimos la particion de la unidad, = {h, 4 : a € Ay} subordinada &,
que, por hipétesis, es eqaHragmentable. Definimos para cadea ) € N x A, el abierto
Una = hy 3 (0,0). Ahora la familiad’ = Upcy On, donded, = Ugen, Una, €S una familia
localmente finita de subconjuntos abiertosrdéddemass es una base para la topologia
deY. En efecto, se¥ un abierto g/p € V. Seanp € N tal quer%O < dist(yo,Y \ V). Puesto
quey = Uae/\no Uno,a» €Xistedg € Ap, tal queyp € Uy, q,- Por otra parte{hno,a}ae,\no esta
subordinada &/, y cada elemento d#}, es una bola de radio/hp, de donde se sigue
que||- || —diam(Un, a,) < 2/No, y @Si,yo € Uny,a, C V, Obteniendo queUn ¢ }nen,aen, €S
una base para la topologiaeSin perder generalidad podemos asumir gHe) Oy, =0
para cada # m.

Sea? = J;_1 %n. Ahora para caddl € ¢, escogemoby € &2, 0< hy <1 tal que
U = h;(0,»). Definimosg: Y — co(¢) dada pomp(y) = (¢(y)u )uees, donde para cada
Ued,

o(y)u = % hu (y)

para cadg €Y, donden € N es el inico nimero natural tal quUec &y @(y)u denota

la U-ésima coordenada dg(y) enco(¢). La aplicacion esté bien definida ya que para
cadan € N, 0, es localmente finita. Veamos qgees continua. Segy;j); una sucesion
convergente § enY y fijamose > 0. Escogemosg € N tal que 2ng < € y un entorno

U € ¢ deyenY tal que para alguk € N, U3,U,, ..., Uy son todos los elementos dg U

0> U...U 0p, que tienen interseccion no vacia ddnEscogemogo € N tal quey; € U
paraj > joy |hy (yj) —hu (y)| < e paraj > joei=1,2,... k. SIW e O1U0>U...U O,

W #Uj,... Uk, entonceVNU = 0y, paraj > jo, hw(yj) = hw(y) = 0. SiW € Ui, Gi
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entonces

lo(Y)w — o(Y)w| < [@(yj)w] +|@(Y)w| < 2/ng < &.

De aqui, sij > jo, entonces(yj)w — @(y)w| < € para caddV € 0. Asi queda probada
la continuidad dep.

La aplicaciong es inyectiva. De hecho, gi# Y son elementos €Yy, entonces existe
U € ¢ tal quey € U ey # U. Supongamos que € ¢, para algim € N. Entonces
@(Y)u = shu(y) #0y @(y)u =0, yaquey ¢ U.

Demostramos ahora qge ! es continua. Supongamos i) ; es una sucesion &h
tal que(¢g(y;j)); converge ap(y) para ciertoy € Y. Demostraremos qugj); converge a
y. De ser(¢(yj)); convergente &(y) se sigue quéhy (yj)); converge dy (y) para cada
U € ¢. Lafamilia ¢ es una base para la topologiatieDe aqui siy;); no converge g,
existeU € ¢ cony € U y una subsucesidty;, )« tal quey;, ¢ U para cad& € N. Entonces
hy (yj,) =0y hy(y) # 0 en contradiccion con el hecho de diag (yj)); converge dy (y)

y asig~! es continua.

Por ultimo, tenemos que por ser la familig, = {hy : U € &,,} equi-o-fragmentable
para cada € N, se sigue quéq(-)y : U € 0’} es equig-fragmentable. En efecto, fijado
£>0si n—lo < € tenemos que diag(Y)y < € para cadd) € Upzn, On. Como{g(-)u :

U e dh n=1.2,...,nges un conjunto finito de familias equi-fragmentables, entonces
Ur {@(-)u : U € On} es equig-fragmentable y en definitivag(-)y : U € 0} lo es
también.

La implicacion (iii)=(i) se sigue de la proposicion 3.2.6, ya que la familia

{o()y:ver}

es equig-fragmentable, siendo la inmersigndeY enco(l") un homeomorfismo sobre
la imagen para las normas. Tenemos entonces que la métrica

dyy) = ||ey) — o).,

o-fragmenta a¥ por la proposicion 3.2.6, y com@—1 : (@(Y),||'llo) — (Y. |-.) €s
continua, la identidadY,w) — (Y,||-||) serdo-fragmentable como composicion ag:
(Yw) — (Y, d)ydegt: (@), — (Y,|]), por la proposicion 3.1.19. O
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3.3 Multifunciones o-fragmentables
Siguiendo a [45] damos las definiciones que siguen.

Definicion 3.3.1. Sea Y un espacio topoldgicoM,d) un espacio métrico. Una multi-
funciéon F: Y — 2M se dice que es:
(i) Fragmentablesi para cadas > 0y cada AC Y no vacio, existe un subconjunto
abiertoU enY y un subconjunto D de M cor-diam(D) < ¢ tales que UNA# 0
y F(y)ND # 0 para cada yc U NA.
(i) o-fragmentablesi para cadas > 0 existe una descomposicion de Y-, Y&
tal que para cada & N si AC Y es un subconjunto no vacio existe un subconjunto
abiertoU en'Y y un subconjunto D de M tales quediam(D) < &, UNA#0y
F(y)ND # 0 para cada ye U NA.

En [65] se estudian las aplicacionesragmentables por conjuntd¥ que sean ce-
rrados con el fin de obtener selectores de la primera clasaide. Beremos aqui lo que
podemos asegurar cuando no exigimos ninguna condicioncaiysntosy,s.

El teorema que sigue da una caracterizacion deftagmentabilidad de una multifun-
cion en términos de aproximaciones uniformes por funciaréragmentables, siguiendo
las ideas del teorema 5 de [45].

Teorema 3.3.2.Sean(Y,T) un espacio topoldgicdM,d) un espacio métrico y
F:y—2M

una multifuncién. Son equivalentes:
() F eso-fragmentable.
(i) Para cadae > 0 existe una funcion.f: (Y,7) — (M,d) o-fragmentable tal que
d—dist(f¢(y),F(y)) < € paracadayc Y.

DEMOSTRACION: Veamos (i}=(ii). Fijamose > 0, entonces existe una descomposicion
deY = Un_1 Y¢ tal que para cada € N si A C Y¢ es no vacio, existe) abierto enY
y D C M tales qued —diam(D) < e, UNA# 0y F(y)nD # 0 para cady € U NA.
Podemos hacer la descomposicionéisjunta, para ello definimog] := Y¢ y para
cadan > 1,Y. =Y\ Uir‘;llYif. Fijamosn € N y realizamos la construccion que sigue
por induccion transfinita. Sed :=Y,,, entonces existeld; abierto erlY y D} C M tales
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queV;' :=ATNUJ # 0,d —diam(D}) < £ y F(y) N D} # 0 para cady € V;". Seay un
ordinal y supongamos que para cada y hemos definidd/,j‘ CcYy D[} C M tales que

V/} es relativamente abierto eff\ s, V5, d —diamD}}) < e y F(y) N D}; # 0 para
caday € VL‘. SiY, = U“<VVQ entonces hemos acabado. En caso contrario el conjunto
A=Y;\Uu<y V! es no vacio, entonces existdfl abierto eny y Dj C M tales qued —
diam(D}) < &, UpNA#0yF(y)NDy # 0 para cadg € Uy N A. Definimosvy! =UZNA.
Realizando la construccion hasta cubfiobtenemos una particion relativamente abierta
deY, = U“<ynv,5‘. El proceso se realiza de igual forma para cadaN y asi, tenemos
una particion d& de la formaY = Unen U“<ynvﬁ. Paracadac Ny u <y, escogemos

x;, € Djj. Ahora definimos la aplicaciof : Y — M dada porfe(y) = X, siy € VjJ. La
aplicacion esta bien definida ya que el hecho de que la fafMffa n€ N, u < yn} sea
disjunta nos da la unicidad dey p € [1,yn). Ahora la aplicacionfe es constante et}
para cada € Ny caday € [1,&n), siendo{V],u < yn} una particion relativamente abierta
deY, para cada € N. Utilizando la proposicion 3.1.21 se sigue dfgees una aplicacion
o-fragmentable, y por construccion

d—dist(fe(y),F(y)) < ¢

paracady €Y.

Veamos (ii}=(i). Fijamose > 0. Por hipotesis, existe una aplicaci()én o-fragmen-
table tal qued —dist(f¢(y),F(y)) < €/3 para cady € Y. Paras /3, existe una descompo-
sicion deY, Y = Jp_1 Yo tal que para cada € N, si A C Y, es un subconjunto no vacio,
existeU abierto er¥ tal queU NA# 0y d —diamf,(U NA) < £/3. Definimos

D:={xeM: d—dist(x,f%(U NA)) < %}.

Entoncesl —diam(D) < € y F(y) N D # 0 para cadg € U NA, finalizando asi la prueba.
[

Dado que haremos multiples referencias al lema [34, Lemni@ &junciamos mas
adelante. Recordamos que para un espacio de Bafjagiaboundary Bes un subcon-
junto de

S ={y eY ly' " =1}

tal que para cadgc Y existey* € B tal quey*(y) = ||y||. Asimismo haremos uso en la
prueba del lema de la desigualdad de Simons, que pasamas @@ 5].
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Teorema 3.3.3.Sea E un conjunto @/n)n una sucesion uniformemente acotada de fun-
ciones definidas en E. Sea B un subconjunto de E tal que pagastaesioqf A, : n€ N}
de numeros rales positivos cQri_; An = 1, existe be B tal que

sup( i/\wyn(y) 'yEE} = ii\n-wb)

entonces,

sup{limn_«Yyn(b)} > inf{supg: g € co(yn)}.
beB E

Lema 3.3.4 ([34]). Sea Y un espacio de Banach, y sea By- unaboundary Si existe
O0<e<le{y,: ne N} CY*tales que BZ Up1B(y;,€) entonces

Y* =span{y::n¢ N}H'H.

En particular, Y es separable.

DEMOSTRACION. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces exste™
con||z]| = 1y z(y;) = 0 para cadar > 1. Puesto queiz|| = 1, existey € By- tal que
z(y) > 1— 5. Puesto qudy esw*-denso erBy+, existe una sucesidix)ken €nBy tal
que

1im x(y7) = 2(y5) =0 (3.5)
paracada> 1,y .
Iim xe(y) =2(y) > 1~ 3. (3.6)

Por (3.6) podemos suponer sin pérdida de generalidagqyle> 1— § para cad& € N.
Se sigue entonces de (3.5) y de la hipotesis del enunciadpagaeadd < B

De aqui, por la desigualdad de Simons, 3.3.3 existeo(| J{X« : k € N}) tal que

£
X 1——,
x| <1-3

pero tenemos

&
X > x(y) > 1

llegando a contradiccion. O
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SeanX eY espacios topoldgicosh : X — 2¥ una aplicacion usco, diremos gBg
esminimalsi dada otra usck : X — 2" tal queF (x) C Fy(x) para cada € X entonces
F =Fo. SiF : X — 2¥ es usco, el axioma de eleccion implica que existe una usdonain
Fo: X — 2" tal queFy(x) C F(x) para cada € X.

La propiedad que sigue caracteriza las aplicaciones usdmailes, [17, Lemma 1.5].

Proposicion 3.3.5.Sean X e Y espacios topoldgicos tal que Y es regular X F- 2"
una multifuncién. Son equivalentes:
(i) F es minimal usco.
(i) Para cada U abierto de X y V abierto de Y tales queiB—1(V) # 0 existe un
abierto W U no vacio tal que FW) C V.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) Supongamos que existéhC X yV C Y abiertos tales que
UnF-1v)#0,

es decir, existeg € U tal queF (Xp) NV # 0. Supongamos por reduccion al absurdo que
para caddV C U abierto, se tiene que(W) ¢ V. De aqui se sigue que(x) ¢ V para
cadax € U, ya que en caso contrario, es decir, si existel tal queF (x) C V, entonces
por serF usco exist&\y entorno abierto dg tal queF (W) C V lo cual es contradictorio
con nuestra hipétesis.

DefinimosF* : X — 2¥ dada por

F*(x) F(x) sixe X\U
FX)N(Y\V) sixeU.

Afirmamos qué=* es usco tal quE *(x) C F(x) para cada € X y paraxp, F(xg) C F(x),
y asi acaba la prueba de esta implicacion, puesto que llegancontradiccion con el
hecho de qué& sea minimal. Efectivamente,

(i) F*(x) es compacto para cadse X. Six € X\ U, F*(x) = F(x) que es compacto.
Por otra parte, st € U, entonced=*(x) = F(x) N (Y \ V) es compacto por ser un
conjunto cerrado contenido en un compacto.

(i) F* es superiormente semicontinua. Trivialmeftees superiormente semicontinua
para cada € X\U. Veamos qué& * es superiormente semicontinua para ceddl .
Sea(x;)j unared erX tal que(xj); converge & € U. Podemos suponer que la red
esta contenida ed ya que existgo € J tal que sij > jo Xj € U. Sea(y;); una red
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enY tal quey; € F*(x;) =F(xj)N(Y\V) para cadg € J. Ahora la redly;); tiene
un punto de aglomeracignen F(x) por serF usco y ademag € (Y \ V) por ser
este Ultimo conjunto cerrado. A§jj); tiene un punto de aglomeracion Ef(x).
(i) F*(x) C F(x) para cadx € X de manera obvia, existiendo el pumtpen el que la
inclusion es estricta.
(ii) = (i) Supongamos que exiskg : X — 2" usco tal quérg(x) C F(x) para cada ¢
X. Seaxg € X tal que la inclusiorg(xg) C F(X) es estricta. Seac F (xo) N (Y \ Fo(Xo)) #
0. Por ser el espaci¥ regular existe un abiertd entorno dez tal queV N Fy(xp) =
0. AhoraF (xg) NV # 0, en particular para cada abierto tal quexg € U tenemos que
F(U)NV # 0y asi exist&dV C U tal queF (W) C V. Sea(Uj); una base de entornos de
Xo. Para cadg tomamosxj € W; C Uj de forma qué=(xj) C V. Ahora(xj); converge a
Xo. Para cadg tomamosy;j € Fo(X;). Por seiFp usco(y; ) tiene un punto de aglomeracion
y enFy(Xp) lo cual es absurdo, ya quyes V y este Ultimo conjunto se tomé disjunto de
Fo(Xo). O

Utilizando esta caracterizacion de las aplicaciones usoinmales demostramos la
proposicién que sigue la cual la encontramos en [45, Propo4dil].

Proposicion 3.3.6.Sea K un subconjunto'wcompacto del dual de un espacio de Banach
Y* tal que K es fragmentable por la norma y T un espacio topotbddausdorff. Si
F: T — 2(KW) es una aplicacion usco, entonces F es fragmentable.:Si F- 2" es
w*-usco e Y es el dual de un espacio de Asplund, entonces &-fagmentable.

DEMOSTRACION: Seag > 0, y AC T no vacio. Consideramos la aplicacién restriccion

F : A— 2K que sigue siendo una aplicacion usco. Ahora, por el lema de, Zabemos

que existe una aplicacion usco mininfgl: A — 2K tal queFy(t) C F(t) para cadac T.
Puesto qué& (A) C Ky K es fragmentable por la norma, existe un conjuritabierto

W C Y* tal queD =WNF(A) es ho vacioy

||-|| —diam(D) < €.

Por la proposicion 3.3.5 existe un conjunto abi&ttde T tal queANV # 0y Fy(ANV) C
WnNFy(A) =D. Esto implica qué=(t) "D # 0 para cadac CNV ya queFy(t) C F(t).

Consideramos ahota: T — 2¥" usco y definimos las bolas cerradas en el dual del
espacio de Asplund y dadas por

Bn:={y eY":[ly’[ <n}.
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Ahora B, esw*-compacto y fragmentable por la norma para cadaN. SeaT, := {t €

T : J(t) N By # 0}. Los conjuntodl, cubren el espacid. Consideramos las aplicaciones
w*-uscoF, : T, — 2Bn definidas porF,(t) = F(t) N B,. Aplicando la primera parte de
esta proposicién obtenemos gaeestringida arl, es fragmentable, y de aqui qkees
o-fragmentable. O

En el marco en el que nos hayamos nos sera de utilidad la eazacion de los
espacios Asplund que sigue a continuacion. La demostrgeiéde consultarse en [20,
Theorem 5.7, pag. 29].

Teorema 3.3.7.Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
(i) Y es un espacio Asplund.
(i) Cada subespacio separable Z de Y tiene dual separable.

Recordemos que la aplicacién de dualidaah un espacio de Banatse define como
J(y) : {y* € By : (y.y*) = ||y||} para cady €Y, (ver 1.3.3). Una primera consecuencia
del teorema 3.3.2, el corolario 3.1.15y el lema de Godefr8y43s el siguiente:

Teorema 3.3.8.Para un espacio de Banach Y son equivalentes.
() Y es de Asplund.
(i) J eso-fragmentable como multifuncién entre los espacios masrity,|| - ||) vy
Y51y (] - ] es la norma dual en ).

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) La aplicacion dualidad es]|| - ||-w*-usco, como ya fue pro-
bado en 1.3.3 y por séf un espacio de Asplund, [20, Theorem 5.@y-,w*) es un
compacto fragmentable pgr ||*. Ahora basta utilizar la proposicion 3.3.6 para obtener
el resultado buscado.

(i)=(i) Fijamose >0con0< e <1y fe: Y — Y* o-fragmentable tal qug- ||* —
dist(f¢(y),J(y)) < € para cadg € Y. Como(Y,|| - ||) es métricofs eso-continua y para
cada subespacid C Y separablefs(Z) es también separable, por el corolario 3.1.15.
Veremos como esta situacion nos fuerza agjusea separable y en definitiva a la prueba
de queY es un espacio de Asplund. SBa un conjunto numerable denso ép(Z).
Para cada € Z podemos escogéx;, € J(z) tal queH fe(z) — b;H < €, si consideramos el
conjunto

B:={by,:zcZ}
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obtenemos una frontera del espacio de Banach sep&ra®ilP es un conjunto numerable
denso enfg(Z) tendremos qud C Jg:cp B(d‘*z, ) y podemos aplicar el lema 3.3.4 para
concluir queZ* es separable. O

Con los resultados previos podemos afirmar que para un egpa&ianacty que no sea
Asplund, ningun selectof de la aplicacién dualidad puede ser medible Borel. Recorda-
mos que una aplicaciéh: (Y,p) — (M,d) esmedible Boreki para cadéd) C M abierto
enM tenemos qué —1(U) es un conjunto de Borel. Hansell demostré en [38] el sigaient
resultado cuando traducimos sus aplicaciones con basend@riuw-discreta como las
aplicacionesr-continuas (ver [65]).

Teorema 3.3.9.Sea Y un espacio métrico complet¢M,d) un espacio métrico. Si f
Y — M es una aplicacion medible Borel entonces es una aplicagi@ontinua.

Como corolario obtenemos el siguiente resultado, anua@adC. Stegall en [76].

Corolario 3.3.10. Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es un espacio Asplynd si
sélo si, la aplicacion dualidad 3Y — 2" tiene un selector medible Borel.

DEMOSTRACION: Si la aplicaciéon dualidad tiene un selector medible Borel, entonces,
por el teorema 3.3.9, dicho selector es una aplicagidragmentable que verifica la con-
dicion (ii) del teorema 3.3.2 para caéa- 0. Fijandonos &< € < 1 para la prueba (i>(i)
anterior nos da el resultado.

Por otra parte, pard de Asplund la aplicacion dualidadadmite selectores incluso
de la primera clase de Baire por el teorema de seleccion o JalRogers, [47] y asi
selectores medibles Borel. O

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa a una paegdgiftlichko sobre si
es posible dar una versién no separable del lema de Godef3ay, 8n esencia supone
precisar mejor el teorema 3.3.8 anterior.

Teorema 3.3.11.Sea Y un espacio de Banach. Si ¥ — Y* es una aplicaciono-
fragmentable y exist@ < € < 1tal que

I 1" = dist(f(y).I(y)) <

para cada ye Y, donde J denota la aplicacién dualidad. Entonces

span f(Y)H'”* =Y*,
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DEMOSTRACION. La prueba de (ig>(i) del teorema 3.3.8 nos asegura la validez del
enunciado cuand¥ es separable, nuestro objetivo ahora es hacer la pruebacescel
general que sigue los argumentos de reduccion al caso bepded teorema 26 de [45]
que a su vez tienen su origen en los dados en [27].

Después del lema 3.1.14, y dado dues tambiéro-continua al estar definida entre
espacios metricos, podemos asignar a gedd’ un subconjunto numerablg, enY tal
que

fy)e [TW):n=1,2,.1""
siempre que limy, =y en (Y,]|-]|). Vamos a construir, dadg € Y*, un subespacio

separableZ C Y tal que del hecho de sej; € sparf(Z)“Z'”Z* podamos concluir que

ge spain‘(Y)H'”* también. Comencemos con dn C Y, Z; # {0} Q-espacio vectorial
numerable arbitrario y de forma inductiva construimos gotgs numerableZ,,D, y
Fo:={wnj:j=12,...} CBytalesque
() DnCDns1 Y Dny1a DUW 1 Y € Znya ).
(i) ZnUR, C Zy11 es unQ-espacio vectorial.
(i) Si Ch={hnj: jeN} =span{f(W):ye Dy}, entonces tendremos

1
(9—hnjVnj) > [[g—hnjll — N

para cadg € N.

En efecto, dad@; podemos definiD; = J{W, : y € Z1} que es numerable y asi lo
seraCy = {hyj : j € N} = spag{f(W) : y € D1}. Podemos ahora encontrar vectores
v,j € By tales quelg—hy j,v1j) > ||g—hyj|| — 1y por consiguiente definfy ;= {vy ; :
j=12,...} CByy asi definirZ, := spanp,{Z; UF;} que sigue siendo numerable, asi
comoD; :=D1U{W, : y € Z,}. Resulta evidente como el proceso de induccion completa
nos construir&,, Dn, F, con las propiedades requeridas. Podemos ahora consitlerar e
espacio separab®= J_, Z, que tiene eQ-espacid Ji_; Z, como conjunto numerable
y denso y por la construccion hecha tenemostug_; Dn) = U{f (W) : y € Up_1Zn}
es denso effi(Z), por lo tanto

% [RP2

gz € spar f(| J Dn)z}
n—1

por el lema 3.3.4 aplicado sobre el subespacio sepalylesl conjunto numerable
f(Un-1Dn) que est&-cerca de una frontera &y paraZ ya que

dist(f(2),J(z)) < €
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para cada € Z también. Por todo ello, podemos encontrar para @da) una forma
linealh = zipzlqi - f(d), dondeqg; € Q y {dy,dy,...,dp} € D, para algin entera tales
que
&
—h —.
lgz—hz| < >
Ahora bienh = zip:lqi f(di) € Cyy tendremos = h, j para alginj € N. Ademas no es
restrictivo suponen suficientemente grande para que 2/n gracias a la condicion (i).
De esta forma tenemos
l9—hlly= = llg—hnjlly+ <1/n+{g—hnjVn)
<€/2+[/(9—bn;j)lz-
=€/2+[[(9—h)zlljz-
<E/2+€/2
=E¢.
Como esto es valido para cualqué&ér 0, tendremos en definitiva

g € sparf ({_J Dn)
n=1

tal y como queriamos demostrar. O

Teorema 3.3.12.Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es Asplund si, y siXista,
0 < e < lyunaaplicacién §:Y — Y* g-fragmentable tal que

|- || —dist(fe(y).d(y)) <€
para cada ye Y, donde J denota la aplicacion dualidad.

DEMOSTRACION. Supongamos qu¥ es Asplund. Utilizando el teorema 3.3.8 tenemos
gue la aplicacion dualidad es-fragmentable y por el teorema 3.3.2 tenemos que para
cada O< € < 1 existe una aplicacioffie con la propiedad requerida. El reciproco es una
consecuencia inmediata del teorema 3.3.11 que nos asegein@aga cualquieZ C Y
tendremos que

75— ml\'l\z*’

y en particular cuandg es separablé¢(Z) sera separable también por el lema 3.1.15ya
que f; eso-continua también, y asi lo sefa. O
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Corolario 3.3.13. Sea Y un espacio de Banach. Si s e-fragmentable para algun
0< e < 1, entoncesY es un espacio de Asplund.

DEMOSTRACION: Si By« ese-fragmentable, utilizando la misma prueba que en la pro-
posicion 3.3.6 obtenemos que la aplicacion dualitlad — Y* ese-o-fragmentable. De
aqui por la prueba del teorema 3.3.2 existe una aplicdgiovi — Y* g-fragmentable tal
que

d—dist(fe(y),J(y)) < €

para cadg € Y. Utilizando el teorema 3.3.12 obtenemos finalmentegee Asplund y
la prueba acaba. O
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