ANALISIS DE FOURIER. 4° DE MATEMATICAS Curso 2011/12

HOJA 2 DE PROBLEMAS: Espacios LP

1. Probar que la desigualdad de Holder [|fg|du < | fly|lgllq es una igualdad siy sélo si |f[P = A|g|? ctp,
para alguna constante A > 0.

2. (i) Demostrar que para todo a,b > 0 se tiene
(a+b)* < a*+b*, siae(0,1]
(ii) Deducir justificadamente una desigualdad para (ZZO:1 an)a, si an, > 0.
(iii) Si r < p, demostrar que ¢" C P y [[{an}|ler < [[{an}|ler-
(iv) Encontrar una sucesion (a)s2; € 7 que no pertenezca a ¢ para ningin r < p.
3. (a) Probar que si p # r entonces LP(R) ¢ L"(R).
(b) Mostrar con un ejemplo que f, g € LP(R) no necesariamente implica f - g € LP(R).
(c) Probar que f € LP(R) no necesariamente implica lim,_,~ f(z) = 0.

4. Demostrar la desigualdad integral de Minkowski: si (X, u), (Y,v) son espacios de medida (o-finitos),
1<p<ooyf:X xY — C es medible, entonces

H/Y|f(x,y)|du(y)HLp(u) < /Y,Hf("y)”LP(p,)dV(y).

Sugerencia: Proceder como en la prueba de la desigualdad triangular, suponiendo primero que el término de
la izquierda es finito. En general, aproximar con fxg,,, para una sucesién creciente de conjuntos donde f es
acotada.

5. Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados. Si f, — f en la norma de LP(u) y g, — ¢ en la norma de
L4(p), demostrar que f,, g, — f g en la norma de L' (u).

6. Probar por induccién la siguiente generalizacion de la desigualdad de Holder: dados 1 < p1,p2,...,pn <
0o con p%+p%+---+pin =1y fi € LPi(n),i=1,2,...,n, se cumple

\ R dﬂ' < A1l ol -l -

7. Demostrar que si f € LPO N LP y r € (pg, p1), entonces f € L" y se tiene la desigualdad

—0 0
£l < £ ze0 11201

donde 0 € (0,1) queda definido por 1 113;00 + p%~

-
8. a) Suponiendo p(X) =1y f € L>®(u), demostrar que limy, .o || fllp = || f|loo -
b) Demostrar el mismo resultado que en el apartado anterior pero suponiendo que pu(X) < 0o.

¢) Suponiendo p(X) < ooy f € L9(X) para algin g > 1, demostrar que lim, .1 || f|l, = || f]l1 -

9. En [0, 1) se consideran los intervalos diddicos I ;, = [Jg;kl , ;—k) conj=1,2,...28 ke N.Sifec LP[0,1)
conl<p<oo,y

2k 1
Jr(z) = ; (M /Ij,k f() dy) le’k(x) )
demostrar:

(@) [ fellp < [I.f1lp-
(b) Si f € C(0,1), || f — fxllp — 0 cuando k — oo
(c) Si feLP(0,1), || f— frllp = 0 cuando k — oo (usar que C(0,1) es denso en LP(0,1)).



10.

11.

12.

13.

14.

(a) Utiliza la desigualdad de Jensen para dar una prueba directa de la desigualdad
11
Al (xp) < v(X)Pr P2 ||B]ppa(x,y 811 < p1 < p2 <oo.

(b) Utiliza el apartado anterior para obtener una nueva demostracién de la desigualdad de Holder.

Sugerencia: En (b) escribir [y fgdu = [y, h(z)dv(z) con dv = g%dp y X' = {x € X : g(x) # 0}, y usar la
inclusién LP(v) < L'(v) del apartado (a).

Opcionales

Espacios LP(X) con 0 < p < 1.

(1) Demostrar que dp(f,g) := [y |f — g/’ dp es una “distancia”, ie satisface la desigualdad triangular

dp(fr9) < dp(f,h) + dp(h,g), V f,g,h € LP.

1 robar que, aunque no es una "norma’, se tiene
ii) Prob » « ” ti

If +glle < e (1f e + Nlgllee),  f.g € LP,

1_
con ¢, = 2P 1, mostrando con un ejemplo que la igualdad puede darse.

Sugerencia: En (ii), razonando por convexidad ver que (a + b)® < 297 1(a® + b*) cuando «a € [1,0).
Si0<p<ly fn,€LP(X),n=1,23,..., adaptar los teoremas vistos en clase para probar
(a) Si Y02 |Ifnllb < oo entonces > 07 fn(z) converge en ctp x € X y en la métrica de LP.

(b) Si fn — f en la métrica de LP, entonces existe una subsucesién tal que lim; . fn;(x) = f(x) en
ctpz € X.

(¢) LP(X) es un espacio métrico completo.

Probar que LP(R) es un espacio topolégico separable si 0 < p < oo.
Sugerencia: {Z?Zl AjX(ayb;) ¢ Njr @y b € Qun € N} es numerable y denso en LP.
Probar que £*° no es separable. ;Es separable L>°(R)?

Sugerencia: el conjunto £ = {(ax) : ar =06 1} es no numerable y cumple ||ja — blj;~ =1,Va £ b€ €E.



