Analisis de Fourier y Aplicaciones. 4° de Matematicas Curso 2026/27

HOJA 2: Espacios L?

1. Dar una demostracién analitica de la desigualdad de Young: si 1 < p,q < 0o con % + % = 1, entonces
al b

ab < — + —, a,b> 0.
p q

Demuestra que se tiene igualdad si y sélo si b9 = aP.

2. Sean 1 < p,q < oo tales que ;1) + % = 1. Probar que, si f € LP y g € L9, la desigualdad de Holder

/ Faldi < [ lllglla

es una igualdad si y sélo si, o bien f =0, o bien |g|? = A|f|P ctp, para alguna constante A > 0.

3. a) Determina cuando pertenecen a LP(0,1/2) las funciones

1
z® [log(1/z)]”
b) Fijado 1 < p < oo, encuentra una funcién f € LP(0,1/2) tal que f ¢ L" para ningin r > p.

f(x) = z € (0,1/2), con a,y € R.

c) Encuentra una funcién f € Ny>1LP(0, 1), pero con f & L.

4. Determina cuando pertenecen a LP(R?) las siguientes funciones, donde o, € R:

1
a) f(z) = 2o [T e para |z| < 1 (y cero en el resto)
1
S 1 1
b) f(x) TP A=) para |z| < 1 (y cero en el resto)
1
c) f(z) = 2l [ 1 Tog(z])]" para |z| > 1 (y cero en el resto)

5. (a) Probar que si p; # p2 entonces LP'(R) ¢ LP2(R).
(b) Probar que f € LP(R) no necesariamente implica lim,_, f(z) = 0.

(¢) Mostrar con un ejemplo que f, g € LP(R) no necesariamente implica f - g € LP(R).
. Qué podemos decir si f, g € P(N)?

6. Sea 0 < a < 1.
(i) Demostrar que para todo a,b > 0 se tiene
(a+b)* < a®+b°,
(ii) Deducir justificadamente una desigualdad para (Z:;O:l an)a, sian, > 0.
(iii) Si p1 < p2, demostrar que [[{an}||w2 < |[{an}|lew:1, y por tanto P2 C P2,
(iv) Encontrar una sucesion (a,)5; € P que no pertenezca a ¢" para ningin r < p.

7. Demostrar la desigualdad integral de Minkowski: si (X, p), (Y,v) son espacios de medida (o-finitos),
1<p<ooy f:X xY — C es medible, entonces

”L|f(x,y)|du(y)”Lp(“) < /},Hf(‘ay)HLp(u)dV(y).

Sugerencia: La prueba es idéntica a la desigualdad triangular, suponiendo que el término de la izquierda es
finito. Para obtener el caso general, se puede aproximar con f - 1g , para una sucesién creciente de conjuntos
E,, C X xY de medida finita donde f sea acotada.
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. Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados. Si f, — f en la norma de LP(u) y g, — g en la norma de

L4(p), demostrar que f, gn — f g en la norma de L' (u).

. Probar por induccion la siguiente generalizacion de la desigualdad de Holder: dados 1 < p1,pa,...,pn <

ooconpil—i—é—i--"—ky%":lyfiELpi(,u),izl,Z,...,n, se cumple

\ [ nsn du' < il Fellos - [l -

Demostrar que si f € LP° y f € LP' entonces f estd en todos los espacios intermedios L" con
po < 1 < p1. Ademads, se tiene la desigualdad

£l < W 0o 111
donde 6 € (0,1) queda definido por 1 = =2 4 £
Suponer que u(X) < oco.

a) Si f e L*®(u), demostrar que lim,_o || fllp = || flloo -
b) Si f € LPO(p) para algin pg > 1, demostrar que lim, 1 || ]|, = || f]l1 -

En [0, 1) se consideran los intervalos diddicos I} = [% , 2%) conk=1,2...27 j€N.SifeLr0,1)
con 1 < p < oo, definimos

fiw) = (u ol J, 10 dy)xf,x )

demostrar:
(@) [[£llp < [[£llp-
(b) Si f € Cc(0,1), ||f — fillp = 0 cuando j — oo.
(c) Si feLP(0,1), ||f— fjllp = 0 cuando j — oo (usar que C,(0,1) es denso en LP(0,1) ).
Probar a partir de los resultados vistos en clase que la familia de funciones
n
Sg = {ZCjX(aj,bj) caj,b; €Q,c; € Q+1iQ, n e N}

j=1

es densa en LP(R) si 1 < p < co. Concluye que LP(R) es un espacio de Banach separable.

La desigualdad de Jensen afirma que si u(X) =1y ®:[0,00) — [0,00) es convexa, entonces

o [ 1f1au) < [ a(1f1)da

(a) Utiliza Jensen con ®(t) = tP2/P1 para dar una prueba directa de la desigualdad
FI ‘
Al (x0)y < v(X)Pr P2 ||B]lppa(x,) i1 < p1 <p2 < oo,

(b) Utiliza el apartado anterior para obtener una nueva demostracién de la desigualdad de Holder.

Sugerencia: En (b) escribir [y fgdp = [y, h(x)dv(z) con dv = g%dp y X' = {z € X : g(z) # 0}, y usar la
inclusién LP(v) — L'(v) del apartado (a).

Si u(X) =1, utiliza la desigualdad de Jensen para encontrar (y probar) relaciones entre

S 1fldpvs el s by [ ipPdpvs [ [Ifdp) 7 (e) [ dpvs [1f1dp 2
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Opcionales

Sea 1 < p < co. Probar que la desigualdad triangular

1+ gllp < 17Nl + Nlgllp, fr9 € L7,

es una igualdad si y sélo si, o bien f =0, o bien g = Af ctp, para algin A > 0. Probar que esto no es
ciertosip=164 p = oo.

Sugerencia: revisa la prueba y usa el Ejercicio 2. Puedes consultar también Analysis, Lieb-Loss, §2.4.
Espacios LP(X) con 0 < p < 1.

(i) Demostrar que d,(f,9) := [y |f — g’ dp es una “distancia”, ie satisface la desigualdad triangular

dp(f,9) < dp(f, h) + dp(h,g), ¥ f,g,h € LP.

(ii) Probar que || f||, es una “cuasi-norma”, es decir se tiene

If +9glle < K (I flle + llgllze), f.g €L,

1
para alguna constante K > 1. Mostrar con un ejemplo que si K = 2P 1, entonces la igualdad puede

darse.

Sugerencia: En (ii), razonando por convexidad, usar que (a + b)* < 2971 (a® + b*) cuando « € [1,00).
Mas sobre LP(X) con 0 < p < 1. Probar (adaptando adecuadamente lo visto en clase)

(a) Si >0 |Ifnllb < oo entonces Y oo | fn(z) converge en ctp € X y en la métrica de LP.

(b) Si fn — f en la métrica de LP, entonces existe una subsucesién tal que lim; o fn;(x) = f(x) en
ctpx € X.

(c) LP(X) es un espacio métrico completo.



