Analisis de Fourier y Aplicaciones. 4° de Matematicas Curso 2026/27

HOJA 3: Convolucion y aproximaciones de la identidad

1. Sea f(x) = X[o,1j(7). Calcular explicitamente y esbozar las grificas de
(F*f)x) vy (Fxfxf)x)
2. Sean f,g,h: R" — C medibles y x € R" tales que (|f| * |g]) * |h|(z) < co; demuestra que
(f #g) = h(x) = fx (g h)(z).
Nota: Debes justificar adecuadamente el uso del teorema de Fubini.
3. Se define sopf como el complementario del mayor abierto V' donde f|y = 0 ctp. Probar que
sop(f *g) C sopf +sopg.
JEs cierta la inclusion reciproca?
4. Completa los detalles de los siguientes resultados esbozados en clase
a)si f € LP(R) y 1 < p < oo entonces limy_o || f(- +h) — f][, =0
b)si f € LP(R) y g € LY(R), con 1 < p,q < oo tales que % + é = 1, entonces
lim fxg(z) =0.

|z|—o00

5. Desigualdad de Young generalizada. Sean 1 < p1,po,r < 0o tales que p% + p%) =1+ % Demuestra que
si felPlyge LP? entonces fxge L"y

1F* gllr < 11 fllp1 9]l -

b

Sugerencia: escribir f x g(x) = [|f(z — I g(w)|*~F h(z,y) dy, para una funcién h apropiada, y usar
(justificadamente) la desigualdad de Holder para 3 funciones del Ejercicio 9, Hoja 2.

6. Si f:R" - Cy R >0, denotamos la funcién dilatada por fr(z) = f(z/R).
(i) Probar que || fr[l, = R"/?|f]l,-

(ii) Hallar una expresién para fr * gr en términos de la dilatada de (f * g).

fyg € C.(R™) cuando los indices satisfacen p% + p% = % + 1.

(iii) Demostrar que la desigualdad de Young ||f * g|l» < || fllp.]lg|lp, s6lo puede ser cierta para toda

Sugerencia: En (iii), usar (i)+(ii), y hacer tender R a 0 6 oo.

7. a) Dadas f,g: [0,00) — R, con f continua y g € C'. Demostrar que, si extendemos las funciones a R,
siendo nulas en (—o00,0), entonces se tiene

frgt)= /0 f(s)gt—s)ds y (fx*g)(t)=f(t)g(0)+ f*(g")(t), t>0.

b) Demuestra que z(t) = (f * e~ **)(t) es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria

2'(t) +ax(t) = f(t), t>0, z(0)=0.

c¢) Trata de escribir como convolucién la solucién de la EDO

2"(t) + ax'(t) + bx(t) = f(t), t>0, z(0)=2'(0)=0.

Sugerencia: en c¢) la expresién final deberfa ser del tipo x(t) = fxe®1®%e*2% para oy, as raices de 22 +az+b = 0,
donde se entiende que las funciones estan extendidas a R siendo nulas en (—oo,0).



10.

11.

12.

. Sea {p}+>0 una aproximacién de la identidad regular, y f(z) una funcién acotada en RY.

(a) Si f es continua en el punto a, entonces ¢ * f(a) — f(a).

(b) Si f € C(U), U abierto, entonces ¢; * f(z) — f(z) uniformemente sobre compactos de U.

.Sif e CRY y lim, o0 f() = 0, demuestra que f es acotada y uniformemente continua en R,

Deduce que si {¢;}i~0 una AIR, entonces se tiene

%ir% @1 * f(x) = f(x) uniformemente en x € R%.
%

Si f:R — R es integrable y existen f(a™) y f(a™), probar que

a+h

i = [ f)dy = (fla) + flah)/2

h—0 2h a—h
Demuestra que si ¢ € LL(R) es par, [ ¢ =1y ¢i(z) =t 1p(z/t), entonces se tiene

lim @; * f(a) = (f(a”) + f(a™)) /2.

t—0

Utiliza AIR para probar que C¢° es denso en el espacio

Co(R™) = {f cC®R™) : lim f(z) :0}.

|z|—o00

Sea eq(t) := €1}y o) (t). Demuestra que

Si o = a + b, entonces e, * eg(t) = e sin(bt) /b

o o
~

€q * (.7.‘.) k eq(t) = t"eq(t)/n!
¢) Si {a;}}_; son todos distintos, entonces eq, * ... * €q, (t) = D_7_; cjeq,(t), para ciertos ¢; € C

d) Opcional: demuestra que en c) de hecho se tiene
¢j =1/P'(aj), donde P(z) = (z—ai1) - (z — ay).
Sugerencia: el proceso de induccién de (c) da una férmula para los ¢;, que se simplifica usando

Play) N

Ploy) =[] —es) ¥ ‘ !

i=1
i#] J

1

La primera identidad es sencilla; para probar la segunda puedes aplicar el Tma de Residuos a 1/P(z).
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Opcionales

Dadas dos sucesiones a = {an }nez, b = {bn }nez se define su convolucién a x b como la sucesién
axb(n)= E Qp—tbp, n €7,
kEZ
siempre que la suma anterior sea absolutamente convergente.

(i) Si P(z) = ap + a1z + ...+ apz™ y Q(z) = bo + bix + ... + byp2™ son polinomios, calcular los
coeficientes del polinomio producto P(x)Q(x) y relacionarlos con la definicién anterior.

(ii) Demostrar la desigualdad de Young para sucesiones: si 1 < p < oo entonces

|abllepaz) < l|lallez)lblloz)-

(iii) Sia € P y b € ¢1, con }% + % =1, 1< p,q < oo, probar que limy, . a*b(n) = 0.

a) Sea 1 < g < ooy e CHR") tal que dy,¢p € LI(R™) para i = 1,...,n. Demostrar que

lim

H«p(- + he;)
h—0

o —@quzo. (1)

b) Sean 1 < p,¢ < oo tales que ]lg + é = 1. Sean f € LP(R") y ¢ € C*(R") tal que ¢, 0, € LI(R")
para i = 1,...,n. Demuestra que ¢ * f € C'(R") y se cumple

O, (¢ f) (@) = (Ou,0) * f ().

Sugerencia: en a) escribe (x + he;) — p(x) = fl vz, (@ + te;) dt, inserta esta expresién en (f) y utiliza la

0
desigualdad integral de Minkowski. En b), supén que p > 1 (el caso p = 1 estd hecho en clase); escribe la

identidad pedida como un limite, y utiliza la desigualdad de Holder y a).

Sea 1 < p < co. Demuestra que, si f € C*(RY) es tal que 0%f € LP, ¥ |a| < n, entonces para todo
£ > 0 existe una funcién ¢ € C®(RY) tal que

max Haaf — a%“p <e.

la<n

Sugerencia: razona como en los corolarios de densidad, primero truncando f y después convolucionando con
una AIR. Para truncar, utiliza la funcién de corte x,,,(z) = x(z/m), donde x € C tal que

0<x<1L Xo=1l vy xlBo=0.

* La desigualdad de Young establece que || f * gll, < [|fll1llgllp, f € L*(R), g € LP(R).
(a) Estudiar cudndo se tiene igualdad en el caso p = 1.

(b) Estudiar cudndo se tiene igualdad en el caso p = oo.

(

c) Sil < p < oo, probar que la igualdad sélo se da si f = 0 6 g = 0 ctp. No obstante, para cada
e > 0, existen f, g tales que || f *gll, > (1 —¢)| fll1llgllp-

Nota: para los ejemplos de (c), probar con f = X[o,1] ¥ § = XJ0,q) con a suficientemente grande. Ejercicio extraido
de Rudin, Cap 8.



