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I. LA NORMAL ���, ��. INTERVALOS CARACTERÍSTICOS. TIPIFICACIÓN DE UNA 

VARIABLE NORMAL. 

INTERVALOS CARACTERÍSTICOS  

Recordemos que la normal N(0,1) es la distribución continua cuya función de densidad es  

���� 	 1√2 ����� , � � �. 
 

 

Recordemos también que, dada una variable aleatoria X con distribución normal N(0,1), la 

probabilidad de que X se encuentre entre dos valores a y b es justamente 

��� � � � �� 	 � ������.�
�  

Nos podemos preguntar para qué intervalo, centrado alrededor de la media μ=0, se tiene que 

la probabilidad de que la variable aleatoria X, de tipo N(0,1),  caiga en él es justamente 

p� �0,1!: ��" # $ � � � " % $� 	 &. 
 

 

 

 

 

 

Si llamamos α=1-p, buscamos un valor $ 	 ' )�  tal que � *#' +2 � � � ' +2 , 	 1 # +.  Por 

las propiedades de simetría de ����, la condición anterior equivale a decir que dicho valor 

debe cumplir � *#∞ � � � #' +2 , 	 .� 	 � *' +2 � � �  %∞,  o bien que  

� *#∞ � � � ' +2 , 	 1 # .�. 

El intervalo /#' +2 , ' +20 se conoce como el intervalo característico para el cual la probabilidad 

de que la variable aleatoria X caiga en él es precisamente 1 # +. 



EJEMPLO: 

1. Para una probabilidad del 90%, es decir, con p=0.9, esto es, α=0.1, en una tabla de la 

normal N(0,1) encontramos que ' )� 	 1.645, de modo que  el intervalo característico, 

en una normal N(0,1), correspondiente a p=0.9 es  �#' 0.05 , ' 0.05! 	 �#1.645, 1.645!. 
2. Por otra parte, consultando una tabla de la normal N(0,1), podemos comprobar que a 

los intervalos �#1,1!, �#2,2!, �#3,3! (observemos que σ=1), les corresponden las 

probabilidades p=0.6826, p=0.9544, p=0.9974, respectivamente. Por ejemplo, para �#1,1!, en una tabla encontramos que 0.8413 	 �8#∞ � � � 1 9 	 1 # .�,  de 

manera que se deduce que + 	 2�1 # 0.8413� 	 0.3174, luego 1 # + 	 0.6826. 

Para �#2,2!, ahora 0.9772 	 �8#∞ � � � 2 9 	 1 # .�,  de modo que + 	2�1 # 0.9772� 	 0.0456, así que 1 # + 	 0.9544. Para acabar,  0.9987 	 �8#∞ � � � 3 9 	 1 # .�, de manera que + 	 2�1 # 0.9987� 	 0.0026, 

luego 1 # + 	 0.9974.  
De otro modo, podemos decir que  ' :.;<=>� 	 ' :.<?@= 	 1, ' :.:>?A� 	 ' :.:��@ 	 2, ' :.::�A� 	 ' :.::<; 	 3. 
En la normal N(0,1) (o en cualquier normal N(μ,σ)) los datos anteriores se recogen en 

la llamada regla del 68-95-99,   los tres porcentajes que corresponden a los intervalos �" # B, " % B!, �" # 2B, " % 2B!, �" # 3B, " % 3B!,   respectivamente. 

 

 

 

TIPIFICACIÓN DE UNA VARIABLE NORMAL ��C, D�.  

Cuando la distribución de la variable aleatoria X es una normal E�", B�, es decir, con una 

función de densidad  �F,G��� 	 1B√2 ��<� H��FG I� , � � �, 

 

podemos “tipificar la variable” de manera que el cambio de variables J 	 K�FG  nos transforma 

la normal E�", B� en una de tipo E�0,1�. 



De esta forma, por ejemplo, calcular la probabilidad de que una variable normal X, de media " 	 6  y desviación típica B 	 3 , caiga en el intervalo [5,7] se puede calcular relacionando  E�6,3� con E�0,1� del modo siguiente  (tenemos en cuenta que � 	 " % BJ) 

� �6,3
=

? ����� 	 ��5 � � � 7� 	 ��5 � " % BJ � 7� 	 � *5 # "B � J � 5 % "B ,
	 � *#13 � J � 13, 	 � �0,1����� 	 2 � �0,1����� # 1 	

<;
�L 2�0.6306� # 1

<;
�<;	 0.2612, 

es decir, una probabilidad de un 26.12%. (En el cálculo de la última integral se ha hecho uso de 

las tablas de la normal interpolando las cantidades 0.6293 y 0.6331, correspondientes a los 

valores 0.33 y 0.34; también se puede usar WxMaxima, dando la instrucción 

integrate(1/sqrt(2*%pi)*exp(-x^2/2), x, -inf, 1/3) ). 

Si, en general, queremos averiguar M �",BFNOF�O �����, siguiendo el mismo procedimiento que 

hemos visto en el ejemplo anterior, tendremos que  

��" # $ � � � " % $� 	 � �",B
FNO

F�O ����� 	 � �0,1����� 	 � * $B � J � $B,
OG

�OG
. 

Así, si nos piden cuál es el intervalo característico �" # $, " % $! correspondiente a una 

probabilidad & 	 1 # +,  es decir, para el cual se tiene que 

��" # $ � � � " % $� 	 � �",B
FNO

F�O ����� 	 1 # +, 
deducimos que esto equivale a que 

� �:,<����� 	 � * #$B � J � $B,
OG

�OG
	 1 # +. 

Si recordamos ahora cómo se ha definido el intervalo característico /#' +2 , ' +20 para la normal 

N(0,1), encontramos que 
OG 	 ' +2, y al despejar resulta que $ 	 B' +2 . 

CONCLUSIÓN: El intervalo característico de una normal E�", B� correspondiente a � # P 

viene dado por 

/" # B' +2, " % B' +20, 

en donde ' )�  es el valor para el cual   M �0,1����� 	 2 M �0,1����� # 1 	' +2�L 1 # +.' +2#' +2  

 

 

 



EJERCICIOS: 

1) Crear una rutina con WxMaxima que calcule el valor de ')�  tal que  

� *#∞ � � � ' +2 , 	 M �0,1����� 	' +2�L 1 # .�. 

 

2) Calcular los intervalos característicos correspondientes a una normal E�0,1� y a las 

probabilidades & 	 1 # + 	 0.9,    & 	 0.95,    & 	 0.99. 
 

3) Calcular los intervalos característicos correspondientes a una normal E�20,2� y a las 

probabilidades & 	 0.9, & 	 0.95, & 	 0.99. 
Solución:  1) I(z):=integrate(1/sqrt(2*%pi)*exp(-x^2/2),x,-inf,z);  

z(a):=find_root(I(z)=1-a, z,0, 100); por ejemplo, ':.:? será z(0.05). 

2)  + 	 0.1 Q ':.:? 	 1.644853626951474,   + 	 0.05 Q ':.:�? 	  1.959963984540056,    + 	 0.01 Q ':.::? 	   2.575829303548914.  1.959963984540056;  

3) Para + 	 0.1,   /" # B' )� , " % B' )� 0 	 20 R 2 · 1.644853626951474 	�16.71029274609705,23.28970725390295!. 
 

 

4) Se sabe que  la  concentración de amoniaco en sangre venosa en individuos sanos se 

distribuye según una normal N(μ,σ), con μ = 110  microgramos/mm3 y desviación típica 

desconocida.  

(a) Sabiendo que el 99%  de la concentración de amoniaco de los individuos se 

encuentra en el intervalo [85, 135], calcula la desviación típica de la distribución 

normal.  

(b) Calcular el intervalo característico que contiene el 70 % de los valores de dicha 

concentración.  

(c) Si un individuo tiene una concentración de 70 microgramos/mm3,  ¿qué porcentaje 

de la población tiene una concentración superior a la de ese individuo?  

(d) ¿Qué concentración verifica que tan sólo  un 25 %  de los individuos tiene una 

concentración mayor?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



II. INFERENCIA PARA DISTRIBUCIONES NORMALES. 

Empezaremos detallando algunos resultados teóricos, que daremos sin demostración.  

1. Es sencillo demostrar que si tenemos n variables aleatorias �<, T , �U  con la misma 

media " y la misma desviación típica B, entonces la distribución de las medias �V 	 �< % T % �UE  

tiene la misma media " y desviación típica igual a 
G√U. Incluso, para E suficientemente 

grande, se sabe que la distribución de �V es prácticamente normal. (Teorema central 

del límite). 

De hecho, �V~E�", B√E� 

o equivalentemente √E �V # "B Q E�0,1�. 
2. Si la distribución de las variables aleatorias  �<, T , �U es la misma, y de tipo normal E�", B�, entonces   �V 	 E�", G√U�. 

3. Si la distribución de las variables aleatorias  �<, T , �X es la misma, de tipo normal E�", B�, entonces resulta que la distribución de  �Y # 1�ZX�<�B�  

es una [\  cuadrado con n-1 grados de libertad, en donde ZX�< 	 ]∑ 8K_�KV9�_̀abX�< . 

Por otra parte, se tiene que   √Y ��V # "�ZX�<  

presenta una distribución t de Student con n-1 grados de libertad.  

 

 

 

A. La distribución t de Student.  

 

(1) La distribución t de Student con m grados de libertad corresponde a una variable 

aleatoria de tipo (absolutamente) continuo, cuya función de densidad viene dada por  

�c��� 	 dHefb� I√cg   dHe� I · H1 % ��cIh�efb��  , con � � �. 
La cantidad 

dHefb� I√cg  dHe� I es una constante que envuelve a la función Γ de Euler, función que 

generaliza el factorial n!=n∙(n-1)∙…∙3∙2∙1, y que para valores z>0 se define como la integral 

impropia Γ�'� 	 M ��jkl�<�k.L:   Se puede probar que Γ�' % 1� 	 'Γ�'�. Además, Γ�1� 	 1,Γ H<�I 	 √   m  Γ�Y� 	 �Y # 1�! para cada entero positivo n. De manera que para cualquier p 



entero positivo se cumple que Γ Ho�I 	 Ho� # 1I ! cuando  p es par, mientras que para p impar 

se cumple Γ Ho�I 	 o��� · o�>� · T · ;� · <� · √. 
 

(2) Algunas de las gráficas de la función de densidad fm(x) de la distribución t de Student 

son éstas (para hacer las gráficas con WxMaxima, usamos que fm(x) aparece como 

pdf_student_t(x,m)): 

 

 
 

 

 

(3) Para + � �0,1�, el valor k)�,c  es aquel valor � � � tal que  

� *|k| q k.�,c, 	 +. 
Recuerda que el área que barre la función de densidad es 1, luego nos piden el valor 

positivo k)�,c de modo que las colas k r #k)�,c y k q k)�,c barren un área total igual a �. 

Por la simetría de f(x), cada cola barrerá la misma cantidad de área, a saber, α/2. 

Por ejemplo, en la siguiente figura hemos obtenido, para una cierta distribución t de 

Student de m grados de libertad,  un valor  k) � ,c = k:.:�?,c 	2.074 (así que + 	0.05�, lo que nos indica que  � *|k| q k.�,c, 	 + Q � *k r #k.�,c, % � *k q k.�,c, 	 + Q ��k r #2.074� % ��k q 2.074� 	 0.05 



 

Para averiguar cuáles son los valores  k) � 	 k) � ,X�� que corresponden a una t de 

Student de n-2 grados de libertad, tendremos que consultar apropiadas tablas de valores, del 

tipo de las que vimos en el caso de la normal N(0,1). 

(Tabla tomada de [Ross])

 

Según esta tabla, si k:.:�? 	 2.074 	 k:.:�?,X��, vemos que hay n-2=22 grados de libertad. 



Con WxMaxima podemos calcular esos valores k�,X usando el comando (hay que ejecutar 

primero load(distrib))  

quantile_student_t(1-a,n); 

con el que se busca el valor � tal que ��� � �� 	 M �X�Z��Z 	��L 1 # �. 
De este modo, k:.:�?,�� 	 quantile_student_t�1 # 0.025, 22� 	 2.073873067903899.  
 

 

B. En lo que respecta a la distribución χi cuadrado con m grados de libertad, digamos que 

se trata de una variable continua cuya distribución viene dada a través de la función de 

densidad  

�~,c��� 	 �2��c �� �Γ��2 �  · �c� �< · ����,    Z� � q 0
0,    Z� � � 0, � 

en donde Γ�·� representa la función gamma de Euler.  

 
Para dibujar con WxMaxima las funciones de densidad �~,c��� de la distribución [\-cuadrado, 

tras cargar el paquete de distribuciones con la orden load(distrib), dibujamos la función 

mediante la orden wxplot2d( [pdf_chi2(x,m)],[x,xmin,xmax].  

 

Para un valor + � �0,1�, y n grados de libertad, la cantidad  [�.,X se define como el  valor para 

el cual se cumple que �8� �  [��,X9 	 +.  
 

 

                                                                                 



Si usamos WxMaxima, para obtener esos valores [�.,X, tras escribir load(distrib) para cargar el 

paquete de funciones de distribucion, haremos  [�.,X : quantile_ chi2(1-α,n). 

Por ejemplo,    [�:.:<,@= quantile_chi2(0.99,8)= 20.09023502966323. 

También se puede consultar una tabla, como la que aparece a continuación, tomada de [Ross]. 

 
 

 

 

 

 



Con los ingredientes anteriores, podemos resolver los siguientes problemas de inferencia 

sobre la media y la desviación típica.  

A) Supongamos que desconocemos la media μμμμ de una variable aleatoria continua de una 

población. No obstante, supongamos que conocemos la desviación típica σ de dicha 

característica. Tomamos una muestra de la población. Averiguamos entonces el valor �� de la media de la muestra. Si suponemos que la variable aleatoria sigue una 

distribución normal o que el tamaño de la muestra es suficientemente grande, ¿cuál es 

entonces el intervalo de confianza para la media μ de la población con un nivel de 

confianza del (1-α)•100%? La respuesta es  " � ��� # '+2  B√Y  �� % '+2  B√Y�, 
con un nivel de confianza 1-α. 

 

B) Supongamos ahora que desconocemos tanto la media μ como la desviación típica σ 

de una variable aleatoria continua de tipo normal para una cierta población. Tomamos 

una muestra de n elementos y calculamos su media ��. Entonces, ¿cuál es  el intervalo 

de confianza para la media μ de la población, con un nivel de confianza del (1-

α)•100%? La respuesta es   " � ��� # k+2,Y#1   ZX�<√Y , �� % k+2,Y#1   ZX�<√Y �, 
con un nivel de confianza de 1-α. Recordemos que k)�,X�< hace referencia al 

correspondiente valor de la t de Student con n-1 grados de libertad y que ZX�< 	
]∑ 8K_�KV9�_̀abX�< . 
 

C) En cuanto a los intervalos de confianza para la varianza (desconocida) de una 

distribución normal E�", B�,  supongamos que tomamos una muestra de tamaño n de 

la población, de la que calculamos su media �� y su “cuasi-varianza” ZX�<� 	 ∑ 8�_���9�_̀abX�< . 
Entonces, el intervalo de confianza para B� viene dado por 

��Y # 1�ZX�<�[�.�,X�< , �Y # 1�ZX�<�[�<�.�,X�< , � 

Para calcular [�)�,X�<  y  [�<�)�,X�<, necesitamos acudir a unas tablas para la distribución chi-

cuadrado o usar el comando apropiado de WxMaxima.  
 
 

D) También podemos dar un intervalo de confianza, con un nivel de confianza (1-

α)•100%,  para la diferencia μ1-μ2 de dos medias, si se conoce la media ��, m �   de dos 

muestras de poblaciones normales, de tamaños n y m, respectivamente,  y se conocen 

las desviaciones típicas σ1, σ2  de las poblaciones; en este caso,  

"< # "� � ��� # mV # �.� ]B<�Y % B��� , �� # mV % �.� ]B<�Y % B��� �. 



Si, en cambio, se desconoce tanto las medias de las poblaciones como sus 

desviaciones típicas, para dar un intervalo de confianza para la diferencia de las 

medias de dos poblaciones, con un nivel de confianza del (1-α)•100%,  haremos   

"< # "� � ��� # mV # k.�,XNc���o]1Y % 1� , �� # mV # k.�,XNc���o]1Y % 1��, 
siendo �o 	 ��X�<��b,`hb�XNc�� % �c�<���,ehb�XNc��  y Z<,X�<� , Z�,c�<� las cuasi-varianzas de cada una 

de las muestras de tamaño n y m.  

 
 
EJERCICIOS: 

1. Se ha medido la concentración de policlorobifenilos (PCB) de una cierta especie de pez 
capturado en el Lago Michigan, usando una técnica de la que se sabe que produce un 
error normalmente distribuido con una desviación estándar σ de 0.08 ppm (partes por 
millón).  Supongamos que los resultados de 10 medidas independientes para la 
concentración de PCB en este pez son  

11.2, 12.4, 10.8, 11.6, 12.5, 10.1, 11.0, 12.2, 12.4, 10.6. 
Dar un intervalo para el nivel de PCB de este pez con un nivel de confianza del 95% 
(Usar el apartado (A)). 

2. Mediante un método diseñado por el químico Karl Fischer, para determinar el 
porcentaje de agua en una solución de metanol, se han obtenido los siguientes datos 
en un conjunto de 10 muestras 

.50,     .55,      .53,      .56,      .54,     .57,      .52,      .60,     .55,     .58 
Suponiendo que la variable aleatoria es normal, usa esos datos para dar un intervalo 
de confianza al 95% para el porcentaje real. 

3. Se han obtenido los siguientes resultados en 24 medidas independientes del  punto de 
fusión del plomo  

 
Suponiendo que las medidas se pueden considerar como una muestra de tipo normal 

cuya verdadera media μ es el verdadero punto de fusión del plomo, determinar: un 

intervalo de confianza para este valor del 95%; un intervalo de confianza del 99%. 

(Usar el apartado (B)).  

 

4. Se pretende que un procedimiento para fabricar arandelas lo haga de modo que se 

consigan pequeñas desviaciones en sus espesores. Se toma una muestra de 10 de tales 

arandelas y se miden los espesores siguientes (en pulgadas, una pulgada son 25,40 

mm): 

0.123    0.133    0.124    0.125    0.126    0.128    0.120    0.124    0.130    0. 126 

 ¿Cuál es entonces el intervalo de confianza al 90% para la desviación típica del 

espesor de estas arandelas? (Usar el apartado C).  



5. Dos analistas han tomado varias lecturas sobre la dureza del agua de una ciudad. 
Suponiendo que las lecturas proporcionan una muestra de una población normal con 
varianzas desconocidas, determinar un intervalo de confianza del 95% para la 
diferencia de las medias de dichas poblaciones. Las medidas son estas: 
Analista 1:   0.46 // 0.62 // 0.37 // 0.40 // 0.44 //0.58 // 0.48 // 0.53 
Analista 2:   0.82 // 0.61 // 0.89 // 0.51 // 0.33 // 0.48 // 0.23 // 0.25 // 0.67  // 0.88  
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