Analisis Matematico Aplicado I. Master en Matematicas Curso 2018/19

HOJA 3: Aplicaciones de la TF a EDPs y teoria de distribuciones

1. La ecuacion del calor. Dada f € L*(R"™), sea u(t,x) = Wy x f(x), t > 0, z € R™

a) Si f € L°(RY) y lim o f(z) = 0, demuestra que

lim  wu(t,z) =0.

|(t,z)|—o00

b) Demuestra que se tiene la siguiente propiedad de semigrupo

u(t + s,x) = [Wyxu(s,-)](z), t,s>0.
Dicho de otro modo, si T;(f) := Wy  f, entonces Ty4s = T;Ts, t, s > 0.
c¢) Si f es real, demuestra los siguientes principios de maximo y del minimo

sup u(t,z) = sup u(to,z) y inf w(t,z) = inf u(ty,x), t1 >ty >0.
te(tg,t1) rERA te(é%le) zER4
T ER™ T

Sugerencia: En b) suponer primero f € L?(R?) y usar TF, y después extender a todo L' por densidad.

2. Si f € L?(R™), probar formalmente que

Au = f implica / Z\axﬁ;cju]z:/ Tk

ij=1 R
En particular, justifica la validez suponiendo que u € L2NC?(R™). Usando distribuciones puedes tratar
de justificar también la validez suponiendo sélo que u € L?(R").

Sugerencia: Utiliza Plancherel, y para justificar las hipotesis, aproximaciones de la identidad.
3. Ecuacion de ondas en dimension d = 1: a partir de la identidad vista en clase

., .sin(27|€|t)

a(t,6) = f(§) cos(2rlele) + 9O 7o, HEER,

utiliza la transformada inversa de Fourier para obtener la férmula de D’Alembert

T T — T+t
u(t,x) = I +t);rf( ) + %/ g(s)ds.

—t

4. Ecuacién de ondas en dimension d = 3. A partir de las férmulas vistas en clase, demuestra la siguiente
identidad de Kirchhoff para la solucién u(t, ) de la ecuacién de ondas en R x R3

wtn) = [10)+ 950 =) +tgw)] doty)

5. Dado un abierto 2 C R" y 1 < p < 0o, demuestra:
a) LP(Q) C L (Q)

loc

b) si f,, — f en norma LP(2), entonces f,, — f en D'(Q).

loc

|fm ()| < h(x) € LL.(Q), entonces f,, — f en D'(Q).

c) si fr, € Li () es una sucesién tal que existe f(z) := lim f,(z) en ctp z € Q y se cumple
m—0o0

d) Encuentra una sucesién tal que lim f,,(z) =0 en ctp x, pero f,, /~ 0 en D'
m—oQ

Sugerencia: en (d) considera una aproximacién de la identidad, por ejemplo f,,(7) = mXo,1/m) en Li (R).
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. Sea f € L*(R™) con [z, f =1, y considera la aproximacién de la identidad fi(z) = t~"f(z/t), t > 0.

Demuestra que
lim f; =& en el sentido de D'(R™).

t—0+

Si feLl. (R)yu(tz):= f(t+z) demuestra
a) u € Ll (RxR)
b) (O — Opz)u = 0 en D' (R?).

Sugerencia: En b), una posible estrategia es cambiar variables x —t = y, x +t = 2 en las integrales involucradas.

. En este ejercicio se demuestra que u(z) = ¢, /|z|" 2 € LL _(R") cumple Au = § en D'(R") si n > 3.

loc

a) Considera u.(x) = ¢, /(|z|? + 52)%2, y demuestra que u. — u en D'(R™), cuando € — 0.
b) Demuestra que A(uc)(z) = e "h(z/e) donde h € L'(R") con [, h =1 (si ¢, es adecuada).

¢) Deduce de lo anterior y del ejercicio 6 que Au = 0.

d) Utiliza u(z) = 5= log |z| y uc(z) = 4= log(|z|?+¢?), y argumentos similares, para probar que Au = §
en D’'(R?).

2
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. Sea G(t,x) = Wi(x) X(0,00) (t), donde Wy (z) = (4mt)~™/2 e~ 73 es el niicleo del calor en R™.

a) Demuestra que G € L _(R"*1!) y que G° = G X[e,00)(t) converge a G en D/(R™H1),

loc

b) Si ¢ € D(R"*!), demuestra que

(G%, (0 + Ap)p) = —[We = 0(e,-)](0).

¢) Deduce de lo anterior que (9; — A;)G = § en D'(R™1).
a) Si ¢ € D(R™), demuestra que, para h — 0,

p(z + hej) — p(x)

— Oz;p(x) in D(R™).

h
b) Se dice que f € LP(R") es LP-diferenciable si para cada i = 1,...,n, existe g; € LP(R") con la
propiedad
[+ he) — f()
|
B0 h Pl Lo 0

Demuestra que en ese caso g; coincide con la derivada distribucional d,, f en D'(R™).

Demuestra que la derivada distribucional de VP% cumple

([VP%]’ago) = lim [MO) - /|x>a 9"(;”) dx}, ¢ € D'(R).

e—0 £ T

Sea ¢ € D(R") tal que [p, ¥ = 1,y sea ¢-(x) = e ™p(zx/e), ¢ > 0. Sea x € C°(B(0)) tal que
0<x<1yxlp© =1 vseaxm(zr) = x(z/m), m > 1. Demuestra las siguientes propiedades para
cada T € D'(R™)

a) T 1. — T en D'(R"), sie — 0"
b) xmT — T en D'(R™), si m — o0
¢) Deduce que D(R") es denso en D’'(R")
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Sea T € D'(Q).

a) Demuestra que para todo compacto K C € existen constantes C = C(K,T) >0y no = no(K,T) €
N tales que

() (o)< C Y 0%, Vo € CF(K).

|| <mo

b) Si sopT es compacto en {2, demuestra que existe un compacto fijo Ky en €, y constantes ng y Cy
tales que

(1) (T.@)] < Co Y mix[0%(a)], Ve CF(Q).

Sugerencia: En a) razona por reduccién al absurdo: si no se cumple (), existen ¢,, € C°(K) tales que

’(T7(Pm>’>m Z 0%l oo-

le|<m

Deduce entonces que Py = @ /|(T, om)| — 0 en D(Q), que contradice |(T, ., )| = 1. En b) utiliza que T' = xT
cuando x € C(€) con x|sopr = 1, y aplica a).

Orden de una distribucion. Sea T € D'(€). Si existe un entero n, € N tal que las constantes del
ejercicio 13 cumplen ng(K,T) < n* para todo K € €, se dice que T es una distribucién de orden finito
< Ny

a) Demuestra que las medidas finitas sobre compactos p € M,e(§2) son distribuciones de orden 0.
b) Deduce que las distribuciones 0%¢ no provienen de una medida (salvo si o = 0).

c¢) Demuestra que VP% es una distribucién de orden 1, pero no de orden O.

d) Demuestra que (T, @) = S0°_, (™) (m) es una distribucién en D'(R) de orden infinito.

Sea T € D'(R™) tal que VT = 0. Demuestra que T' = cte.

Sugerencia: dada una aproximacién de la identidad 1)y, considera T x 1, € C*°(R™).

Calcula en el sentido de las distribuciones D’(R)

(a) xd” (b) 220’ (c) e*®§” (d) (Senxx(_oom)/
()  (VPL) (f) @), sia>0 (9) (%), si @ € (1,0 (k) lim oaf”!

Nota: aqui z% se define como (2%, ¢) = [;° 2%p(x)dz, si a > —1.

Si ¢ € D(R), T € D'(R) son tales que T = 0, prueba que (T, ¢) = 0. ;Es cierto el reciproco?



