Anailisis Matematico Aplicado I. Master en Matematicas Curso 2019/20

HOJA 3: Aplicaciones de la TF a EDPs y teoria de distribuciones

1. Propiedades de la ecuacion del calor. Sea u(t,z) = Wy f(x), t >0, x € R™.

a) Si f € L¥(RY) y lim || 00 f(x) = 0, demuestra que

lim  wu(t,z) =0.

|(t,x)]—o00

b) Si f € L?(R?), demuestra la propiedad de semigrupo

u(t+ s,x) = [Wyxu(s, )] (z), t,.s>0.

c) Si f € LY(R?) es real, demuestra los siguientes principios de maximo y del mfnimo

sup u(t,z) = sup u(to,z) y inf w(t,z) = inf u(ty,x), t1>to>0.
te(tg.ty) zERd fe(é%&?) z€R4
z€R™ T

2. Siu € L?NC%R") cumple que Au € L?, probar que
n
L3 oeul? = [ 18uf
" =1 R
Usando distribuciones, trata de justificar el resultado sin la hipétesis v € C2.

3. FEcuacion de ondas en dimension d = 3. A partir de las férmulas vistas en clase, demuestra la siguiente
identidad de Kirchhoff para la solucién u(t,z) de la ecuacién de ondas en R x R3

u(t, ) =]£2( | [f(y) +VIy) - (y—2x) +tg(y)| do(y).

4. Dado un abierto 2 C R" y 1 < p < 0o, demuestra:
a) LP(Q) C L ()

loc

b) si f;, — f en norma LP(Q2), entonces f,, — f en D'(Q).

loc loc

entonces f,, — f en D'(Q).

c) sea f, € Li (Q) tal que existe f(x) := h’_r>n fm(z) ctp x € Qy se cumple |f(2)| < h(z) € Li (D),

d) Encuentra una sucesién tal que lim f,,(x) =0 en ctp z, pero f,, /4 0 en D'
m—ro0
Sugerencia: en (d) considera una aproximacién de la identidad, por ejemplo f,,(x) = mXo,1/m] en L (R).

5. a) Sea 1) € L'(R") con [p, 1 = 1, y considera la aproximacién de la identidad ¢y (z) = ¢t " (x/t),
t > 0. Demuestra que
lim ¢y = ¢ en el sentido de D'(R™).

t—0+
b) Sea T' € D'(R™) tal que VT = 0. Demuestra que 7' = cte.
Sugerencia: en b) escoge ¥ € D, y utiliza que T * 1, € C=(R™).
6. Si fe Ll (R)yu(t,z):= f(t+z) demuestra
a) u € L (R x R)
b) (Ot — Ouz)u = 0 en D'(R?).

Sugerencia: En b), una posible estrategia es cambiar variables x —t = y, x +t = z en las integrales involucradas.



10.

11.

Solucién fundamental del Laplaciano. Sea u(x) = ¢, /|z|" 2 € L (R"), con n > 3.

a) Considera u.(z) = ¢, /(|z|? + 52)%2, y demuestra que u. — u en D'(R™), cuando ¢ — 0.
b) Demuestra que A(u.)(z) = e "h(z/e) donde h € L*(R™) con [g, h =1 (si ¢, es adecuada).
¢) Deduce de lo anterior y del ejercicio 5 que Au = ¢.

d) Utiliza u(z) = 5= log|z| y uc(z) = 4= log(|z|?+¢?), y argumentos similares, para probar que Au = §
en D'(R?).

. Solucion fundamental de la ecuacion del calor. Sea G(t,x) = Wi() X(0,00)(t), donde la funciéon Wy(x) =

=2
(4mt)—"/2 e~ es el niicleo del calor en R™.

a) Demuestra que G € L, (R"*!) y que G° = G| «)(t) converge a G en D'(R™1).

loc

b) Si ¢ € D(R™1), demuestra que

(G5, (0 + Az)p) = —[We x (e, )] (0).

¢) Deduce de lo anterior que (9; — A;)G = § en D'(R™H1).

. a) Si p € D(R™), demuestra que, para h — 0,

p(z + hej) — p(z)
h

— Oz;p(x) in D(R™).
b) Se dice que f € LP(R™) es LP-diferenciable si para cada i = 1,...,n, existe g; € LP(R™) con la

propiedad
Hf(- + hei) — ()
h

Demuestra que en ese caso g; coincide con la derivada distribucional 9,, f en D'(R").

lim =0.

h—0

— 9

Demuestra que la derivada distribucional de VP% cumple

([VPé]'AO) = lim [Qi(()) - /|xze 90;‘;) d:c}, ¢ € D'(R).

Calcula en el sentido de las distribuciones D'(R)

(a) 28" (b) 228" (c) e 5" (d) (sena x(—c))’
@c(VPY)  (@.siaz0  (9) @), siac(-1,0)  (h) lim axg

Nota: aqui z$ se define como (z¢,¢) = fooo x%p(x)dx, si a > —1.



