Analisis Matematico Aplicado I. Master en Matematicas Curso 2020/21

HOJA 3a: Transformada de Fourier y EDPs

1. Propiedades de la ecuacion del calor. Sea u(t,z) = Wy f(x), t >0, x € R™.
a) Si f € L¥(RY) y lim || 00 f(x) = 0, demuestra que

lim wu(t,x) =0.
|(t,x)]—o00 ( )

b) Si f € L?(R?), demuestra la propiedad de semigrupo

u(t+ s,x) = [Wyxu(s, )] (z), t,.s>0.

c) Si f € LY(R?) es real, demuestra los siguientes principios de maximo y del mfnimo

sup u(t,x) = sup u(to,z) vy inf w(t,z) = inf u(te,x), t1 >1t9>0.
t€(tg,tq] zERd te[é%afll] z€ER?
zCRM z

2. La ecuacion de Laplace en el semiespacio superior.

Como denotamos en clase, sea Py(z) = cay/(|z[* + yQ)% el niicleo de Poisson en R? x (0, 00).

a) Demuestra que si f € UC N L*>°(R%) entonces

u(z,y) = P, x f(z), xR y>0,
es una funcién de clase C*, con Au = 0 en R? x (0, 00).
b) Demuestra que

lim  wu(x,y) = f(zo), uniformemente en todo zg € R%.
(I,y)_>($070)

¢) Demuestra la siguiente propiedad de regularidad respecto al dato de frontera:

sup  |ug, (2, y) — up,(z,y)| < sup |fi(z) = fo(z)].
z€Ry>0 z€RL

Nota: en a) puedes usar (sin demostrar) el ejercicio 8.

3. Siu € C?N L*R") cumple que Au € L?, demuestra que Oz, Op,u € L?,Vi,j =1,...,n. Ademss,
utiliza Plancherel para probar que

n
/ Z|axiaxju|2:/ Aul.
ni,jil Rn

Nota: Usando distribuciones se puede justificar el mismo resultado sin la hipétesis u € C2.
4. FEcuacion de ondas en dimension d = 1: a partir de la identidad vista en clase

sin(2w|&|t)

T o el t7§€R7
2r(¢|

a(t, &) = f(€) cos(2l€]t) + §(€)
utiliza la transformada inversa de Fourier para obtener la férmula de D’Alembert

f@+t)+flz—t) /”t

u(t,x) = 9 + 2



5. Ecuacion de ondas en dimension d = 3.

a) A partir de las férmulas vistas en clase, demuestra la siguiente identidad de Kirchhoff para la
solucién u(t, z) de la ecuacién de ondas en R x R3

(K) wtr) =[50+ 950 =) +tgw)] doty)
+ (x

b) Demuestra que si h es continua en un entorno de z( entonces
lim h(z)do(z) = h(xo).
lig f, Wz do(z) = A

¢) Deduce de lo anterior que si f € C*(R3) y g € C(R?) entonces

u(0,2) = f(z) y w(0,z)=g(x).

Nota: un célebre teorema de Stein (1976) afirma que (b) es cierto V h € LP(R®) con p > 3/2 (v en general falso
sip <3/2).
6. a) Suponer que f € C' y g € C tienen ambas soporte compacto contenido en Bi(0) C R3. Demuestra

que la solucién de la ecuacién de ondas dada por (K) cumple

sup |u(t,z)| < —, sit— oo,
zER3 t
donde C' = C(f,g) > 0.

b) Trata de demostrar el mismo resultado suponiendo sélo que |f(y)|, |V f(y)|,|g(y)| tienen buen de-
caimiento, digamos < ¢/(1 + |y|)V, con N suficientemente grande (a determinar).

Sugerencia: en a) usar que la medida de SZ(x) N B1(0) es < 1.

Ejercicios opcionales

7. Demuestra el siguiente lema de clase. Si Wy(z) = (4rt)~%2e~1eP*/4 ¢g el nicleo del calor en RY,
entonces para cada multi-indice o € N se tiene

OF [Wiw)] = 7102 o/ V) Wila),
donde pg es un polinomio de grado |a|. Deduce que

méx méx |97°0% [Wy(z — y)]| < C e WP/O6R) vy e RY
t€[1/R,R] [z|<R

para alguna constante C' = C(R, ag, o, d) > 0
8. a) Si Py(x) =1/(1+ |z|?)7, demuestra por induccién que para cada c € N¥ se tiene
X gayl@)
a7
IgPy(x) =) ( ’

2 (T [af2)

donde gq j(z) son polinomios de grado < j.

b) Si P(x,y) = y~%P,(x/y), demuestra que para todo L € N se tiene

85[P(my} —d= LZCZ e(T/Y),

para ciertas constantes cy.

¢) Deduce de lo anterior que

yer[?/élfz(R ‘8 %P y)]‘ < Crar/(1+ ), zeR%



9.

10.

11.

12.

Para d > 3, sean K(z) = \:EI% y G(z) = V(m}l_Q) =(2— d)ﬁ. Sea f € C.(R%)

a) Demuestra que K * f(x) estd bien definida y es continua en todo x € R

b) Demuestra que G  f(x) estd bien definida y es continua en todo = € R%.

¢) Demuestra que K = f € C1(R2) y que se tiene VK * f(z)] = G * f().

a) Demuestra que la funcién h(r) = [log(1/7)]?, 0 < r < 1, cumple

(1) h(r) = co, rh'(r) =0, 72h"(r) =0, cuandor — 0F

siy sélosiy e (0,1).

b) Sea u(z,y) = (2 — y?)h(r), donde 7 = \/22 + 42 y h € C>(0, 00) verifica (1). Demuestra que

Uz, Uyy € C(R?), pero  Au € O(R?).
a) Sea h € L'(R?). Demuestra que

lim [ €e*€lne)de = o.

t—o0 Rd

b) Equiparticion de energia. Sea u solucién de la ecuacién de ondas con datos iniciales tales que
f.Vf, g€ L*(R?). Se definen

Ban(®) = [ ot o) de. Buat) = [ Vautta)P e, 00,
R R
de modo que Eiy(t) + Epot(t) = E(0). Demuestra que
I Bigu(t) = Jim Bper(t) = E(0)/2.

Sugerencia: en a) suponer primero que h € C° y usar polares y partes. Después extender a L' por densidad.
En b) utiliza Plancherel y las sugerencias dadas en clase.

Demuestra una desigualdad similar a la del Ejercicio 6 para la ecuacién de ondas en R?. Para ello,
utiliza la correspondiente formula explicita vista en clase, y trata de obtener un decaimiento del tipo

sup |u(t, z)| < C/V1.

zcR?



