Anadlisis Matematico Aplicado 1. Master en Matematicas

HOJA 3: Semigrupos y teorema de Hille-Yosida

1. Ecuacién del calor. Con la notacién de clase, demuestra que la ecuacion del calor
up = Au, u(0)=f, t>0, z€R%

en un problema abstracto de Cauchy bien propuesto en X = L2(R%); es decir, que el operador Lapla-
ciano A con dominio D(A) = H?(RY) cumple

Acwp en L2(RY).
2. Ecuacion de ondas. Con las indicaciones dadas en clase, transforma la ecuaciéon de ondas
ug = Au,  u(0) = f, w(0) =g, t>0, zeR%

en un problema abstracto de Cauchy en el espacio X = H'(R?) @ L?(R?), asociado al operador

_ |0 1 _ 2 1
A_[A 0], con D(A)=H*® H".

Demuestra ademés que A € WP en X.
3. Si {Ti}+>0 es un cp-semigrupo demuestra

a) Para todo = € X la aplicacién t — Tix es C([0, 00); X)

b) Para todo z € X, se tiene lim;,_,y+ %foh Tix dt — xH =0
c) Existen constantes M,w € R tales que ||T3|| < M e, V¢ > 0.
4. Sea {T};}+>0 un cp-semigrupo tal que, para algin w € R, se cumple

(1) T3 < e*t, Vit>o0.

a) Demuestra que el generador infinitesimal A de {7;} cumple

1
2 I-A) < —, Vu>uw,
(2) Il =) s F=0 Vr>w

b) Demuestra que la propiedad (2) caracteriza a los GI de los semigrupos con propiedad (1).

Sugerencia: define ft = e~ T}, y demuestra que es un cg-semigrupo de contracciones con GI A=A- wl;
después aplica Hille-Yosida a este semigrupo.

5. Sea {T}}+>0 un cp-semigrupo tal que, para algin M > 1, se cumple

(3) ITe| < M, Vt=>0.

a) Demuestra que |x| := supg ||Ts|| es una norma en X y que se tiene
=] < |z] < Mz, VzeX
b) Demuestra que 7} es un cp-semigrupo de contracciones en (X, |- |).

c¢) Demuestra que, en la norma usual || - ||, el GI de T} satisface

(4) HW-Aranﬁf, V>0, neN

d) Opcional. Demuestra que (4) caracteriza a los GI de los semigrupos que cumplen (3).

Sugerencia: en c¢) aplica Hille-Yosida en el espacio (X, | -|). Para d), consultar el libro de Pazy, Thm 5.2, cap 1.

6. En la demostracién de Hille-Yosida, se afirmaba que

HetAAx _ otAuy

’ <t HA,\JJ — Ay

}, r € X,

donde Ay son las aproximaciones de Yosida. Escribe una demostraciéon detallada de este hecho.



Opcionales

. Célculo simbdlico con semigrupos. Sea {7}};>0 un co-semigrupo de contracciones en un espacio
de Hilbert H, con generador infinitesimal A.

a) Probar que L := —A es un operador positivo, es decir

(Lf,f) =20, VfeD(L).

b) Probar las siguientes férmulas integrales, donde el parametro A > 0

1 o dt
Vg [ et a0
0 t

1o, dt
(R — — 1 1
A (o) /0 (e ) o0 € (0,1)

otV _ P
#/ e 4s § 53/27 t>0.

Nota: a partir de estas férmulas, reemplazando formalmente A por L y e~ por e *F = T}, es posible
dar una definicién explicita de los operadores de potencia fraccionaria

1 o dt
L %f=—— T, ft* — 0
dt

L°f = Tif — f) = 1
f 1—\(_0_) /0 ( tf f) i+’ QS (07 )
asi como del semigrupo de Poisson
715\/7 _t* ds
f—r/ Tf—s3/2, t>0.

En este ltimo caso, u(t) = e VL f resuelve la EDP

uy = Lu, con u(0) = f,

que cuando L = —A coincide con la ecuaciéon de Laplace en el semiespacio superior. Los laplacianos
fraccionarios (—A)~% y (—=A)? son operadores importantes en Anélisis Armonico; usando las férmulas
anteriores y la transformada de Fourier se pueden obtener féormulas explicitas para sus ntcleos.



