Anadlisis Matematico Aplicado 1. Master en Matematicas

HOJA 1: convoluciones

1. Calcula la convolucién de x|_4 4] * X[-B,B]; ¥ demuestra que coincide con la funcién trapezoidal del
dibujo (suponer, por ejemplo, B > A)
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2. Encuentra ejemplos de f,g € L'(R) tales que f * g(x) = oo en algtin punto x € R.

Sugerencia: Prueba con f(z) = g(x) = 1/]z|*, 0 < |z| <1, y 0 en el resto, para una potencia « apropiada.
3. Demuestra la propiedad asociativa de la convolucién
[ (gxh)(@) = (f *g) *h(x),
suponiendo las integrales involucradas convergen (en valor absoluto) para una de las expresiones.
Nota: debes justificar adecuadamente el uso del teorema de Tonelli-Fubini; ver [Folland, Thm 2.27].
4. Si f:R™ — C es medible, se define su soporte como
sop f:=R"\U,

donde U es el mayor abierto donde f(x) =0, ctp « € U. Demostrar

a)sop f C {x € R® : f(x)# 0}, y se tiene igualdad cuando f es continua
b) {z € R" : f(z) # 0} < |sop f]
c) sop (f *g) C sop f +sop g.

5. Seal<p< ooy % + }% =1.SifelP(RY) yge LPI(Rd), demuestra que

lim fxg(z)=0.
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6. Halla la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
2'(t) + bx(t) = f(t), t>0, con =z(0)=0,
y escribela como convolucion, z(t) = f * k(t), para cierta funcién k(s) a determinar.
7. Sea {;}+~0 una aproximacién de la identidad, y f(z) una funcién acotada en R
(a) Si f es continua en el punto a, entonces lim;_,g ¢ * f(a) = f(a).
(b) Si U abiertoy f € C(U), entonces ¢; * f(x) — f(x) uniformemente sobre compactos de U.
(c) Si f € C(R) y lim|yo f(x) = 0, entonces ¢ * f(x) — f(z) uniformemente en z € R%.
Sugerencia: En (c) basta probar que f € C(R?) y limj;|_00 f(2) = 0, implica f € UC(R?).

8. Desigualdad de Hdélder generalizada: Demostrar por induccién, a partir de la desigualdad de
Holder, que si 1 < p1,p2,...,pn < 00 cOn p%""p%"""'"i_p% =1y f;€LP, j=1,2,...,n, entonces
se cumple
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9. Desigualdad de Young generalizada: Sean 1 < p,7, s < oo tales que % + % = % + 1. Demostrar
quesi feLPyge L secuample que fxge L®y

I1f *glls < [1£1Ipllgllr-

Sugerencia: escribir f x g(z) = [|f(z — % g()|'* h(z,y) dy, para una funcién h apropiada, y usar
(justificadamente) la desigualdad de Holder para 3 funciones del ejercicio anterior.

10. Si f:R™ - Cy R > 0, denotamos la funcién dilatada por fr(z) = f(z/R).
(i) Probar que || f&ll, = R™2| f|p.
(ii) Hallar una expresién para fr * gr en términos de la dilatada de (f * g).

iii) Demostrar que la desigualdad de Young x glls < gll» sélo puede ser cierta para toda
P
fyg € C.(R™) cuando los indices satisfacen % + % = % + 1.

Sugerencia: En (iii), usar (i)4(ii), y hacer tender R a 0 6 co.



