Anadlisis Matematico Aplicado 1. Master en Matematicas

HOJA 2: transformada de Fourier

1. Calculo de transformadas de Fourier:

(a) f(z) = sign(z) e (b) f(@) = 2% e "X n,00) (c) f(z) =sinwe™ Xjpoo)
(@) 1) = xu/2(lel) (€) £ =Xj0,1/2) = Xpi/2.0) (f) f(z) = e "l cosw
(9) (@) = we™™"" (h) f = e~mla*+22)

2. Propiedades de la TF: Para f € L'(R%), demostrar
(i) Traslacion: g(z) = f(x —a) —  §(€) = e~ 2maE f(¢)
(ii) Dilatacion: g(z) = f(z/R) —  §(€) = RLF(RE)
(ifi) Modulacion: g(z) = e f(z) —  §(€) = f(€ — L)
(iv) Dilatacion matricial: g(x) = f(Az) —  §(&) = det(A)~ f((A~H)%)
(v) Laplaciano: g(x) = Af(z) — (&) = —4x|¢? £(£).
3. TF y rotaciones: (a) Demuestra que el laplaciano en R? es invariante por rotaciones:

A(foR) = (Af)oR, Y Re SO4R).

(b) Demuestra que si f € L'(R?) es una funcién radial, entonces f es también una funcién radial.

Sugerencia: En (a), usar (iv)-(v) del ejercicio anterior; en (b) usar que f es radial si y sélo si f o R = f, para
toda rotacién R de R<.

4. Lema de Riemann-Lebesgue: demuestra que si f € L'(R") entonces

lim f(&) = 0.

|§|—o0

Sugerencia: Demuéstralo primero para f en C2°

>0, y extiende por densidad.

5. Demuestra

a) si f,g € L'(RY) entonces f(@)g(z)de = | f(z)g(x)dx
Rd R4

b) si f,g € L*>(R?) entonces f(x)mdx = f(g)g(g) d&
Rd Rd

6. Utiliza las formulas de Plancherel o Parseval para calcular las integrales

W [((E)e-F o ) e-F 0 arees

7. (i) Si f € LY(R) tiene soporte compacto, probar que f(z) = Jg f(z) e ®™*%dz, z € C, define una
funcién holomorfa en todo C.

(i) Si f € LY(R), ysisop f y sop f son ambos compactos, deduce que f = 0.
(iii) Demuestra una versién de (ii) para funciones f en R™.

Sugerencia: en (iii), fija & € R"™!, y aplica (ii) a la funcién g(z1) = [p._1 f(1, a/)e=2mie" € gt



10.

11.

12.

13.

(i) Si f € L2(R™) y |sop f| < oo, demuestra que, para todo £ C R” medible se tiene

/E F©Ode < Isop fI|E] 1FI2.

(ii) Deduce que, si f # 0, se tiene )
[sop f] [sop f| > 1

Nota: un teorema mas fuerte, debido a Benedicks, afirma que para toda f # 0 se tiene [sop f||sop f| = cc.

. Suponer f(z) es derivable tal que f,zf, f' € L>(R) y im0 |z|| f(z)|? = 0. Probar que se cumple la

igualdad de Heisenberg .
=@, €F @1, = o= 17115

bm2,cona€]Ryb>0.

siy sélosi f(x) =ae”
Sugerencia: Revisar la prueba vista en clase, e investigar cuando se tiene la igualdad de Cauchy-Schwarz.

(i) Demuestra la siguiente generalizacién de la desigualdad de Heisenberg: si 1 < p < 2 entonces

17115 < ax £ @), leF @I, . e SM®).

77‘('1‘2

(ii) Comprueba que si p # 2, entonces la gaussiana f(z) = e no cumple la igualdad.

Sugerencia: revisa la prueba usual, y utiliza las desigualdades de Holder y Hausdorfl-Young. En (ii), calcula
el valor de A, = ||fl|I3/(4r||zf|,lEf]l,) v justifica que A, < 1 si p < 2, por ejemplo dibujando la grafica con
ordenador.

Suponer que se cumple la desigualdad
(%) I£13 < allzflz + 0lIf15. ¥ f € Co(R).
Demuestra que esto implica la desigualdad mas fuerte

IF13 < 2vablzfll2 1 2, ¥ f € Co(R).

Sugerencia: aplica () a las funciones fy(z) = VA f(Az), y después minimiza la expresién que obtienes con
respecto a A > 0.

Sea X = {f e LY(R") : fe L' (R"} y X ={feclL?R") : Ffe L' (R")}.
a) Demuestra que X C X

b) Demuestra que si f € A} entonces se cumple la férmula de inversién

) fl)= [ FfeE™tds, cpt zeR™
Rn
Deduce que las funciones de &) son continuas (tras modificarlas en un conjunto de medida nula).

Sugerencia: en b) utiliza aproximaciones de la identidad para construir una sucesién f,, € X tal que fn — Ff
en las normas de L! y L2 Deduce (*) a partir de su validez para f,, (por el teorema de inversién) y un adecuado
paso al limite.

Revisa la demostracién del teorema de muestreo de Shannon para probar que si A > 1y ¢ € L?(R) es
una funcién tal que

Fp(&)=1, £€[-B/2,B/2], y sopFp C[-AB/2,\B/2],

entonces para f € L%(R)" se tiene

f6) = 1= 3 f(5) et —55), teR

neL

Sugerencia: Calcula la SF de f(€) en L2(—AB/2,AB/2), y utiliza que f = fp = SF - &.

“En estos ejercicios, f € L% (R) significa f € L*(R) con sopf C [-B/2,B/2].



14. Truncacién en el teorema de muestreo. Sea f € L%4(R) y considera

Snf(t):= > f(%)sinc(Bt - n)

[n|<N
la truncacién de la serie cardinal de f. Queremos medir el error de truncacién |f(t) — Sy (t)]|.

a) Sid € (0,1) y |z| < N demuestra que Z | sinc(z — n)|* < C—]\(;, para alguna cte cs > 0.
[n|>N

b) Si [t| < §N/B (es decir, si ¢ no esta cerca de los extremos +%) demuestra que

C
|f(t) = Sn()| < N (con C = ¢5VB| f|2)

c) Si f adicionalmente cumple que t”f(t) es acotado, para algtin L > 1/2 entonces

C
sup |f(t) — Sy(t)| < —— (con C a determinar).
teR NL=3

)

15. Reconstruccién con submuestreo. Sea f € L%(R) y A < B. Considera la funcién “alias’

Pt =3 f(3)sinc(At —n), teR

ne”Z

a) Demuestra que  [*(¢) = (4D f(%)e 24 ) 14 4)(€)
nez

b) Utiliza una variante del lema de la férmula de sumacién de Poisson para probar que

FO= (X fe+nn)1 s 0.

ne’l

c¢) Utiliza el teorema de inversién y b) para probar

e CRRAUIEEY NICIES

teR
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17.

18.

19.

20.

Opcionales

Si f € LY(R?) cumple f(f) >0,VEE€RY, y f es continua en x = 0, demuestra que

fel'®") y |fl = f0).

Sugerencia: Revisando la prueba del teorema de inversién, justifica que f(0) = lim,_,g+ f]Rd f(f)go(tg) d¢, donde
o(y) = e~™vI” Después usa el TCM.

TF de derivadas. Demuestra que si f € CN(R") la férmula

(020)(€) = @ri&)™ (€), Vol <N
se cumple con las hipdtesis minimas 0% f € L!(R") para |a| < N.

Sugerencia: Deduce la férmula por densidad a partir del caso f € C2°(R™). Tendrds que usar un resultado de
densidad que enuncié en clase para funciones f con las hipétesis de arriba.

Sea f(z) = sin(re) _ sinc(z). Demuestra que

/0°°f<x>dx—§ y /Ooolf(a:)\dx—oo

Sugerencia: Considera la primera como integral impropia de Riemann y utiliza el teorema de los residuos. Para
. oo [e'e) n+1 . s
la segunda, escribe fo =30 fn y compara el resultado con la serie arménica.

Calcula la siguiente integral, que aparece a menudo en mecdanica cudntica
—lzl-lyl
e
/ / dedy = 2072
R3 JR3 ’37 —

Sugerencia: escribe la integral como (P, K * P), para funciones K y P adecuadas en R3, y utiliza la identidad

de Parseval. Este procedimiento deberia llevarte a fooo que se resuelve con el cambio » = tan# o con el

dr
(1+,,,2)4 b)
teorema de residuos.

Sea w(t) una funcién real, par y con |[w| 2wy = 1. La transformada de Fourier con ventana w
(windowed Fourier transform o short-time FT) de una sefial f € L?(R) se define como

f(x,6) /f w(t —x)e 2™ dt,  (x,€) € R2

(i) Comprobar que Sf(x,£) estd bien definida y es continua en RZ.
(ii) Probar que [[Sf||r2®z2) = | fllz2(w)
(iii) Hallar Sf(z,¢) cuando la funcién y la ventana son gaussianas w(t) = f(t) = e~ ™.

iv) La expresion |Sf(z,&)|? se llama espectrograma de f. Halla los espectrogramas de f(t — a) y

ethnf( )



