Anadlisis Matematico Aplicado 1. Master en Matematicas

HOJA 2: transformada de Fourier

1. Calculo de transformadas de Fourier:

(a) f(z) = sign(z) e~olal (b) f(z) =2 e X (0,00) (c) f(z) =sinze™ Y[p )
(@) £@) = xn/2 (1) (€) f = Xio.1/2) = Xi1/2,1) (f) fx) = e Flcos
(9) f(a) = we™™" (h) f = e~ma*+2a)

2. Propiedades de la TF: Para f € L'(R?), demostrar
(i) Traslacion: g(x) = f(z —a) —  §(§) = e 2> f(¢)
(i) Dilatacion: g(x) = f(z/R) —  §(€) = RAf(RE)
(iii) Modulacidn: g(z) = €™ f(x) —  §(&) = f(€ — L)
(iv) Dilatacion matricial: g(z) = f(Az) —  §(&) = |det A" f((A1)%)
(v) Laplaciano: g(x) = Af(z) —  §(€) = —4x|¢2 f(£).
3. TF y rotaciones: (a) Demuestra que el laplaciano en R? es invariante por rotaciones:

A(foR)=(Af)oR, Y Re SO4R).

(b) Demuestra que si f € L*(R?) es una funcién radial, entonces f es también una funcién radial.
Sugerencia: En (a), usar (iv)-(v) del ejercicio 2; en (b) usar que f es radial si y s6losi foR = f, VR.

4. Si f € L'(R"), demuestra
(i) f(€) es una funcién real sii f(z) = f(—x)

(ii) f(€) es real y par sii f(z) es real y par

(iii) Encuentra f(z) no necesariamente real, tal que f(€) sea real

5. Lema de Riemann-Lebesgue: demuestra que si f € L!(R") entonces

lim f(¢) =

|€]—o00
Sugerencia: Demuéstralo primero para f en C¢°, y extiende por densidad.

6. Demuestra

a) si f,g € L'(R%) entonces f( )g(x) de = y f(x) g(z) dz

b)si f.g € L(R) entonces | f(@)g(@)dz= | [(€)5(€)ds

7. Utiliza la férmula de Plancherel para calcular las integrales

(a) /000 (Sizx)4dx = g (b) /OO +§2 /|f 6|2 de, sif fo x sin(x€) d

Sugerencia: En (b), puedes usar la funcién (b) del ejercicio 1.




10.

11.

12.

13.

. (i) Si f € LY(R) tiene soporte compacto, probar que f(z) = Jg f(x) e 2™ dz, z € C, define una

funcién holomorfa en todo C.

(i) Si f € LY(R), y si sop f y sop f son ambos compactos, deduce que f = 0.

(iii) Demuestra una versién de (ii) para funciones f en R™.

Sugerencia: en (iii), fija & € R"~!, y aplica (ii) a la funcién g(z1) = [p, 1 f(z1,2")e 27"¢ da’.

(i) Si f € L2(R™) y |sop f| < oo, demuestra que, para todo £ C R” medible se tiene

/E FOPde < lsop £ 1| IF13

(ii) Deduce que, si f # 0, se tiene
[sop f|[sop f| =1
Nota: un teorema més fuerte, debido a Benedicks, afirma que para toda f # 0 se tiene |sop f| |sop f| = 0.

Suponer f(z) es derivable tal que f,zf, f' € L?>(R) y im0 |z|| f(z)|? = 0. Probar que se cumple la
igualdad de Heisenberg

A 1 2
lzr @), llef @1, = - 17115
siy sélosi f(z) = ae=v* con a € C yb>0.
Sugerencia: Revisar la prueba vista en clase, e investigar cuando se tiene la igualdad de Cauchy-Schwarz.

(i) Demuestra la siguiente generalizacién de la desigualdad de Heisenberg: si 1 < p < 2 entonces

17115 < am Jes @, lEF @, f e S®).

7T$2

(ii) Comprueba que si p # 2, entonces la gaussiana f(z) = e”™" no cumple la igualdad.

Sugerencia: revisa la prueba usual, y utiliza las desigualdades de Holder y Hausdorff-Young. En (ii), calcula
el valor de A, = ||f13/Ax|zf|,IEf]l,) v justifica que A, < 1 sip < 2, por ejemplo dibujando la grafica con
ordenador.

Suponer que se cumple la desigualdad

() IF113 < allzfl3 + bIF113, ¥ feC(R).

Demuestra que esto implica la desigualdad mas fuerte
1715 < 2Vablzfll2 [ f'll2, ¥ f € Co(R).

Sugerencia: aplica () a las funciones fy(z) = VA f(Az), y después minimiza la expresién que obtienes con
respecto a A > 0.

Sea X = {fe L'(R") : feL'R")) y Xy ={feL?R") : FfeL'(R")).
a) Demuestra que X C &)
b) Demuestra que si f € X} entonces se cumple la férmula de inversién
(*) flo)=[ FfEemeds, cpt zeR"
R’ﬂ
Deduce que las funciones de X son continuas (tras modificarlas en un conjunto de medida nula).

Sugerencia: en b) utiliza aproximaciones de la identidad para construir una sucesién f,, € X tal que fn — Ff
en las normas de L' y L2 Deduce (x) a partir de su validez para f,, (por el teorema de inversién) y un adecuado
paso al limite.



14. Revisa la demostracién del teorema de muestreo de Shannon para probar que si A > 1y ¢ € L?(R) es
una funcién tal que

Fo(&) =1, £€[-B/2,B/2], y sopFp C[-AB/2,\B/2],

entonces para f € L% (R)" se tiene

Z%( ) (t—1%), teR

nez

Sugerencia: Calcula la SF de f(€) en L2(—AB/2,AB/2), y utiliza que f = f§ = SF - &.

15. Truncacién en el teorema de muestreo. Sea f € L%(R) y considera

Snf(t) Z f(§)sinc(Bt —n)

In|<N
la truncacién de la serie cardinal de f. Queremos medir el error de truncacién |f(t) — Sn(t)]|.

a) Sid € (0,1) y x| <IN demuestra que Z | sinc(z — n)|* < C—]\?, para alguna cte c¢5 > 0.
In|>N

b) Si [t| < §N/B (es decir, si ¢ no est4 cerca de los extremos +%) demuestra que

C
|f(t) = Sn(t)] < N (con C' = v/csB||fl2)

c) Si f adicionalmente cumple que t*f(t) es acotado, para algiin L > 1/2 entonces

C
sup |f(t) — Sn(t)] < —— (con C a determinar).
teR NL—2

16. Reconstruccién con submuestreo. Sea f € L%(R) y A < B. Considera la funcién “alias”

=) f(%)sinc(At—n), teR

ne”

a) Demuestra que F(f) = (% Z f(%)e_sz%) 1[_37%1(@

neZ

b) Utiliza una variante del lema de la férmula de sumacién de Poisson para probar que

— (Zf({JrnA)) 1_a (8

neL

¢) Utiliza el teorema de inversién y b) para probar

teR

sup | £(t) — [*(1)] < 2 /| 1F(€)] de.

“En estos ejercicios, f € L% (R) significa f € L*(R) con sopf C [-B/2,B/2].



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Opcionales

Si f € LY(R?) cumple f(f) >0,VEE€RY, y f es continua en x = 0, demuestra que

fel'®") y |fl = f0).

Sugerencia: Revisando la prueba del teorema de inversién, justifica que f(0) = lim,_,g+ f]Rd f(f)go(tg) d¢, donde
o(y) = e~™vI” Después usa el TCM.

TF de derivadas. Demuestra que si f € CN(R") la férmula

(020)(€) = @ri&)™ (€), Vol <N
se cumple con las hipdtesis minimas 0% f € L!(R") para |a| < N.

Sugerencia: Deduce la férmula por densidad a partir del caso f € C2°(R™). Tendrds que usar un resultado de
densidad que enuncié en clase para funciones f con las hipétesis de arriba.

Calcula la siguiente integral, que aparece a menudo en mecanica cuantica
e~lzl=lyl
/ / drdy = 2072
R3 JR3 ’x -y

Sugerencia: escribe la integral como (P, K * P), para funciones K y P adecuadas en R3, y utiliza la identidad

de Parseval. Este procedimiento deberia llevarte a fo r2)4, que se calcula como en el Ejerc 7b.

(1+

Sea w(t) una funcién real, par y con |[w| 2wy = 1. La transformada de Fourier con ventana w
(windowed Fourier transform o short-time FT) de una sefial f € L(R) se define como

f(z,8) / f@) e 2 qr (x,€) € R2.

(i) Comprobar que Sf(z,€) estd bien definida y es continua en R2.
(ii) Probar que [[Sf[|r2m2) = | fllz2(w)
(iii) Hallar S f(z,¢) cuando la funcién y la ventana son gaussianas w(t) = f(t) = e~ ™"

iv) La expresion |Sf(x,¢)|? se llama espectrograma de f. Halla los espectrogramas de f(t — a) y

eQﬂ'ztr]f( )

Utiliza la formula de sumacién Poisson para probar la identidad, para a > 0,

1 _ T —2maln| _ T('/(Z
Za2+n2 B aZe ~ tanh(7a)’

neZ ne”

Sea f € L'(R%), con f # 0, tal que fe LY(RY), y sean E, F C R%.

Ji\fld J|fld
17117

b) Deduce que  |sop f] - [sop f| > 1.

a) Demuestra que |E|-|F| >

¢) Suponer que f estd e-localizada en E'y f estd d-localizada en F', es decir

[anze [y [ afi<s [ 1

Demuestra que en ese caso se debe tener |E| - |F| > (1 —¢)(1 — ).

Sugerencia: En a) comienza probando [, |f| < |E|[|f|ls < |E]| I £1l1, v algo similar para Iz |f.



23. Teorema de Faris. Sea f € L?(R) tal que zf(z) € L

a) Demuestra que f € L! y se tiene

£l < vV2r IFIL e f ()15

b) Demuestra que para todo conjunto medible E C R se tiene

/Elf(£)|2d£ < 2 | B[ |z f(2)ll2 [ £1]2-

¢) Si||flla =1y ||zf(z)|]2 es pequefio, la desigualdad de Heisenberg dice que [|£f(€)]|2 debe ser grande.
;Podria ocurrir que f esté localizada en dos intervalos pequeinios pero alejados entre si?

Sugerencia: En a) utiliza Cauchy-Schwarz para estimar [ |f(z)[vA% + xQ%, y después minimiza en \. En
b) comienza con [ IF12 < |EIf1IA <|E||f|?, v después usa a).



