EDPs y series de Fourier Curso 2016/17

Hoja 1: La ecuacién de la cuerda vibrante

1. Demuestra que la constante ¢ en la ecuacién de la cuerda vibrante tiene unidades de velocidad al
cuadrado.

2. Esboza la grafica de la solucién u(t, x) del siguiente problema de la cuerda punteada
Ut = Ugg, w(t,0) =u(t,1) =0, wu(0,z2)=f(z), u(0,z)=0, ze€(0,1),¢>0,

donde f(z) =3z,0< 2 <1/3,y f(z) = 3(1 — ) si 1/3 <z < 1. La solucién es una funcién lineal a
trozos, ;sabrias decir qué pendiente tiene en cada trozo?

Sugerencia: puedes usar Mazima u otro programa informaético.
3. Encuentra una férmula para la solucion de
U = Ugy, u(t,0) =u(t,1) =0, wu(0,z)=0, u(0,z)=g(x), ze€(0,1),t>0,
en los siguientes casos: g¢g(z) =sin(mz) y g(x) =1, € (0,1).

4. Sea f : [0,L] — R de clase C?[0, L]. Denotamos por f a la extensién de f que es impar en [—L, L] y
2L-periddica en R.

a) Demuestra que f € C(R) siy sélosi f(07) = f(L7) =0
b) Si se cumple a), demuestra que también se tiene f € C(R).
¢) Demuestra que f € C2(R) siy s6losi f/(01) = f/(L7) =0
5. Demuestra que la expresién a cos(wt) + bsin(wt) se puede escribir como
(i) Acos(wt — ), donde A = Va2 + b2 y p = arctan(b/a)
(ii) c1e™?® +c_1e7™ con c1,c_1 a determinar.

6. Justifica que la posicién u(t,x) de una cuerda vibrante, cuando se tiene en cuenta la gravedad, viene
dada por la EDP

Ut = C2umac - 4g. (1)

a) Si los extremos estan fijos u(t,0) = u(t,L) = 0, determina la posicién de equilibrio @(z) en que
queda la cuerda cuando no hay movimiento.

b) En el apartado anterior, jcudl es la posiciéon mas baja en que queda la cuerda? ;Cémo varfa si
duplicamos la longitud? ;Y si duplicamos la densidad o la tension?

¢) Demuestra que toda solucién de (1) puede escribirse como u(t, x) = v(t, z)+u(z), donde v es solucién
de vy = vy, Utiliza este hecho para dar una férmula para la solucién de (1) cuando u(0,z) = f(x)
y ut(0,2) =0, z € (0, L).

7. Considera la EDP  Ju+ cu, =0, t,x €R.

a) Demuestra que u(t, ) es una solucién de clase C1(R x R) si y sélo si u(t,x) = f(z — ct) para algtin
f € CY(R).

b) Resuelve la EDP
ug + 2u, = x, con u(0,x) = 0.

Sugerencia: en (a) utiliza el mismo razonamiento que en el lema de D’Alembert. En (b) encuentra primero una
solucién particular @(z) independiente de t.



8.

10.

Para una cuerda de violin de longitud 33 cm, masa 2 gr y cuyo arménico principal vibra a 440 Hz,
determina el valor de las constantes c, 7, p.

Sugerencia: recuerda que el arménico principal tiene longitud de onda Ay = 2L y frecuencia f; = ¢/A;.

. Encuentra una férmula para la solucién de la ecuacién de la cuerda con extremos que se mueven

libremente:

Ut = c? Ugz, um(t,()) = Ux(t,L) =0, U(O,LL‘) = f(x)a Ut(owr) = g(x), S (07L)7 teR.

Sugerencia: Si usas el método de D’Alembert, posiblemente necesites extensiones pares de f, g. Alternativamente,
puedes obtener la férmula a partir de v(t, z) = u, (¢, z), que satisface una EDP con extremos fijos...

Opcionales:

Ecuacion del transporte: la densidad de tinta en un fluido que se mueve con velocidad constante v € R"™
se puede modelizar con la EDP

du+v-Vu=0, teR, zeR".

a) Trata de justificar el modelo fisico

b) Demuestra que u(t,x) es una solucién de la EDP en C1(R x R"™) si y sélo si u(t,z) = f(x — tv)
para algin f € C1(R").

c) Si F(t,z) es continua en t y C* en z, demuestra que

u(t, ) :f(x—ct)—i—/o F(s,z —c(t —s))ds, para f € C*(R),

es la solucién general de la ecuacién del transporte no homogenea: u; + v - Vu = F (¢, z).

Sugerencia: En a) puedes razonar como sigue: si x(¢) denota la posicién de una particula fija del fluido (digamos
inicialmente en x(0) = xg), entonces u(t,x(t)) debe ser constante.



