EDPs y series de Fourier Curso 2016/17

Hoja 3: La ecuacién de Laplace

1. (i) Demuestra que u(zx,y) = log(z? + 3?) es arménica en R? \ {0}.
(i) Demuestra que u(x) = |z|7%, a # 0, es arménica en R?\ {0}, si y sélo si a = d — 2.

(iii) Encuentra todos los polinomios homogéneos arménicos de grado 2 en R3. ;Qué dimensién tiene
el correspondiente espacio vectorial? ;Te atreves con los de grado 37

2. Encuentra una solucién general (en forma de serie trigonométrica) para el problema de Neumann en
el disco D C R?
Au=0enD, conVu- -n, =¢

Demuestra en particular, que para que exista solucién es necesario que f op P = 0.

3. Considera la ecuacién Au(z,y) = 0 en el rectangulo [0, 1] x [0, L], cuando las condiciones de contorno
son: lados aislados cuando x € {0,1}, temperatura nula si y = 0, y temperatura fija f(z) en el lado
restante y = L.

a) Escribe las condiciones de contorno en términos de la funcién u(z,y)
b) Encuentra la solucién general de la EDP, dando una férmula para los coeficientes
c¢) Encuentra una solucién explicita cuando f(x) = To + Ty sin?(7x)

d) Esboza con Mazima la gréfica de c¢) cuando L = 1, Tp = 20, T; = 15. ;Sabrias describir qué le
ocurre al calor que entra por el lado superior?

4. Considera la ecuacién de Laplace Au(z,y) = 0 en un rectdngulo infinito R = [0,1] x [0,00), con
condiciones de contorno nulas en los lados verticales u(0,y) = u(l,y) = 0, con u(x,0) = f(z) y
acotada cuando y — oo.

a) Encuentra una solucién general para esta ecuacién, y una férmula para los coeficientes.

b) Escribe la solucién en forma de serie cuando f(z) = Tp.

5. Escribe la EDP y las condiciones de contorno para la temperatura en el equilibrio u(z,y) en una placa
rectangular [0, L] x [0, M] con las siguientes hipétesis: los lados superior e inferior estédn aislados; por
el lado vertical izquierdo entra un flujo constante de calor ®g, y por el lado vertical derecho sale un
flujo de calor proporcional a la diferencia entre la temperatura interior y exterior, siendo esta dltima
0°C.

Sugerencia: Ver Churchill-Brown; Ejemplo 24.1.

6. Demuestra que si u es arménica en un anillo D(Ry, R2) = {z € C : Ry < |z| < Ry} C C, entonces
también son arménicas las rotaciones Ryu, ¥ € R, definidas por (Ryu)(z) = u(e?¥z).

Sugerencia: Escribe el laplaciano en coordenadas polares.
7. Contraejemplo de Zaremba: Demuestra que el problema de Dirichlet en 2 =D\ {0} C R?
Au=0enQ, conup, =0y u(0)=1, (Z)
no tiene ninguna solucién u € C?(Q) N C(Q2). Para ello procede como sigue:
(i) Demuestra que a lo sumo puede existir una solucién, y que es necesariamente radial.
(i) Calcula todas las soluciones de la ODE " (r) + Lo/(r) = 0si r € (0,1)
(iii) Utiliza (i) y (ii) para probar que la solucién de (Z) no puede ser continua en el origen.

Sugerencia: En (i) puedes utilizar el ejercicio 6 y el teorema de unicidad



