EDPs y series de Fourier Curso 2019/20

Hoja 5: Convoluciones, niicleos de Dirichlet y Féjer

1. Si f = X|0,q]; calcula la convolucién (f * f)(z) y dibuja su gréfica.

2. (i) Sean K, f € L'. Demuestra que si K es acotada, entonces K * f(z) es continua en todo = (y también
acotada).

(ii) Encuentra ejemplos de f,g € L! tales que f * g no es continua, e incluso f * g(xg) = oo en algin
punto xg.

Nota: En (ii) intentar con f(z) = g(z) = 1/|z|*, 0 < |z| < 1/2, para una potencia a apropiada.

3. Sea K € L'(R) con [, K(z)dz = 1. Demuestra que {Ky(z) = iK(a:/sn)};’ozl es una aproximacién de
la identidad, para toda sucesién g, \, 0.

4. Demuestra que ZnN:1 cos ((2n — 1)t) = sin(2Nt)/[2sin ).

5. (i) Si |z| < 7/2, demuestra que
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donde |Er(z)| < C/R, para todo |z| < w/2 y para todo R > 1.
(i) Utiliza (i) para probar el siguiente lema de clase: si |z| < 1/2
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(iii) Demuestra que existe limp_ oo fOR Sltit dt , calcula su valor a partir de (ii).
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Sugerencia: En (1) utiliza que g(t) =

— % es de clase C', e integracién por partes.

6. (i) Si f(x) ~ % + SN [an cos(2mnx) + by, sin(27na)], demuestra que

N
onf(z) = % + Z (1 — %) [an cos(2mna) + by, sin(2mnz)].
n=1

(ii) Deduce de (i) y del teorema de Féjer, que si f : [a,b] — R es continua y real, entonces se puede
aproximar uniformemente por polinomios reales.

7. Utiliza Parseval para probar
(i) |Dnll72 =2N +1
(i) | Fw |2, ~ .
8. Nicleos de de la Vallée-Poussin. Definimos: Vy = 2Fony — Fny, N =1,2,...
(i) Demuestra que Vy = [Dy + ...+ Day_1]/N.
(ii) Demuestra que {Vy}n>1 es una aproximacién de la identidad.
(iii) Calcula los coeficientes de Fourier Viy(n), y esboza su grafica.
(iv) ;Son los niicleos Viy(x) > 07 Esboza la gréfica para algunos valores de N.

9. Si |f(x)] £ M demuestra que |onf(z)] < M para todo N € N. Prueba también que, para alguna
constante ¢ > 0, se tiene | Sy f(x)| < ¢ M In(N +1). ;Se puede quitar el log(N + 1) en esta desigualdad
(o reemplazarlo por otra expresiéon menor)?
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Opcionales:
4
Demuestra que Ly := / |IDn(2)|dr = — In(N +1) + O(1).
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Sugerencia: la cota inferior la vimos en clase; la cota superior sigue de las mismas ideas, usando ademas la
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estimacion / |Dn(z)| dx = / [ sen( 2l dx + O(1/N), que se prueba como en el Ejerc 5.1.
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Sea f € LY(T) tal que f € Lipa(x0), es decir |f(zo + k) — f(x0)| < c|h|®, si |h| < §, para algunas
constantes ¢, > 0 y para algin « € (0, 1). Demuestra que

lox F@0) ~ fa0)] < oo, SN L

., Qué se puede probar si o = 17

Sugerencia: Acota la expresién anterior por [i.|f(xo + h) — f(xo)| Fy(h)dh = f‘h|<

<t TJicmes T lscm<iye
y usa el decaimiento del niicleo de Féjer |Fi(z)| < min{N,1/(N|z|?)}.
(i) Demuestra que los coeficientes de Fourier de f € L(T) se pueden escribir como

1

f(k:):2/qr[f(u)f(u+21k)} e Tk gy, ke Z.

(ii) Deduce que si f € Lip,(T), entonces

f(k) =O0(1/|k|*), para |k| — oc.

(iii) Utiliza la funcién f(z) = > 72, 9-kag2mi2®z o e (0, 1), para probar que el decaimiento de (ii) no
se puede mejorar a o(1/|k|%).

Nota: En (iii) hay que justificar que f € C; para ello escribe f(z+h) = f(2) = Dor<yp + 2gks1)n), ¥ utiliza
la propiedad |¢?? — 1| < min{|f],2}.



