Funciones de Variable Compleja Curso 2015/16

Hoja 1: El plano complejo

10.
11.

. Encuentra una expresién binomial y/o polar para los siguientes nimeros complejos

(@) 55 (b) V3 +4i (c) (1+4)* (d) (V3+1)T (e) (F57)? (f) Xty

. Probar que no existe ningtin orden total en (C, +, ). Es decir, una operacién “<” con las propiedades

(i) V z,w € C se tenga que z < w o bien w < z o bien z = w
(ii) si 21 < 29 entonces z; +w < 2o +w, Vw € C, y z1w < zow, Yw > 0.

Sugerencia: suponer ¢ > 0 y buscar una contradiccion.

. Demuestra las siguientes propiedades, si z,w € C.

i) [z +wl| > |l2] — |wl|

ii) |z +w| = |2| + |w| si y s6lo si z = Aw para algin A > 0

iii) Regla del paralelogramo: |z + w|? + |z — w|* = 2(|z|* + |w|?)
iv) utiliza (iii) para hallar min.cc {|z — a|® + |z — b|*}.
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i) Demuestra que es imaginario puro si y sélo si |z| = [w|. ;Cudndo es 257 = i
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ii) Demuestra que, si |a| < 1, entonces |{£=t

| <1siysdlosi|z| <1.;Cudndo se tiene igualdad?

Sugerencia: En (i) calcula la parte real de 22 En (ii) estudia cudndo se tiene |z — a|? < |1 —az|?.

. Dibuja los siguientes conjuntos de puntos en el plano complejo

(a) Rez=3 (b)) —=2z (¢) |z|=|z—1] (d) |z +4i|+|z—4i| =10 (e) [z2]| =Rez+1

. Sean a,b € C, con b # 0.

(i) Demuestra que Sm (Z;“) = 0 es una recta que pasa por a y tiene la misma direccién que b. EScribe

la recta como Az + BZ + C = 0, determinando los valores de A, B, C.

(ii) Escribe la circunferencia |z — a| = r de la forma 2z + Az + Bz + C' = 0, determinando A, B, C.

Esboza los siguientes subconjuntos de C:

(a) {zi‘sm(i_;z) >0} o) {= R (2) > 1) (@ f: P+ 2Meliz) < 1)

. Demuestra que 7/4 = arctan% + arctan% mediante el producto de dos complejos adecuados.

(i) Encuentra una férmula para sen(36) en términos del sen 6.

sen(2n6)

i) D t 0 30+ ... 2n —1)0 = .
(ii) Demuestra que cosf 4 cos360 + ... + cos(2n — 1) 5 son 0

Calcula y dibuja las siguientes raices complejas v/—16, V64, /—8i.
Demuestra que si z # 1 cumple 2™ = 1, entonces se tiene 1 + z + 22 + ... + 2" 1 = 0.

Sugerencia: suma, la progresién geométrica.
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Demuestra que si lim, . 2, = oo entonces para todo a € C se tiene lim, (2, + a) = ooy
limy, o0 azy, = 00 (si a # 0).

Demuestra que la proyeccién estereogréfica transforma los circulos C' de S? en circulos de C (o en
rectas si C' contiene el polo norte).

Demuestra que la distancia cordal en C# cumple

X(z,w) = 7 +2|,|2'72_\/110|+ |w\27 zzweC, y x(z,00) = \/Liw, zeC.
Deduce que lim,, o 2, = z en C* si y s6lo si limy, o0 X(2n,2) = 0.
(i) Demuestra que la distancia cordal es méxima y(z,w) = 2 si y sélo si w = —1/Z.
(ii) Comprueba que si w = —1/Z entonces |z — w| > 2.
(iii) Demuestra que si |z — w| > 2, entonces existe algin a € C tal que z —a = —1/(w — a).

Sugerencia: En (iii), con una rotacién y traslacién adecuadas puedes suponer w =0y z > 2.
* Para z,w € C fijos, determina los valores méaximo y minimo de x(z — a,w — a) cuando a € CF.

Sugerencia: Para el médximo, si |z —w| > 2 utiliza el ejercicio 15; si |z —w]| < 2, redicelo al caso z = Ry w = —R
con R € (0,1).

* La ecuacién de tercer orden 23 = 3px + 2¢ tiene como solucién real

z=\a+ V@ —p+ Va— Ve (1)

Obtén justificadamente esta expresion con los siguientes pasos

(i) Escribe # = u+wv, y deduce que si u3 +v3 = 2¢ y uv = p, entonces x es una solucién de la ecuacién.
(ii) Eliminando v, y concluye que u3 debe cumplir la ecuacién cuadrética ub + p? = 2qu?.

(iii) Encuentra una expresiéon para u?, y por simetria, otra expresiéon para v3.
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iv) Puesto que debemos tener u® + v3 = 2¢, deduce la férmula ()

v) Demuestra que las otras dos soluciones de la ecuacién cibica vienen dadas por

To=Stwy + 5 _w_ y x3=Sqw_ +S_wy

donde St = Y q=* q2 _p3 y  wy= eTi2m/3

(vi) Utiliza la férmula (1) para obtener una solucién real de z® = 15x + 4.



