
Variable Compleja, 3o Matemáticas/4o PES Examen final, 25/1/2016

Nombre y DNI:
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Demuestra el Teorema Fundamental del Álgebra a partir del teorema de Liouville. Enuncia
adecuadamente los resultados que utilices.

Nota: 1’5 ptos

2. Considere los abiertos Ω0 = C \ {i,−i} y Ω1 = {z : Rz 6= 0} ∪ i(−1, 1), y sea

f(z) =
1− z2 + 2iz

1 + z2
, z ∈ Ω0.

a) Clasifique las singularidades de f(z) y calcule el residuo en cada una de ellas.

b) Demuestre que f(z) posee un logaritmo holomorfo g(z) en Ω1 pero no en Ω0.

c) Encuentre el desarrollo en serie de potencias de g(z) centrado en 0 y diga su radio
de convergencia.

Nota: 2’5 ptos

3. Considera la función f(z) =
z1/3

(1 + z2)2
, y la curva CR(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π].

a) Demuestra que ĺımR→+∞
∫
CR
f(z) dz = 0

b) Demuestra que ĺımε→0+

∫
Cε
f(z) dz = 0

c) Demuestra que si t > 0 entonces f(−t) = f(t)eiπ/3.

d) Demuestra que la integral

∫ ∞

0

x1/3

(1 + x2)2
dx =

π

3
√

3
.

Nota: 2’5 ptos

4. a) Dibuja (justificadamente) los siguientes subconjuntos de C

A1 =
{
z ∈ C | |z| > |2z − 3i|

}
, A2 =

{
z ∈ C | <e

[z − 1

1− i
]
< 0
}
.

b) Encuentra una transformación de Möbius T que env́ıe (i, 1 + 2i, 3i) en (1, i,∞).

c) Calcula (justificadamente) el valor de

∫
|z|=2

Tz

z − i
dz.

Nota: 2’5 ptos

5. V ó F: justifica o da un contraejemplo

a) Si z = a+ ib con a < 0 y b > 0 entonces P

√
z2 = −z

b) Las series
∑ zn

2n
y
∑ z2n

2n
tienen el mismo radio de convergencia

c) Si f ∈ H(C), f 6≡ 0 y f(zn) = 0 para una sucesión de puntos distintos z1, z2, ... entonces
existe ĺımn→∞ |zn| =∞.

d) Si f ∈ H(D) ∩ C(D) entonces <e f alcanza el máximo en un punto z ∈ ∂D

Nota: 1 pto
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