
Variable Compleja, 3o Matemáticas

Examen mayo, 23/5/2022

Nombre y DNI: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Demuestra, enunciando los teoremas que utilices

a) Si f ∈ H(D) y supz∈D |f(z)| ≤ 1 entonces |f (n)(0)| ≤ n! para todo n ∈ N.

b) Si |an| ≤ n!, ∀ n ≥ 0, entonces la serie de potencias g(z) =
∑∞

n=0
an
n!
zn, converge

uniformemente sobre compactos de D.

c) V/F: En las condiciones de b), ¿se cumple además que supz∈D |g(z)| ≤ 1?

Nota: 2 ptos

2. Para a ∈ C definimos
f(z) =

z

az − sin z
.

a) Determina para qué valores de a la función f tiene una singularidad evitable en z = 0,
y el correspondiente valor de f(0).

b) Determina para qué valores de a la función f tiene un polo en z = 0, y calcula el orden
del polo, el residuo, y los primeros 2 términos (no nulos) de la serie de Laurent.

c) ¿Tiene ef(z) una singularidad esencial en z = 0 para algún valor de a?

Nota: 2 ptos

3. Encuentra el desarrollo de Laurent en el anillo {4 < |z| < 6}, de la función

f(z) =
1

(z − 4)(z − 6)2
.

Demuestra, en particular, que los coeficientes a−2 = 1 y a0 = 1/18.

Nota: 2 ptos

4. Utilizando el teorema de los residuos, demuestra∫ ∞
0

√
x

x2 + a2
dx =

π√
2a

a > 0.

Debes justificar adecuadamente los ĺımites de las integrales que aparezcan.

Nota: 2 ptos

5. V ó F (justifica la respuesta)

a) El número complejo ie−5i(1+i)3

1+3i
pertenece a Q

b) Existe f ∈ H(C) tal que =m (eiπ/3f(x+ iy)) = x3 − 3xy2

c) La ecuación ez = −3z3 tiene al menos 3 soluciones z ∈ D.

d) Si f ∈ H(C) cumple que f(0) = 1 y

|f(z)| ≤ ex
2−y2 , ∀ z = x+ iy ∈ C,

entonces necesariamente f(z) = ez
2
.

Nota: 2 ptos
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