
Variable Compleja, 3o Matemáticas

Examen enero 2023

Nombre y DNI: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Sea f ∈ H(Ω) y z0 ∈ Ω tal que f ′(z0) 6= 0. Demuestra que existe ∆ = Dr(z0) ⊂ Ω tal que

a) h(z) :=
z − z0

f(z)− f(z0)
es holomorfa en un entorno de ∆

b) se cumple la siguiente versión de la fórmula de Cauchy

2πi

f ′(z0)
=

∫
∂∆

dz

f(z)− f(z0)
.

c) Utiliza lo anterior para calcular

∫
|z|=1

dz

sen(2z)
.

Nota: 2’5 puntos

2. Sea f ∈ H(D) tal que f(1/n) = 1/(n+ 1), n = 2, 3, . . .

a) demuestra que f(1/π) = 1/(π + 1)

b) si f(z) =
∑

n≥0 anz
n demuestra que

∑
|an| =∞.

Nota: 2 puntos

3. Utiliza el teorema de los residuos para demostrar que∫ ∞
0

cos(ax) dx

1 + x2
=
π

2
e−a, a ∈ R.

Debes justificar adecuadamente las hipótesis y los ĺımites de las integrales que aparezcan.

Nota: 2 ptos

4. Construye una función f ∈ H(C \ {1,−2}), que cumpla todas las propiedades siguientes

en z = 1 tiene un polo de orden 22

en z = −2 tiene una singularidad esencial

en z = i tiene un cero de orden 44

en z = 0 vale f(0) = 1

Calcula el valor de
∫
T
f(z)(1− z)21 dz, donde T es el triángulo [−i, 1 + i, 2].

Nota: 1’5 ptos

5. V ó F (justifica la respuesta):

a) El polinomio P (z) = z7 − 5z3 + 12 tiene todas sus ráıces en el anillo {1 < |z| < 2}.

b) Si z = i ln(1 +
√

2) entonces sen z = i.

c) La función f(z) = e
1

sen(1/z) tiene una singularidad esencial en z = 0.

d) Si f ∈ H(C) y |f(z)| ≥ |z|, ∀ z ∈ C, entonces f es un polinomio.

Nota: 2 ptos
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