
Variable Compleja, 3o Matemáticas

Examen junio 2023

Nombre y DNI: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Sea Ω ⊂ C abierto, γ un arco cerrado en Ω, y sea f ∈ H(Ω) tal que f ̸= 0 en Ω.

a) Demuestra a partir de la definición (anaĺıtica) de ı́ndice que

1

2πi

∫
γ

f ′

f
= I(f ◦ γ, 0).

b) Si f = gm, para algún g ∈ H(Ω) y m ∈ N, demuestra que

1

2πi

∫
γ

f ′

f
∈ mZ.

c) Suponer que Ω tiene la propiedad

∀ f ∈ H(Ω) : f ̸= 0 en Ω =⇒ ∃ g ∈ H(Ω) : g2 = f. (†)
Demuestra que Ω es simplemente conexo, es decir que

I(γ, a) = 0, ∀ γ∗ ⊂ Ω, ∀ a ̸∈ Ω.

Sugerencia: en c), aplicar b) a la función f(z) = z − a para valores de m adecuados

Nota: 3 ptos

2. Considera la serie de potencias

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n z3n+1

(n+ 1)(n+ 2) 3n
.

a) Calcula el radio y el conjunto de convergencia de la serie (y dibújalo).

b) Calcula el valor exacto de f( 3
√
3 ei

π
3 ) (Sug: usar fracciones simples)

c) Calcula justificadamente el valor de la integral

∫
|z−1|=3/2

cos
(
f(z/2)

)
z3

dz

Nota: 2’5 ptos

3. Considera la función f(z) =
z2 Log z

16 + z4
, y los arcos CR(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π].

a) Demuestra que ĺımR→+∞
∫
CR

f(z) dz = 0

b) Demuestra que ĺımϵ→0+
∫
Cϵ

f(z) dz = 0

c) Demuestra que si w4 + 16 = 0 entonces Res(f, w) = Logw
4w

.

d) Utiliza lo anterior y el teorema de los residuos, para calcular el valor de la integral∫ ∞

0

t2 ln t

16 + t4
dt

Extra: Se valorará llegar a la expresión simplificada π
√
2

16
(π
2
+ 2 ln 2).

Nota: 2’5 ptos

4. V/F: (responde justificadamente)

a) Si ĺım an
2n

= i, entonces la serie de potencias
∑∞

n=1 an(z − 1)n converge en |z − 3
4
| < 1

4

b) Si z1, z2 están en el semiplano superior, entonces Log (z1 · z2) = Log (z1) + Log (z2)

c) Si f ∈ H(C) y f(2z) = f(z) entonces f es constante

d) La función f(z) = sinh z es periódica

Nota: 2 ptos
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