Funciones de Varias Variables 3

Hoja 2: Teorema de la funcién implicita

1. Para las siguientes ecuaciones, determina si es posible despejar y = y(z) en un entorno del punto
(x0,y0) indicado, y calcula en su caso y'(xo):

(a) 2?4y + sen(zy) = 0 en (0,0) (b) 23 + 9% — 3xy =0 en (%, %)

(c) (y + 1)(y —1+ x2)2 =0en (0,1) (d) x + v+ ysen(zy) = 0 en (0,0)

(e) x¥ + 322 —2y2 — 2y = 0 en (1,1) (f) /Iy g(t)dt + x*y =0 en (1,0), si g(0) = 3.
x2—1

2. En clase vimos que x +y —sen(zy) = 0 admite una funcién implicita y = y(z) en un entorno de z = 0.
Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 de y(z) centrado en el origen.

3. Justifica la existencia de una funcién ¢(x), de clase C'* entorno al origen, con la propiedad
1— p(x)e® 4 ze?® = 0.
Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 de ¢(x) centrado en el origen.

4. Demuestra que si una curva implicita F'(z,y) = 0 admite una expresién local y = ¢(x) entorno a un
punto, entonces su derivada segunda se puede calcular como

() = _A(;céy)

, con A(z,y) = F.Fpy — 2FpFyFoy + F2Fy,.

5. Demuestra que en la ecuacién

2322 — Byr =0

se puede despejar z en funcién de z,y cerca de (1,1,1), pero no cerca del origen. Calcula el valor de
Vz= (g—;, g—;) en (1,1).

6. Sea z = z(x,y) la funcién definida implicitamente por
yzt 4+ 2223 — e = 0.
Demuestra que en el punto (1,0) se tiene z, = —2/3 y 2, = 0, y calcula z,,.
7. a) Suponer que la ecuacién F(x,y,z) = 0 permite definir implicitamente = = z(y, 2), y = y(x, 2),

z = z(x,y). Demuestra que
Oz Oy _ 1 dr dy 0z

87/ ox Y 87@/ 92 or
b) Més generalmente, si F'(x1,...,2,) = 0 y es posible definir implicitamente cada z; en funcién de
las otras variables z1,...,%;—1, Tit1,...,Tn, para todo i € {1,...,n}, calcula el valor de

Ory Ory  Otny On
Oxy Oxs Ox, Ox1

8. Determina si es posible resolver (u,v) en los siguientes sistemas, en un entorno del punto indicado

zy® +yu® + 200 =1

2 2 _
a) (T TTEOAYC=S o 11111) b) en (0,1,1,1,0).
yzud + 2zxv — u?v? =2 oy +yPu+2Pv=1
Calcula en su caso el valor de (%Z’ g—Z) en el punto indicado.



10.

11.

12.

13.

. Calcular y clasificar los puntos criticos de la funcién z = z(z, y) definida implicitamente por la igualdad

2202 +2y? + 22 + 8rz — 2 + 8 = 0.
Esbozar la grafica de las siguientes curvas:

a) xye3_x_2y =1; b) (xz + y2)2 =% - y2; c) x> — y3 —3zy = —1.

Opcionales

Sean F :  — R una funcién de clase C! definida en un cierto abierto Q@ C R2, (xg,90) € Q y
F(x0,y0) = b, y supongamos que Fy(xg,y0) # 0. Decimos que el par (I, f) es factible (para (xo,yo)
con respecto a F') si se cumplen las siguientes condiciones:

i) I es un intervalo abierto que contiene a zo y f : I — R es una funcién de clase C';
ii) f(xo) =yo, F(z, f(z)) =by Fy(z, f(x)) # 0 para todo = € I.

Denotamos por A a la familia de pares factibles.

a) Probar que existe un par factible maximal, es decir, un par factible (I*, f*) tal que, para cada
(I,f) € A, se cumplen I C I* y f(x) = f*(x) para todo = € I.

b) Denotemos I* = (c¢*,d*), —oo < ¢* < d* < oo, y supongamos que p* € {c*,d*}, lim,_,,« f*(x) =
¢ v (p*,¢*) € Q. Probar que Fy,(p*,¢*) = 0.

Sugerencia: notar que en a) ha de ocurrir I* = U(I neal

Sea P(x) = ap + a1x + ... + apz™ un polinomio de grado n y zp € R una raiz real simple, es decir

P(2) =0 y P'(20)#0.

Utiliza el teorema de funcién implicita para enunciar un resultado que garantice que todo polinomio
bo + b1z + ...+ byz™, con coeficientes cercanos a (ag, - .., a,) tiene una raiz real y simple que depende
de forma C*° de los coeficientes (bo, ..., by).

Se define la curvatura en un punto de una curva implicita F(x,y) = 0 como la cantidad

A
K(z,y) = ||v(x};|?é)| (cuando F € C? y VF #0).

donde A(x,y) es como en el ejercicio 4.
a) Demuestra que si la curva admite localmente una expresién y = ¢(x) entonces
_ e
T+ 17
b) (Es vélida la férmula anterior si tenemos en su lugar la expresién local x = ¢(y)?

c) Calcula la curvatura en el caso de una circunferencia z? + y?> — R? = 0, y justifica por qué a la
expresion 1/k se le llama radio de curvatura.



14. En Termodinamica las variables P, V', T estan relacionadas por una ecuacién de estado F/(P,V,T) = 0,
de modo que cada variable se puede despejar implicitamente en funcién de las otras dos (en un dominio
adecuado).

a) En el modelo de gases ideales se tiene (para una cte universal R > 0)

PV = RT.

Despejando explicitamente cada funcién, comprueba que se cumple g—{j . g—g . gﬁ =—1.

b) En el modelo de Dieterici se tiene
P ./ (BTV) (v _b) = RT,

donde a,b > 0 son constantes fijas (y se supone V' > b). Demuestra que

ov a RT a

or = (7)) (7=~ )
¢) En el modelo de van der Waals se tiene (también para V > b)

a
(P+5)(V—b) =BT,

V2

Derivando implicitamente determina el punto critico isotermo de este modelo, es decir el punto
(P., V., T,) en el cual

oP _9*P

ov - ov2
d*) Continuando con el modelo de van der Waals, demuestra lo siguiente sobre las curvas isotermas
P = P(V) cuando T es constante (y V' > b):

i) Si T > T, las curvas P = P(V) son decrecientes, es decir g—‘lj < 0.

ii) SiT < T, las curvas P = P(V) no siempre son decrecientes: tienen un minimo local en un punto
Vo < 3b y un maximo local en un punto Vi > 3b

Nota: En c), derivando implicitamente, deberfas llegar a V. = 3b, P. = 55, T = %. La idea del ejercicio es

llegar de forma autocontenida a estas expresiones (y no sustituirlas en las férmulas para ver que sale 0).



