Funciones de Varias Variables 3

Hoja 4c: Teorema de Green

1. Utiliza el teorema de Green para calcular las siguientes integrales de linea

c) j([ 2% dy
oT
d) 7{ (e¥ +z,2° —y) - dF e) ]{ (zy* z +y) - dF f) 7{ (y*,2?) - dF
oQ o0N oT
donde D es el disco unidad, @ = [0,1] x [0,1], T" el tridngulo de vértices (0,0),(1,1),(0,1), T el
x

tridngulo de vértices (0,0),(2,0),(2,3), y Q la regién entre y = x e y = 22 (las orientaciones se
suponen antihorarias).

a)j{ —y3dx 4 23 dy b)j{ cos & dx + xsin T dy
oD oQ

2. Considera las siguientes curvas parametrizadas
71 (t) = (sin(2¢) cos(t), sin(2t) sin(t)), ¢ € [0, 5] vo(t) = (t —t3,t —t3), t €[0,1]
a) Demuestra que son curvas cerradas, simples y esboza sus gréficas (puedes usar ordenador).
b) Determina el area de la regién que encierran.
3. Calcula el drea limitada entre el eje X y un arco de cicloide = R(t—sent), y = R(1—cost), t € [0, 27].

4. Usando el teorema de Green, calcular la diferencia entre las cantidades
L = / (z+y)de — (x —y)°dy, L= / (x +y)*de — (x — y)*dy,
C1 CQ
donde Cj es el segmento que une (0,0) con (1,1) y Oy es el arco de la parabola y = 2% que conecta

estos puntos en el mismo sentido.

5. Sea r = r(#), para 0 € [0y, 0:], una curva cerrada simple en coordenadas polares. Demuestra que el
area A del dominio que encierra cumple

01

A= ;/0 r(0)2 df.

0

Aplica el resultado para calcular las dreas encerradas por un “pétalo” de
a)r? = cos(20) (lemniscata) b)r = sin(N6)
Nota: debes encontrar, en cada caso, el rango de integracion en 6.

6. El teorema de Green puede también escribirse como

mﬁ-ﬁ ://Qdivﬁ,

donde 1 es el vector normal exterior, y la primera integral representa el flujo neto saliente del campo
a través de 0€). Esboza los siguientes campos y utiliza la férmula anterior para calcular los flujos
correspondientes

(a) E - (z,y%) a través del cuadrado de vértices (£1,£1)
(b) E = (myQ, J:Qy) a través de la circuferencia de centro 0 y radio R

(c) E = (ac, 2x) a través de la elipse %2 + % =1.



7. Utiliza la version del teorema de Green del ejercicio 6 para probar las siguientes férmulas

a)/me-ﬁ://QAf b)//QVf-?:/mf?-ﬁ_//Qfdiv?
o [[vrva= [ rvoii-[[ 180 a) [ (rea-gvr)-ii= [[ (rac-gar)

Sugerencia: Aplicar el ejercicio 6 a campos E de la forma Vf, fﬁ, fVyg, etc...

8. a) Probar que si T es el segmento que conecta los puntos (a,c) y (b, d), entonces

/xdy—ydm = ad — bc.
T

b) Deducir, usando el teorema de Green, que si P es la poligonal cerrada que resulta de conectar n
puntos en el plano, (z;,v;), i = 0,1,...n, (con (xo,y0) = (Tn,yn), y orientada en sentido contrario a
las agujas del reloj), y los segmentos de la poligonal no se intersecan entre si, entonces el area de la
regién D encerrada por P viene dada por

i 1
drea(D) = §(Xini “Yain — Xfin - Yini),

donde Xini = (20,...,Tn-1), Xoin = (T1,-- -, %n)s Yini = Y05+, Yn—1)s Yan = Y1, -, Yn)-

¢) Como aplicacion, hallar una férmula del drea limitada por el poligono regular de n lados y vértices
(7’ cos(2mk/n),r Sen(27rkz/n)), k=0,1,...,n—1,y comprobar que converge al drea del circulo de radio
r cuando n — oo.

9. V/F: justifica las respuestas

a) ?{ zy? dzx + (2y + 22) dy s6lo depende del drea de la regién encerrada por
¥

b) Por Green, £D+ x%’yzda:—i— iz dy = //D [(ﬁ)z — (ﬁ)y} dzxdy =0

c) El érea encerrada por la curva «(t) = (cost,costsent), t € [0,2n] (lemniscata de Gerono) viene

dada por la integral
1

A= /(—ydx—i—afdy).
2 /5



Algunas soluciones:
Ejer 1: (a) 3T (b) 142 ()3 (d)2—e (e) 15 (f)2. Ejer2: (i) % (i) g5. Ejer 3: 37R?

Ejer 4: 1. Ejer 5: (a) 3 (b) % Ejer 6: (a) 8 (b) R (c) 6.



