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Preambulo

El siguiente texto recoge las notas de clase de la asignatura “Matematicas”de la Licen-
ciatura en Quimica de la Universidad de Murcia del curso 2004/2005, impartida por los
profesores del Departamento de Matematicas Luis Oncina y Alberto del Valle.

Los temas tratados vienen condicionados por los descriptores de la asignatura que refleja
el Plan de Estudios de la Licenciatura, y la profundidad con que se tratan es la que permite
la duracion del curso. El orden en el que se presentan nos parece el mas razonable teniendo en
cuenta el nivel de conocimientos previos (bastante heterogéneo) que suelen tener los alumnos.

De algunos resultados se presentaran demostraciones (casi siempre en una nota al pie) y
de otros no. El enfoque de la asignatura es eminentemente practico y, al evaluar a los alumnos,
no se les exigira que conozcan estas demostraciones ni que sean capaces de elaborar otras
parecidas, por lo que en realidad podrian haberse omitido todas, en clase y en estas notas.

Las que hemos incluido nos parezcan a la vez sencillas e instructivas, y a veces hemos
sacrificado algo de rigor en los detalles técnicos.

Ademas de las demostraciones, con frecuencia se hacen en clase comentarios que pueden
ser utiles para los alumnos mas interesados, pero que no se consideran parte de la materia
que se examinara. Tales comentarios se reflejan en estos apuntes como notas a pie de pagina
o como apéndices.

Al final de cada capitulo se propone una serie de problemas con soluciones que seran los
mismos que se trataran en las clases practicas.
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Tema 1

Numeros, ecuaciones y funciones

1.1. Numeros

1.1.1. Numeros naturales, enteros y racionales

Llamamos nimeros naturales a los elementos del conjunto N = {1,2,3,...}; es decir, a
los niimeros que usamos para contar. En muchas ocasiones es conveniente anadir el cero a
este conjunto, y se suele emplear entonces la notaciéon Ny = {0,1,2,3... }.

Para resolver problemas de contar (por ejemplo jcudntos niimeros de 3 cifras distintas
se pueden formar con 1,2,3,4,5 y 67) son ttiles las férmulas de la combinatoria. Recordamos
las dos mas sencillas, que nos permitiran escribir la férmula del binomio de Newton:

Definicién 1.1.1. Consideramos nimeros m,n, k € Ny. El factorial de k es el niimero
kl=k(k—-1)(k—2)---3-2-1 (0r'=1)

Supongamos que elegimos elementos de un conjunto que tiene n elementos. El nimero
de listas ordenadas con m elementos distintos (m < n) que se pueden formar se denota por
V(n,m) y se llama wvariaciones sin repeticion o permutaciones de n elementos tomados de
m en m. Tenemos n formas de elegir el primero de la lista; hecho esto tenemos n — 1 formas
de elegir el segundo, y de este modo se observa que

n!

V(in,m)=nn—1)...(n—m+1) = en particular V(n,n) = n!

(n—m)!
El nimero de subconjuntos con m elementos que se pueden formar (m < n) se denota
por C(n,m) o por (Z) o por y se llama combinaciones de n elementos tomados de m en

m. Cada uno de estos conjuntos da lugar a m/! listas ordenadas, luego

o = () = G

A estos numeros se les llama numeros combinatorios.



1.1 Niimeros 2

Ejemplo 1.1.2. Describir todos los subconjuntos con tres elementos y todas las listas orde-
nadas con tres elementos distintos que tiene el conjunto {a,b,c,d, e}.

Solucién. El nimero de subconjuntos es C(5,3) = 10, y éstos son:

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d, e}, {c,d, e}

Las listas ordenadas son muchas més, V' (5, 3) = 60, pues cada uno de los conjuntos anteriores
da lugar a 3! = 6 listas ordenadas, que para el primer conjunto son

(a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (bc,a), (c,a,b), (c,b,a) [ ]

Estos nimeros combinatorios aparecen en la férmula del binomio de Newton':
n __ . n n—kik __ n n n n—1 n n—1( M n
(a+ D) —%(k>a b —(0>a —|—<1>a b+ —|—(n_1)ab (n)b
Ejemplo 1.1.3. Calcular (x +y)3, (a — b)* y (22 + 3t)°.

Solucién. Calculando los coeficientes por la férmula o usando el tridngulo de Tartaglia
(véase la nota al pie), y teniendo en cuenta que (uv)™ = u™v", y en particular (—b)" = +b"
(con signo menos para exponentes impares, se tiene

3 3 3 3
(z+y)° = (0)x3 + (1>x2y + (Q)ng + (3)y3 = 2° + 32%y + 3zy* + ¢
(a —b)* = a* — 4a®b + 6a%b* — 4ab® + b*
(22 + 3t)° = 322° + 2402* + 7202t + 10802t + 8102t* + 243t° ]

'El calculo de estos niimeros combinatorios se simplifica si se tienen en cuenta las siguientes propiedades
(las tres primeras se siguen directamente de las definiciones; la tltima es més laboriosa):

(=)= (@=6n)= GGt G =) +()

Estas propiedades permiten usar el tridngulo de Tartaglia (o de Pascal) para encontrar los coeficientes del
binomio de Newton sin hacer mas que unas pocas sumas. El tridngulo empieza asi:

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

Cada fila empieza y termina en 1, y el resto de niimeros se obtienen sumando los dos de arriba. Entonces,

por ejemplo, en la fila 14 6 4 1 los nimeros se corresponden en orden con <é), (i), <;L), (3), <i),

que son precisamente los que se necesitan en el desarrollo de (a + b)%.
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Ecuaciones tan sencillas como z + 3 = 1 no tienen soluciones en N. Para resolver este
problema (entre otros motivos) surge el conjunto

Z=1{., -3-2-1,01,23,...}

de los numeros enteros. Obviamente N C Z, es decir, todo niimero natural es entero.
Los enteros tampoco bastan, por ejemplo, para resolver la ecuacién 3x = 2, y es conve-
niente ampliarlos al conjunto de los nimeros racionales (o quebrados)

n a c
Q:{—:n,mGZ,m#O} (con — = - si ad = bc)
m b d
Cada entero n se puede ver como el racional T, y por tanto Z C Q. Las operaciones con
racionales se definen del modo conocido:

m:l:p_mqinp m p mp m p _ mg
n q

noq ng ng n_p

S
<

1.1.2. Numeros reales

Todas las ecuaciones lineales ax + b = 0 con coeficientes a,b € Q tienen solucion en Q,
pero no ocurre lo mismo con ecuaciones cuadrdticas como x> = 2. Es decir, v/2 no es un
nimero racional?.

Para encontrar soluciones a ecuaciones como esa se amplia el conjunto Q de los ntiimeros
racionales al conjunto R de los nimeros reales. Una descripcion formal de R excede los limites
de este curso®, y nos limitaremos a interpretar intuitivamente los nimeros reales como los
puntos de una recta (la “recta real”). Por tanto cualquier “longitud” es un ntumero real, y
en particular lo es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1, o sea /2.

2Este hecho se demuestra por el método “de reduccién al absurdo”, que consiste en negar “la tesis” (lo que
se quiere demostrar) y deducir de ello una situacién absurda o contradictoria; esto muestra que la negacién
de la tesis es errénea y por tanto la tesis es cierta.

Asi pues, hemos de buscar una contradiccién tras suponer que existe ;- € Q con (%)2 = 2. Podemos
asumir que la fraccién es irreducible, es decir, que n y m no tienen ningtn factor comin (;por qué?). De
la igualdad inicial obtenemos n? = 2m?; en particular n? es par y en consecuencia lo es n (;por qué?). Por
tanto, existe t € Z con n = 2t, y sustituyendo en n? = 2m? obtenemos 4t> = 2m?2, luego m? = 2t es par
y en consecuencia lo es m. Esta es la contradicciéon que buscdbamos, pues hemos afirmado que la fraccion
n/m es irreducible y sin embargo hemos visto que n y m son ambos divisibles por 2.

3El conjunto R admite por ejemplo una descripcién aziomdtica: es un conjunto con unas operaciones y un
orden que tienen las mismas propiedades que las operaciones y el orden de Q a las que se anade una propiedad
extra, conocida como el Azioma del Supremo: en R, todo conjunto no vacio y acotado superiormente tiene
un supremo (una cota superior menor que cualquier otra).

Por ejemplo, el conjunto {z € Q : 22 < 7} estd acotado superiormente (por ejemplo por 3), pero no tiene
supremo en Q. Sin embargo, {x € R : 22 < 7} s tiene supremo: /7.

A los nimeros reales que no son racionales, como v/2, se les llama irracionales, y se dividen a su vez
en dos tipos: los que son raices de polinomios con coeficientes enteros (es decir, soluciones de ecuaciones
aop + a1 + agx?® + -+ + a,a™ = 0 con cada a; € Z), que se llaman algebraicos, y los que no lo son, que se

llaman trascendentes. Por ejemplo, v/3 6 v/4 4+ v/21 son algebraicos, mientras que 7 y e son trascendentes.
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Orden y valor absoluto

En la representacién de los ntimeros reales como puntos de la recta real, en el “centro”
estaria el cero, a la izquierda los niimeros negativos y a la derecha los positivos. Un ntimero a
es menor que otro b si a esta a la izquierda de b. Esta relaciéon de orden cumple las siguientes
propiedades de “compatibilidad con las operaciones”:

= Sia<b, entonces a+c < b+ c.

= Sia<byc>0,entonces ac < bc.

s Sia<byc<0,entonces ac > bc; en particular —a > —b.
= Si a < by ambos son positivos, entonces % > %

a si a>0
—a si a<0
Lo podemos interpretar como la distancia entre a y 0, y cumple las siguientes propiedades:

El valor absoluto o mddulo de un ntiimero real a se define como |a| :=

n
B
o

I

IS

§+
II§‘
=
t =
Q
I
|_|_
S

|abl = la][b].

la — b| es la distancia entre a y b.

la| <be —b<a<b.

la| >b<a>bd6a< —b

la 4+ b] < |a| + |b] (desigualdad triangular).

Dados dos ntimeros reales a < b, se definen distintos intervalos con extremos a, b 6 4oo:
» Intervalo cerrado: [a,b] = {r € R:a <z < b}.
» Intervalo abierto: (a,b) = {xr € R:a <z < b}.
» Intervalos semi-abiertos: [a,b0) = {z € R:a <z < b}, (a,b] ={r € R:a <z < b}.

» Intervalos infinitos: [a,+00) = {x € R: x> a}, (—00,a] ={x e R:z < a}
(a,+00) ={z €R:z>a}, (—o0,a) ={zr € R:x < a}.
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Ejemplo 1.1.4. Hallar todos los numeros reales x que cumplen:
1. |2z —6|==x.
2. |x+8| =3z —4|.
3. |z —>5] <3.
4. 3 —22| <4
Solucién. 1. La igualdad |2z — 6] = x es cierta cuando 2z — 6 = x y también cuando

2x — 6 = —z, es decir cuando x = 6 y cuando = = 2.

2. La igualdad |z + 8| = |3z — 4] es cierta cuando = + 8 = 3z — 4 y también cuando
r+8=—(3z —4) =4 — 3z, es decir cuando z = 6 y cuando z = —1.

3. | —5] <3equivalea -3 <z —5<3 6a2 <z <8 (sumando 5), o sea = € [2,8].
También podemos observar que los puntos con |z — 5| < 3 son los que distan no menos de 3
del punto 5, lo que nos lleva al mismo intervalo.

4.13-22) <46 —4<3-2r<4e —T< 2r<1s 3 <z <I(lasdesigualdades
cambian de sentido al multiplicar por ’71), es decir z € (’71, g) [ ]

Representaciéon decimal y redondeo

Nuestra forma de escribir los nimeros es posicional decimal* (o en base 10). Por ejemplo
34,748 = 3-10" +4-10° +7-10* + 4 - 10" 4+ 8- 10

y los dos cuatros que aparecen tienen un valor distinto (...cuatro mil ...cuarentay ...) que
depende de la posicién que ocupan.
Cuando escribimos un numero decimal hacemos lo mismo, pero permitiendo potencias
negativas de 10 (para las décimas, centésimas, milésimas. .. ). Por ejemplo:
5 7
48507 =4-10"+8-10°+5-107' +0- 1072 +7-10% =410+ 8+ — + ——
10~ 1,000
Todo ntimero con una cantidad finita de cifras decimales es un nimero racional. Por
ejemplo 3’456 = 3,456/1,000. Pero también hay nimeros racionales en cuya representacion
decimal aparecen infinitas cifras decimales, por ejemplo: 1/3 = (0’33333 ...

4Histéricamente se han usado sistemas posicionales con otras bases. Por ejemplo, los babilonios usaban
la base 60 y los computadores trabajan en base 2 (representaciones binarias). En general, dados a,b € N, la
expresion de a en base bes a =c¢, 1 ...cac1¢o (con 0 < ¢; < b) si

a=cpb" 4+ cp 1" 4+ eb® + b+
Algunos ejemplos de representaciones binarias son:

0=0 1=1 2=10 3=11 4 =100 7=111 357 = 101001101
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De hecho, un ntimero real es racional si y sélo si su representacién decimal es periodica,
es decir, a partir de un cierto lugar la expresién decimal consiste en la repeticién indefinida
de un cierto grupo de cifras.

. . . .7 e //\ ./ .

Por ejemplo, para escribir en forma de fraccién los nimeros a = 16'12345 (periddico
puro) y b = 2/12345 (periédico mixto) hacemos:

— 1,612,329
10°%a = 1,612,345'12345 = 10°%a—a =1,612,329 = a= -1
R e s 99,999
10°b = 212,345'45 5 5 210,222 11,679
w 10% — 10% = 210,222 = b= —
103 = 2,123'45 } ’ 99,000 5,500

Los nuimeros irracionales se caracterizan porque no se pueden representar de esta forma.
Por ejemplo

V2 = 14142135623 . . . 7 = 3'1415926535 . . . e =2'71828182...

y no se puede encontrar ningin grupo de cifras que se repita a partir de un cierto lugar.

Errores de redondeo

Lo que si podemos hacer con cualquier niimero real, usando su representacién decimal, es
aprorimarlo por nimeros racionales, tomando algunas de sus primeras cifras decimales. Por
ejemplo, 3'14, 3'141, 3'1415... son aproximaciones cada vez mads precisas de 7. El nimero
de cifras con las que se ha de trabajar en cada caso puede depender de los datos o de las
herramientas de calculo que se tengan, de la precision de los equipos de medida, etc.

En lo que sigue supondremos, por fijar ideas, que trabajamos con cuatro cifras decimales.
La aproximaciones se pueden hacer por truncamiento, como las que acabamos de dar para T,
pero los errores son menores si se hacen por redondeo, es decir, aumentando en una unidad
la cuarta cifra decimal si la quinta es 5, 6, 7, 8 6 9. Por ejemplo, las aproximaciones por
redondeo hasta la cuarta cifra de v/2, 7, e y v/96 = 9797958 ... son

V2 & 174142 7~ 31416 e~ 2'7183 V96 =~ 9’7980

El error cometido al estimar un nimero b mediante la aproximacién b* es |b — b*|. Dar
este error con precision seria tanto como dar b con precisién, por lo que en general se busca
una cota del error, un valor (pequeno) es para el que se pueda afirmar que |b — b*| < e.

Por ejemplo, al redondear con n cifras decimales nos equivocamos como mucho en “la
mitad” de la dltima cifra, por lo que la cota del error es 5 - 10~ (1.

Si hemos aproximado dos cantidades a y b por los valores a* y b* y queremos estimar
a + b es razonable tomar como aproximaciéon a* + b*, pero hay que observar que entonces la
cota de error es la suma de las cotas que tengamos para €, y €, pues se tiene

A —e,<a<a +e, b —e <b<b"+¢
y sumando estas desigualdades obtenemos

(@ +b")—(cat+6&) <a+b<(a"+b)+ (ea + )
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1.1.3. Numeros complejos

Aunque hemos “creado’los numeros reales para encontrar soluciones a ecuaciones
cuadraticas como x? = 2, otras similares como 2% + 1 = 0 no tienen solucién en R, por-
que 22 + 1 es positivo para cualquier x real. En la definicién que sigue parece que sélo se
pretende crear una solucién para esa ecuaciéon concreta, pero de hecho se crean soluciones
para todas las ecuaciones polindémicas (véase mds adelante el Teorema Fundamental del
Algebra, Teorema 1.3.8).

Llamaremos unidad imaginaria a una solucién de 22+ 1 = 0; es decir, a un niimero i con

7= —1
El conjunto C de los nimeros complejos consiste en los nimeros de la forma
z=a+bi con a,beR

Se dice que a es la parte real de z y que b es su parte imaginaria. Cuando b = 0 obtenemos
los nimeros reales (y asi R C C), y cuando a = 0 los imaginarios puros.

Geométricamente, los nimeros complejos se representan en un plano con ejes coordena-
dos. El nimero z = a + bi se identifica con el punto (a,b), de modo que en el eje horizontal
queda la recta real, y en el eje vertical los niimeros imaginarios puros.

La suma de ntimeros complejos se define “coordenada a coordenada”:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

de manera que en la representacion geométrica coincide con la suma usual de vectores.
El producto se define usando bésicamente la propiedad asociativa y la igualdad i? = —1:

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i
Para calcular cocientes conviene introducir el concepto del conjugado zZ de z como
z=a+bi ~~ Z=a-—-b
Por la definiciéon del producto se tiene
z-z2=(a+bi)(a—bi)=a’+b €RT

y para calcular el cociente (a + bi)/(c + di) con ¢ + di # 0(= 0 + 07) basta entonces con
multiplicar y dividir por el conjugado del denominador, pues se obtiene:
a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ca—bd N ad — be .
= = - 1
c+di (c+di)(c—di) 2+ d? A+d? A+ d?

En particular, el inverso de a + bi # 0 es

1 a b .
= — i
a+bi a?+0b%  a?+ b2

(a+bi) ™ =
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Forma polar

Otra forma de representar los numeros complejos es la siguiente (compdrese con las
coordenadas polares que veremos en el apartado 1.2.4).

Dado z = x4+ yi € C definimos su mddulo p como su distancia al origen, y su argumento
0 como el dngulo que forma el vector (x,y) con el eje real positivo:

p=r2+yP =z 2 9:arctan<g)

X

(z,9)

—T T

Advertencia: Los valores de arctan(z) se suelen dar en el intervalo [ZF, Z] (ver la pagina 24),
y asi por ejemplo los dan las calculadoras. Si el punto (z,y) estd en el segundo o en el tercer
cuadrante, hay que sumar 7 al valor que dé la calculadora para arctan(y/x), y si (x, y) estd en
el cuarto cuadrante hay que sumar 27.

Decimos que py es la forma polar o modulo-argumental de z = x + yi. Conocida ésta,
podemos recuperar x e y gracias a las formulas

x = pcosb y = psenf osea pg = p(cosh+i send)

Con esta representacion ciertas operaciones son mas sencillas:

popy = (0P )ore (p0)" = (Mo (o) ' =(p"")o0  /po = (/P)osm

En particular, de la dltima féormula se deduce que cualquier nimero complejo tiene raices
de cualquier orden®. Esto, y mas generalmente el Teorema Fundamental de la Aritmética,
es “la gran ventaja”’de C con respecto a R, mientras que “su gran desventaja”es el hecho de
no admitir un orden que sea compatible con las operaciones (es decir, que tenga propiedades
andlogas a las que vimos en la pdgina 4).

5Hay una férmula para calcular raices cuadradas que sélo requiere el célculo del médulo p, y no el del
argumento 6. Como p = y/x2 + y2 > |z|, deducimos que p & x son nidmeros reales positivos; entonces

2
\/””i\/’)_‘rz‘] R A N i Y ek N R SR Y

2 2 2 2 2 2

por lo que 4/ HTI + 4/ %5% i (con signo menos cuando y sea negativo) es una rafz cuadrada de x + yi.
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1.2. Graficas de ecuaciones

Dada una ecuacién en dos variables P(x,y) = 0, el conjunto de pares (z,y) que satisfacen
la ecuacién se llama grdfica de la ecuacion, y su representacién en el plano es una curva (un
objeto unidimensional). Describimos a continuacién algunos tipos de curvas sencillas.

1.2.1. Rectas

La ecuacién general o implicita de una recta es ax + by + ¢ = 0, con (a, b) # (0,0).

Cuando a = 0 se obtiene una recta horizontal y = —c/b, y cuando b = 0 se obtiene una
recta vertical x = —c/a.

Cuando b # 0 podemos despejar y para obtener una ecuacién del tipo y = mx +n, que se
denomina ecuacion explicita de la recta; en este caso m es la pendiente de la recta, es decir,
la tangente del angulo que forma con el eje horizontal positivo.

y=mx—+n

MAng -

ja

Dos rectas son paralelas precisamente si tienen la misma pendiente. Asi, si una recta tiene
ecuacion general ax + by + ¢ = 0, sus paralelas son las del tipo ax + by + ¢ = 0. Y si una
recta tiene ecuacion explicita y = ma + n sus paralelas son las del tipo y = mx + n'.

Por otra parte, de la férmula tan(a)tan(a 4 5) = —1 se deduce que, si una recta tiene
pendiente m, sus perpendiculares tienen pendiente —1/m.

o+

rol3
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Asi, si una recta tiene ecuaciéon general ax + by + ¢ = 0, sus perpendiculares son las del
tipo bx —ay + ¢ = 0. Y si una recta tiene ecuacién explicita y = ma + n sus perpendiculares
son las del tipo y = %x +n'.

Ejemplo 1.2.1. Determinar la ecuacion de las rectas siguientes:

~

La de pendiente 1/2 que pasa por el punto (—1,1).

2. La paralela a 2x 4+ 3y — 2 = 0 que pasa por el punto (1,1).
3. La perpendicular a y = 2x + 1 que pasa por el punto (0,2).
4. La que pasa por los puntos (x1,y1) y (T2,Y2).

Solucion. 1. Todas las rectas de pendiente % tienen por ecuaciéon: y = %:L‘ + b, donde
b depende del punto por donde pase cada recta. Sustituyendo las coordenadas del punto
(—1,1) en la ecuacién obtenemos b = %, por lo que la ecuacién pedida es y = %$ + %

2. Las rectas paralelas a 22+ 3y —2 = 0 tienen por ecuacion 2x+ 3y +c = 0. Sustituyendo
(1,1) obtenemos ¢ = —5, luego la ecuacién pedida es 2z + 3y — 5 = 0.

3. La ecuacién sera de la forma y = —%:1: + b, y sustituyendo el punto se ve que es
1
y=—5r+2.

4. La recta pedida tiene una ecuacién genérica del tipo y = mx + b, que podemos poner
como b = y — max. Sustituyendo ambos puntos obtenemos b = y; — mx; = yo — maxs, y de
Y2 — U1
T2 — T
pedida serfa la recta vertical z = z1).

Sustituyendo ahora b = y; — mx; en la ecuacién genérica se obtiene y = mx + y; — maxy,
o sea y —y; = m(x — 7). Por tanto, la ecuacién pedida es

aqui podemos despejar m = (no se divide por cero, pues si fuera 1 = x5 la recta

Y2 — U1
$2—$1'

y—11 =m(r— 1) donde m =

Finalmente, podemos sustituir el valor de m y dividir por s — x; para obtener la ecuaciéon
mas simétrica
Yy—hn T — 1T
= |
Yo=Y  T2— T
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1.2.2. Ecuaciones de grado dos

Una ecuacion cuadrdtica en dos variables x e y es una ecuaciéon de la forma
Az’ + By*+ Cry+Drx+Ey+ F =0

donde A, B,C, D, E, F son constantes y (A, B,C) # (0,0,0). Sus graficas se llaman cdnicas
porque coinciden con las distintas curvas que se obtienen al intersecar un cono con un plano.

Circunferencias

La circunferencia de centro (a,b) y radio r esté formada por los puntos (z,y) del plano
cuya distancia a (a, b) es r, o sea, los que verifican d((z, ), (a,b)) = \/(z — a)? + (y — b)2 = 1.
Elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion general de la circunferencia:

0=+ (y— b =17

Al desarrollar la ecuacién general se obtiene una ecuacién cuadratica con A = B = 1
y C' = 0. Reciprocamente, cualquier ecuacion cuadratica de este tipo es la de una circun-
ferencia, cuyo centro y radio se pueden determinar como muestran los siguientes ejemplos.
En ellos se usa la técnica de completar cuadrados: si en un lado de una ecuacion aparece
2%+ ax (m4s otras cosas) y sumamos (a/2)? = a?/4 en ambos miembros, aparecerd entonces
la expresién z® + ax + (a/2)?, que coincide con (z + £)°.

Ejemplo 1.2.2. Determinar los centros y los radios de las siguientes circunferencias:
1. 2> +y*—22+2y—2=0.
2. 2’ —x+y’+4y+2=0.

Solucién. 1. La ecuacién equivale a 22 — 2z + 1+ ¢y* +2y+1—-2 =1+ 1, o sea a
(r — 1)+ (y + 1)> = 4, y por tanto el centro es (1,—1) y el radio es 2.

2) La ecuacién equivale a z2 —z+ 1 +y? +4y+4+2=1+4, 0scaa (z—1)%+ (y+2)? =
4+ % —2= %, y por tanto el centro es (1/2,—2) y el radio es 3/2. [ ]
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Otras coénicas

Hay tres tipos més de conicas: las elipses (cerradas), las parabolas (abiertas con una sola
rama) y las hipérbolas (abiertas con dos ramas). Todas admiten casos particulares en los
que la ecuacion cuadratica es especialmente sencilla por tener muchos coeficientes nulos:

» La circunferencia centrada en el origen de radio r es 2% + y? = r2.

» La elipse centrada en el origen de ejes a y b es (z/a)? + (y/b)* = 1.

» Las parabolas con vértice en el origen son del tipo y = az? 6 x = by?.
» Las hipérbolas “normalizadas”son del tipo (z/a)? — (y/b)* = +1.

Por ejemplo:

22y
—+5 =1
a b
2 1
1.5 0.5
1
0.5
1 0.5 0.5 1
y = 222 2 =2
15
2
10
5 1
5 10 -5 5 10

2
Zr? o T2 =1 =2
493 9?/ Ty
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1.2.3. Otras ecuaciones

Para ecuaciones polinémicas de grado mayor que dos, y mas atin para las no polinémicas,
las graficas pueden ser muy complicadas. Vamos a ver como ejemplo dos de ellas:

Folium de Descartes: 23 + y* — 3azy = 0 (en el grafico a = 5).

15

10

10 3\ 5 10 15 20
-5

-10

2
3

+y3 = a3, (en el grafico a = 3).

3

win

Astroide: z

1.2.4. Coordenadas polares

El siguiente procedimiento es andlogo al que usamos al definir la forma polar de un
nimero complejo. Dado un punto P # (0,0) del plano cuyas coordenadas cartesianas sean
(x,y), definimos sus coordenadas polares (p, ) por las férmulas

p =22+ y? 6 = arctan(y/x)

es decir, p es la distancia de P al origen de coordenadas y 6 es el angulo formado por el vector
de posicién de P con el eje positivo de las x (medido en el sentido contrario al movimiento
de las agujas del reloj; para el cdlculo de arctan(y/x) vale la advertencia de la pagina 8):
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(z,y)

Si conocemos las coordenadas polares (p,f) de un punto, sus coordenadas cartesianas
(x,y) vienen dadas por
x = pcosf y = psenf
Una ecuacién en coordenadas polares f(p, ) = 0 se puede representar en el plano y da
lugar a una curva. No vamos a estudiar la representacion grafica de curvas en coordenadas
polares, y nos limitamos a dar aqui dos ejemplos:

Rosa de tres pétalos: p = 2 cos(30).

-1 -0.5 0.5 1 1.5

Espiral de Arquimedes: p = 26.
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1.3. Funciones

1.3.1. Funciones y graficas; operaciones con funciones

Definicién 1.3.1. Una funcién f de un conjunto X en otro Y (notacién f: X — Y') es una
“regla” que asigna a cada elemento x de X un unico elemento f(z) de Y.

Cuando X e Y son subconjuntos de R decimos que f es una funcion real de variable
real. En el resto de este capitulo y en los tres siguientes trataremos sélo con este tipo de
funciones, por lo que la palabra funcion significara funcion real de variable real.

Cuando se define una funcién mediante una férmula, su dominio Dom(f) es el conjunto
de valores reales x para los que tiene sentido el calculo de f(z), y su rango Rg(f) es el
conjunto de valores que toma la funcién, de manera que podemos interpretar f como una
funcién f : Dom(f) — Rg(f). También podemos verla como una funcién f : Dom(f) — R;
es decir, podemos no preocuparnos mucho del rango, pero siempre que se defina una funciéon
hay que tener claro cudl es su dominio.

Ejemplo 1.3.2. 1. f(z) = 22?; su dominio y su rango son todo R; es decir, f : R — R.
2. f(x) = /7 (raiz cuadrada positiva®) es una funcién f : [0,00) — R.
3. f(z) =9 — 22 tiene dominio [—3, 3] y rango [0, 3].

4. El dominio de f(x) = %7 consiste en los nimeros reales donde no se anule el denomi-

nador: Dom(f) =R\ {1}.

5. f(z) = { g;s:lfl :i i ; 3 El dominio es todo R (y el rango también).

6. El espacio x recorrido por un cuerpo que cae en el vacio depende del tiempo ¢ segin
la funcién z(t) = %gtz, donde g es la constante de gravitacion terrestre. En este caso
la funcién se llama x y la variable se llama t. El dominio de x es toda la recta real,
pero si atendemos al fenémeno fisico que representa, su dominio deberia consistir en
los ntimeros reales positivos.

7. La ecuacién de estado de un gas ideal (VP = nRT) relaciona los valores de su volumen
V', su temperatura Ty su presion P (R es una constante y la cantidad de sustancia
n suele ser fija en un experimento). Si un experimento se realiza con un volumen
constante, podemos interpretar que la presiéon depende de la temperatura segun la

1%

funcién P(T) = %ET, o que la temperatura depende de la presién: T(P) = -2 P.

Por supuesto, se pueden hacer variaciones si lo que se supone constante es la tempera-
tura o la presion. Incluso, si ninguna se supone constante, se puede interpretar que una
de las variables es funcion de las otras dos, lo que nos llevaria al concepto de “funcién
de varias variables” que estudiaremos mas adelante.

6./z denotara siempre la raiz cuadrada positiva. En general, de una igualdad como a? = b deduciremos
que a = £/, y s6lo podremos precisar el signo atendiendo a otras cosas que podamos saber sobre a (por
ejemplo, si a es una longitud elegiremos el signo m4s).
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Graficas de funciones

Dada una funcién f(z), su grdfica es la grafica de la ecuacién y = f(z) (o y — f(x) = 0),
es decir, el conjunto de puntos (a,b) del plano que cumplen b = f(a).

Como las funciones son univaluadas, es decir, para cada x del dominio existe un tnico
y tal que y = f(z), toda recta vertical corta a la grafica en un unico punto. Asi, por
ejemplo, la circunferencia unidad, cuya ecuacién es z? + y? = 1, no puede ser la grafica de
una funciéon. Podemos verla sin embargo como la yuxtaposicién de las graficas de las dos

funciones y;(z) = +v1 — 22 e yo(x V1 — 22
1—22
yo=—v1—x2
Si conocemos la grafica de una funcién f(z), las de otras funciones como f(—z), f(z + a)

6 f(x) 4 a se pueden obtener por sunetrlas o por traslaciones. Explicitamente:

Proposicién 1.3.3. Si conocemos la grdifica I' de y = f(z) y a > 0 es una constante,
entonces la grdfica de. . .

» y=—f(x) es la simétrica de ' con respecto al eje horizontal.

» y = f(—x) es la simélrica de I con respecto al eje verticall.

w y = —f(—x) es la siméltrica de I' con respecto al origen (giro de 180°).

. f(x + a) se obtiene trasladando T' hacia la izquierda una longitud a.
» y = f(x — a) se obtiene trasladando T hacia la derecha una longitud a.

» y = f(x) + a se obtiene trasladando I hacia arriba una longitud a.

» y = f(x) — a se obtiene trasladando T' hacia abajo una longitud a.

Deﬁnlclon 1.3.4. La funcién f es parsi f(z) = f(—x) para todo = € Dom(f). En este
caso la gréafica de la funcion es simétrica con respecto al eje de vertical.
La funcién f es impar si f(x) = —f(—z) para todo x € Dom(f). En este caso la grafica
de la funcién es simétrica con respecto al origen.
Ejemplo 1.3.5. 1. La funcién f(x) = 1/2% es par, mientras que f(z) = 1/x es impar.
Sus gréficas son:

A

y
y=1/x
y=1/x2 +
\0 1
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2. Consideremos las tres funciones siguientes:

_1—:B 1 T

gi(x) = - 92(7) = T 1 93(x) =

Podriamos obtener sus graficas estudiando cortes con los ejes, crecimiento, asintotas,
etc. Pero acabamos mucho antes si las relacionamos adecuadamente con la gréafica I"
de y = f(x) = 1/ que acabamos de representar. En efecto, es facil ver que

g(e)=flz) =1 g)=flz+1)  g@)=flz-1)+1

por lo que la grafica de y = g1 () se obtiene trasladando I" una unidad hacia abajo, la
de y = go(x) trasladando I" una unidad hacia la izquierda, y la de y = g3(x) trasladando
I' una unidad hacia arriba y una hacia la derecha:

y=(1-z)/z \ y=1/(z+1)

Operaciones con funciones

Dadas dos funciones reales f y ¢g definimos las siguientes funciones:

Suma (f + g)(z) := f(x) + g(x) para cualquier x € Dom(f) N Dom(g).
g

Producto (fg)(x) := f(x)g(x) para cualquier x € Dom(f) N Dom(g).

x
Cociente (g) (x) := % para cualquier z € Dom(f) N Dom(g) con g(z) # 0.

Composicién (f o g)(x) := f(g(z)) para cualquier z € Dom(f) tal que g(z) € Dom(g).

Por ejemplo, si f(z) =z + 1y g(z) = 2* entonces
(fog))=f@*)=2+1  (gof)(x) =glz+1) =20’ +20+1
Como vemos la composicion de funciones no es conmutativa.

Inversa Diremos que g es la funcién inversa de la funcién f, y lo denotaremos por g = f1,
si su composicién en cualquier orden es la funcién identidad (la que lleva cada punto
a si mismo). Es decir, si:

g(f(x)) =x paracadaz € Dom(f) y f(g(z)) =2 paracada x € Dom(g)
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En este caso el dominio de g coincide con el rango de f, y sus graficas son simétricas
con respecto a la diagonal y = x.

En general, una funcién no tiene por qué tener inversa’; por ejemplo ninguna funcién
constante f(x) = k tiene inversa, pues ésta no seria univaluada: tendria que llevar k£ a
todos los x del dominio de f.

Si f tiene inversa, entonces y = f(x) equivale a f~!(y) = x; por tanto, si en y = f(z)
podemos despejar x, tendremos la expresion de f~!(y), e intercambiando y por x
tendremos la de f~!(x).

l1—2z

Ejemplo 1.3.6. Calcular la inversa de f(x) =
T

1

r+1
Como acabamos de representar las graficas de ambas funciones, se puede comprobar que son

simétricas con respecto a la diagonal y = x. También se puede comprobar, como ejercicio,
que las composiciones en ambos sentidos dan la identidad. [ ]

Solucién. y =2 say=1-rSay+l) =1z = ﬁ Por tanto f~!(z) =

1.3.2. Funciones polinémicas

Una funcion polinémica de grado n es una funcion del tipo
y(x) =ag+ ez + - + az”

donde los a; son constantes reales con a,, # 0.

Las funciones polinémicas de grado 0 son constantes, y su grafica es una recta horizontal.
Las de grado 1 son del tipo y(x) = mx + n, y su grafica es la de una recta de pendiente
m # 0. Veamos con mas detalle qué pasa en otros grados:

Grado 2. Son parabolas y = ax? + bz + ¢, que podemos representar si conocemos sus puntos
de corte con los ejes, el vértice y si las ramas estan abiertas hacia arriba o hacia abajo.

» La abscisa del vértice es © = —b/2a.
= Si a > 0 las ramas van hacia arriba, y si a < 0 van hacia abajo.

= El corte con el eje vertical se produce cuando z = 0 y por tanto y = c. Asi la grafica
pasa por el punto (0, ¢).

Los cortes con el eje horizontal (y = 0) se producen cuando®

b= Vb? — 4dac
N 2a

"Existe f~! si y s6lo si f es inyectiva (es decir, z # y implica f(x) # f(y)). Para funciones continuas,
esta condicién equivale a que f sea estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
8El lector puede verificar la igualdad az? + bz + ¢ = a (:c + %)2 — %) desarrollando su segundo
miembro, y puede deducir de ella la férmula para los puntos de corte con el eje horizontal. Ademas, la
igualdad nos dice que la grifica de y = ax?® + bz + ¢ es la de y = ax? desplazada 2 unidades hacia la
2a

4

. . 2_ . . . . . 7 .
izquierda y % unidades hacia abajo, y de esto se deducen las afirmaciones sobre la abscisa del vértice y

las ramas de la parabola.

X
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Llamando A = b? — 4ac (“discriminante”) tenemos varias posibilidades:

e A = 0. Hay sélo un punto de corte que coincide con el vértice.
e A > 0. Hay dos puntos de corte: los dos que distan v'A de la abscisa del vértice.

e A < 0. No hay puntos de corte con el eje horizontal.

Grado >3. Dejaremos para el Tema 2 un estudio mas detallado de las graficas de polinomios
de grado mayor o igual que 3 (crecimiento, extremos, etc.), y nos limitaremos ahora a hacer
algunos comentarios sobre sus raices (cortes con el eje horizontal).

Diremos que a es una raiz del polinomio P(z) si P(a) = 0.

En general no es posible conocer las raices de un polinomio con exactitud, aunque ve-
remos métodos generales para aproximarlas con mucha precision. Con mucha frecuencia los
coeficientes de los polinomios son nimeros enteros, y en este caso si tenemos por dénde
empezar a buscar sus raices racionales (aunque lo que sigue no afirma nada sobre las raices
irracionales):

Proposicién 1.3.7. Sea P(z) = a,a" + a,_ 12" '+ -+ + asx® + ayx + ag un polinomio con
coeficientes enteros (y a, # 0). Los unicos nimeros racionales que pueden ser raices de P(x)
son los de la forma r/s, donde r es un divisor de ag y s es un divisor de a,,.

En particular, para a, = 1, se deduce que los unicos candidatos a raices racionales de
P(z) ="+ 1" o+ agx? + a1 + ag son los divisores de ag.

Por ejemplo, dado el polinomio 323 — 22? — 6x + 4, sus candidatos a raices racionales son

+1, +£2, +4, =£1/3, +£2/3 y +4/3
y sustituyendo se ve que s6lo 2/3 es una rafz. También £+/2 son raices (irracionales) del
polinomio, pero este método no las detecta.

Si a es raiz de P(z) entonces este polinomio es divisible por x — a, es decir, existe un
polinomio Q(z) tal que
P(z) = (z — a)Q(x).

Este polinomio () lo podemos hallar haciendo la divisién de polinomios por el método de
Ruffini. Si, a su vez, conocemos una raiz b de Q(x), entonces existe un polinomio R(z) tal
que Q(z) = (x—b)R(x) y asi P(z) = (x —a)(x —b)R(x). Siguiendo este proceso hasta donde
sea posible obtenemos una factorizacién de P(x) como producto de polinomios més simples,
aunque en general no podemos llegar a un producto de polinomios de grado 1. Por ejemplo,
si el polinomio es de grado 2 con discriminante negativo (es decir, P(z) = az? + bx + ¢ con
b?> — 4ac < 0) entonces no tiene raices y no podemos factorizarlo.

Pero, al menos en teoria, esto es “todo lo malo”’que nos puede ocurrir. Si llamamos
polinomios irreducibles a los de los tipos & — a v 22 + bz + ¢ con b? < 4c, se tiene el siguiente
resultado:
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Teorema 1.3.8. Teorema fundamental del algebra Todo polinomio P(x) con coefi-
cientes reales es el producto de una constante por polinomios irreducibles. Es decir, existen
coeficientes tales que

Plz)=a(z —a1) - (x —a)(@* + bz +c1) - - (22 + bex + ;) (b7 < 4¢;)
Usando potencias para agrupar los factores repetidos también podemos poner
P(x) =a(r —a))™ - (v —a,)" (2* + byz + )™ - (2% + by + ¢,)™ (b7 < 4¢y)

Obsérvese que un polinomio irreducible de grado 2 tiene dos raices complejas conjugadas,
luego se factoriza como dos polinomios de grado 1 con coeficientes complejos. Por tanto, si
admitimos coeficientes complejos, un polinomio arbitrario es producto de una constante por
polinomios del tipo =z — a.

Ejemplo 1.3.9. Factorizar los siguientes polinomios:

1. P(x)=x"—92% + 4z + 12.

2. Plx)=2+22'+ 23+ 22 +2x + 1.

3. P(x) =24 5z* 4+ 22% + 102? + z + 5.
4. P(x)=a®+5z* +92% + 112% + 7x + 3.

Solucién. 1. Los candidatos a raices son los divisores de 12. El 1 no es raiz, pero el 2
s lo es y dividiendo queda P(z) = (x — 2)(2® + 22* — 5z — 6). De nuevo el 2 es raiz del
polinomio ctibico y dividiendo queda P(x) = (x — 2)*(z* + 4x + 3). Usando la férmula para
los polinomios de grado 2 obtenemos finalmente P(z) = (z — 2)*(z + 1)(z + 3).

2. El 1 no es raiz, pero el —1 lo es del polinomio dado y de los dos primeros cocientes, lo
que nos lleva a P(z) = (x + 1)3(2? — 2 + 1), que es la factorizacién en polinomios simples.
Si se admiten coeficientes complejos tenemos P(z) = (v + 1)3(z — 1+T\/§Z)(x - 1’T‘/§”)

3. El =5 es raiz y queda P(z) = (z + 5)(z* + 222 + 1). El segundo factor no tiene rafces
enteras (los tinicos candidatos +1 fallan); en general, en estos casos no podemos hacer nada,
pero en este caso concreto es facil darse cuenta de que ese factor es el desarrollo de un
cuadrado, y asf P(x) = (z + 5)(2? + 1)2, que es la factorizacién en polinomios simples. Si se
admiten coeficientes complejos tenemos P(x) = (z + 5)(z — 1)*(z +1)>.

4. Es un caso parecido al anterior, aunque es mas dificil detectar el desarrollo de un
cuadrado. En primera instancia se tiene P(z) = (x+3)(2x?+223 4322 +22+1), y si se observa
que el segundo factor es el desarrollo de un cuadrado se llega a P(x) = (x + 3)(2? + 2 + 1)2.
Si se admiten coeficientes complejos P(z) = (x + 3)(z + 1+T‘/§”)2(:1: + 1’T‘/§Z)2 u
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1.3.3. Funciones racionales

Una funcion racional es una del tipo f(z) = P(z)/Q(x), donde P(x) y Q(z) son polino-
mios. Sus graficas pueden ser muy variadas, y se estudiaran mejor tras conocer los resultados
sobre crecimiento y extremos que proporcionaran las derivadas.

Hay dos tipos especialmente sencillos de funciones racionales: los polinomios (que se
obtienen cuando Q(z) = 1), y las fracciones simples, que son de dos tipos:

A Bx+C
(x —a)" (22 + bz + )"

(b* < 4c)

Es decir, en el denominador hay una potencia de un polinomio irreducible, y en el numerador
hay un polinomio de grado 0 (constante) o de grado 1, segin si el polinomio irreducible tiene
grado 1 6 2.

La importancia de las fracciones simple estriba en dos hechos, que permiten integrar
cualquier funcion racional: las fracciones simples son faciles de integrar, y cualquier funcion
racional puede ponerse como la suma de un polinomio y ciertas fracciones simples (siempre
que sepamos factorizar el denominador). La primera afirmacién la veremos en el Tema 3, y
la segunda la resolveremos ahora en dos pasos.

1°. En la suma que buscamos aparece un polinomio precisamente si gr(P) > gr(Q), donde
gr denota el grado de un polinomio. En este caso se divide con resto P(x) entre Q(z), y se
obtiene

P(r) = C(z)Q(x) + R(x)
donde C(z) es el cociente, R(x) es el resto y gr(R) < gr(Q). Entonces
Plr)  C@)Q(x) + R(z) R(x)
Q(z) Q(x) Q(x)

2°. Las fracciones simples se obtienen a partir de un cociente P(x)/Q(x) con gr(P) < gr(Q),
que si no es la situacién que nos dan es la que encontramos tras haber dado el paso anterior.
Si conocemos la factorizacién de Q(x), hay que poner P(x)/Q(x) como una suma donde:

=C(z)+

» Por cada factor (z — a)™ de Q(x), hay que proponer n sumandos del tipo

(r—a) (x—a)? (x —a)r

» Por cada factor (z? 4+ bx + ¢)" (con b? < 4c) de Q(x), hay que proponer n sumandos

Bl,CE + Cl n BQ.CE + Cg i 4 an + Cn
(22 4+br+c) (224 bx+ c)? (22 + bx + )"

» Finalmente, hay que igualar P(z)/Q(x) a la suma de todos esos sumandos para deter-
minar el valor de las constantes A;, B;, C;.
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Ejemplo 1.3.10. Descomponer en fracciones simples las siguientes funciones racionales:

0 3x+1 2) ot + 2% — 1122 + 22 — 10 3) 32 +x—1
(r + 3)2 24 —12 a3+ 4x? 4+ 4+ 3
Solucién. 1) Hay que proponer una suma del tipo:
3r+1 A n B Az+3)+B
(x+3)2 x+3 (v+3)2  (zv+3)2

Igualando numeradores tenemos la igualdad de polinomios 3z + 1 = A(x + 3) + B, que ha
de ser cierta para todo x. En particular lo es para x = —3, de donde B = —8, y para z = 0,
de donde 1 = 3A — 8 y asi A = 3. Otra forma de determinar A y B consiste en igualar
coeficientes en 3x +1 = Az + (3A+ B),loquenos da3 =Ay 1 =34+ B =9+ B, de
donde B = —8. En cualquier caso obtenemos finalmente

3r+1 3 8
(z+3)2 2+3 (z+3)2

2) Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, comenzamos haciendo
la divisién con resto:

e+t - 112?420 — 10 = (22 + 2 — 12)(2* + 1) + (v + 2)

luego

ot — 112?422 - 10 T+ 2
14—
24+ x—12 24+ x—12

El denominador se factoriza como 2% + x — 12 = (z — 3)(z + 4), luego hay que buscar
constantes A y B que verifiquen
x+2 A B Alx+4)+ Bz - 3)

@-3)@+d) 7-3 244 @-3)@+d)

Igualando denominadores obtenemos 5 = 7A (para x = 3) y —2 = —7B (para © = —4), por
lo que finalmente
ot +a® — 12?4+ 20— 10 5/7 2/7

2
= 14+ =10
(x —3)(x+4) v +x—3+x—|—4

3) El denominador se factoriza como z® + 422 + 4z + 3 = (z + 3)(z* + = + 1), por lo que
hay que buscar constantes A, B, C' tales que
3 4+z—-1 A N Br+C  A@@®+x+1)+ (Bx+C)(x+3)
w3442 +40+3 x+3 224+ ax+1 (x+3)(22+2x+1)2

Igualando denominadores obtenemos 23 = 7A (para © = —3), —1 = A+ 3C (paraz =0), y
3=3A+4B +4C (para z = 1), de donde A =23/7, C = —10/7y B = —2/7, y asi

32 4+x—1 123 22410
3 4+4x2+4r+3 T|lz+3 2+4+x+1
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1.3.4. Funciones trigonométricas

En general, todos los angulos que usemos estardan medidos en radianes. Recordemos que
el dngulo de 1 radidan es el que abarca un arco de longitud igual al radio. Como el angulo
que abarca la circunferencia es de 27 radianes, 6 360°, podemos pasar de grados a radianes
y viceversa mediante una regla de tres. Asi por ejemplo:

o T o T o T o T o o om
30:6 4 =7 60:5 90:5 180° =7 270:7

Cuando trabajemos con coordenadas, entenderemos que los angulos tienen su vértice en
el origen y los mediremos en sentido antihorario desde la parte positiva del eje horizontal.
Un angulo no cambia si le sumamos un multiplo de 27, y por lo general consideraremos
angulos en el intervalo [0, 27), aunque a veces sera conveniente considerar dngulos negativos
“pequenos” entendiendo que —a 1= 27 — a.

Recordaremos cémo se definen geométricamente las distintas razones trigonométricas.
Consideramos una circunferencia de radio arbitrario 7, un dngulo 6 € [0,27) y el punto
(z,y) de la figura:

(z,y)
"y
0

” i

Se definen el seno, el coseno y la tangente de 6 de la siguiente forma:

Y R _osen(f) y
sen(@) = eos@ =2 tan(0) = 0 = o

Cuando cos(f) = 0 la tangente de € no estd definida. Usando semejanza de tridangulos se
observa que esta definicién es independiente del radio r de la circunferencia elegida, por lo
que, cuando nos interese, podemos suponer que el radio es 1. Algunas propiedades que se
deducen facilmente de la definicién son:

sen?(6) + cos?(6) = 1

—1<sen(f) <1 1 <cos(d) <1
sen(—6) = —sen(0) cos(—0) = cos(6)
sen(f + 5) = cos(0) cos(f + ) = —sen(0)

sen(f + ) = —sen(f)  cos(f + m) = — cos(6)
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Los valores de las razones trigonométricas de algunos angulos notables se recogen en la
siguiente tabla:

angulo 0| n/6 | n/4 | n/3 |w/2| 7 |37/2
seno 0| 1/2 [v2/2|v3/2| 1 |0 | —1
coseno 1[v3/2]v2/2] 1/2 | 0 |[=1] 0

tangente || 0 \/3/3 1 V3 0

Usando estos valores, la periodicidad y las simetrias, podemos deducir que las graficas
de las funciones trigonométricas son las siguientes (obsérvense las escalas de los ejes):

'
osE %‘}
N > B o ,4 )
s o5
B 1

Yy =senx Yy =CoST

40}

20+

-20+

_40}

Yy =tanx

Se definen también la cosecante csc z, la secante sec x y la cotangente cot z en los puntos
donde no se anulan los denominadores:
1 1 1 CoS T

secr = cotx = =
sen cos ¥ tan x sen

CSCX =

y las funciones inversas de las tres principales:
= y =arcsenz : [—1,1] — [~F, §] como el valor de y tal que seny = .
» y=arccosz: [—1,1] — [0, 7] como el valor de y tal que cosy = x.

» y=arctanz : R — (=7, %) como el valor de y tal que tany = x.
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Algunas férmulas de la trigonometria nos haran falta més adelante; recordamos algunas:

sen(r +y) =senzxcosy +senycost  cos(z + y) = cosx cosy — sen x seny
sen(2x) = 2sen z seny cos(2z) = cos? z — sen?y
1+ tan®x = sec®x 1+ cot? x = csc’x

Ejemplo 1.3.11. Resolver las ecuaciones:

1. senx = sen(2z), para x € R.

2. tanz ++/3 = secx, para v € [0,27).

Solucioén. 1. senz = sen(2x) = 2sen x cos x equivale a sen z(2 cosz —1) = 0. Esto ocurre
cuando senx = 0 y también cuando cosx = % La primera posibilidad se da cuando x = kx
(con k € Z), y la segunda cuando x = % + 2km y cuando x = 5?” + 2km (con k € Z).

2. Elevamos al cuadrado la ecuacién para poder aplicar otra de las férmulas anteriores:

—2 3
tan’z 4+ 3+ 2v3tanz = sec’z = 1 + tan’z = tanz=—— = —£
2v/3 3
Las soluciones en [0,27) son z; = %’T v 2o = 2T pero al elevar la ecuacién al cuadrado

6
pueden aparecer soluciones falsas, y de hecho en este caso solo x5 es vélida. ]

1.3.5. Funciones exponenciales y logaritmicas
Potencias y logaritmos

Sean a € R, n € N. El producto de a consigo mismo n veces se indica por a™ (la potencia
de base a y exponente n). También se define la potencia de exponente negativo =" como el
. . m , s .
inverso de a”, y la de exponente racional a» como la raiz n-ésima de a™. Es decir:

1 m
n

a*=a-a---a (n veces) a "t =— a
an

= vam
Esta tltima expresion no es un nimero real cuando a™ es negativo y n es par; por ejemplo
(=1)¥2 = /=T no es un niimero real. Cuando la base a es positiva no se presenta este
problema, y por eso s6lo consideraremos funciones exponenciales con base a > 0.

Para a,b,z,y € Q con a,b > 0 se verifican las siguientes propiedades:

a® =1 a*tV =a"a? a® ¥ =a"/a’ (a®)Y = a"™ (ab)® = a™b"

También es posible definir potencias de base a > 0 con exponente real (a® con z € R)
que cumplen las mismas propiedades que las de exponente racional. Sin entrar en detalles,
diremos que para el cdlculo practico habria que aproximar x por un racional n/m, y entonces
a™™ serfa una aproximacién de a®. Obsérvese que este calculo no es facil, pues implica
calcular raices m-ésimas con m arbitrario.

Dado a € R positivo, la funcion exponencial de base a es la funcién f: R — R dada por
f(z) = a®. Su gréfica se comporta de modo distinto seginsia <16 a > 1:



1.3 Funciones 26

y=a® (a>1) y=a® (0<a<l)

| ) | ]
El logaritmo en base a de x (con x > 0), denotado por log, x, es el nimero real al que hay
que elevar a para obtener x, lo que se puede reescribir de cualquiera de estas tres formas:
z=log,x < a" =ux '8 = g log,(a®) =«
De las propiedades de los exponentes se deduce que
log,1=0 log,(zy) =log,x +1log,y log,(x/y) =log,x —log,y log,(a") =ylog, =

Por otra parte, de las igualdades a'°%? = x y log, (a®) = x se deduce que la funcién logaritmi-
ca f(x) =log, = es la inversa de la funcién exponencial a”. El dominio de esta funcién es el
intervalo (0, +00), y su grafica depende de siesa <16 a > 1:

y=log, = (a>1) y=log, = (0<a<1)

El niimero e, funcién exponencial y logaritmo neperiano

Hemos comentado que en la practica puede resultar dificil no ya calcular, sino aproximar
el valor de una potencia a” de exponente real. Precisamente en este contexto se explica la
importancia del nimero

n—oo

1 n
e = lim (1 + —) = 2/71828182845905 . ..
n

Resulta que el valor de e” se puede expresar en términos de potencias de x como una serie

o suma infinita?®
o
=)
n=0

9Una serie o suma infinita Y n- a es convergente si el limite de las sumas parciales S, = Y ;_, ai, existe
con un valor finito; este valor es entonces la suma de la serie.

n_l 1.2 x3 1.4
| +$+E+§+Z+”'

3|H

1
1—7
En efecto, sia S, = 1+r+72+4---+7r" le restamos rS,, = r+7r2+- - -+ +r"H resulta (1—7)S,, = 1—r"T1
de donde S,, = (1 — r"*1)/(1 —r), cuyo limite es 1/(1 — r) puesto que 0 < r < 1.

Para r = 1/2 se obtiene Z;O:o 1/2™ = 2, lo que se puede ver graficamente marcando las sumas parciales
en el intervalo [0, 2]: tras sumar 1/2* nos falta exactamente 1/2* para alcanzar el 2, y al afiadir el siguiente
sumando 1/ 2k+1 g6lo rellenamos la mitad de lo que falta, por lo que nos acercamos a 2 todo lo que queramos
pero sin alcanzarlo nunca.

k:

Por ejemplo, si 0 < r < 1, la serie Y- ¥ = 14+r+r2 4134 .. converge y su suma vale Sheor
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Esta expresion tiene una gran ventaja: sélo involucra sumas, productos y cocientes, y en
particular no nos obliga a hacer raices m-ésimas para calcular e”.

También tiene un inconveniente obvio: en la practica es imposible hacer infinitas sumas,
luego nos tenemos que conformar con sumar por ejemplo los primeros 10 sumandos para tener
una aproximacion. En el Tema 2 veremos que estas aproximaciones son bastante rapidas y
que su error se controla muy bien, por lo que en definitiva esa es una buena expresién para
el célculo de e”.

Por ejemplo, para z = 1 obtenemos e = 1+ 1+ 1/2+4+1/3! 4+ ---, y los 10 primeros
sumandos (hasta 1/9!) ya nos dan la aproximacién e ~ 986,410/9! = 2'7182815... que es
buena hasta la sexta cifra decimal.

El logaritmo en base e se llama logaritmo neperiano o natural y se denota por Inz
(también se suele escribir como log x, Lnx); por tanto

z=lhr e =u et =g In(e®) = x

Los valores de In(1 + z) también se pueden expresar como una serie:

2 2 ozt

h(l+z)=2——+———+---

(1+2) 2 + 3 4 +

lo que facilita su célculo. De hecho estas series permiten el calculo de cualquier funcién
exponencial o logaritmica en una base a, pues éstas se pueden poner en funcién de e* y de
Inz gracias a las férmulas:

Las propiedades y las gréaficas de e* y de Inx son casos particulares de los ya vistos, y se

resumen asi:
Y = e%eY e" Y =¢e"/eY e™ = (e*)?

In(zy) =Inz +Iny In(z/y) =Inz —Iny In(z¥) =ylnx

A A

1 /
et
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Funciones hiperbdlicas

Las funciones seno hiperbolico, coseno hiperbolico y tangente hiperbolica se definen como

er —e* ef+e " senh x
senhy = ——— coshy = —— tanhz =
2 2 cosh x

y verifican relaciones similares a las de las funciones trigonométricas; por ejemplo:

cosh®z — senh®z = 1

| cosh(z)| > 1 | tanh(x)| < 1
senh(—z) = —senh(x) cosh(—x) = cosh(x)
senh(z + y) = senh(x) cosh(y) + cosh(z) senh(y)

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + senh(z) senh(y)

Sus graficas son:

y = tanhx

- y = coshz (la catenaria)

Sus inversas se llaman argumento seno hiperbélico, argumento coseno hiperbdlico y ar-
gumento tangente hiperbdlica, y se denotan como sigue (incluimos ademds el dominio y el
rango de cada una, que se deducen facilmente de las graficas anteriores):

argsenhz : R — R arg coshz : [1, +00) — [0, +00) argsenhz : (—1,1) = R
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Ejemplo 1.3.12. Expresar las funciones inversas de las funciones hiperbolicas en términos
de logaritmos neperianos (recuérdese el método para calcular inversas de la pdgina 18).

Solucién. Poniendo z = e* tenemos:

-1
z—z
= y=z—2z"

y =senhx = = yz=2"-1 = 22-2)z—-1=0

Esta es una ecuacion de segundo grado en z con dos soluciones

2y + \/4y? + 4
z = i 2y—|— :yi\/m

pero y — \/y? + 1 es negativa, y no puede ser el valor de z = e, por lo que hay que elegir el
signo maés, y tomando logaritmos obtenemos finalmente z = In(y + /y? + 1).

Con el coseno se llega a z = y & /y? — 1, y hemos de tomar el signo positivo por la
siguiente razoén: sabemos que y = coshx > 1, y ademas es x > 0 porque ha de estar en
el dominio de la funcién coseno hiperbélico; entonces y?> — 1 > (y — 1)? (desarrollando el

cuadrado y aplicando y > 1), de donde \/y? —1 >y —1yasiy — /y?> —1 < 1, que no es
un valor posible para z = e* con x > 0.

Con la tangente tenemos

1

y:z:—z*1 = (4+zlw=z-2"'" = Py+y=z2-1 =
2 l+y L4y 2
l+y=2*1—-y) = T—.=% = In . =In(2*) =2lnz =2z
-y -y

En resumen:

argsenhz = In (y+ V2 + 1)
argcoshz = In (y +Vy?— 1>

1 1 /1
argtanh z = 5 In (ﬂ) In 1—i-_y
-y

I—y
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1.4. Ejercicios

1. Calcular y simplificar:

S

Il
W =~

X
[SNIEEN|

I
7N
[GSR N\

|
o o
~_
/I\\
B~ w
~__

o

I
/I\
N | —
~_

X
/|\
B~ W
~_—

S|

Il
/?
=~ w
N~

I
GV )

)
I
o] DN
+
A~ w
I
/T\
)
~_
|
| —
)
~~
I
=)

Ny
X
)

w
Na}

Il
—
=)

S
SN—
w
>
I
‘@

ot
o~
Il
N
@M,_.
N~
e

2. Desarrollar y simplificar las siguientes expresiones:

2 — (3z(2? — 2) — 22%(x + 1))
4a((1 — a)2a® + (3a + 1)3a?)
5a(4a — 2(3a — 4b) + 5(4a — 3b))
—4x(22* + 3z((x — 1) — 5(x — 2)))

s}

o

ISH >
— N N

3. Desarrollar y reducir las expresiones siguientes:
a) (22% -2z +1) (52% - 22 +2?)
b) (z—2)(5z* —1)(4z +3)
¢) (ax® —b)(ax?® — 2b) + 3b(az® —b) + b
)
)

—~
~— o
|

d) (a—1)(a—2)(a—3)+6(a—1)(a—2
e) (3a% — 2ab® +10b* + 20) (—2a’b)

4. Simplificar las siguientes expresiones (suponiendo que los denominadores no son nulos):

A:4ax—2a2x B_ a _ 3y +1 D a—2
2a® — 8a a? + ab 9y?2 — 1 a? —4a +4
p_nm  p_p-d p-qg P _a+l (@+1)
~ m | 3n - 22 T2 2 - g2
i (p—a)* P*+pa P*+q a-1 a?-1
oz y _ 3m N m? I 922y 2 ) 2+ 3z
3r—2y 2x+3y 23 n?  4-922 \3z 493

Kz(m—1—§>:<x+1+ ’ )
T r—3

5. La razon durea es un ntimero positivo que, entre otras propiedades, presenta la pecu-
liaridad de que al restarle la unidad se obtiene su inverso. Hallar su valor.
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6. Resolver las ecuaciones siguientes, comprobando los resultados:
(@) z+2Vx—1—-4=0 b)) Vr+20—vr—-1=3

VE—6 -8
N Ty ()

7. Completar las siguientes expresiones:

3 =a’bet V... =5dde V...=T4+a

(c) Va2 — x4+ Va2 +x=2a

= \/5-3
V5 + V3
8. Efectuar las sumas indicadas, simplificando al maximo el resultado:

a) 4vV4 —2v/2 4 325 — 5/49
b) 5v72—T7V18 — /50 +2V/8

2 2 2 /18
VRV = W 222
‘) 55 3 8Jr(a\[g 3V 16
3 5
0 Vi
5 5 11
,/—%,/—%(-—-)m
) x x )

9. Calcular, simplificando el resultado:

Q
~—

a) (5v3—7v6)(2v8 - 3)

b) (2v8+3v5 — TV2)(VT72 — 5120 — 2V/2)

¢) (3v2—3v3+6v5)(2v2 + 23 + 4V/5)

d) (V3+V5)(2v3+3VE) — (3v3 —2V5) (V3 +2V5)
1 1

e) (\/1—x+—_1+x):(1+—_1_x2)

10. Calcular, simplificando el resultado:

1
a=+v192  b=+v108 c¢= Z{’/—64(a +b)3(a—b)  d= /640y3

e = Vba* 4 10a3x + 5a2x> f=2v9-5v15 g =3v4-2V10 h=+5-v10
i=2V27:v9  j=3V500ab3: Vda k= Va7 : Va2b?

11. Calcular el valor de las siguientes expresiones:

81—1/2

a= (=83 b=16""% ¢=00001"%% d= =

e = (V8L-277%/3)1/3
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

Encontrar la representacion decimal periddica de los ntimeros

2,1 un 300,001
1= 7 3 7% “21 7 790,000

Escribir en potencias de 10 los siguientes niimeros:

1
— 0001 b= {1 —
a =000 0,000 = Gose

1 001
d=—— e=(10"2.10"%" f= 100
JI0.000 ¢ ( )" = Gooon

Escribir los siguientes niimeros en forma de producto de un entero por una potencia
de 10: a = 304, b = 20,00073, c = 00252

Encontrar los valores numéricos de los factoriales 5!, 6!, 7!, 8!, 9!'Y 10!.

5! 15! 5 7!
Calcular los valores de a = 3 b= o €7 (3) y d= 5191

. Cuantos numeros de tres cifras distintas se pueden formar con los digitos 1,2,3,4,5,67
;,Cuantos de ellos son miultiplos de 3 y terminan en 67

., Cuantos nimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 1,3,4,5,6,87 ; Cuantos
son multiplos de 47

Expandir los siguientes sumatorios:

2 3 :
a= Z(n + 1)z b= k(k+1)z* c= Z n?p?n d= Z I ¥
j=1

3
X
12
n=0 k=1 n=2 J + 1

Calcular el valor de las siguientes sumas:

(15 N 15 T 15 . 15 - 15) (15 T 15\ (15
“~\o 1 14) " \15 0 1 14) ~ \15
Hallar el coeficiente de 2° en el desarrollo de (5z — 271)7.

Hallar todos los valores reales de & que cumplen las siguientes desigualdades:

(a) 2? >z
(b) zv3—1<z-3

2z —17)

A~ w

(c) =(4z —6) + %(33: +2) <

5
——x <
6t =

>~ ©
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(e) 22 > 21+ 3

(f) 22 =52 +4<0

(g) |4z + 12| < 36

(h) —12 > |3z — 4]

(i) 5< |22 -7 <35

() [z +1[+]z—1]<4

(2—14)(1430)*+ (5+ 3i)(5 — 30)
(2+1)?

23. Calcular el niimero complejo

24. Sea P el punto de interseccion de la recta de ecuacion z 4+ y = 9 con la circunferencia
de centro (2,3) y radio 2v/2. Sea s la recta de ecuacién z + 2y +1 = 0 y sea r la recta
perpendicular a s que pasa por P. Calcular el punto de corte de r y s.

25. Encontrar el centro y el radio de la circunferencia de ecuacién z2 +6x+y? —5y+13 = 0.

26. Dada la funcién polinémica f(x) = 2 + 2z + 4, evaluar f en los puntos 0, 1, =1, 2 y
—2, y encontrar las expresiones polinémicas de f(a+ 1)y f(z — 3).

27. Dadas las funciones f(z) =2?+2z — 1y g(x) = 2%+ 1, calcular f(g(x)).
28.  Obtener el cociente y el resto de las divisiones indicadas a continuacién:

a) (z*—3x—18): (z—6)
b) (3a®+10a* —5a +12) : (a + 4)
¢) (4z* +6x3 =3z +9): (22 +4x — 3)

29. Factorizar los siguientes polinomios:

a(x) = 32 + 2¢ b(x) = 2 — 25 c(x) = 472 +9 d(x) = 2® + 62% + 5z

30. Encontrar las raices y hacer un esquema de la grafica de los siguientes polinomios:
a(r) = 2* — 3v +2 b(z) = 4a® + 4o + 1 c(r) =32 = 3w +1
d(r) =3z -3z — 1 e(z) =323 — 42 — 2 42 flz)=a*—22"+1
31. Expresar las siguientes funciones racionales como suma de fracciones simples:

1 T+ 2 Tz — 2

Alw) = (x —2)(z + 3) Blw) = z(z + 3) Cle) = 2?2+ 3x 42

22 + 22 — 1 24242
) B Gl P sy y

D(z) =
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32.
33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Expresar cos(5z) y sen(z) en términos de los senos y cosenos de 2z y 3z.
Resolver la ecuacién 2sen(z) cos(x) = v/3 cos(x) en el intervalo [0, 27).

Hallar las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas polares son (3, 7/3)

y (3,27/3).

Hallar las coordenadas polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas son (3, —2)

Escribir el desarrollo de e~
desarrollo para aproximar el valor de e

/3 en potencias de x hasta el término en z°. Usar este

~1/3 ¢on 5 cifras decimales.

Simplificar las expresiones siguientes:
a = In(z*) — In(x) b =1In(22" — 32°) + In(z7?)
c=In(e" ") —In(e®)  d=In(z" —32%) + 2In(z"") — In(z® — 3)
Calcular la funcién inversa de las siguientes funciones:

a(x) = ’ b(z) = 33;111 c(x) = sen(3x)

)= )=t () o) =sene)

cos(z)

La férmula barométrica p = poe ™M ET da la presién de un gas de masa molar M a
una altura h y una temperatura 7', donde pg es la presion a nivel del mar. Expresar h
en términos de las otras variables.

El potencial quimico de un gas a presién p y temperatura 71" viene dado por la formula
= po+RTIn(f/po), donde f = ~p es la fugacidad y v es el coeficiente de fugacidad.
Expresar p como funcion explicita de las otras variables.
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1.5.

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

Soluciones de los ejercicios

_ — =3 — = —
=7 b= ¢= d=

a e= =19 f=ad  g=a'?
h=d" i=a® j=(a+b¥)2 k=46 [=4 m=8 n==%

24

o|w
®|©

a) 6x+3z? —2* = 2(6 + 3x — 2?) (b) 20a® + 28a* = 4a3(5 + Ta)
¢) 90a* — 35ab = 5a(18a — 7b) (d) 40z — 108z* = 42*(10z — 27)

(
(
(a) 185156 + :U — 62t — %xS + %xQ — %x (b) 20x* 61 2 + 3 9 () a?z*—b
(d)

d) a®*—=1 (e) —a'v®+2a%®—8a®" —16a%b = Za 2b(5ab2 —2a2l)—60l)3 —120)
x 1 1 1 m? — 3n?

a+2 a+b ¢ 3y —1 a—2 m? + 3n? b

G:_aa2+a+2 I 2(x? + %) [:m3—|—2mn J:3_ZL‘
a+1 (3z — 2y)(2x + 3y) 2n3 492

K:$—3

x
1+5

2

(a) x = 2 (b) x =5 (c) x = 121 (d) x = 0 si a > 0; para a < 0 no hay
solucion.

Vas3el?2 = a2bc*  Vh%al2ct = 5atc A9+ lda+a2=T+a f+f =5 -3

67 1 [ 2
a V2 b=8V2 ¢ 10\/_ d 15\/30 B

a=41vV6 —T71V3 b=42V10—-174 ¢c¢=114+24v10 d=32+V15 e=+1—z
a=8/3 b=3V4 c=(a+b)Vb—a d=23/20y3 e = v5a(a + )
f=30v5 ¢g=12v5 h= V225 =2 j=15b k= vab

1
a=—2 b:§ c =10 d=1 e=—

a=028714 b=03 =18 d=0047619 d= 333334
a=10"%  b=10"% c¢=10* d=10"" e=10%%  f=10%
a=81-10* b5=125-10""% ¢=625-10"F

51=120 6!=720 7!'=5,040 8!'=40,320 9!= 362,880 10! = 3,628,800

a = 20 b=2,730 c=10 d=21
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17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.

V(6,3) = 120. Un ntimero es miltiplo de 3 si y sélo si lo es la suma de sus cifras; si
acaba en 6, las dos primeras cifras tienen que elegirse entre 1 y 5 y sumar un multiplo
de tres. Las opciones son 8, a saber 126, 156, 216, 246, 426, 456, 516 y 546.

Hay 6% = 216 ntimeros asi (no se excluyen repeticiones; de ser asi la respuesta serfa
120, como antes). Un ntimero es multiplo de 4 si y sélo si lo son sus dos tltimas cifras,
por lo que las posibles terminaciones son 44, 64, 84, 16, 36, 56, 48, 68 y 88. Hay pues 9
opciones para las dos ultimas cifras y 6 para la primera, luego hay 54 multiplos de 4.

a=1420+32>  b=220"+62"+122° ¢ =424+927+162°  d = Ja 42zt 430k
a =2 b=10

—7-5%=—109,375
27 19 1
S o> 1 ~V3-1 <L _—
(@) x <062 > (b) x < —V/3 (c)x < % (d) — 10_x< 10
e)z<—-16x>3 (fll<z<A4 (9 —12<x<6 (h) Ninguno
(1) —ld<z<1 6 6<x<2] (j) —2<x<2

152 36.

[\
ot
\]
ot

P = (4,5), la ecuacién de r es y = 2x — 3 y el punto pedido es (1,—1).

3
El centro es (—3,2) y el radio es 7

fO) =4 f)=7 [f(=1)=3 [f@2)=12  [f(-2)=4

fla+1)=a*+4a+7 flx—3)=a>—4x+7.

flg(x)) =22 42772 4 2.

Los cocientes son x +3, 3a? —2a+3 y 422 — 102 +52. Los restos son 0, 0 y —2412 +165.
a(z) = 2(32% + 2) = (V32 + V2i)(V3z — V2i)  b(z) = (x +5)(z —5)

c(z) =42* +9 = (2x + 3i)(2z — 340) d(z) =z(x +1)(x +5)

a(z) tiene raices 1y 2 y es una pardbola con minimo en (2, =1).

b(z) tiene raiz —1/2 (doble) y es una pardbola con minimo en (3, 0).

c¢(x) tiene raices (complejas) 3i\[’ y es una pardbola con minimo en (3, 1).

d(x) tiene raices 3i‘ﬁ
2 unidades hacia abaJo)

y es una pardbola con minimo en (3, 57) (es la de ¢ desplazada

—1 500

5 543) Y un minimo

e(x) tiene raices 1 (doble) y —2/3. Tiene un méximo relativo en (
relativo en (1,0).

f(z) tiene raices 1 y —1 (ambas dobles). Tiene un méximo relativo en (0,1) y dos
minimos relativos en (£1,0).
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

A =2 T B =0 00 o=
~10/9 2/3  —1/9 B 5/3 | (=5/3)r —(4/3)
D(m)_:v—l (:U—l)2+a:+2 E(x)_1+x—1 w24+ +1

cos(bx) = cos(2zx + 3z) = cos(2z) cos(3x) — sen(2z) sen(3x)

sen(z) = sen(3x — 2x) = sen(3z) cos(2z) — cos(3z) sen(2z)
Hay cuatro soluciones: z=7/3, = =2n/3, z=7/2, x=3r/2.

(Beos(3),3sen(3) = (3, 5) v (3cos(Z), 3sen(2)) = (3,260

(V32 + 22 arctan(2) + 2m) = (3/6055...,5'6951...) 'y
(V32 + 22 arctan(3) + ) = (3'6055...,3/7295...)

2 3 4 5 20,894
w3t r_r Tz “1/3 0 T L (771653,
¢ 5718 162 T 101 291600 © 29.160
a=2n(r) b=In(2x—3) c=2*> d=0
1
aHz) = - f : b (z) = 11‘_—|—3$ clz) = %n(a:) d~1(x) = arcsen(In(z))

f~Hz) = arccos(e™®) g (z) = /— In(arcsen(z))

h— —RT hl(p/po)
Mg

p:@exp<ﬂ—uo>
g







Tema 2

Calculo diferencial en una variable

2.1. Limites

2.1.1. Tipos de limites. Asintotas
Limite finito en un punto

Sea f : R — R una funcion real de variable real, y sean b, . € R. La notacién
h’n}) flz)=1L

(“f(x) tiende a L cuando z tiende a b”) significal que los valores de f(x) se acercan a L
tanto como se quiera si z se acerca lo suficiente a b, sin tener en cuenta el valor de f(b).
Como veremos en la Seccion 2.2 (sobre continuidad), si en una funciéon “normal” estd de-
finido f(b) entonces ése es el valor del limite, por ejemplo
x—2 -1 sen(x)

e 6 dmler-D=0 lim —

2
o

pero en muchas ocasiones f(b) no esta definido y entonces hay que usar otros argumentos.
Por ejemplo, al sustituir x = 0 para calcular

lm sen(x)

x—0 x

obtenemos una indeterminacion del tipo 0/0. Como veremos, cuando se resuelven indetermi-
naciones asi se pueden obtener limites con cualquier valor real o limites infinitos. Por ahora
nos conformaremos con calcular f(x) para valores de = cada vez més cercanos a 0:

F(£0'1) =0'998334...  f(£001) =0/999983...  f(+0/001) = 0/9999998 . ..

lo que parece indicar que el limite vale 1 (mds tarde confirmaremos esto rigurosamente).

La condicién formal, que no emplearemos, es que para cualquier valor (pequefio) € > 0, existe otro valor
(pequenio) 6 > 0 tal que si 0 < |z — b| < § entonces |f(z) — L| < e.

39
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Al punto b donde queremos calcular el limite podemos acercarnos por la derecha, es
decir, considerando sélo valores > b, o por la izquierda, con valores x < b. Aparecen asi los
conceptos de limite lateral por la derecha y por la izquierda?:

lim f(x) lim f(x)

z—bt T—b~

El limite “global”en b existe y vale L si y sélo si los dos limites laterales existen y valen L.
Por ejemplo, para f(x) = |sen(z)|/x se tiene

f(0'1) =0'9983 ... f(—=0'1)=—-0'9983... f(0'01) =09999... f(—001)=—09999...
por lo que 1fm+ f(x)=1y lim f(z) = —1,y en consecuencia no existe HH(l) f(x).
z—0 z—0~ x—

Los dos ejemplos siguientes ilustran situaciones con las que podemos encontrarnos al
calcular limites. En el primero podemos “retocar” la expresion dada de f(z) y calcular el
limite sin problemas, y en el segundo podemos demostrar que el limite no existe.

2
¢ =3z +2
Ej lo 2.1.1. Calcul Ii .
jemplo alcular 1 P P ——

Solucién. Al sustituir en la fraccién x = 1 obtenemos una indeterminacién 0/0. Por
tanto ambos polinomios tienen a x = 1 por raiz y son divisibles por x — 1. Dividiendo y
cancelando = — 1 se tiene

> =3x+2 (x —1)(x —2) , r—2 -1

]./ —1 :1 _— = .
2ol 34212 — 1 —2  aol (x —1)(22 + 32+ 2) el 224+ 32+2 6

Ejemplo 2.1.2. Demostrar que no existe el limite lirr(l) sen(1/x).

Solucién. La gréfica de la funcién y = sen(1/x)

RRil i
"

sugiere que, cerca de x = 0, la funcién oscila sin aproximarse a ningtin valor concreto. Por
ejemplo, los valores

1 1 1 1
r=— r=— r=— r=—
T 2T 3T 47

2La condicién formal de limite por la derecha es como la anterior con 0 < £ —b < §, y en la de limite por
la izquierda hay que usar 0 < b — x < 4.
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se aproximan a 0 tanto como queramos, y en ellos se tiene f(x) = sen(km) = 0, pero también
los valores

1 1 1 1
/2 $_27T+7r/2 $_47T+7T/2 $_67T+7r/2

se aproximan a 0 y en ellos se tiene f(x) = sen(2kw + 7/2) = sen(7/2) = 1, por lo que no
podemos encontrar un valor de L al que la funcién se aproxime “siempre”, y en consecuencia
el limite no existe. [ ]

Limite infinito en un punto; asintotas verticales

Dados f: R — R y b € R, la notacién

lim f(z) = o0
z—b
(“f(z) tiende a infinito cuando z tiende a b”) significa® que los valores de f(z) se hacen
tan grandes como queramos (en valor absoluto) si « se acerca lo suficiente a b, sin tener en
cuenta el valor de f(b).
Si nos preocupamos del signo de f(z) y de si x se acerca a b por la derecha o por la
izquierda, podemos ser mas precisos y usar expresiones del tipo

lim f(x) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0

z—bt z—bt z—b~ x—b~
con el significado obvio. Por ejemplo, se tiene

.1 , 1 , 1
lim — = +o0 lim — = —o0 lim — = +o0
=0+ T z—0— T z—0 12

o, recordando las propiedades de las funciones elementales que vimos en el Tema 1,

lim In(z) = —c0 lim tan(z) = 400 lim tan(z) = —oo
z—0t xz—(m/2)~ z—(m/2)t
Geométricamente, ll’n%7 f(z) = oo significa que la grafica de y = f(z) “se pega en el
r—

infinito” a la recta vertical x = b, lo que se expresa diciendo que esa recta es una asintota
vertical de la funcion (o de la gréfica).

Si se tiene informacién sobre es signo de f(x) se puede ser més preciso; por ejemplo, si
mlirg f(z)=—oc0y xlililf f(z) = +o0 (como ocurre con f(x) = tan(z) en b = m/2) podemos

decir que la grafica se pega a la asintota “por arriba a la izquierda y por abajo a la derecha”.

3La condicién formal es que para cualquier valor (grande) M > 0, existe otro valor (pequefio) § > 0 tal
que si 0 < |z — b| < § entonces |f(z)| > M.
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Limite finito en el infinito; asintotas horizontales
Dados f: R — R y L € R, la notacion
lim f(z)=1L

r—+00
(“f(x) tiende a L cuando z tiende a infinito por la derecha”) significa’ que los valores
de f(z) se acercan a L tanto como queramos para valores suficientemente grandes de z.
Geométricamente, esto significa que y = L es una asintota horizontal de la funcién f(x) (o
de la gréfica y = f(z)).
De modo andlogo se define y se interpreta la notacién 1lim f(z) = L. Por ejemplo

r——00

lim l:0 lim ﬂ:1 lim ﬂ:—1 lim 2°=0 Ilim (1/3)*=0
rz—+o0 I r—+4o00 T + 1 r——00 I + 1 T——00 T——+00
y por tanto el eje horizontal y = 0 es una asintota de la funcién 1/z (por la derecha y por
la izquierda), mientras que la funcién |z|/(x + 1) tiene dos asintotas horizontales, una a la
que se pega por la derecha (y = 1) y otra a la que se pega por la izquierda (y = —1).
Exactamente esto mismo le pasa a la funcién tanh(z), como vimos al final del Tema 1.

Como ocurria con los limites en un punto, los limites en el infinito pueden no existir. Por
ejemplo no existe lim sen(z), pues en puntos del tipo z = kr la funcién vale 0, mientras

T—+00

que en puntos del tipo z = 2kw + /2 vale 1.

Limite infinito en el infinito; asintotas oblicuas

Dada f : R — R, la notacién

Jim f(z) = oo

(“f(z) tiende a infinito cuando z tiende a infinito por la derecha”) significa® que los valores
de f(z) se hacen tan grandes como queramos para valores suficientemente grandes de x.
De modo analogo se interpretan notaciones analogas con otros signos. Por ejemplo
Im (1-2%)=-00 lim (1-2°)=+4c0 lim 2°=+o00 lim (1/3)" = +oo
T—+00 T——00 T—+00 T——00
En estos casos f(x) no tiene asintotas horizontales, pero puede ocurrir que tenga por

asintota una recta oblicua y = ma + b con m # 0. Esto ocurre precisamente cuando existen,
con valor finito, los limites

m = h’mM b= lim (f(z) — mx)

T—00 X r—00

(véase el Ejemplo 2.1.4).

4La condicién formal es que para cualquier valor (pequefio) £ > 0, existe otro valor (grande) K > 0 tal
que si z > K entonces |f(z) — L| < e.

®La condicién formal es que para cualquier valor (grande) M > 0, existe otro valor (grande) K > 0 tal
que si > K entonces |f(z)| > M.
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2.1.2. Calculo de limites; indeterminaciones y equivalencias

Las siguientes propiedades son basicas para el cdlculo de limites:

Proposicién 2.1.3. Si los siguientes limites existen y son finitos (excepto Ly en el punto 9)

lim f(x) = Ly Yy lim g(z) = L,

r—a r—a
(a puede ser un nimero real 6 +00), y si k es una constante, entonces:

1. lm kf(z)=kL;.

r—a

2. lim (f(x)+£g(zx)) =Ly £ L,.

r—a

9. 1 (f(2)g(a) = Ly Ly.

. o fle) Ly
4. Si L, #0 entonces lim —= = —.
! v=a g(z) L

5. SiL;y L, no son ambos nulos entonces lim f(x)9@) = L]ch.

6. (Regla del sindwich) Si g(x) < h(z) < f(x) y Ly = Ly, = L entonces lim h(z) = L.

r—a

7. (Cero por acotada es cero) Si Ly =0 y g(z) estd acotada® entonces lim f(x) g(z) = 0.

8. (Constante no nula entre cero es infinito) Si Ly # 0 y L, = 0 entonces lim % =
T—a g X
- , B o flx)
9. (Constante entre infinito es cero) Si Ly # 0o y Ly, = 0o entonces lim ﬂ = 0.
r—a g T

Por ejemplo, usando el apartado 7 se tiene lim xsen(1/z) =0, lo que también es claro

x—0

en vista de la grafica:

SEs decir, si existe M > 0 con |g(x)] < M; de hecho vale con que esto ocurra “cerca de a”, es decir, para
los valores x de algin intervalo (a — §,a + ¢) centrado en a.
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Indeterminaciones
En situaciones no cubiertas por la Proposicién 2.1.3 se tienen indeterminaciones como

00 — 00 0-00 9 i 0° 1°°
0 00
que se resuelven manipulando las expresiones, o usando equivalencias o la regla de I’'Hopital.
Un caso tipico de indeterminaciones que se resuelven manipulando las expresiones es el las
funciones racionales (cocientes de polinomios). El siguiente ejemplo muestra las situaciones
que se pueden presentar:

3 + 2?
2 -1

Ejemplo 2.1.4. Estudiar las asintotas de la funcion f(zx) =

Solucién. Las asintotas verticales estan en los puntos donde la funcién tiende a infinito.
Para que esto ocurra, en vista de los apartados 4 y 8 de la Proposicion 2.1.3, es necesario
que el denominador valga 0, lo que ocurre para los valores z = £1.

Para x = 1, por el apartado 8, el limite es infinito, y analizando los signos del numerador
y el denominador se tiene

lim f(x) = +o0 lim f(x)=—o0
r—1t z—1—
de modo que la recta = = 1 es una asintota vertical de f(z); la funcién “se pega a la asintota
por abajo a la izquierda y por arriba a la derecha”.
Para x = —1 aparece una indeterminacién del tipo 0/0. Por tanto —1 es raiz de los
polinomios 2® + 22 y 22 — 1, de modo que ambos son divisibles por = + 1. Asi pues:

3 + 2 T+ 1)z? 72
2—-1 (z4+1)(xz—-1) =x-1
Por tanto lim,_,_; f(x) = —1/2 y la recta z = —1 no es una asintota de f(x).

Habré asintotas horizontales si lim, ., f(z) es finito; dividiendo la mayor potencia de x
que aparezca (en este caso por por x°) se tiene

I 3+ a? I 1+ (1/x) 1+0
fm ———— = lim = = 00
z—oo 12 —1  a—oo (1/x)— (1/23) 040

y por tanto no hay asintotas horizontales. Pero si se obtienen limites finitos al hacer

1+(1/z) 140

3 2
fla) e+t

=1 =1 — =1
m xLIEO €T T—00 1’3 — X xif{}O 1-— (1/1’2) 1 + 0
’ 2 1+ (1 1+0
b= lim (f(z) —ma) = lm =% g AL g 140

por lo que y = x + 1 es una asintota oblicua de f(z). [ ]
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Anadimos aqui otras indeterminaciones que se resuelven de modo muy general. Los resul-
tados seran evidentes cuando conozcamos la regla de I’'Hopital y se les puede dar la siguiente
interpretacion: Los polinomios se acercan a infinito o a cero “mucho méas despacio que las
funciones exponenciales” y “mucho més deprisa que las funciones logaritmicas”.

Proposicién 2.1.5. Se tiene

xn q:n
lim — =0 lim 2"e* =0 lim = +00 lim 2" In(x) =0
r—+o0o0 ev T——00 T—-+00 ln(x) z—0t
Equivalencias

Se dice que dos funciones f(z) y g(z) son equivalentes en a si

x
lim —f( ) =1
a—a g(x)
Usando la Proposicién 2.1.3 es facil ver que, si dos funciones son equivalentes en a, al hacer un
limite en a podemos sustituir una por otra siempre que aparezcan multiplicando o dividiendo;

expresamente:

Proposicién 2.1.6. Si f(x) y g(z) son equivalentes en a y si h(x) es cualquier funcion:

{ = lim g(z)h(x im @ = lim @
zltlirzlz f(l’) h(l’) _}:Ha g( )h( ) y :}Sﬂa h({[’) 916—>a h(l’)

Usando la regla de 1"Hopital serda muy facil obtener las siguientes equivalencias:

v _q In(1
lim & T U ) T T, —1  lim
z—0 €T z—0 xT z—0 €T z—0 LL’2/2

sen(x) 1 — cos(x)

=1

que nos permiten por tanto sustituir el numerador por el correspondiente denominador (que
es mas sencillo) al tomar limites con # — 0. Por ejemplo:
, 22 sen(x) .2t
lim = lim —
=0 (1 —cos(z))In(1+z) 2—023/2
Las equivalencias se pueden usar de modo méas general: por ejemplo, si h(x) es un infi-
nitésimo en x = a, es decir, si

2

lim h(z) =0
entonces las equivalencias anteriores nos dan las siguientes equivalencias en a:
h@) 1 In(1+h h 1 — cos(h
fm Loy gy BOATA@) g, senlhle) g, Lo coslila)
s h(z) e h(o) () o B(@))2
Por ejemplo, para calcular
exzfzfQ -1

P sen(2x? — 2z — 4)

2

podemos hacer t = x° — x — 2, de modo que t — 0 cuando z — —1 y asi

e’ T2 _ et —1 .t 1

lim =lm —= =lim - =
z—-1 sen(222 — 2x —4) =0 sen(2t) t—0 2t 2
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2.2. Continuidad

2.2.1. Funciones continuas

Definicién 2.2.1. Diremos que una funcién f: D CR — R es continua en a € D si
Iim f(2) = f(a)

y diremos que f(z) es continua en D si lo es en cada a € D.
Obsérvese que la definicion de continuidad en a requiere tres condiciones:

e existe f(a) e existe lim f(z) e lim f(z) = f(a)

T—a

Si existe lim f(z) con valor finito pero falla una de las otras condiciones, decimos que
enr=a haym Tl?la discontinuidad evitable, pues definiendo f(a) := lim f(x) obtenemos una
funcién continua en x = a que es idéntica a la inicial salvo en x = ;.Ha

Si no existe lim f(z) porque los limites laterales son distintos y finitos, se dice que f
presenta en a ungﬂgiscontmuidad de salto finito.

Finalmente, si 316123 f(x) no existe por otras causas (como en el caso de lim,_.¢sen(1/x))

o es infinito se dice que f presenta en a una discontinuidad esencial.
El siguiente resultado nos dice que las funciones continuas son muy abundantes:

Proposicion 2.2.2. Las funciones elementales del Tema 1, y sus sumas, diferencias, pro-
ductos, cocientes y composiciones, son continuas en sus dominios de definicion.

Ejemplo 2.2.3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones.

22 +1 s ox <2
L f(x)_{?)x—l si x> 2

2
-1
2. f(z)= 3;_ T definida para x # 1.

3r—2 st x<5H
J f(:c)—{ 2x si x>DH

Solucién. 1. En x # 2 es continua por la proposiciéon. Como f(2) no esta definido pero

lim f(x) = 5= lim /(z)

r—1t

la discontinuidad es evitable definiendo f(2) = 5.
2. Como antes, sélo es discontinua en x = 1, y la discontinuidad es evitable definiendo

2 _ _
-1 - (x—=1)(z+1)
z—1 x — 1 z—1 x—1

=limxr+1=2
rz—1
3. Ahora la funcién si esta definida en x = 5, y como los limites laterales valen

Iim f(z)= lim 3z —2=13 vy lim f(z) = lim 2z =10

T—5— T—5~ z—5t z—5t

la discontinuidad es de salto finito. ]
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2.2.2. Teoremas sobre continuidad: Bolzano y Weierstrass

Intuitivamente, una funcion es continua si su grafica se puede trazar “sin levantar el 1apiz
del papel”. Por tanto es muy facil admitir el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4 (de Bolzano). Si f : [a,b] — R es continua y f(a)f(b) < 0 entonces existe
c € (a,b) con f(c) =0 (es decir, si f cambia de signo entre a y b su grdfica corta al eje).

a \\/b

Otro asunto es demostrar formalmente el teorema. Una manera de hacerlo consiste en
usar el “Principio de Cantor de los intervalos encajados”: dada una sucesién de intervalos

[al,bl] B [ag,bg] DD [an,bn] DR

cuyas longitudes |b, — a,| tienden a cero, existe un tnico punto en la interseccién de todos
los intervalos. Esta demostracion sugiere un algoritmo para hallar raices de ecuaciones que
desarrollaremos en la Seccién 2.5.

El siguiente resultado es una generalizacién sencilla del anterior (esto significa que el
Teorema de Bolzano es un caso particular del que sigue con a = 0).

Teorema 2.2.5 (de los valores intermedios). Si f : [a,b] — R es continua y f(a) < f(b),
entonces para cualquier « en el intervalo (f(a), f(b)) existe ¢ € (a,b) con f(c) = a.
FEs decir, la grifica de f(x) “pasa por todas las alturas” comprendidas entre f(a) y f(b).
Cuando f(a) > f(b) se obtiene un resultado andlogo.

Demostracién. La funcién g(x) = f(x) — « es continua y cambia de signo en en [a, b].
Por el teorema de Bolzano existe ¢ € (a,b) con g(c) =0, o sea con f(c) = a. ]

Con una idea similar se demuestra:
Teorema 2.2.6 (del punto fijo). Si f : [a,b] — R es continua y toma valores en |a,b],

entonces eziste ¢ € |a,b] con f(c) = c. Se dice que f tiene un punto fijo en ¢, lo que equivale
a que la grdfica de f corte a la diagonal y = x en el punto (c,c).

Demostracién. Si f(a) = a 6 f(b) = byaesta. En otro caso, como cualquier f(x) € [a, bl
se tiene f(a) > ay f(b) < b, y asf la funcién g(x) = f(z) — x es continua y cambia de signo

en [a, b]. Por el teorema de Bolzano existe ¢ € (a,b) con g(c) =0, o sea con f(c) = c. n
bA_ o ____ _
. 7
|
| | |
R
A
iz gc b
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Para el dltimo teorema sobre funciones continuas necesitamos unas definiciones:
Definicién 2.2.7. Dada una funcion f : D CR — R, se dice que:
1. f(z) estd acotada en D si existe K > 0 con |f(z)| < K para cualquier x € D.

2. f(z) alcanza su méximo absoluto en D en el punto xo € D con valor f(zo) si para
cualquier x € D se tiene f(x) < f(xo).

3. f(z) alcanza su minimo absoluto en D en el punto x1 € D con valor f(x1) si para
cualquier x € D se tiene f(x) > f(x1).

Por ejemplo, la funcién f : [-m, 7] — R dada por f(x) = cos(x) alcanza su méaximo
absoluto en = 0 con valor f(0) = 1, y alcanza su minimo absoluto en los puntos = =
con valor f(+m) = —1.

En general, una funcién no tiene por qué alcanzar sus extremos absolutos en un conjunto
D, pero st lo hacen las funciones continuas cuando D es de la forma [a, b]:

Teorema 2.2.8 (de Weierstrass). Sea f : [a,b] — R continua. Entonces f alcanza sus
extremos absolutos (y por tanto estd acotada) en [a,b].
FEs decir, existen xg,x1 € |a,b] con f(x1) < f(z) < f(xg) para todo x € [a,b].

Cuando estudiemos las derivadas tendremos un modo de encontrar efectivamente los
puntos en los que se alcanzan los extremos absolutos.
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2.3. Derivadas

2.3.1. Derivadas y rectas tangentes

Dadas f: D CR — Ry a € D, consideremos un punto variable x € D cerca de a y la

recta secante a y = f(z) que pasa por (a, f(a)) y por (x, f(z)). En vista del tridngulo en la
figura de la izquierda, esta recta tiene pendiente i f(a)‘
T —a

y=f(a)+m(z—a)

y=f(z)

|

l

| a

Cuando z se aproxima a a, la secante se aproxima a la recta tangente a la curva y = f(x)

por el punto (a, f(a)). Por tanto, si existe m = lim —f(x) — f(a)
r—a xr —

pendiente de dicha recta, que tendra en consecuencia la ecuacion de la figura de la derecha.
Esto sugiere la siguiente definicién:

, éste serd el valor de la

Definicién 2.3.1. Sean f: D CR — Ry a € D. Si existe con valor finito el limite

)t L@ =S

r—a T —a

se dice que [ es derivable en x = a, el valor f'(a) es la derivada o la pendiente de f(z) en
a, y la recta tangente a la curva y = f(z) por el punto (a, f(a)) (0o en x = a) es la que tiene
por ecuacion

y = fla)+ f'(a) (x —a)

Poniendo h = Az = x—a se tienen las siguientes descripciones alternativas de la derivada:

iy e flath)=fla) . fla+Az) — f(a)
f(a)_flzlgcl) h _Alolclilo Az

A veces no existe el “limite global”, pero si los limites laterales. Se dice entonces que f
es derivable por la derecha o por la izquierda en x = a y se definen las derivadas laterales

x)— fla
z—a™t Tr—a r—a~ Tr—a
que pueden interpretarse como las pendientes de las rectas tangentes “por cada lado”.

El limite de la definicién de derivada es una indeterminacién del tipo 0/0, y puede existir
o no dependiendo de f(x) y de a. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.3.2. Calcular las siguientes derivadas e interpretar grdaficamente los resultados:
1. f'(1), donde f(z) = z*.
2. ¢'(0), donde g(x) = sen(|z|).
3. h' (1), donde h(x) = /1 — a? estd definida en D = [—1,1].

flz)—1  lm (x+1)(z—1)

r—1 z—1 r—1
(1,1) es y = 2z — 1 (figura de la izquierda).

= 2, luego la recta tangente por

Solucién. 1. f'(1) = 11/11}

2. ¢,(0) = lim 9@ 1y g (0) = tim 28 gy SRR g msen(@)
z—0t T z—0- X z—0~ T z—0~ T
luego no existe la derivada, pero y = z es una recta tangente en (0,0) “por la derecha”
e y = —x lo es “por la izquierda” (figura central).
h(z) V1—a? Vi—zyl+ax \/5_

3. Se tiene m = 1f = IR R Uy iy w A R
e tiene m Jmoo ST v l—av1—2 0 o0,

luego no existe la derivada pero x = 1 es una recta vertical tangente en (1,0) (derecha). m

A

—
n
t

—7/2 w/2 1

Ejemplo 2.3.3. Hallar la recta tangente a la curva y = x* en un punto arbitrario r = a.

Solucion. Como en el apartado 1 del Ejemplo 2.3.2 tenemos

2 _ 2
. T —a ; r—a)lr+a
y'(a) = lim = lim ( I ) =2a
r—a T — Qa Tr—a xr — Q
y por tanto la recta tiene por ecuacién y = a® + 2a(x — a) 6 y = 2ax — a. |

El apartado 2 del Ejemplo 2.3.2 nos muestra que hay funciones continuas en un punto
que no son derivables en ese punto. Lo contrario no puede ocurrir:

Proposicién 2.3.4. Si f(x) es derivable en x = a entonces es continua en r = a.

f@) — f(a) se tiene f'(a) = lim g(x), luego

Demostracién. Definiendo g(z) =
r—a T—a

0= f(a) 0= lim[g(x) (z — a)] = lim[f(2) ~ f(a)] = |lim f(x)| = f(a)

r—a r—a r—a

por lo que lim f(x) = f(a) y por tanto f(z) es continua en z = a. [ ]
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2.3.2. Calculo de derivadas

Derivacion de las funciones elementales

El siguiente resultado recoge las propiedades bésicas para el cdlculo de derivadas:

Proposicién 2.3.5. Sean f y g funciones derivables, y sea k una constante. Entonces:

1. k' =0.
2. [kfl(z) =k [f(x).
3. [f£g/'(z) = f'(z) £ g'(2).
4. [f9) (@) = f'(x)g9(z) + ¢'(z) f ().

oy @) = g (@)1 (2)
5. f/ol @) e

)
6 1/S1 ) =~y
7. [fogl(x)= f(g9(x)) ¢ (x) (regla de la cadena).

(x) = ; si eziste la funcion inversa f~(x

8 U@ = gy (o1 eriste la f @)

A continuacién usamos la definicién de derivada, las propiedades de los limites y la pro-
posicién anterior para calcular las derivadas de las funciones elementales. Los tres primeros
ejemplos seran casos particulares de uno posterior para el que necesitaremos la “derivacion
logaritmica”:

Todos los limites se toman con h — 0.

vV y(z)=2" (conn=1,2,3,...)

(x+h)"—a™ . 2" +nz"h + —”(”2_1)95"*2112 R A

h

y'(z) = lim

-1
= lim (nx"_l + —n(n2 )x“_2h ++ h“_l) = na" !

VIR Ve, (TFR = VDWETT 4T

h(vVz + h+ /)

(x+h)—2 1 1

R N R ey AV RN

y'(z) = lim = lim
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v oylz) =1/z
1 1 z—(z+h)

— — = —h -1 -1

M) = lim 2 — 1 2D oy —

y(z) = lim m m xh(z + h) 1m z(z + h) 2
v y=senx

Usaremos la féormula sena — senb = 2 cos (“T“’) sen (“T’b)
J/(z) = lim sen(z + h) — sen(x) i 2 cos(z + &) sen(h/2) _
h h
h h/2
lim |cos | z + — -h’mwzcosx-lzcosx
2 h/2
v y=cosx
Usaremos la férmula cosa — cosb = —2sen (“T“’) sen (aT_l’)
J/(z) = lim cos(xz + h) — cos(x) — lm 2sen(x + i) sen(h/2) _
h h/2
—lim [sen (x—i— 5)} -h’m% =—senzx-1=—senx
v y=tanx
2
() [senx}/ coszcost — (—senz)senx  cos’w + sen’rx (15+tan r
l’ = —_— = _—
Y CoS T cos? cos2 x 1 9
/ cos® x

vy =arcsenx
Poniendo f(z) = senz se tiene y(z) = f~!(z) y f'(z) = cos z, luego:
1 1 1

/
T) = = =
y() cos(arcsen x) \/1 —sen?(arcsenz) V1 —a?

v y =arccosx
Poniendo f(x) = cosz se tiene y(z) = f~1(z) y f'(x) = —senx, luego:
1 —1 —1

—sen(arccos ) /1 — cos?(arccos x) CVI—a?

y'(z) =

vy =arctanz

Poniendo f(z) = tanx se tiene y(z) = f~1(z) y f'(z) = 1 + tan® z, luego:

() 1 1
xTr) = =
Y 1+ tan?(arctanz) 1+ a2
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vV y=e¢€"
y'(x) = lim Hhh_ - lim ex(ehh— D _ e” lim ehh— L e’ 1=¢"
vV y=a"
Usamos a® = e®"® y la regla de la cadena:  3/(z) = e*"%Ina = a®Ina
vV y=lnzx
Poniendo f(z) = € se tiene y(z) = f~H(z) y f'(x) = €%, luego:  ¢/(x) = eiz =

v y=log,x
RV
" Ina zlna

nx
Como log, * = — se tiene:  y/(z)
Ina

vV y=x%conaelR

Usamos la técnica llamada derivacién logaritmica: Primero tomamos logaritmos en
la expresién inicial, luego derivamos ambos miembros (en el primero hay que usar la
regla de la cadena) y finalmente despejamos el valor de y/(z):

1 1 1
1 == l j —_— / fry — :> / — [ a—1
ny(r) =al ") y(z) =a- y(@) = aylr) — = ax
Obsérvese que, para « € N, a = 1/2 y o« = —1 se obtienen los tres primeros ejemplos.
v y=senhux
Usando la regla de la cadena se tiene [e *]' = —e™?, luego:
ror __ ,—x7/ x —x
y'(z) = _e 26 | == +26 = coshzx
vy =coshx
"(z) = et e senh
YW T T
vy =tanhx
2
, senhz]’  cosh?z — senh®z 1 — tanh®x
vi(w) = coshz | cosh? © I 2
1/ cosh”x

vy =argsenhz
Poniendo f(x) = senh z se tiene y(z) = f~(z) y f'(x) = coshz, luego:
1 B 1 o
cosh(argsenh ) \/1 + senh?(arg senh z) Vi

y'(z) =
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v y =argcoshzx
Poniendo f(x) = coshx se tiene y(z) = f~'(x) y f'(z) = senh z, luego:
1 1 1

/
T) = = =
y () senh(argcoshz) | /cos?(argcosx) — 1 x?2—1

v' y =argtanhx

Poniendo f(z) = tanhz se tiene y(z) = f~'(z) y f/(z) = 1 — tanh® z, luego:

1 1
1 -—tanh*(argtanhz) 1 — a2

y'(z)

La siguiente tabla resume los resultados de los calculos anteriores:

f(z) /()

z° axt!

e e

Inx 1/x

a® a®*lna

log, © (Ina)/z

sen COS T

COS T —senx

tan 1+ tan’z = 1/ cos’x
senh cosh

coshz senh x

tanh z 1 —tanh®z = 1/ cosh®z
arcsen 1/vV1— a2

arc cos x —1”

arctan 1/(1+ 2?)

arg senh 1/v/1+ 22

arg cosh 1/vVx2 -1

arg tanh z 1/(1 — 2?)

o4
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Derivacién implicita

Terminamos este apartado mostrando una técnica de derivacién que se usa cuando cierta
ecuaciéon f(z,y) = 0 define a y como funcién implicita de = (es decir, no podemos despejar
y, pero para cada valor de x hay una de y para el que se satisface la ecuacién). En este caso
se puede derivar la ecuacién f(x,y) = 0 con respecto a z, y aplicando la regla de la cadena
al derivar cualquier funcién de y = y(z).

Ejemplo 2.3.6. La ecuacién y> — 323y — 3z + 1 = 0 define a y como funcion implicita de x
con y(1) = 2. Calcular y'(x) en funcidn de y(x) y dar el valor preciso de y'(1).

Solucién. En efecto se tiene y(1) = 2, pues la ecuacién se satisface para los valores
x =1, y = 2. Derivando la ecuacion se tiene

1+ 327
3yly' — 92y =32 —3=0 = (Y —2) =1+32% = yl_y2—$a:3y

1+3-12-y(1) 1+4+3-2 7
y por tanto y/(1) = MOEESE =%_1 -3 |

2.3.3. La funcion derivada

Definicién 2.3.7. Diremos que una funcién f(z) es derivable en un conjunto D si es deri-
vable en cada punto z € D (si D = [a, b] es un intervalo cerrado, en a sélo consideramos la
derivabilidad por la derecha y en b sélo por la izquierda).

En este caso queda definida del modo obvio una funcién f': D — R, llamada la funcion
derivada de f, que también se denota por D f o por %.

Si f’(z) es continua en D diremos que f es de clase C' en D.
Ejemplo 2.3.8. Dadas las siguientes funciones, definir su valor en x = 0 para que sean
continuas y estudiar la continuidad en x = 0 de sus funciones derivadas:

f(z) = zsen(1/x) g(z) = 2*sen(1/x)

Solucién. Los limites con x — 0 de ambas son del tipo “cero por acotada” y por tanto
valen 0, por lo que hay que definir f(0) =0y ¢g(0) = 0 para que sean continuas.
En puntos = # 0 las derivadas se calculan directamente usando la regla de la cadena:

cos(1/x)

f'(z) = sen(1/x) + x cos(1/x)(—1/2*) = sen(1/x) —

g () = 2zsen(1/x) + 2? cos(1/z)(—1/2*) = 2w sen(1/x) — cos(1/x)

Estas férmulas no valen para calcular f/(0) ni ¢’(0); hay que usar la definicién:

710) = tim L =IO g BsenlU/h) e on(1 /)

h—0 h h—0 h h—0
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y este limite no existe, por lo que f(z) no es derivable en x = 0y f'(x) tiene una disconti-
nuidad esencial en z = 0.
Para g se tiene

¢'(0) = lim J(h) = f(O) _ . h*sen(l/h)

lim - lim - = }ILILI(l) hsen(1/h) =0

luego g(x) es derivable en cualquier punto. Pero ¢'(z) también tiene una discontinuidad
esencial en z = 0, ya que no existe lim,_o ¢’(x) por no existir lim,_cos(1/x). Por tanto g
no es de clase C'! en ningin conjunto que contenga al cero. [ ]

2.3.4. Aproximacion de valores usando la recta tangente

A menudo, para una funcién conocemos los valores de f(a) y f’(a) pero no podemos
calcular f(x) para otros valores.

En estos casos conocemos la recta tangente, y podemos usarla para aproximar los valores
de f(x) cerca de a. Si usamos el simbolo ~ para indicar “aproximadamente” tenemos:

f@)= fa)+ flla)(x—a) & fla+h)= f(a)+ f(a)h
(con h = x — a; la primera expresion vale cuando z — a y la segunda cuando h — 0).
Ejemplo 2.3.9. Para f(x) = e* | calcular f0) vy f(0) y aproximar f(0'1) y f(0'01).

Solucién. f(0) =€’ =1, y como f'(x) = (2z — 1)e*"~* entonces f'(0) = —1.

Por tanto la recta tangente en t =0 es y =1 —z y asi f(0'1) = 0’9y f(0'01) ~ 0'99.

Los valores reales son f(0'1) = e~ % = 0/913931... y f(0'01) = ¢~909%9 = (/990148. . .,
luego el error es del orden de 1072 en el primer caso y del orden de 10~ en el segundo.

En general, cuanto més cerca estd z de a (de 0 en este caso) mayor es la precisiéon.  m

Ejemplo 2.3.10. Aprozimar los valores de v/25'1, \/25'2, /253 eligiendo adecuadamente
la funcion f(x) y el punto a.

Solucién. En vista de los valores que se piden, tomamos f(z) = /2 y a = 25, de modo
que f(a) =5, f'(z) = 2a=1/2y f/(25) = 1/10 = 0'1. Por tanto

V25+h=fla+h)=5+01h
y las aproximaciones correspondientes, con los valores reales entre paréntesis, son
5'01(= 5'009990020. . . ) 502(= 5'019960159. . . ) 503(= 5029910536 . . . )

Los errores respectivos son menores que 107°, 4 -107° y 9-107°, y de nuevo vemos que el
error aumenta cuando nos alejamos de a. ]
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A veces, més que el valor de f(z) interesa conocer cémo cambia ese valor para pequenas
variaciones o incrementos del valor de x. Si usamos Ax = = — a para el incremento de x y

Af(z) = f(x) — f(a) para el de f, se tiene:
Af(x) = f'(a) Ax

En otras ocasiones se conoce el error relativo maximo que se comete al medir x. Por
ejemplo, si medimos x con un aparato cuya precision es del 5% podemos asegurar que
% < 0'05. En estas circunstancias es posible acotar el error que se comete al calcular f(z),
como muestra el segundo apartado del ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.3.11. El volumen de una esfera de radio R es V(R) = %WR3. Si tenemos una
esfera de aprorimadamente 2 metros de radio, se pide:

1. Si al medir el radio cometemos un error aproximado de lem, ;qué error aproximado
tenemos para el volumen?

2. Si al medir el radio cometemos un error relativo mdximo del 2%, squé cota de error
relativo tenemos para el volumen?

Solucién. 1. La hipdtesis nos dice que AR = 0'01. Ademds tenemos V'(R) = 47rR? y
asi V'(2) = 16m, luego

AV = 167 - AR ~ 167 - 0'01 = 0502654 . ...

es decir, el error aproximado es de 0’5 m?3.
2. Por hipdtesis |2%| < 0'02, y asf

AV 167 - AR 12 |AR AR
— x| == || =3 | <3-002=006
’ % ‘ %ﬂR?) ‘ RV ‘ R |~
por lo que el error relativo al calcular el volumen es del 6 %. [ ]

En este tipo de problemas también podemos usar la derivacion implicita:

Ejemplo 2.3.12. La ecuacién y® — 323y — 3x + 1 = 0 define a y como funcién implicita
de x con y(1) = 2. Calcular un valor aprozrimado de y(0'98).

Solucién. En el Ejemplo 2.3.6 vimos que y/(1) = 7/3, luego y(1 + h) =~ 2+ h, y para
h = —0/02 se tiene y(0'98) ~ 2 — 1002 = 1953333 ... n
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2.4. Teoremas sobre funciones derivables

2.4.1. Extremos relativos y puntos criticos
Definicién 2.4.1. Sea f: D CR — R. Se dice que f presenta en a € D un:
= mdzximo relativo si existe § > 0 con f(x) < f(a) para cualquier z € (a — d,a + 9).
» mdzimo relativo si existe 0 > 0 con f(z) > f(a) para cualquier x € (a — d,a + 9).
Un punto se dice que es un extremo relativo si es un maximo o un minimo relativo.

La definicién significa que f(a) es mayor (o menor) que f(z) para x cerca de a, y no
importa lo que ocurra lejos de a. Por ejemplo, la siguiente funcién presenta en a un méaximo
relativo y en b un minimo relativo.

Definicién 2.4.2. Se dice que a es un punto critico de la funcién f(z) si f'(a) = 0.

Es decir, los puntos criticos de una funcién son aquellos donde la tangente a la curva
es horizontal. Calcularlos es tan sencillo o complicado como lo sea derivar f(z) y resolver
la ecuacién f'(x) = 0. Estos son los tnicos puntos donde se pueden presentar extremos
relativos:

Teorema 2.4.3. Si f : D C R — R es derivable y presenta en a € D un extremo relativo,
entonces a es un punto critico de f, es decir f'(a) = 0.

Demostracién. Supongamos que el extremo es un maximo relativo (para el caso de un
minimo el razonamiento es andlogo). Si x — a™ entonces f(z) — f(a) es negativo y x — a
es positivo, luego W es negativo y por tanto f’ (a) < 0. De modo andlogo se ve que

f"(a) > 0, y como ambas derivadas laterales deben coincidir s6lo puede ser f’(a) = 0.

|
|
!
!
|
t
\ a

Graficamente, las secantes trazadas a la izquierda tienen pendiente positiva y las trazadas a
la derecha la tienen negativa, luego la tangente debe tener pendiente nula. [ ]

En la préctica, un punto critico puede o no ser un extremo. Por ejemplo, las funciones
f(x) =2% g(x) =1— 2%y h(x) = 23 tienen un punto critico en a = 0, en el que se alcanza
un maximo relativo para f, un minimo relativo para g y ninguna de las dos cosas para h.

Mas tarde veremos como decidir si se tiene o no un extremo, y de qué tipo es. Por ahora
podemos resolver el problema maés sencillo de los extremos absolutos:
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Extremos absolutos

Por el teorema de Weierstrass, una funcién continua f : [a,b] — R alcanza sus extremos
absolutos en [a, b]. Si es derivable, podemos encontrarlos como sigue:

1. Se calculan los valores de f en los extremos del intervalo: f(a) y f(b).
2. Se calculan los puntos criticos de f en (a,b), y los valores de f en esos puntos.
3. El mayor de esos valores es el maximo absoluto y el menor el minimo absoluto.
Un extremo absoluto no tiene por qué ser relativo, como muestra el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.4.4. Hallar el mdzimo y minimo absolutos de f(x) = x? — 4x + 6 en [—3,10].

Solucién. En los extremos del intervalo se tiene f(—3) = 27 y f(10) = 66. Como la
derivada vale f'(x) = 2z — 4, el \inico punto critico de la funcién es z = 2, con f(2) = 2.

Por tanto el maximo absoluto se alcanza en x = 10 y vale 66, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en x = 2 y vale 2.

Geométricamente tenemos una parabola con vértice en (2,2) y grafica

lo que esta de acuerdo con el resultado obtenido. [ ]

2.4.2. El teorema de Rolle; consecuencias

Teorema 2.4.5 (de Rolle). Sea f : R — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si
f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracién. Si f(z) es constante f'(z) = 0 parta todo z € (a,b). En otro caso
alcanza un extremo absoluto (y por tanto relativo) en un punto ¢ € (a,b), luego f'(¢) =0.m

Gréficamente:
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Usando este teorema podemos obtener otros resultados importantes:

Teorema 2.4.6 (del Valor Medio o de los incrementos finitos de Lagrange). Sea
f: R — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces eziste ¢ € (a,b) con

f) = fl@)=f(o)b—a) 6  f(c)= W

Es decir, la tangente en x = ¢ es paralela a la recta que une los extremos de la grafica:

|
I -
[
— 1
— I
| |

Tt

i
|

|

— !
t ¢

a c b

Demostraciéon. La siguiente funcién satisface las hipdtesis del Teorema de Rolle:

b) — f(a b) — f(a
o@) = 10~ 1) + LI oy eon gy < HOT@ g
y por tanto existe ¢ € (a,b) con ¢'(¢) =0, o sea con f'(c) = W u

Teorema 2.4.7 (del Valor Medio de Cauchy). Sean f y g continuas en [a,b] y derivables
en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

[f(b) = fa)]g'(c) = [9(b) — g(a)] f'(c) 6 =

(la sequnda expresion sélo es vdlida cuando los denominadores no son nulos).

Demostracién. Apliquese Rolle a h(z) = f(z) (9(b) — g(a)) — g(z) (f(b) — f(a)). u

Teorema 2.4.8. Sean f,g : [a,b] — R continuas en |a,b] y derivables en (a,b).
(i) Si f'(x) =0 para todo x € (a,b) entonces [ es constante [a,b).

(i1) Si f'(x) = ¢'(x) para todo x € (a,b) entonces f y g “se diferencian en una constante”,
es decir, existe k € R tal que f(x) = g(x) + k para todo x € (a,b).

Demostracién. 1. Veamos que f(z) = f(a) para cualquier x € (a,b]. Aplicando el
teorema de los incrementos finitos en [a, 2| se obtiene ¢ € (a, z) con W = f'(¢c) =0, de
donde f(z) = f(a).

2. La funcién h(z) = f(z) — g(x) verifica h/(z) = f'(x) — ¢'(x) = 0 para x € [a, b]. Por el
apartado anterior existe k € R con h(z) =k, o sea f(x) = g(z) + k, para x € [a, b]. u
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2.4.3. La regla de I’Ho6pital; calculo de limites
Teorema 2.4.9 (Regla de I’Hoépital). Supongamos que el limite im(f(z)/g(z)) (donde c

puede ser o) es una indeterminacion del tipo 0/0 o oo/oc. Si f y g son derivables y existe
Hm(f'(z)/g (x)) entonces se tiene

f(z)

/
ttm 19 _ g L@
P o) e gla)

Ejemplo 2.4.10. Calcular los siguientes limites:

, xr—senzx ) 1 1 , T+ senx
lim — lim | — — lim ———
z—0 T z—0 \ T sen x T—+00 I — COSXT

Solucién. En el primero hay que aplicar repetidamente la regla:

, T —sencx 0 , l—coszx 0 ,  senx 0 , coszx 1
lim ————=(-)=lim ———= (-] =lim =(=-)=Ilm = -
—0 x3 0 a—0 32 0 z—0  6x 0 z—0 6 6

; 1 1 ., senxr —x 0 ; cosr — 1 0
lim ([ — — =lim —— = (=] =1lim ===
z—0 \ Tz senzx z—0 gxsenx 0 z—0 Senx + T cosT 0

, —senx 0
= lim ==-=0
z—0 COSZ + COST — T Senzx 2

En el ultimo no podemos aplicar la regla de L’Hopital ya que al derivar numerador y

denominador se obtiene ifggf}i , cuyo limite en oo no existe. Pero el limite se puede calcular

directamente, dividiendo por x en el numerador y en el denominador:

., x+senw . 1+=E ]
lim ——= lim ———=-=1
T—400 £ — COST  x—+oo 1 — = 1
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2.5. Meétodos numéricos de resolucion de ecuaciones

2.5.1. Localizacion y unicidad de soluciones

Sea f una funcién continua. Una raiz de f(x) es una solucién de la ecuacién f(z) = 0.
Localizar una raiz de f(x) es encontrar un intervalo [a,b] en el que la funcién cambia de
signo; en ¢l habra una raiz por el teorema de Bolzano.

En general, esta solucién no sera tunica, pero en muchas ocasiones si podemos asegurar
que lo es, gracias al siguiente resultado:

Proposiciéon 2.5.1. Si f(x) es derivable en un intervalo (a,b) con f'(x) # 0 para cada
x € (a,b), entonces f(x) =0 tiene a lo sumo una raiz en (a,b).

Demostracién. Supongamos que existieran ¢ < d € (a,b) con f(c¢) = 0 = f(d). Entonces
por el teorema de Rolle habria un punto del intervalo (¢, d) con derivada nula, en contra de
la hipotesis. En consecuencia no puede haber més de una solucién. [

Ejemplo 2.5.2. Demostrar que la ecuacion x = cosx tiene una unica solucion en [0,m/2].

Solucién. Buscamos raices de f(x) = z — cosz, que es es continua y derivable en R.

Como f(0) = =1y f(m/2) = 1, el teorema de Bolzano nos asegura que existe una raiz en
(0,7/2), que es dnica pues f'(z) =1+ senx # 0 para x € (0,7/2). u
1
7r/2'

La Proposicién 2.5.1 también puede usarse para demostrar que se verifican ciertas desi-
gualdades; por ejemplo:

x>0 = senx <<z

Ejemplo 2.5.3. Demostrar que se tiene: {
r<0 = senzx >z

Solucién. Veamos el caso > 0 (el otro es entonces elemental pues sen(—z) = —sen ).
Supongamos, en busca de una contradiccion, que para cierto a > 0 se tuviera a < sena
(y por tanto a < 1). Entonces la funcién f(z) = x — senx verificaria f(a) <0y f(1) > 0,
luego tendria una raiz en [a,1). Como f(0) = 0, tendriamos dos raices en (—1, 1), pero no
puede haber mas de una pues f'(x) = 1—cosx > 0 parax € (—1, 1), y esta es la contradiccion
que buscabamos. [

1t y=senzx

—r/2 —1 1 /2
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Ejemplo 2.5.4. Localizar todas las raices del polinomio f(z) = 22® — 32% — 12z + 10.
Solucidn. f'(z) = 62> —6x — 12 = 6(x® —x —2) es una parabola que se anula en r = —1
y en x = 2, es negativa en el intervalo (—1,2) y es positiva en (—oo,—1) y en (2, 400). Por

tanto, en cada uno de esos intervalos hay a lo sumo una raiz.
Como f(—1) = 17 y f(2) = —10, hay una raiz en (—1,2); podemos hilar més fino

calculando f(0) =10y f(1) = —3 para deducir que esa raiz estd en el intervalo (0,1).
Como f(3) =1, hay una raiz en (2, 3), que es la tnica en (2, +00).
Como f(—2) = 6 tiene el mismo signo que f(—1), hay que buscar més a la izquierda.
Como f(—3) = —35, hay una raiz en (—3, —2), que es la tinica en (—oo, —1).
Asi, hay exactamente tres raices, localizadas en los intervalos (=3, —2), (0,1) y (2,3). m

2.5.2. Meétodo de biseccion

Es un algoritmo muy simple, aunque bastante lento, para hallar las raices de una funcion

continua, y consiste en:
1°. Localizar un intervalo de la recta real [a,b] donde f cambie de signo (f(a)f(b) < 0).
El teorema de Bolzano nos asegura que en el intervalo [a, b] hay una raiz.

@b} = 0 hemos

2°. Calcular f(%£2), el valor de f en el punto medio del intervalo. Si f(
terminado. En caso contrario elegimos el subintervalo en el que f cambia de signo.

3°. Repetir el proceso para ir “acorralando” a la raiz.

Ejemplo 2.5.5. Aprozimar una raiz de f(x) = x2® +x — 1 con 2 cifras decimales.

Solucién. Como f(0) = —1y f(1) =1, hay una raiz en Iy = [0, 1].
En el punto medio se tiene f(0'5) < 0, luego la raiz esta en el intervalo I; = [05, 1].

En el punto medio se tiene f(0'75) > 0, luego la raiz estd en el intervalo I, = [0'5, 0'75].
Continuando asi se obtienen los intervalos
I3 =[0'625,0'75] I =1[0'625,0'6875] I5 = [0'65625,0'6875] Is = [0'671875,0/6875]

I; = [0'6796875,0'6875] Is = [0'6796875,0'68359375] Iy = [0'681640625, 0'68359375]

por lo que la aproximacién pedida es 0'68.
Si nos pidieran 4 decimales habria que llegar hasta I, = [0/682312...,0'682373...],

[0/682312...,0682342.. .| para estar seguros de que la quinta cifra
|

o mejor hasta [;5 =
decimal no es superior a 5 (en ese caso habria que redondear a 0'6824).
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2.5.3. Método de iteracién (puntos fijos)

Vimos tras el Teorema de Bolzano que toda funcién continua f : [a,b] — [a,b] tiene un
punto fijo, es decir, una solucién de f(z) = x. El método de iteracion es un algoritmo muy
sencillo para encontrar esos puntos fijos:

Se elige un punto zq € [a, b], y lamamos x; = f(z), 2 = f(x1),...,Tns1 = f(x,). Sila
sucesion (x,,) asi obtenida converge a un punto ¢ (es decir, si sus valores “se van centrando”
en cierto valor ¢) entonces’ ¢ es un punto fijo de f.

Ejemplo 2.5.6. Aproximar con 4 cifras decimales una solucion de cosx = x.

Solucién. Ya localizamos una solucién en [0, 1]. Llamamos f(x) = cosx y aplicamos el
método a partir de zq = 0'5. Se obtiene asi 27 = cos(0'5) = 0’87758 ... y sucesivamente

x9 = 063901 . .. xg = 0'73008. .. x4 = 0'73824. .. x90 = 073900 . ..
x3 = 0'80268. .. xrg = 0'74512. .. x5 = 0’73964 . . . x91 = 0'73913. ..
Ty = 0,69477 .. 10 = 0/73500 [ T1e — 0/73870 .. Tog = 0/73904 e
25 =0'76819... a1, =074182...  x;,=073934... x93 =073910...
xe = 0'71916. .. x19 = 073723 ... 15 = 0'73891. .. x9g = 073906 . ..
x7 = 075235 .. x13 = 074032 .. x19 = 0'73920. .. x95 = 073909 ..

a partir de este momento se estabilizan las cuatro primeras cifras decimales, y la quinta es
superior a 5, por lo que la aproximacién pedida es 0'7391. [

2.5.4. Meétodo de Newton-Raphson

Se utiliza para hallar raices de una funcién derivable f. La idea es sélo un poco mas
elaborada que la del método de biseccion, pero es igualmente facil de programar (si se
conoce la expresion de f'(x)) y mucho més rapido.

La idea es la siguiente: Si zp es una primera aproximacién de la raiz (por ejemplo,
el punto medio de un intervalo donde la funcién cambie de signo), consideramos la recta

tangente a y = f(z) en xo, de ecuacién y = f(xo) + f'(xo)(z — x¢), y tomamos como
f(zo

f'(zo)”

y=f(x0)+f'(z0)(z—z0)

siguiente aproximacion x; la raiz de esta recta, que vale xy = g —

y=f(z)
w4
‘ S/ =m0
Repitiendo esta idea, las siguientes aproximaciones siguen la féormula
Tn+1 = Ty — (6] Lsig — T —
f'(@n) ! f'(x)

A veces esta sucesién no converge, pero cuando lo hace se estabiliza rapidamente.

"La demostracién usa el hecho de que las funciones continuas se llevan bien con las sucesiones, en el sentido
de que f(limx,) = lim f(z,), y asi para la sucesién dada f(c) = f(limx,) = lim f(z,) = limz,41 = ¢
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Ejemplo 2.5.7. Aproximar con 6 decimales una solucién de la ecuacion 5x® — 20x + 3 = 0.
Solucidn. Sea f(x) = 5z* — 20z + 3. Como f(0) =3y f(1) =

[0, 1], por lo que tomaremos zy = 0'5. Por otra parte
. :x_f(x): 5x3—20x—|—3:10x3—3
9 f(x) 1522 — 20 1522 — 20

y asi se obtienen las aproximaciones sucesivas

—12, hay una solucién en

xr1 = 0'10769230. ..
xo = 015068621 . ..

xrg = 0'15085831 . ..
xy = 015085831 . ..

por lo que la aproximacién pedida es 0'150858. ]

Ejemplo 2.5.8. Aprozimar con 10 cifras decimales una solucion de la ecuacion x

2:6"17'

Solucién. Buscamos raices de f(z) = e* — 22, para la que se tiene f(—1) <0y f(0) > 0.

En consecuencia empezamos con o = —0'5, y las siguientes aproximaciones siguen la férmula
f(x) e —z2  (x—1)e® —2?
xsig = r — = r — =
f(x) er — 2x et — 2x
x1 = —0721925835997 . .. xy = —0703467422498 . ..

x9 = —0'703600833868 . . .
xg = —0'703467429540 . . .

x5 = —0'703467422498 . ..

por lo que la aproximacién pedida es —0'7034674225. [ ]

Veamos dos ejemplos que ilustran cuanto mas rapido es este método que los anteriores:

Ejemplo 2.5.9. Hallar una raiz del polinomio 23 +x — 1= 0. (Véase el Ejemplo 2.5.5).

Solucién. Como vimos, hay una raiz en [0, 1]. Tomamos pues 2o = 0’5 y

_ flx) P 4+r—1 2041
Teig =T oy T T 3211 32241
y asi:
xy = 07142857143 . .. xy = 06823278038.. ..
x9 = 0'6831797235.. .. x5 = 06823278038.. ..
x3 = 0/6823284233 .. ..
de modo que tras 5 pasos ya podemos dar una aproximacién con 10 cifras decimales. [

Ejemplo 2.5.10. Resolver la ecuacion cosx = x. (Véase el Ejemplo 2.5.6).

Solucién. Como vimos, la raiz de f(x) = x — cosx estd en [0,1]. Asi zp =05y

S G
s1g f/(m)
x1 = 0'7552224171056364 . . .

xo = 0'7391416661498792 . . .
x3 = 07390851339208067 . . .

T — COST

rsenzx + cosx

B 1+senx

1+senx

x4 = 0'7390851332151607 . ...
x5 = 0'7390851332151607 . ...

Ahora en el quinto paso ya tenemos 16 cifras decimales. [
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2.6. Polinomios de Taylor

2.6.1. Derivadas sucesivas

Definicién 2.6.1. Sea f(z) una funcién derivable en un conjunto D. Si f'(x) es derivable
en D, podemos de nuevo calcular su funcién derivada, que se denota por f”(x) y se llama la
derivada sequnda de f.

Del mismo modo se definen la derivada tercera, cuarta, y en general la derivada n-ésima
(o de orden n) de f, denotadas por f”(x), f*(x) y en general por f™(z).

Si f(™ es continua en D se dice que f es de clase C™ en D, y si existen las derivadas
sucesivas de f de cualquier orden se dice que f es de clase C* en D.

Ejemplo 2.6.2. Calcular la derivada n-ésima de las funciones siguientes:
» oy =223 — 31+ 2: Y =622—3, y' =12z, y" =12 yparan>4 y™ =0.

.y = Y =3e%, ' =93, " =273 yen general y™ = 3ne3T,

y =1In(1+ z):

1 ,
y/ — T — (1 +x)—17 y// — _(1 +I)_2, y/// — 2<1 +$)_3, Y = _3!(1 +x)—4

y en general 3™ = (—=1)""1(n — (1 +2)™".

y=(1—azx)™"

y=—(1—-ax)?(—a)=a(l—ar)? ¢ =2(1—a2)” y"=3la’(1—azx)™,
y en general 3™ = nla"(1 — az)” "D,

y = senh(bx): y' = bcosh(bx), y" =b*senh(bx), y" =b3cosh(bx), v asi

y™ = b"senh(bx) sinespar e y™ = b" cosh(bx) sin es impar

Observaciéon 2.6.3. Consideremos el siguiente polinomio de grado n y sus derivadas:

P(z) = co+oa(r—a)+celr—a)i+a(r—a)P+-+c(z—a)"
P'(z) = ¢4 2c(z—a)+3c(x—a)*+ -+ +ne,(z—a)"!
P'(x) = 2c+3-2c3(x—a)+---+n(n—1)(r—a)"?
P"(z) = 3les+--+nn—1)(n—-2)(z—a)?

PM™(z) = nle,
Sustituyendo x = a y despejando se tiene
1 1 1
co = P(a) ¢ = P'(a) C2 = §P”(a) €3 = gp///(a) Cn = —,P(n)(a)
! n!
de modo que el polinomio queda determinado si conocemos sus derivadas sucesivas en a.

1
Obsérvese que ademdas podemos poner ¢y = aP(a), o = FP’(a) y ¢y = EP”(a).
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2.6.2. Polinomios de Taylor
Cerca de z = a, una funcién derivable f(z) “se parece” a su recta tangente
g9(x) = f(a) + f'(a)(z — a)
que es un polinomio de grado 1 que claramente verifica
gla)=fla) vy  d(a)=f(a)

Si ademds conocemos f”(a), f"”(a),..., f™(a), es razonable pensar que un polinomio de
) Y ? Y

grado n que tenga esos mismos valores para sus n primeras derivadas en a se parecera mucho

a la funcién f(x), al menos cerca de x = a. Esto sugiere la siguiente definicién:

Definicién 2.6.4. Sea f(z) una funcién de clase C" en D, y sea a € D.
El polinomio de Taylor de grado n de f en a es el tinico polinomio P, (z) de grado n con

Pu(a) = f(a) Py(a)=f(a) Plla)=f"(a) ... P"(a)=[f"(a)

En virtud de la Observacién 2.6.3 se tiene

"(a " (g
Pn(x):f(a)JFf,(a)(x_a)JrfT()(x—a)QJr'fg,(! )(I—a)3+---+f n'( )(I—a)”
o, haciendo h = x — a,
Pulat ) = fla) + Flayho 2 e L2 po SO

2 3! n!

En particular, el polinomio de grado 1 es la recta tangente a y = f(x) en x = a.
El resto de orden n del polinomio de Taylor es la diferencia

Rppa(r) = f(x) — Po(w)

y por tanto su valor absoluto mide el error que se comete si se usa el polinomio para aproximar
el valor de la funcién en z.

Veamos como se usa el polinomio de Taylor para aproximar valores de funciones, y cémo
estas aproximaciones son mejores que las obtenidas con la recta tangente:

Ejemplo 2.6.5. Calcular el polinomio de Taylor de grado 2 de f(z) = /x = 2/ en a = 25,
y usarlo para aprozimar los valores de v/25'1, v/25'2, \/25'3. (Véase el Ejemplo 2.3.10).

Solucién. f(a) =5, f'(z) = a2, f/(25) = 1/10, f"(z) = 12732y f"(25) = —1/500.
Por tanto

ho h?
P25 +h) =5+ — —
2(25 + h) >+t 10~ 1000

y las aproximaciones correspondientes, con los valores reales entre paréntesis, son
5'00999(~ 5009990020 ...) 5'01996(~ 5'019960159...) 502991 (~ 5029910536 ..)

y los errores respectivos son menores que 2-107%,2-10"7 y 6-107". [
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2.6.3. Calculo de polinomios de Maclaurin

Definicién 2.6.6. El polinomio de Maclaurin de grado n de f no es mas que el correspon-
diente polinomio de Taylor en a = 0, o sea:

IO NP PN L)
2 3! n!

xn

Pa(x) = f(0) + f'(0)
Ejemplo 2.6.7. Calcular el polinomio de Maclaurin de grado n las funciones:

s f(z)=¢" Como f™(z)=e"y fM(0) =1, se tiene
2 23 z"

= z Pn :1 — —_— DR —
f(z)=e = (z) tot+ o+ i ot

s f(z) =€’ Vimos que f™(z) = b"eb®, luego f™(0) = b" y asi

f(z) = e = Pn(x):1+bx+@+(b3il>3+---+(ﬁf#
» f(z) = In(1 +2):  Vimos que f™(z) = (=1)"*(n — 1)!(1 + )", de modo que
F(0) =0y f™(0) = (=1)""(n — 1)L, luego

2 3 4 n

xr s a xXr
f(x)—ln(l—i—x) = Pn(x)—ﬂf—?%—?—zﬁ—"':l:g

s f(z)=(1—-2)"" Vimos que f™(z) = n! (1 —z)~ "+ luego f™(0) = n! y asi

flz)y=(01—2)" = Pz)=1+x+2*+2°+-- +2"

f(x) = sen(x): Las derivadas sucesivas valen sen(z), cos(x), —sen(z), —cos(z) y
vuelta a empezar. Sus valores en 0 son 0, 1, 0, —1, etc., de modo que

S R
f(x) = sen(x) = P"(x):x_§+a_ﬁ+'.'
y andlogamente
22 2t 2
f(z) = cos(z) = Pn(x)zl—a—i—z—a—i--u
2 b 2
f(z) = senh(z) = Pn(x):x+§+a+ﬁ+---
2 4 6

T T
f(z) = cosh(x) = Pn(:v):l—i—ajtz—i—ajt---
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Proposicién 2.6.8. Sean F(z) y G(z) los polinomios de Maclaurin de grado n de las fun-
ciones f(x) y g(x). Entonces:

1.
2.
3.

El polinomio de Maclaurin de gradon de b- f(x) esb- F(x).
El polinomio de Maclaurin de grado n de f(bx) es F'(bx).
El polinomio de Maclaurin de grado n de f(x) £ g(x) es F(x) £ G(x).

El polinomio de Maclaurin de grado n de f(z)-g(x) se obtiene “truncando F(z)-G(x)
en grado n”, es decir, despreciando los términos de grado mayor que n.

El polinomio de Maclaurin de grado n de f(x)/g(x) se obtiene truncando en grado n
el cociente F(x)/G(x) cuando se calcula escribiendo los grados de menor a mayor.

Observacion 2.6.9. Este resultado es 1til porque ahorra los calculos de las derivadas su-
cesivas. Sin embargo, cuando ademas de conocer el polinomio queramos controlar el resto,
necesitaremos conocer la expresién general de derivada de orden n+ 1, por lo que tendremos
que calcular las anteriores y entonces este resultado perdera su utilidad.

Ejemplo 2.6.10. Calcular los polinomios de Maclaurin que se indican.

» ¢ cos(2x), grado 3. El polinomio de e ya lo conocemos, y es F(z) = 1+x+ % + %3.

El de cos(z) es 1 — £ (no tiene término en z%), luego el de cos(2z) es G(z) = 1 — 222,
por el apartado 2 anterior. Truncando F(x) - G(x) en grado 3 se obtiene finalmente

r? 322  112°
1{1 — 4+ =) —22%(1 ) = 14— = —
<+x+2+6) “(I+z+--) HEA G
In (1££), grado n.  Se tiene In (1££) = In(1 + x) — In(1 + (—2)), luego el polinomio es
+x2+x3+x4+ +x2 D 5 +2x3+2x5+2x7+
2 3 4 2 3 4 3 D 7

(1—2)7!, grado n. La funcién es 1/(1 —z), y los polinomios de Maclaurin del nume-
rador y el denominador son 1 y 1 — z. Dividiendo como se indica en el apartado 5:

1 [1—=z
=1tz l+z+a®+2° 4
X
—x + 2?
2
—x2+x3

LE3

y por tanto el polinomio (que ya habiamos calculado antes usando la definicién) es
l+x+az?+2%+--+a™

e*/ cos(z), grado 3. Dividiendo 1 + = + %xz + %x?’ entre 1 — %xQ como en el ejemplo
anterior y truncando en grado 3 se obtiene el polinomio 1+ z + 22 + 22
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2.6.4. Foérmula del resto de Lagrange; acotacion de errores

El polinomio de Taylor P, (x) se introduce con la idea de aproximar valores de la funcién
f(z), por lo que esencial controlar el error cometido en estas aproximaciones, es decir, es el
valor absoluto del resto R,1(z) = f(z) — P.(z).

Dar el valor exacto del error seria tanto como dar el valor exacto de f(x), por lo que nos
conformamos con acotarlo por un valor pequeno para tener una medida del error maximo
cometido. Para encontrar esa cota se suele usar el resultado siguiente:

Teorema 2.6.11 (Férmula del resto de Lagrange). Sea f(x) una funcion de clase
C™ 1 en D, sea a € D y sea R,y 1(x) el resto de orden n del polinomio de Taylor de f en a.
Entonces existe un punto & entre x y a tal que

FD(E)

o) = (n+1)!

(z —a)
Observacién 2.6.12. Como f(™*1)(x) es continua y £ estd en el intervalo cerrado determi-
nado por a y x, el teorema de Weierstrass asegura que el valor de

FUri ()

estd acotado. Si somos capaces de encontrar explicitamente una cota (en funcién de x)
entonces tendremos también una cota para el error, como veremos en los ejemplos.
Por otra parte, como f"+1(£)/(n + 1)! estd acotado, se tiene

o Runi(@) £

z—a (x — a)"  a—a (n+1)! (x—a)=0

lo que nos dice que el error es “mucho menor” que (z — a)", y en particular (cerca de a) es
menor cuanto mayor es el grado del polinomio.

Para acotar un resto son pues importantes el grado del polinomio y el punto z cuyo
valor se quiere aproximar. Vemos a continuacion tres tipos de problemas que se nos pueden
presentar. En uno tenemos prescrito un punto z y un error maximo, y buscamos el menor
grado n para el que no se supera ese error. En otro conocemos el grado y buscamos los
valores = para los que no se supera cierto error prefijado. En el tltimo conocemos el grado y
el punto en el que queremos aproximar el valor, y hallamos una cota para el error cometido.

Ejemplo 2.6.13. Se quiere usar el polinomio de Maclaurin de f(x) = €* para aprozimar
el valor de e = f(1) con un error menor que 1075. ;Qué grado hay que tomar? ;Qué valor
aprozimado se obtiene para e? (Nota: se supone conocida la cota e < 3).

es

Solucién. El polinomio es 1 + = + % + "g—? + -+ L7 con resto Ryqq(z) = CESL el
para cierto € entre 0 y . Para = 1 se tiene 0 < £ < 1, luego |ef| < e < 3 y asf
3
| Rnia (D] <

(n+1)!
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Buscamos por tanto el menor n para el que se tenga 3/(n+ 1)! < 107°, 6 (n 4+ 1)! > 3 - 105,
por lo que hemos de tomar grado n = 6. La aproximacion vale:
1 1 1 109,601

1 1 1 1
=14l 4o — =
c= ot 2 T 120 T 720 T 5040 T 10320~ 40,320

de modo que, redondeando en la quinta cifra decimal, tenemos e ~ 2'71828. [

= 2/718278 ...

Ejemplo 2.6.14. ;Para qué valores positivos de x se comete un error menor que 1073 al
aproximar la funcion /1 + x por su polinomio de Maclaurin de grado 37
Solucién. Las derivadas sucesivas de y = (1 + )'/? valen
1 -1 3 , —15
y/ _ §(1 + :L")_l/2 y// _ T(l + ZE)_?’/Q y/// _ g(l + :13)_5/2 yw _ 1_6(1 + $)_7/2

. . _ 1 1.2 1.3
por lo que el polinomio es P3(z) = 1+ 52 — gz° + §52° con error

1 15 5)
R _ 1 ~7/2,4 — 2 (1 —7/2, 4
donde 0 < ¢ < . Como la funcién (14 &)~7/2 es positiva y decreciente, alcanza su maximo a
la izquierda del intervalo [0, x], y ese maximo vale 1. Por tanto R4(x) = %8 x*, que es menor

que 1073 cuando 5z* < 0'128, o sea cuando x < v/(0/0256 = 04.
En consecuencia, para los valores de x en [0, 0'4] se tiene asegurado ese error maximo. m

Ejemplo 2.6.15. Usar el polinomio de Maclaurin de grado 3 de f(x) = e cos(2z) para
aprozimar el valor de f(0'1), acotando el error cometido.

Solucion. El polinomio ya lo hemos calculado usando la Proposicién 2.6.8, y de él obte-
nemos el valor aproximado:

3 11
P3(IE):1+$—§$2—F:U3

Para acotar el error necesitamos calcular las primeras derivadas sucesivas hasta obtener
f(z) = e” (24 sen(2x) — Tcos(2x)), y asi

= f(0'1) = P3(0'1) = 1'08316

[Ra(0'1)] = 7 [245en(26) — 7 cos(2)] 071

con £ € (0,0'1). Usando las desigualdades |a + b < |a| 4 |b], |senz| < 1y |cosz| <1
obtenemos una cota para el error

1
|R,(0'1)] < ﬁ(m + 7107 <1'3-107*

que puede mejorarse un poco si en lugar de |sen z| < 1 usamos la desigualdad |sen z| < |z],
que aplicada a nuestra situaciéon nos da |sen(2€)| < 2§ < 2-0'1 =02 y asi

1 12
< =« 107 < 2107 < 0'5- 107"
|R4(0 )\_24( 8+ 7)10 <240 <0'5-10

El valor “real” de f(0'1) es e”! cos(0'2) = 08314108... ., por lo que el error “real” es menor
que 0'26 - 10~ y no estd muy lejos del error tedrico. [ ]
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2.7. Crecimiento y representacion grafica de funciones

2.7.1. Crecimiento, concavidad e inflexién

Definicién 2.7.1. Sean f(x) una funcién, D un conjunto y a un punto. Se dice que:

f crece o es creciente en D si para x; < x9 en D se tiene f(zq) < f(z2).

f decrece o es decreciente en D si para x1 < x5 en D se tiene f(xy) > f(x2).

» f es creciente o decreciente en a si lo es en un intervalo de la forma (a — d,a + 9).

f es concava en a si la recta tangente en a queda por debajo de la curva y = f(x).

f es conveza en a si la recta tangente en a queda por encima de la curva y = f(z).

f tiene en a un punto de inflexion si la recta tangente en a “atraviesa” a la curva.

Por ejemplo, las dos siguientes curvas son crecientes, tienen un punto de inflexion en a,
son convexas a la izquierda de a y son concavas a la derecha de a:

A A

Proposicién 2.7.2. Para una funcién f(x) de clase C* en D y para a € D se tiene:
1. Si f'(a) > 0 entonces f es creciente en a.

2. 8i f'(a) <0 entonces f es decreciente en a.

Proposicién 2.7.3. Para una funciéon f(x) de clase C* en D y para a € D se tiene:

1. Si f"(a) > 0 entonces f es concava en a.

2. Si f"(a) <0 entonces f es conveza en a.

3. Si f tiene un punto de inflexion en a entonces f"(a) = 0.

4. Si f"(a) =0y f"(a) # 0 entonces f tiene un punto de inflexion en a.



2.7 Crecimiento y representacion grafica de funciones 73

Los resultados que siguen nos permiten decidir si un punto critico de una funcién es o
no un extremo relativo.

En el primero de ellos, que suele ser suficiente a efectos practicos, escribiremos f’(a™) > 0
para indicar que f’(z) > 0 “a la derecha de a”, es decir, que f’(z) > 0 para los = de cierto
intervalo (a,a + 9). En un sentido anédlogo escribiremos f'(a™) > 0, f'(a™) <0y f(a™) < 0.
Proposicién 2.7.4. Sea f(x) una funcion de clase C' en D con un punto critico a € D:

1. Si f'(a

>0y f'(a*) <0 entonces [ alcanza un mdzimo relativo en a.

3. Sif'(a

(
(a”) (a™)
2. Sif'(a”) <0y f'(a") >0 entonces [ alcanza un minimo relativo en a.
(™) >0y f'(at) > 0 entonces f crece y tiene un punto de inflexion en a.
7) (a™)

4. Si f'(a
Ejemplo 2.7.5. Analizar los puntos criticos de f(x) = (x — 3)° (z + 1).

<0y f'(at) <0 entonces [ decrece y tiene un punto de inflexion en a.

Solucién. La derivada vale
fl) =5z -3 (r+1)+(2-3)°=(@-3)*'Gr+5+2—-3) =2(z—3)*Bx+1)

y por tanto los puntos criticos son 3 y %1 Claramente se tiene f'(37) >0y f(3%) > 0, por
lo que f crece y tiene un punto de inflexién en z = 3. En cambio se tiene f'((5)7) <0y
f((ZH)7*) > 0, y en consecuencia f alcanza un minimo relativo en x = =1 u

3 3

Proposicién 2.7.6. Sea f(x) una funcién de clase C* en D con un punto critico a € D:
1. Si f"(a) < 0 entonces f alcanza un mdzximo relativo en a.
2. Si f"(a) > 0 entonces f alcanza un minimo relativo en a.

Cuando f”(a) = 0 la proposicién anterior no afirma nada, y hay que usar esta otra:

Proposicién 2.7.7. Sea f(x) una funcion de clase C™ en D con un punto critico a € D, y
sea f(”)(a) la primera derivada que no se anula en a. Es decir, se supone que

fla)=r@)=="Da)=0 y  ["a)£0
1. Sin es impar entonces f tiene en a un punto de inflexion.

2. Sin es pary f(a) <0 entonces f alcanza en a un mdrimo relativo.

3. Sin espary f™(a) >0 entonces f alcanza en a un minimo relativo.
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2.7.2. Sistematizacion de la representacion grafica de funciones
Para representar graficamente una funcién y = f(z) hay que seguir los pasos siguientes:

= Determinar el dominio de la funcién, es decir, los valores de x para los que estd definida.

= Determinar si f es par o impar, o si es la traslacién de alguna funcién conocida, y usar
esta informacién para ahorrar trabajo (apartado 1.3.1).

» Calcular los puntos de corte con el eje horizontal (soluciones de f(z) = 0) y el signo
de f(x) en cada uno de los intervalos determinados por éstos y por el dominio.

» Determinar si tiene asintotas verticales (donde “falle” el dominio), horizontales u obli-
cuas, y por qué lado se pega la gréfica a cada una de ellas (apartado 2.1.1).

» Calcular los puntos criticos (soluciones de f'(z) = 0) y el signo de f’(x) en los intervalos
determinados por éstos y por el dominio. Deducir de esos signos en qué intervalos crece
la funcién y si los puntos criticos son extremos relativos o puntos de inflexion.

» Calcular las soluciones de f”(z) = 0, el signo de f”(x) y los intervalos de concavidad.

Ejemplo 2.7.8. Representar grificamente la funcion vy = x3e™%.

Solucion. El dominio de la funcién es R, y por tanto no tiene asintotas verticales.
Como y(—z) = (—z)3%e~ (") = —23¢” es distinto de —y(z) y de y(z), no hay simetrias.
El tnico corte con el eje estd en z = 0, y el signo de f(z) es el mismo que el de z.

Como h'Ill 3¢ =0, el eje y = 0 es una asintota horizontal por la derecha, y la funcién
T—T 00

se le pega por arriba. Como lim f(z) = —ocoy lim f(x)/z = —o0, por la izquierda no

r——00
hay asintotas horizontales ni oblicuas.
Calculemos las primeras derivadas:

Y (x) = 3% —Pe™" = e "2?(3 — 1)
y' (1) = —e (32 — 2°) + e " (6x — 32%) = e "2 (2* — 62 + 6)

y' se anula en © = 0 y x = 3, y tiene el signo de 3 — . Por tanto f crece en (—00,3) y
decrece en (3,400), en x = 3 hay un maximo relativo y en = = 0 un punto de inflexién.
y" se anula en x = 0 y en = = 3 + /3. Para estudiar su signo empleamos la tabla

—o0 0 3—v3  3+43 +00
z — + + +
x* — 6z + 6 + + — +
y"(x) — + - +

de la que deducimos que la funcién es céncava en los intervalos (0,3 ++/3) v (34++/3, +00) y
convexa en (—o0,0) y (3 — V3,3 + \/g), y por tanto en z = 3 + v/3 hay puntos de inflexién.

Calculando los valores de y en los puntos notables y, si se quiere afinar mucho, calculando
también /(3 4 v/3), se obtiene la grafica:
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x(z—1)

Ejemplo 2.7.9. Representar grdaficamente la funcion y = CESIA
x

Solucién. El dominio es R\ {—1}, y no hay simetrias.
Los cortes con el eje y = 0 estdn en x = 0y z = 1. Como (z + 1)? es positivo, para
estudiar el signo de y(z) basta con considerar la tabla

—00 0 1 +00
x — + +
x—1 — — +
y(x) + - +

de la que deducimos que y es positiva en (—o00,0) y (1,400), y negativa en (0,1).

En cuanto a las asintotas, se tiene

r(x—1 r(x—1
im g = 400 lim g =1
dm, Ty i (1)

luego x = —1 es una asintota vertical a la que la grafica se pega por arriba a ambos lados, e
y = 1 es una asintota horizontal por la derecha y por la izquierda.

La derivada primera vale

, e —D(x+1)?*—(2*—2)2x+1) 22°+2xr—2—-1-222+2z 3z-1
y = =

(x4 1)4 N (r4+1)3 C (x41)3

y por tanto hay un tnico punto critico en = 1/3. Estudiamos el signo con la tabla

—oo  —1 1/3 400
3z —1 — — +
(z4+1)7°*| - + +
y'(x) + - +
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de que la que deducimos que la funcién crece en los intervalos (—oo, —1) y (1/3, 00), y decrece
en (—1,1/3). Por lo tanto en = 1/3 hay un minimo relativo.
La derivada segunda vale

3r+1—Br—1)3(x+1)? 3r+3-92+3 66z
(z+1)° (@t (@1

"o__

luego la funcién es céncava en (—oo, 1), es convexa en (1, 4+00), y tiene un punto de inflexién

en x = 1.
Con todos estos datos podemos dibujar la grafica:
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2.8. Ejercicios

1. Calcular los valores de a y b para los que

Jar—2 (z<1)
f(x)_{?)x—b (x>1)

es derivable en x = 1.

2. Derivar las siguientes funciones:

a(x) = 4/t b(x) = arc sen(l — xQ) c(x) = 3/\/; d(x) — 2?1

2

e(r) =In (%ﬁ) f(z) = sen?(x)tan(3z) g(x) =23 h(x)=3(z*+ 2+ 1)*1/2

3. Calcular la derivada % para las siguientes ecuaciones de estado de gases:

n’a

nb
pV =nRT (1+7> p(V —nb) —nRT =0 <p+ 72

) (V = nb) = nRT

4. Escribir las ecuaciones de las rectas tangentes a las siguientes curvas en los puntos

dados:
(a) y=In|z| en (—e,1) (b) y =2* +In(x) en (1,1)
(c) y =cos(x) en (F,0) (d) y =3e3* — 5z en (0,3)

5. Obtener los polinomios de Maclaurin de grado 3 de las siguientes funciones, indicando
los valores positivos de x para los que se puede asegurar que el error cometido al
aproximar la funcién por el polinomio es menor que 1073:

[V

a(x) =(1+z)” b(xz) = sen(x/2) c(x) = cos(2z) d(z) = In(1 + 2x)

6. FEncontrar el menor niimero n para el que las funciones siguientes se aproximan por su
polinomio de Maclaurin de grado n con una precisién de 10~%, para los valores de x
pertenecientes al intervalo indicado:

flz)=¢€" (-2<x<2) g(x) =cos(z) (—4<x<4)
7. La ecuacién 3° + zy? + 2 = 0 define a y como funcién implicita de x con y(—1) = —1.
Dar un valor aproximado de y(—0,99) usando el polinomio de Taylor de grado 2 en

r=—1.
8.  Obtener los dos primeros términos no nulos del desarrollo de Maclaurin de:

f(z) = sen(x) — arcsen(x) g(x) = e “sen(x) — tan(z) h(z) = v~ sen(x)
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9.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Obtener los tres primeros términos distintos de cero del desarrollo de Maclaurin de:
fl@)=e(1+2)""  g(z)=27"In(l - )’
Obtener los polinomios de Taylor de grado 4 en z = 1 de f(z) = In(z) y de g(x) = /.

La densidad de la energia de radiaciéon de un cuerpo negro a temperatura 7" estd dada
por la férmula de Planck

donde A es la longitud de onda. Probar que la férmula se aproxima a la clésica ley de

Rayleigh-James p = 8’;’ZT tanto si la longitud de onda A es muy grande (A — +00)

como si la constante de Planck h es muy pequena (h — 0).

Un cuerpo cuya masa en reposo es mg tiene una energia relativista

mo C2

V31— (v/c)?

cuando se mueve a la velocidad v, y tiene una energfa cinética relativista 7' = E — mqc?
(c representa a la velocidad de la luz). Desarrollar T' en potencias de v y observar
como, para valores pequenos de , T' se aproxima a la energia cinética no relativista

T = %mov2.

Hacer un esquema de las graficas de las siguientes ecuaciones:
(a) y =2 —3a* +1 (b) y = zIn(x) (c) y =z — sen(z)
(d) y = sen(x) — cos(z) (e) y = x%e

Determina, en funcién del pardmetro a, el nimero de raices del polinomio 2*+2?—z+a.

De todos los triangulos isosceles de area A, determinar el que tiene menor perimetro.
De todos los triangulos isésceles de perimetro P, determinar el que tiene mayor area.

De entre todos los botes cilindricos cerrados en las dos bases, cuyas superficies tienen
un mismo area A, determinar el que tiene mayor volumen.

Se consideran todos los rectangulos que pueden inscribirse en una semicircunferencia
de radio R, es decir, los que tienen dos vértices en el diametro y dos en la semicircun-
ferencia. ;Cual de ellos tiene mayor area? ;Cudl tiene mayor perimetro?

La probabilidad de que una molécula de masa m en un gas a temperatura 7" tenga una
velocidad dada v viene dada por la distribucién de Maxwell-Boltzmann:

3 2
o =10 (g2
m

donde k es la constante de Boltzmann. Encontrar la velocidad més probable (aquella
para la que f(v) es maxima).
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19.

20.

21.

22.

23.

La concentracién de una sustancia B en el proceso A — B —= (' consistente en dos
reacciones irreversibles consecutivas (k; # k) esta dada por

[A]Okl (e_klt .

=

—kgt)

(&

Encontrar el tiempo ¢, en términos de las constantes k; y ks, en el que la concentracién
de B es maxima y calcular esa concentracién maxima.

Calcular los siguientes limites:

) sen(x) — x , cos(z) , 1
(a) lim, o — (b) lim, = Sy (¢) limy—yoo zIn(1+ )
er+e " —2 1—e” tan(z) — sen(x)
d) im, .o ——— lim, .o —— f) lim,_,
(d) lim,—q cos(z) — 1 (€) limz—o xsen(z) (£) limg—g a3
, 4+ +1 , 5 =1 o1 (e* —1)In(1 + z)
() lim, 3 m (h) lim, o x°e=? (i) limg—g sen?(z)

Localizar y aproximar todas las raices de la ecuacién z* + 222 — 2 — 1 = 0.

Utilizando el método de Newton-Raphson con una calculadora de mano, aproximar las
soluciones de las ecuaciones siguientes en los intervalos que se indican:

(a) zInz = —0'3 en [0,1,0,2] (b) 2*+23 =1 en0,1] (c) e® =42 en [0,1]

Demostrar que la ecuacién ze ™ 4+ 1 = 0 sélo tiene una solucién, y encontrar una
aproximacién de esa solucién utilizando el método de Newton.
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2.9. Soluciones de los ejercicios

1. a=3b=2
2 d@) =2 @)= ——2 @) = 2 d(z) = (dz — 1)e2 e
- 212 — x4 2V/zP
e(x) = 2_—6 f'(x) = sen(2z) tan(3z) + 3sen?(z)(1 + tan?(3z))
2 — 1 —
—6z — 3
/ _ 2 4y ,—x2 / —
g (z) = (3z* — 2z%)e B (x)= o 1
A vV mb=V AV Vb—V)
" dp  pV2+n?RThH dp  p dp  pV3+n2a(2nb—V)

4. (a)y=-w/e (b)y=4r-3 (c)y=5—x (d)y=4r+3

~ 1 3.2 5.3 [38410-3 _
r)~ 1 —gr+ g0 — pa’ para 0 <o < (/521073 = 0,2459 . ..

b(z) = 3o — f52° para 0 < < V768 - 10-3 = 0,9485 . ..
c(r)~1—22% para 0 <z < /1,5-1073 = 0,1967. ..
d(z) ~ 2z — 22% + 52° para 0 < & < /0,25 - 1073 = 0,1257 . ..

6. La cota de error para f(z) es €?2"*!/(n + 1)!, que es menor que 10~* para n > 11.

La cota de error para g(z) es 4"*/(n + 1)!, menor que 10~ si n > 16.

7. Pyz)=—1—1(z+1)+ 55 (z + 1)%, luego y(—0,99) ~ P(—0,99) = —1,0014. ..

8. flo)~ —ga®— 2% gla)~ —a? — 2 h(z)~1-—ga?
9. fl)m1—20+4322 g(z)~1+z+ 5327
10. fa)m(z—1)—3(z—1)P243(x—-1°—-F(x—1)*
g@)m1+i@—-1) —Lt@—-1+L(@—-1)P% - Z(z-1)*
11. z = )\k:CT tiende a 0 en ambos casos, luego e* — 1 = x y asi p =~ 8;;56 = 87;#.
12.  Llamando z = 2 se tiene T = myc?[(1—2?)~*/2—1]. El polinomio de Maclaurin de grado
2 de (1—2%)7"? es 14 122 (para valores pequeiios de z), luego T' &~ moc®12? = tmgv?.

13.  (a) Maximo relativo en z = 0, minimo relativo en = 12/5, inflexién en z = 9/5.

(b) Definida para x > 0, corta ejes en (1,0), minimo en el punto (e~!, —e™!), convexa.
Se acerca al punto (0,0) por debajo con tangente vertical.

(c¢) Impar, creciente. Puntos de inflexién cuando x es miltiplo de 7, con tangente
horizontal en los multiplos pares y tangente de pendiente 2 en los miltiplos impares.
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14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(d) Periodo 27; analizamos en el intervalo [—m, 7|. Cortes con el eje y puntos de inflexién
en 7/4 y —3m/4. Méximo en (37/4,/2) y minimo en (—7/4, —v/2).

(e) Positiva, el eje horizontal es asintota por la derecha, minimo en (0,0), maximo
relativo en (2,4/¢?), puntos de inflexién en z = 2 + /2.

(f) Positiva, minimo en(1/2, e~%/?), convexa.

Hay tres raices si a € (—1, 2%), dossia=—-16a= %, y una si a & [—1, %]
Si la base mide 2z, la altura mide h y los lados iguales miden b, se tiene b* = x? + h2.

Fijado el drea A = xh, el perfmetro P(x) = 2(x + y/2? + (A/x)?) es minimo para
r = {/A2/3; la tangente del dngulo es h/z = /3, luego el tridngulo es equildtero.

Si el perimetro P = 2z + 2b es fijo entonces el drea A(z) = %x\/ P? — 4Px se minimiza
cuando x = P/6, que también se corresponde con el tridngulo equildtero.

Sean z el radio de la base y h la altura. Si el drea A = 2wx(z + h) es fija, el volumen
V(z) = 1 Ar — m2® se maximiza cuando z = y/A/67, y entonces h = 2z.

— 2

Si centramos el semicirculo en el origen y (z,y) es la esquina del rectangulo, tenemos

2% +y? = R?, luego el drea es A(z) = 22/ R? — 22, que es méxima en z = R/v/2(= ).

/2kT /m

In(ky) — In(k) k1
= B mar — 7 A —kat
k2 _ kl ? [ ] kQ[ ]0
-1 -1 1 .
(l:? b:7 c=1 d:—2 e=—1 f:§ 922432:1;n3 h:O 1 =1
Por el teorema de Bolzano, hay soluciones en los intervalos (—1,0) y (0,1), que se

pueden calcular por Newton-Raphson y valen —0,481815... y 0,825109...

Como f'(z) = 42® + 4z — 1 es creciente (su derivada f”(x) = 1222 + 4 es positiva) y
f'(=1) < 0 < f'(1), deducimos que f’(x) tiene un tnico cero que estd entre —1 y 1.
Por tanto, f(z) decrece a la izquierda y crece a la derecha de ese cero, por lo que no
puede tener mas que las dos raices senaladas.

(a) La sucesién x4, = 11_11?(’2) con xg = 0,15 se estabiliza en x4 = 0,168412. ..

(b) La sucesién x4, = % con o = 0,5 se estabiliza en x5 = 0,619670. ..

(c) La sucesién x4, = % con x¢ = 0,5 se estabiliza en x7 = 0,831031 ...
Como f(—1) = —e y f(0) = 1, hay al menos una solucién en el intervalo (—1,0). Si

x > 0 es claro que f(z) > 0, luego no hay soluciones positivas. Si x < 0 entonces
f'(x) = (1 —x)e™" es positiva, luego f(z) es creciente en (—o0,0) y s6lo puede tener
2 T
P . x°+e .y
la raiz senalada. Para calcularla se usa x4, = con g = —0,5 y la sucesién se

r—1
estabiliza en x5 = —0,567143 . ..







Tema 3

Calculo integral en una variable

3.1. Integral definida

3.1.1. Definicién y primeras propiedades

En lo que sigue, consideramos una funcién f : [a,b] — R definida en un intervalo [a,b] y
acotada, es decir, suponemos que existe M € R con |f(x)| < M para cualquier x € [a, b].

Por el teorema de Weierstrass sabemos que todas las funciones continuas definidas en
intervalos cerrados cumplen esta condicién.

Llamaremos particion del intervalo [a, b] a cualquier coleccién de puntos t, t1,. . ., t, del
intervalo de la forma
P={a=ty<ty <---<t,=>b}

A los intervalos [t;_1,t;] con i = 1,2,...,n se les conoce como los subintervalos de P, y la
mayor de sus longitudes (o sea, el maximo de los t; — t;_1) es el didmetro de P.

Si se elige en cada uno de ellos un punto z; € [t;_1,;], la suma de Riemann de f para la
particion P y los puntos z; es

S(P, frzi) = Z fzi)(ti —tioa)

Cuando f(x) > 0 para cada x € [a,b], cada sumando f(z;)(t; — t;—1) es el drea de un
rectangulo cuya base es el intervalo [¢;_1,t;] y cuya altura es f(z;). La suma de Riemann es
por tanto el area encerrada por los rectangulos de la figura

A y=f(z)

a=to t1 to t3 ta=b

33
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y proporciona una aproximacién del drea que delimitan la curva y = f(x), el eje OX y las
rectas verticales © = a y x = b. Esta aproximacion sera tanto mejor cuanto “mas fina” sea la
particion, y esta es la idea que desarrollaremos para definir el concepto de funcion integrable.

Antes de ver ejemplos de sumas de Riemann, haremos las observaciones siguientes:

» Se tiene > " | (t; —t;—1) = b— a, pues la suma de las longitudes de los subintervalos es
la longitud total del intervalo [a, b].

» Recordemos que existe M tal que f(x) < M para cada x € [a,b]. Entonces se tiene

MWJMSZWMW4MSZMWwJ=W%@

es decir, las sumas de Riemann estan acotadas en valor absoluto por la constante
M (b — a). Esta cota tiene un significado geométrico claro: M (b — a) es el drea de un
rectangulo de base [a, b] y altura M, y este rectdngulo “contiene” a la figura anterior.

» Cuando la particién P divide [a,b] en n partes iguales, es decir, cuando todos los
subintervalos tienen longitud (b—a)/n, la suma de Riemann toma la forma més sencilla

n

S(P, f.2) = =3 (=)

Ejemplo 3.1.1. Si f(z) = k (constante), para cualquier eleccién de puntos z; se tiene

n

S(P, f.z) =Y k(ti—ti1) = k(b—a)

i=1
que es el drea que, sobre el intervalo [a, b], encierran la recta y = k y el eje OX. [

Ejemplo 3.1.2. Consideramos la funcién f(x) = x sobre el intervalo [0, 1], que dividimos
en 5 partes iguales, es decir, consideramos la particiéon P = {0, 0’2, 0’4, 0’6, 0’8, 1}. El &rea
real bajo la curva es la de un tridngulo de base 1 y altura 1, y vale por tanto 1/2 = 0'5.
. Qué valor se obtiene para la suma de Riemann? Eso depende de la eleccion de los z;. Por
ejemplo, si en cada intervalo se elige. ..

el extremo izquierdo, la suma vale (04 0'2 + 0’4 4 0'6 + 0'8) = 0'4;

el extremo derecho, la suma vale £(0'2 + 04 + 0’6 + 0’8 + 1) = 0'6;

el punto medio, la suma vale £(0'1 + 0’3 + 0’5+ 07 + 0'9) = 0'5. [

Este ejemplo muestra que la eleccion de los z; puede hacer variar notablemente la aproxi-
macion que se da del area. Sin embargo, como ocurre en el siguiente ejemplo, esta variacién
suele ser minima cuando la particién tiene muchos intervalos muy pequenos:
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Ejemplo 3.1.3. Seguimos con f(x) = x sobre el intervalo [0, 1], y dividimos el intervalo
en n partes iguales con la particiéon P = (0 < % < % < .-+ < 1). Si en cada subintervalo
tomamos, por ejemplo, el extremo derecho z; = i/n (lo que no era ni mucho menos la mejor

eleccion en el ejemplo anterior) la suma de Riemann vale

I~i 1. nmn+1)
S(P, f,z) =— —=— = —"
(P f. %) n;n n2i:1 2n?
(se ha usado la igualdad > i = w, que es facil de comprobar por induccién). Cuando
n se hace grande, la suma de Riemann se aproxima a 0’5, que es el valor real del 4rea. [

Esta idea de hacer particiones “cada vez mas finas” para tomar luego un limite nos lleva
a dar la siguiente definicién, un poco imprecisa pero suficiente para nuestros propodsitos:

Definicién 3.1.4. Sea f(x) una funcién acotada en un intervalo [a, b]. Diremos que f(z) es
integrable (en el sentido de Riemann) en [a,b], y lo denotaremos por f € Rla,b], si existe
el limite de las sumas de Riemann cuando los diametros de las particiones tienden a cero,
independientemente de las elecciones de los puntos z; en cada particion.

En este caso, el valor de ese limite se llama la integral definida de f en [a,b] y se denota

b
/ f(t) dt =lm S(P, f, z)

(donde el limite se toma como se acaba de explicar).

En general esos limites son imposibles de calcular, y recurriremos a otros métodos para
calcular integrales definidas. Pero en dos casos el calculo es evidente: Cuando a = b entonces
todas las sumas de Riemann valen 0. Cuando f(x) = k (constante) entonces todas las sumas
de Riemann valen k(b — a), luego ese sera el valor del limite. Por tanto

/aaf(t)dtzo /abkdt:k(b—a)

Por la construccién que se ha hecho, si f : [a,b] — R es integrable y f(z) > 0 para cada
z € [a,b], el valor de la integral es el drea encerrada entre la curva y = f(z) y las rectas
y=0,r=ayz=0

Si la funcién cambia de signo un nimero finito de veces en [a, b] entonces el drea encerrada
por la curva y = f(z) y las rectas y = 0, x = a y = b se calcula como una suma de areas

parciales. Por ejemplo, el drea de la siguiente figura es fac f(t)dt — fcd f(t) dt + fdb f(t)dt:

HILN

AN g
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Como vemos en el siguiente ejemplo, no todas las funciones acotadas son integrables;
dicho de otra forma, el area que encierra una funcién no siempre existe.

Ejemplo 3.1.5. Un ejemplo de funcién no integrable Riemann en [0, 1] lo proporciona la
funcién de Dirichlet D, definida por

Dy(x) 0 sixzeqQ,
€Tr) =
! 1 sireR-Q

Sea P = (tp < t; < .-+ < t,) cualquier particién de [0,1]. En cada intervalo [t;_1,1;]
seleccionamos un punto z; € Q y un punto z; € R — Q. Por la definicién de la funcién

S(P,Dl,zl-) =0 S(P,Dl,ZD =1.

Esta eleccion de puntos siempre se puede hacer, sea cual sea la particion, y por tanto no
puede existir el limite de las S(P, Dy, z;), es decir, la funcién no es integrable. [

Afortunadamente, como puede verse en el ejemplo anterior, las funciones no integrables
son bastante raras. El siguiente resultado nos proporciona una gran cantidad de ejemplos de
funciones que si son integrables.

Proposicién 3.1.6. Toda funcién continua f : [a,b] — R es integrable en [a,b].
De hecho, basta con que f tenga una cantidad finita de discontinuidades de salto finito.

Veamos algunas propiedades de la integral.
Proposicién 3.1.7. Sean f,g € Rla,b|, a, 5 € R. Entonces:

1. Linealidad: La funcion af(z) + Bg(z) es integrable en [a,b] y
b b b
[ (s +pgte) di=a [ rwyars [ gt

2. Aditividad respecto del intervalo: Si a < ¢ < b, entonces

/abf(t)dt:/acf(t)dt + /be(t)dt

3. Monotonia: Si f(z) < g(x) para todo = € [a,b], entonces

/abf(t) dt < /abg(t) dt

4. Desigualdad triangular: La funcion |f(x)| es integrable y se tiene

[ i < [ iswla
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3.1.2. Teorema Fundamental del Calculo

El célculo de integrales definidas como limites de sumas de Riemann sélo es posible en
casos triviales, aunque hay que observar que esas sumas o algunas variantes suyas son muy
efectivas para aproximar numéricamente los valores de las integrales definidas.

En esta seccion desarrollamos la herramienta tedrica que permite calcular efectivamente
muchas integrales definidas: el Teorema Fundamental del Céalculo.

Comenzamos con un resultado importante y con una interpretacién geométrica clara:

Teorema 3.1.8 (del valor medio integral). Si f : [a,b] — R es continua, entonces existe
¢ € a,b] tal que

/ f() dt = £(€) (b— )

Esto significa que el drea bajo la curva y = f(z) coincide con la de un rectangulo cuya
base es [a, b] y cuya altura viene marcada por un punto de la curva:

A

& +--

|
|
|
|
:
a '5 b

Demostracién. Sean m y M el minimo y maximo absolutos de f en [a,b], que existen
por el teorema de Weierstrass. Entonces m < f(x) < M para cualquier = € [a, b]; usando la
propiedad de monotonia y el valor de la integral de una funcién constante, se tiene

m(b—a):/abmdtg/abf(t)dtg/abMdt:M(b—a)

Dividiendo por b — a se observa que el valor ﬁ f: f(t) dt estd comprendido entre el minimo
y el maximo de f, y el teorema de los valores intermedios asegura que existe £ € [a, b] con

Q=7 [ 10d osea [ f0)@t=f©) (-0 .

Para enunciar el teorema fundamental necesitamos dos nuevas definiciones:

Definicién 3.1.9. Sea f : [a,b] — R integrable.
La funcidn integral indefinida de f es la funcién F : [a,b] — R dada por

Pa) = / F(t) dt

Una primitiva (o antiderivada) de f es cualquier funcién derivable G : [a,b] — R que
tenga a f por funcién derivada, es decir, que verifique G'(z) = f(z) para cada z € [a, b].



3.1 Integral definida 38

Teorema 3.1.10. Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Entonces:

1. Teorema Fundamental del Célculo La funcion integral definida F(z f f(@)
es una primitiva de f.

2. Regla de Barrow Si G es cualquier primitiva de f entonces G(x) = F(x) + C para

cierta constante C' y
b
| 1@ dt =6 -6l

b

En los ejemplos emplearemos a veces la notacion [G(t)], = G(b) — G(a).

Demostracién. 1. Se trata de ver que para cualquier ¢ € [a, b] se tiene

v 4. Flc+h)—Fl(c)
f0) = F'0) = Jim £EE0)

Veamos primero qué ocurre cuando h tiende a 0 por la derecha, es decir, cuando h > 0. Por
la propiedad de aditividad se tiene

cth c ct+h ct+h
F(c+h):/ £(0) dt:/ £0) dt+/ £(0) dt:F(c)+/ F(b) dt

y por tanto
F(c+h) — / f(t)
Por el Teorema 3.1.8 (del valor medio integral) existe £ € (¢, ¢+ h), que depende de h, con

/ F(t) dt = F(©)(c+h—c) = F(E)h

Es claro que € tiende a ¢ cuando h tiende a 0, y como f es continua se tiene

Fi(c) = lim Fleth) = Fle) o JO" o re) = 1im £(6) = f(0)

h—0+ h h—ot+ h h—0 E—c

Cuando h < 0 se prueba de modo andlogo que F” (¢) = f(c) usando

Fleth)—F(e)=— | f(t)di=—f(©€)(c— (c+ ) = F(E)h

c+h
2. Ya vimos (Proposicién 2.4.8) que si dos funciones tienen la misma derivada entonces

“se diferencian en una constante”, por lo que la primera afirmacién es consecuencia del
apartado anterior. Entonces

G(b) — G(a) = F(b) + C — F(a /f ) dt — /f ) dt = /f n
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3.2. Calculo de primitivas

Si conocemos una primitiva de f(x), la regla de Barrow nos permite calcular de inmediato
cualquier integral definida f; f(t) dt, por lo que el célculo efectivo de primitivas es clave para
el calculo de integrales definidas, y a él dedicamos esta larga seccion.

La notacién [ f(x) dx (sin los limites de integracion a y b) representard una primitiva
cualquiera de f(z). Asi, el conjunto de todas las primitivas de f(x) es

/f(x) dx +C

donde C' es una constante arbitraria.

Cabe senalar que, aunque toda funciéon continua admite una primitiva, a veces ésta no
se puede expresar como combinacién (suma, producto, cociente, composicion,...) de las
funciones elementales. Ejemplos de tales funciones “imposibles de integrar” son

9 er 1 sen Ccos T
e’ z”° vsenzx veoszx

T Inz T T

3.2.1. Primitivas inmediatas

Las primitivas siguientes se obtienen directamente de las derivadas que calculamos en el
tema anterior (por claridad, se ha suprimido “+C” en las primitivas):

/() [ f(z)da () J f(@)da
1
2 (a# —1) | xott 1+ tan’x = oy tan x
1
r! In |x| 1 — tanh?z = oz tanh x
cosh” x
1
e” e” (1—2?)1V2 = ——— arc sen x
V1—a?
1 —1
a® 0 a® —(1—2®)7 12 = | @rccosz
1
sen —cos (22 4+ 1)V = ——— argsenh x
Vaz+1
1
cos T sen x (22 = 1)V = ——— arg cosh x
Va?—1
1
senh coshx (1+2?)t = T2 arctan x
T
1
cosh z senh z (1—a2*)"t= 3 arg tanh x
—x
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Usando esta tabla y la linealidad de la integral podemos calcular otras primitivas sencillas:

3 _
\/I:/w 2\/§+3d
T
3

1
I:/xde—Q/x_l/zd:p+3/—dx:%—4\/§+3lnx+0
x

v I:/taHQxdx

2 1 — cos? 1
]:/Senxda::/ COS_xdx:/ dx—/ld:c:tana:—x—l—C
cos?x cos?

cos? x

3.2.2. Cambios de variable
Supongamos que G(t) es una primitiva de f(¢), o sea que G'(t) = f(t). Supongamos
ademads que la variable t es funcién de otra variable z, digamos ¢t = u(x). Entonces
[G(u(2))] = G'(u(z)) v'(z) = f(u(z))u'(z)

y por tanto G(u(z)) es una primitiva de f(u(z)) ' (z). Es decir

[ futa ~ Glu() = G(0) = [ 1(t)a

Esta formula del cambio de variable transforma unas primitivas en otras méds sencillas.
Para aplicarla, basta con recordar que el cambio ¢t = u(z) conlleva el cambio dt = u/(z) dx.
Estos cambios vienen muchas veces sugeridos por la forma del integrando, como los de
los ejemplos que siguen. En apartados posteriores veremos otros cambios mas sofisticados

que se emplean en ciertas situaciones generales.

v I= /008(3:1:) dx. Hacemos u = 3z, du = 3dx y asi

d 1 1
I:/cosu?u:gsenu+C’:§sen(3x)+C’

d
v I:/%' Hacemos t =1+ 2?, dt =2z dz y asf
xXr

Ldt 1 1 1
I = 2———/t‘th:—ét_1+C=—§(1+x2)_l+C

22
222 d
v I—/ﬂ Hacemos u =9 — 2°, du = —32% dz y asi

V9 — a3
_24 9 2 /2 4
I—/ 3 udu-——/ulﬂdu_——u— C:—§v9—x3+C’

31/2
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5
v I = V3t + 1dt. Ahora se trata de una integral definida, a la que aplicaremos el

0
cambio u = 3t 4+ 1 con du = 3dt. Podemos calcular una primitiva

3/2 2

1 lu 2
V3t+1dt == [ u?du=-——= == u¥? =2 (3t 4 1)%2
/ - 3/“ U=3373 "9 TG+l
y aplicar la regla de Barrow para obtener

5

I= E(Bt + 1)2/3} =

2
(16%2 — 13/2) = g (64-1) =14

NIl )

o podemos aplicar el cambio desde el principio a los limites de integracion:

1[0 1[u?2]" 2 2
1:—/ uMdu=c (S| =S (162 —1%2) =2 (64— 1) = 14
3/, 313/2], 9 9

La férmula del cambio de variable permite extender la tabla anterior de primitivas inme-
diatas a la siguiente tabla de primitivas semiinmediatas:

() J f(z)dx () J f(z)da
u(x)*u' () - j_ 0 u(x)rt colst;(vf()x) tan(u(z))
-1,/ U,<LL’>
u(z) "t/ (x) In |u(z)] cosh? u(a) tanh(u(z))
e ! (x eu(®) w(@) arc sen(u(x
@ e (u(a)
ey L e w(z) arc cos(u(x
a™@ o (z) o (@) T a(a)? (u())
'(x cos(u(x _ @) arg senh (u(x
sen(u(x)) u'(x) (u(x)) NIGES] gsenh(u(z))
cos(u(x)) u'(z) —sen(u(z)) % arg cosh(u(x))
: u'(x)
senh(u(x))u/'(z) | cosh(u(x)) T+ u(a)? arctan(u(z))
/ ' ()
cosh(u(z))w' (x) | senh(u(z)) T (1)’ arg tanh(u(z))
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3.2.3. Integracion por partes

La férmula de integracién por partes

/f(:v)g'(x) dr = f(x)g(x) — /g(as)f’(x) dz 6 /u dv = uv — /v du

se deduce de la férmula de la derivada de un producto, y se utiliza a menudo cuando el
integrando contiene un producto de funciones, por ejemplo:

T

v I:/lnx dr. Hacemos u=1Inz, dv = dz, de donde du = %, v =1z y asi

:xlnm—/xldx:mlnx—/dx:xlnx—x—kC'

T

v 1= /x3 e® dr. Hacemos u = 23, dv = €® dzv, de donde du = 32% dv, v = € y asi

I =a2%" — /3%269” dz
En esta ultima primitiva volvemos a aplicar la férmula de integracién por partes:

Hacemos u = 322, dv = e® dz, de donde du = 6z dx, v = €%, y sustituyendo en la
formula anterior

I =" — (3332696 — /6:069” da:) = 23e” — 32" + /6:66“ dx
haciendo esta tltima por partes (u = 6z, dv = €e® dz) se tiene finalmente

I = 2" — 312" + 6re” — /66”” dr = (2° — 32° + 62 — 6)e” + C

dx
$2+1 Y

v I = /m arctanx dr. Hacemos u = arctanz, dv = x dx; asi du = v = %xQ y

1 1 2
I = §x2arctanx— 5/1_23:_1 dx

esta ultima primitiva es la de una funcién racional, para las que veremos un método
general de resolucion, pero podemos también resolverla ya con un truco:

x? dx 1+22—-1 dx
/x2+1:/ o da::/dx—/w2+1:x—arctana:+0

Por tanto

I = - [¢®arctanz — x + arctanz] + C' = = [(2* + 1) arctanz — 2] + C

1
2

DN | —
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v 1= /008395 dr. Hacemos u = cos’x, dv = cosx dx, du = —2cosxsens, v = senx
[ZCOSstenx—i—Z/cosxseandx:coszzcsenx+2/(:osa:(1—COSQLL") dr =

coqutsenx—i—Q/cosx dm—2/cos3x dr = cos’rsenx + 2senz + C — 21

de donde 31 = cos? rsenx + 2senx + C' y asf finalmente

sen z(cos® z + 2)
3

Esta primitiva se puede calcular también mediante el cambio de variable t = senz (y
es un ejercicio sencillo comprobar que las dos soluciones que se obtienen son iguales).

I = +C

1 1
I:/(l—tQ)dt:t—§t3~|—C’:senx—§sen3x+C

v I = / cos’z dx. Se trata de una integral definida que podemos resolver por partes
0
haciendo v = cosz, dv = cosx dx, du = —senx, v = sen x.

Ahora podemos hacer un proceso similar al del ejemplo anterior para obtener una
primitiva [ cos? x dz = % (x+sen x cos ) y sustituir entonces los limites de integracion,
o podemos sustituir los limites al principio para obtener

[:[cosa:sen:c]g—i—/ seandx:/ (1—cos2x)dx:/ de — I =m—1
0 0 0

de donde 21 =7 y asi [ = 7/2.

Algunas féormulas generales

x

v I = /e‘w sen(bz) dz. Hacemos u = sen(bz), dv = e*dx, du = bcos(bz) dv, v = -

a a

1 b
I =—e"sen(br) — — / e®® cos(br) dx

Tomando ahora u = cos(bz), dv = € dx resulta du = —bsen(bx) dz, v = 2e™ y asf

I= ée‘” sen(br) — S <ée‘“ cos(bx) + g /e‘” sen(bx) dx)
Multiplicando por a? para quitar denominadores tenemos
a’l = a e sen(bx) — be™ cos(bx) — b1
y despejando I nos queda
e lasen(bx) — bcos(br)]

a? 4+ b2

I = +C
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v I = /Sen(nx) cos(maz) dx. Hacemos u = sen(nz), dv = cos(mz) dx, de donde

1 n
I =— B d
- sen(mz) sen(nx) p- sen(mz) cos(nz) dx

para m # 0; cuando m = 0 la primitiva es inmediata y vale —% cos(nzx).

Haciendo ahora u = cos(nz), dv = sen(mx) dx se tiene

| _ sen(ma) sen(na) n( 1 1 )

- ol (s cos(mx) cos(nx) — [ —— cos(mx)(—n)sen(nz) dx

m m

_sen(ma)sen(nxz) ncos(max)cos(nx)  n?

= — I
m o m? * m?
de donde
- n* I m? — n? I sen(maz) sen(nx) N n cos(mx) cos(nz)
m? m? m m?
y asi
I msen(mx) sen(nx) + n cos(ma) cos(nx) e

m2 — n2
para m # +n. Cuando m = £ n se tiene

1 — cos(2
I= /sen(n:z:) cos(nx) dx = §/sen(2nx) dr — COZ(,L nr) Lc

Formulas de reducciéon

Son férmulas que expresan una primitiva I, que depende del entero positivo n en términos
de I,,_1 o de I,,_5. Aplicandolas repetidamente expresamos I,, en términos de I; o de Iy, que
suelen ser inmediatas.

Veamos algunos ejemplos de férmulas generales y de su aplicacion:

v I, = /sennx dx. Las dos primeras son inmediatas: [ = x e I; = — cosz. Para el

caso general tomamos partes u = sen” 'z, dv = senx dx v asi

I, = —sen" 'xcosx + (n—1) /sem”_2 x cos? & dr =

—sen" 'xcosx+ (n—1) /(sem”_2 r —sen" x)dr —sen" ' xcosx + (n—1)(I,_o — I,,)

de donde nl, = —sen" 'z cosz + (n — 1)1, o y asi

-1
—sen" "xcosx n-—1
In:/sen"ac dr = + I, con Ilp=x2 I,=—cosz

n n
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v I, = / cos™x dr. Andlogamente se obtiene

n

—1
coSs rsenxr n—1
]n:/cos”x dx = + I, o con Ip=x I, =senx

n n

v Iy =cos*x dr. La férmula anterior con n = 4 y luego con n = 2 da

I cos3msenx+3l cos3xsenx+3 cosxsenx+1
= —_— — = — _— — =
4 4 477 4 4 2
2cos® rsenx 4+ 3cos zsen z + 3z
+C
8
v Iy =sen’x dv. La férmula para el seno con n = 5 y luego con n = 3 da
s —sen4:1:'cosx+4j_ —sen4xcosa:+4 —sen2xcos:c+2( )
_ Z7, = = —(—cosz) | =
> 5 573 5 5 3 3
3sen* z cosx + 4sen?z cosx + 8cos
— +C
15
dx . . .
v I, = Ao La primera es inmediata, J; = arctan(x). En el caso general
x n

comenzamos sustituyendo el numerador por 1 + z2 — 22, y entonces

1+ 22 x? x?
Y N S P (S W R (. S
/ /(1—|—m2)" v /(1+x2)n = /(1+x2)" v

z dr

ey entonces du = dz,

Esta ultima la integramos por partes: Hacemos u = x, dv =
y para calcular v hacemos el cambio de variable t = z%:

_/ x d _/ gdt  1(4p —1
Tlarr ) aror T2 1-n 2 D+ a2

Por lo tanto

IQ . — 1 J
e e e R T

y asi
dx iy 2n — 3
/(1+x2)n 2D+ a2) 1 gt comAiTadaned
dx , . .
v o Jy = m La férmula anterior da directamente

1 T
211+ 22

Jo = + arctanx| + C
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3.2.4. Primitivas de funciones racionales

Ya vimos en el Tema 1 que toda funcién racional se descompone como la suma de un
polinomio y fracciones simples. Como ya sabemos calcular primitivas de polinomios, debemos
estudiar las primitivas de las fracciones simples, que son inmediatas cuando el denominador
es del tipo (z —a)™

A
/ de =Aln|z —a|+C
r—a

/—( A e —A +C  (n=2,3..)

r—a)" (n—1)(z —a)"!

Para el otro tipo de fracciones simples hemos de calcular la primitiva

I = / Mzt N
p(z)"
donde p(x) es un polinomio de grado 2 con raices complejas a £ bi. Entonces se tiene
p(z) =[x — (a+ b)) [z — (a—bi)] =[(x —a)—bi] - [(x — a) + bi] = (x — a)* + b*
Esto sugiere el cambio u = x — a, que para exponente n = 1 transforma la primitiva en

Mx—i—N M:c—a Ma+N) Mu+ (Ma+ N)
I, = dr = du
)2+ b2 u? + b?

El primer sumando es casi inmediato, y en el segundo hacemos u = bt. Asi

M [ 2udu bdt M., . Ma+N
/u2+62 M“"‘N)/m:?ln(u +b)—l—Tarctan(t)+C’:

M Ma+ N —
5 In[p(z)] + % arctan (x 2 a) +C

Para exponente n > 2, los mismos cambios de variable llevan a

Mu+(Ma+N M 2u du bdt
I = Ma+N) [ 2% =
(u? + b2)" / u? + b2)" + (Ma+ 1) / b2 (t2 4 1)»
-M n Ma+ N dt
2(n—1)p(z)r1! h2n—1 2+ 1)
y la ultima primitiva se resuelve usando la férmula de reduccion
dt 4 2n — 3
i my = s g o h = artan(t) +

Tr—a

b

(ver pagina 95) y deshaciendo el cambio ¢ =
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\/I—/ xt — 823 + 1222 + 362 — 27
) 2% — 122 + 4623 — 6222 + 452 — 50
La descomposicién en fracciones simples da en este caso tres primitivas inmediatas:

1= [+ [ oot [y ~hle -2 - 1 +mctana 4 C
— = Inl|lx — — rctan r
x—2 (x —5)? 2 +1 xr—5

I /2x5 — 132* 4 482% — 10322 + 108z — 29
B x4 — 623 + 1722 — 28z + 20
La descomposiciéon en polinomios y fracciones simples da

2dx 3dx (6x — 1) dx
1= 20 — 1 .

Las tres primeras primitivas son inmediatas:

2dx 3dx -3
_ — 2 —2ln|z — 2 / —
/(23: l)de =2°—x /x—2 n|x — 2| -2 1o

X.

En la cuarta tenemos, con la notacion anterior, M =6, N =—1,a=1,b=2y asi
6x—1)d 5 -1
/% =3In(z* — 2z +5) + 5 arctan (x 5 >

por lo que finalmente

3 5 -1
I:xQ—x—l—Zln]a;—Z]——2+31n(:c2—2x+5)+§arctan(x2 >+C
x_

T+ 5
I = dx.
v /(372—4x—|—8)2 v

Con la notacién anterior tenemos M =1, N =5, a =2, b =2, n = 2, luego

I = 1 +Z/ a1 —i—l ! + arctan(t)
S 2p(z) 8 (2+1)2 2p(x) 16 [t2+1

donde hemos sustituido la primitiva calculada en la pagina 95.

Para deshacer los cambios usamos las igualdades ¢t = % v 4(t?+1) = p(z), que dan

finalmente

fo b T T etan (PE2) 28 LT etan (P22 0
= —ar n = — ar n|{ —
2p(x) 8 p(x) 16 2 8p(x) 16 2
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3.2.5. Primitivas de algunas funciones trigonométricas

Las siguientes sugerencias permiten integrar funciones trigonométricas sencillas del tipo
/sen” xcos™ x dx (con n,m € Z)

= Sin es impar, el cambio de variable t = cos z la transforma en una racional.
= Sin es par, el cambio de variable t = sen x la transforma en una racional.

= Sin y m son pares, las siguientes férmulas simplifican el integrando:

9 1 — cos2x 9 1+ cos2z
sen x:T cos ZL‘:T

v I= / dgg . Hacemos t = senx, luego cos?>z =1 —t? y dt = cosx dx y asi
cos® x
I:/cosxd.r:/ dt
cost x (1—1¢2)2
que es una racional sencilla.

v I = / sen*x dz.  Usando la férmula de sen? z y mds adelante la de cos? 2 se tiene

I:/ 1 — cos2z de:/1+COS22ZE—2COSQJde:
2 4
/ /cos 2x dx /0082 2¢dr x sen2x /1+cos 4z
e T + dr =
4 4 4 8

Sen2$+1 sen4x +C_3a: sen2x+sen4x+c
4 4 Ty\"T g 3 4 32

(también se puede usar la férmula de reduccién vista en la pagina 94).

Para integrar otras funciones trigonométricas, un cambio que las transforma en racionales
consiste en hacer
t = tan(z/2) osea  x = 2arctan(t)

y por tanto
2dt

“Tie
2sen(z/2) cos(x/2) _ 2tan(z/2) _ %
cos?(z/2) +sen2(x/2) 1+ tan?(x/2) 1412

senz = 2sen(z/2) cos(x/2) =

cos?(x/2) — sen?(x/2) _1- tan?(z/2) _ 1= t2
cos?(z/2) +sen?(x/2)  1+tan?(x/2) 1+t

cosx = cos?(z/2) — sen®(z/2) =

(en el momento adecuado se ha dividido por cos?(x/2) en el numerador y el denominador).
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d
v 1= /—x El cambio t = tan(x/2) transforma la integral en
1+ senx

2dt
2 dt 2 dt —2 —2
_ 1+t2 _ _ _ _
I_/1+ _/1+t2+2t_/(1+t)2_1+t+C_1+tan(m/2)+C
1+1t2

3.2.6. Primitivas de algunas funciones irracionales

Si en el integrando aparecen raices del tipo
Va — bx? Va + br? 6 br? —a
se pueden emplear los siguientes cambios de variable, que aprovechan las férmulas

sen’t + cos’t = 1 y cosh®t — senh®t = 1

= El cambio bz? = asen?t transforma va — bz? en y/a(l —sen?t) = \/a cost.

» El cambio ba? = asenh®¢ transforma v/a + bz? en y/a(1 + senh®t) = /a cosht.

» El cambio ba? = acosh®t transforma v/b22 — a en y/a(cosh®t — 1) = \/asenht.

dzx

v I = | ——=——. Hacemos el cambio 2% = 3senh®t, y asf:

22/ 222 + 3

\/3 cosh tdt 3 cosh
[ / \/_ / - cos t+ c
senh” ¢

2 senh2 /3 cosh t senht

1 2
/2 =V2?+3 —/2r2+3
_ V2 Lo TVATTS L

3 5 N 3
gl’

x2—4 9 .
v I = [ ——— dx. Hacemos 2 = 4cosht, y asi:

2senh t h2t
I:/ SenthSenhtdtZQ/Sen dt

2 cos cosht

Ahora hacemos un cambio anédlogo al que vimos para funciones trigonométricas: Como
el exponente de cosht es impar, ponemos u = senht y asi

]:2/senh2tco28htdt:2/ u? du :2/1+u2—1du:
cosh®t 1+ u? 14 u?

2

2V 4
= 2u — 2arctanu + C = \/:)54—4—2arctanxT+C
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3.3. Aplicaciones de la integral

3.3.1. Calculo del area de una superficie plana

Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas en [a,b] con f(x) > g(x) para todo = € [a, b)].
El area delimitada por las curvas entre a y b es

A= / f(x) - g(x)] d

Ejemplo 3.3.1. Hallar el drea del recinto limitado por las curvas y = x® — 12z e y = 22.

Solucién. Las gréficas de las funciones y el recinto cuyo area hay que calcular son:

15

10

30

20 -3 -2 -1 1 2 3 4
10 -5

-10
-15

Para hallar los puntos de corte de las curvas resolvemos la ecuacion

2 = 0=2"-2"-120=2(2® -2 —12) = x(z — 4)(z + 3)

- 12z =z
Asi el area pedida es

A:/ [(2® — 127) — 27 da:—l—/o (2% — (2% — 127)] d$:%

-3

3.3.2. Longitud de un arco de curva

La longitud de la porcién de la curva y = f(x) con z € [a, b] viene dada por
b
L= / VIF @) de

Ejemplo 3.3.2. Hallar la longitud de la circunferencia de radio R.

Solucion. La longitud total L sera el cuadruple de la del primer cuadrante, donde la
ecuacién es y = v/ R? — 2. Simplifiquemos primero la raiz del integrando:

VIFWE =1+ (—=2 2—\/1+ v —\/ B____f
T WRE—22) R?—z22 \V R2—2a2 JR2_ ;2
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Por tanto
/ Y Tar—ar [
L=4 1+ Y2 de = / ——
i '] o
y haciendo el cambio x = Rsent tenemos

3 Rcost dt 3 Rcost dt
L:4R/ =4R —_—
0o VR?— R2sen2t 0 VRZ?2cos?t

:4R/2 dt—4ARE —27R =
; 2

3.3.3. Soélidos de revolucion

El sdlido de revolucion generado por la funcién f : [a,b] — R es el cuerpo que se obtiene
al girar su gréafica alrededor del eje OX. Su volumen V' y su area superficial A valen

V:W/ F(2)]2 da A:27r/ F@VIF @] da

Ejemplo 3.3.3. Hallar el volumen y el area de la esfera de radio R.

Solucién. La esfera de radio R se genera al hacer girar la circunferencia de radio R, es

decir, al hacer girar y = v/ R? — 22 entre [—R, R]. Asf el volumen es

V:ﬂ/R (\/ﬂ>2 dx:ﬁ/

R -R

R 3R
4
(R =Y de = {RQ:E—:E—} = - 1R?
3] . 3

Para hallar el area aprovechamos los cédlculos del ejercicio anterior, y vale

R R
R
A=2 R2— 22— dox =2 / Rdr =2rR[2]" . = 4 7 R? [
W/_R\/ = T » TR [z g T

3.3.4. Volumen de un cuerpo por secciones

Supongamos que tenemos un cuerpo y que, para cada « € [a, b], conocemos la superficie
S(c) de su corte con el plano x = c¢. Entonces el volumen del cuerpo entre a y b vale

V:/abS(CC) dx

Ejemplo 3.3.4. Calcular el volumen de una piramide de altura h y con base cuadrada de
area B.

Solucién. Situemos el vértice en el origen y el centro de la base en el eje horizontal (en
el punto (h,0)). El corte con el plano z = ¢ es un cuadrado cuyo drea aumenta proporcio-
nalmente al cuadrado de ¢, es decir, S(c) = kc? para cierto k. Podemos determinar k porque
tenemos B = S(h) = kh?, y por tanto k = B/h%. Asi S(c) = Bc?/h? y el volumen vale

h Bg? B x3h 1
— 20 =22 = ZBp
v G hZMO 3

Obsérvese que no hemos usado la forma de la base; podria haber sido cualquier otro
poligono regular o un circulo, y en este caso la piramide se convertiria en un cono. [
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3.4. Integrales impropias

Sea f : [a,b) — R una funcién con una asintota vertical en b, es por ejemplo
lim f(z) = oo. ;Qué podemos decir del drea encerrada por la curva entre a y b7 ;Es infinita?

r—b~

Si f es continua entonces es integrable en [a,b — ¢] para cualquier ¢ > 0, y podemos
calcular f:_s f(z) dz. Si hacemos que ¢ tienda a cero, esta integral se acerca cada vez mas
al drea que buscamos. Se define la integral impropia de f(x) entre a y b como

b b—e
[ rerdei=tiw [ s e

Si el limite es finito decimos que la integral impropia es convergente, y en otro caso (si el
limite es infinito o no existe) diremos que la integral es divergente.
Cuando la asintota esta en a se procede de modo analogo

b b
/ f(z) dr := lim f(x) dx
a e=0" Joqe

y cuando estd en un punto intermedio ¢ € (a,b) se define la integral impropia

b c—€ b
/a f(z) do = 61_1)1(1]1+ (/a f(z) de + . f(x) d:c)

1
Ejemplo 3.4.1. Calcular / —dzr vy / — dz.

0 T
Solucién. Ambas integrales son impropias porque los integrandos presentan una asintota
vertical en x = 0. Para la primera tenemos

1
_dx_ili% de_ll—l}lp\/_} —liiré(2—2\/g):2

luego la integral es convergente y vale 2.
Para la segunda tenemos

! "1
/—dx:h'm — dr =lim[Inz]! = lim(—In¢) = +oo
0

X e—0 e T e—0 e—0

luego la integral es divergente. [
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Otro tipo de integrales impropias se presenta cuando consideramos funciones continuas
definidas en intervalos infinitos, por ejemplo de la forma [a, +00).

Por la continuidad, para cualquier b > a existe f b f(z) dz, y podemos definir

" e dr = 1 / e

a b——+o00

que serda convergente si el limite existe y es finito y divergente en caso contrario. Para
intervalos infinitos del tipo (—o0,a] 6 (—o0,400) definimos

/_; f(z) dz = lim /a flx)yde y +Oof(:zc) dx == /_(; f(z) dz + O+OO f(z) da

b——o0 b

Ejemplo 3.4.2. Estudiar el cardcter de

[ow [5[
1 11'2 1 7

Solucién. Las dos primeras son convergentes y la tultima es divergente, pues

00 b
1 1
/ e ¥ dr= lim e ¥ dr= lim [—e‘ﬂi = lim <—6_b + —) = -
1 b—+oo Jyq b—4o0 b—4o00 e e
~d bd 11" 1
/ - im [ Z = lm [——] — lfm (1—-):
1 x b——+00 1 T b—-+o0 x 1 b—-+oco b
00 d b d
/ o tim [ == lm [In(@)) = lim In(b) = +oo -
1 X b——+00 1 X b——+o00 b—-4o00

A veces, aunque no conozcamos una primitiva del integrando, podemos averiguar el
cardcter (convergente o divergente) de una integral impropia gracias a:

Proposicién 3.4.3 (Criterio de comparacién). Sean f(x) y g(x) definidas en [a,b] (don-
de a y b pueden ser £00) tales que 0 < f(z) < g(z) para cualquier x € [a,b). Entonces:

b b
. Si/ g(x) dz es convergente, también lo es/ f(z) dz

b b
Sz'/ f(z) dz es divergente, también lo 68/ g(x) dz.

* dx
N
Solucién. Sabemos que la primitiva de la funcién e=** no es expresable en términos de
funciones elementales, pero si podemos comparar la funcién con e™7.
Para cualquier # > 1 se tiene 2% > z luego e < e, Entonces del ejemplo anterior y
del criterio de comparacién se deduce que la integral del enunciado es convergente.
Otro problema distinto es saber cuanto vale dicha integral.

Ejemplo 3.4.4. Estudiar el cardcter de / e da y de
1 1

* dx . , i * dx
Podemos ver que —— es divergente directamente o comparandola con —
1

NZS . T
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3.5. Ejercicios

1. Calcular las siguientes primitivas:

(a)/ d (b) [ V922 — 4dx (c) [e"(1+ev)2 dx

xIn(x)
Tl (e et} cos(3x) cos(4x) dx
d) [xcos(4a? — 1) dx ( )/1—Sen(:r) (f) [ cos(3z) cos(4z) d
(g) /(xf;)a%g (h) [(z+ 1)2cos(3z)dz (i) /lngf_;ﬂ) I

(W) / (x—f;(ix— e W / x?ii—fcw o / ﬁiw)

m) [V1+ z?2dx (n) /ar((jiai(x\;_ﬂ\v/)%dm (1) [ z*arctan(z) dx

2. Calcular las siguientes integrales definidas (algunas son impropias):

(a) OW/Q cos®(4x) dx (b) OW/Q sen(2z) cos(3x)dr (c) fol Vv in(z)dx

o o *®  dx ! dzx
d) Jo~ e dt <e>/2 o= 1) (f)/o (v +2)(2z —3)

1 d.fE v d.T : 1 2z
g) / Ji—2 (h) N, (i) [, ze** dx
(i) 07r/2 “cos(3x)dr (k) fol 2?In(z) dz 1) J7a%e " dx
m) [ sen’(z) d fo sen®(z) cos®(z) dz (n) [, sen(t)dt

0) [ e cos(bt)d / \/_ = (q) /Oa\/%

3. La forma de las lineas en la espectroscopia de resonancia magnética se describe a
menudo por la funciéon de Lorentz

(@) =
W)= 714+ T?(w —wp)?
Hallar [ g(w) dw.
4. Sabiendo que [~ e et dt = 1\/7, calcular I e e~ dg para b > 0.

5. La probabilidad de que una molécula de masa m en un gas a temperatura 7" tenga una
velocidad v viene dada por la distribucién de Maxwell-Boltzmann

3/2
f(v) =4r (2 TZT> vl /2T
s
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10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

donde k es la constante de Boltzmann. Encontrar la velocidad media v y la velocidad
en media cuadratica v v2, dadas por:

v:/ooovf(v)dv ﬁ:/ooozﬂf(v)dv

En espectroscopia la forma de las lineas se analiza a veces mediante los momentos
segundos. El de una senal centrada en la frecuencia angular wy viene dado por la
integral de la izquierda. Calcular esa integral para la curva gaussiana de la derecha:

o0 2 1 2 2
/ (W — wp)?g(w) dw g(w) =/ =T e 2T o)

0 ™

3_
Encontrar los valores de x para los que la funcién F(z) = [ e~ dt alcanza sus

0
extremos relativos.

dt.

’ t
Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 3 de f(z) = / Ser;( )
0

||
1424

Calcular el area limitada por y = y su asintota horizontal.

Calcular el 4rea limitada por las curvas z = 0, y = cosh(z) e y = senh(x).

Determinar el valor de a para que la curva y = axz? divida en dos regiones de igual
drea el recinto limitado por z = 1, y = y/z y el ¢je horizontal.

3

Calcular el area del recinto limitado por la curva y = x°> — z y su tangente en el punto

de abscisa x = —1.

Dibujar la grafica de la ecuacién 4y* = z%(4 — 2?) y calcular el drea que encierra.

- T

Calcula el drea limitada por las curvas y = cos(z) e y = 0 para x € [4", ], y compérala
con la que se obtiene al sustituir cos(x) por su polinomio de Maclaurin de grado 2.

—-T T

Repite el ejercicio para x € [FF, 7] y para los polinomios de grados 2 y 4.

Un mévil parte del origen de coordenadas y se desplaza 232 unidades sobre la curva

27
y = 2%/2. ;Cudl es el punto al que llega?

Determinar el area superficial de una esfera de radio R y de un cono de altura h y de
base de radio R.

Calcular el volumen del solido que se obtiene cuando gira alrededor del eje horizontal
el circulo de ecuacién (z —5)* + (y — 5)? < 4.

Calcular el volumen de una piramide de altura h si su base tiene area B.
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3.6. Soluciones de los ejercicios

1. a=In(ln(z)) b=32v922—4—2In(3z + V922 — 4) C:M d:%

6= — ln(l N SGH(%)) f _ 4 cos(3z) sen(4$);35en(3x) cos(4x) g= In }z_::-é _ (5152
h = 5 [(92% 4 18z + 7) sen(3x) + (62 + 6) cos(3x)] i = @) e — 1] — o

T x

k = arctan(z +2) = \% arctan (v/7 tan(%)) =1 [In(z + V1 +2?) + 2v1 + 22
n = arctan®(y/z) n=3 [:p?’ arctan(z) — %2 +In(v/1 + x2)}

2. a=% b=2 ¢c=7 d=35 e=h(2) f=1ln@3) g=F h=2% i:#
j:kgfgﬂ/? k:%l =9 mZE{—Z n:i 0= (¢=7% 0y Dnoconvergen

3. 1/2.

4. 3\/x/b.

5. ©=2/2kT/mn, V2= \/3kT/m

6. 1/T?

7. Sihacemos f(z) = [/ e e~ dt entonces f'(x) = e y F(z) = f(2 — ), luego F'(z) =
(322 — 1)e~ x) y los puntos criticos son +1/+/3. Calculando F”(x) o estudiando “a
mano” F’(z) se ve que en = —1/+/3 hay un maximo y en 2 = 1/v/3 hay un minimo.

8. 8— %x:i

9. m/2.
10. 1.

11. a=1.
12. 27/4.

13. La gréfica sélo existe para x € [—2,2] y tiene dos “ramas’y = £2¥i=2" V24_“"2. Por simetria,
el area es 4 veces la del primer cuadrante, es decir 2 f02 x4 — 2?2 =16/3.

14. Para x € [-7/6,7/6] el drea es 1; con el polinomio se obtiene 0,999348.
Para x € [—7/2,7/2] el drea es 2; con los polinomios se obtiene 1,849664 y 2,009050.

15. (5,5V5).

16. Esfera 4rR?. Cono mRv/R? 4 h2(+mR?).
17. 4072

18. 3Bh.



Tema 4

Ecuaciones diferenciales ordinarias

4.1. Introducciéon

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden n es una ecuacién donde intervienen
una variable z, una funcién y = y(z) y sus n primeras derivadas:

f(x7 y? y,7 y”? AR 7y(n)) = 0

Resolver o integrar la ecuacién es hallar las funciones y(z) que cumplen la ecuacion; es
decir, la incdgnita de la ecuacién es la funcion y(z).

Ejemplo 4.1.1. Encontrar todas las soluciones de la EDO de primer orden y'(x) = 4z +¢**.
¢ Cudles de ellas verifican y(0) =17

Solucién. Por la forma de la ecuacion, las soluciones son precisamente las primitivas de
la funcién 4z + 2%, que se pueden dar en términos de un parametro C en la forma

1
y(r) =22> + ¥ + C

2
Si exigimos 1 = y(0) = % + C entonces C' = % y por tanto la tnica solucién que cumple esa
condicién extra es
1 1
r) =20+ =¥ 4 = [ ]
y(z) 5 5

Ejemplo 4.1.2. Encontrar todas las soluciones de la EDO (1+2%)%y"(z) +2x = 0. ;Cudles
de ellas verifican y(0) =2 e y'(0) =07

Solucién. Podemos reescribir la ecuacion como y"(z) = —ﬁ. Si consideramos la
nueva funcién u(z) = y'(z) entonces la ecuacién se transforma en u'(x) = _(15%)2 y por
tanto u(x) es una primitiva de la funcién dada, es decir

, 1
V() = ulz) = 1o+ C



4.1 Introduccion 108

Tomando de nuevo primitivas obtenemos
y(x) = arctan(x) + Cxz + D

Si exigimos que se cumpla y(0) = 2 e y/(0) = 0 se obtiene facilmente D =2y C' = —1, por
lo que la tnica solucién que cumple esas condiciones extra es

y(x) = arctan(z) —x +2 u

Como sugieren los ejemplos anteriores, una EDO de orden n puede tener una infini-
dad de soluciones que se expresan mediante n parametros en la solucion general de la
ecuacion, y si se imponen n condiciones iniciales (por ejemplo, si se fijan los valores de
y(0), ¥/(0), ¥"(0), ..., y™D(0)) entonces la ecuacién tiene una tinica solucidn particular
para esas condiciones iniciales.

4.1.1. Ejemplos de ecuaciones diferenciales en la naturaleza

Veamos a continuacién, a modo de ejemplo, cémo las ecuaciones diferenciales aparecen
en el estudio de fenémenos naturales.

Caida libre de un cuerpo

Supongamos que un cuerpo de masa m cae libremente, tan sélo bajo la accion de la
gravedad, desde una posicién inicial gy y con una velocidad inicial vy. En este caso, la tinica
fuerza que actiia sobre el cuerpo es mg, donde g es la aceleraciéon debida a la gravedad
terrestre. Si y(¢) mide la distancia hacia abajo del cuerpo en funcién del tiempo ¢, entonces
su aceleracion serd y”(t), y la sequnda Ley de Newton nos da

my'(t)=mg  osea y'(t)=yg

Si llamamos v(t) = y/(t) a la velocidad del cuerpo en el instante ¢, la ecuacién se transforma
en v'(t) = g y por tanto y'(t) = v(t) = gt + C, de donde

1
y(t):igt2+(]t+D

De la condicién v(0) = vy se deduce que C' = vy y de y(0) = yo se deduce que D = yo. Por
tanto la posicion del cuerpo en cada instante viene dada por

1
y(t) =5 gt* + vot + yo
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Caida retardada de un cuerpo

Supongamos ahora que el aire ejerce sobre el objeto una resistencia a la caida que es, en
cada instante, proporcional a la velocidad del cuerpo. Si k es la constante de proporcionalidad
de la resistencia del aire, la segunda ley de Newton nos dice que

my'(t) =mg—ky'(t) osea  yY'(t)=g—ay(t)

(con @ = k/m). Para integrar esta ecuacién de segundo orden volvemos a hacer v = (1),
que transforma la ecuacion en

dv dv

t)=g—av(t) 6 - =g-— :
V'(t) = g — av(t) 6 =g 6 pa—

=dt

Tomando primitivas obtenemos

—1 1
—In(g—av)=t+C 6 g—av=e 9 = Dea 0 v=— (g — De"”)
a a

(con D = e~%%). Por tanto y(t) es un primitiva de esta dltima funcién, es decir

1 1
y(t):—(gt+—De_“t) +E=Y%t1Fe ey E
a a a

(con F' = D/a?). La condicién sobre la posicién inicial nos dice que yo = y(0) = F + E, y
tras calcular y'(t) se obtiene vy = y'(0) = ¢ — aF’, de donde

g — Qv
a2

g — avg

F = y E=y——5
a

y asi finalmente

- g g—avy , _gy
y) =g+ ot + ("~ 1)

Reacciones quimicas de primer orden

Son reacciones en las que una sustancia se descompone espontaneamente a un ritmo
que es proporcional en cada instante a la cantidad de sustancia presente. Si x = x(t) es la
cantidad de sustancia presente en el instante ¢ (con cantidad inicial z(0) = x¢) y £ > 0 es la
constante de proporcionalidad (o de rapidez), la ecuacién que rige el proceso es

dx dx
—— =kx ) — = —kdt
dt x
(puesto que dz/dt es el indice de crecimiento de x, —dz/dt nos da el indice de descomposi-
cién.) Tomando primitivas en ambos miembros se tiene

Inz=—kt+C = x=Ae ™ (con A=e")
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De la condicién inicial 2(0) = zq se deduce que A = x, de modo que

z(t) = zge "

Para controlar estas reacciones, basta con determinar el valor de la constante de rapidez
k, v esto se consigue midiendo la vida media de la sustancia radiactiva, es decir, el tiempo T’
que tarda una cierta cantidad de sustancia en reducirse a la mitad. Para ese valor T' se tiene
z(T) = /2, lo que sustituido en la ecuacién da

In 2
?:moe_T 0 sea kT =1n2 0 k:n—

T

Si la vida media es muy larga, como ocurre a menudo, basta con ver, por ejemplo, para

In(10/9
qué valor T la cantidad inicial se reduce a sus 9 décimas partes, y entonces k = %
1

Ley de enfriamiento de Newton

La ley de enfriamiento de Newton establece que la variacion de temperatura de un cuerpo
es proporcional en cada instante a su diferencia de temperatura con el ambiente. Es decir, si
x = z(t) mide la temperatura de un cuerpo en el instante ¢ y x4 es la temperatura ambiente,

se tiene g J
" (x —x4) 6 ’

g =kdt
dt T — X4

para cierta constante k£ que depende del cuerpo. Tomando primitivas en ambos miembros de
la segunda expresion se tiene

In(z —x4)=kt+C 6  2(t) =x4 + Be (con B = e%)
Asi podemos resolver problemas como el siguiente:

Ejemplo 4.1.3. Un termometro se saca de una habitacion a la terraza, donde la temperatura
es de 10°C. Un minuto después marca 22°C y otro minuto mds tarde marca 16°C. ;Cudl era
la temperatura en la habitacion?

Solucién. Midiendo el tiempo en minutos y la temperatura en grados centigrados, y
empezando a contar el tiempo al sacar el termémetro, los datos nos dicen que z, = 10,
z(1l) =22 y 2(2) = 16 y nos estan pidiendo z(0) = x4 + B = 10 + B. Al sustituir los datos
en la ecuacién tenemos

22 =10+ Be* 6 12 = Bé* y 16 =104 Be* 6 6= Be?

Dividiendo 6 = Be? entre 12 = BeF se obtiene ¢f = 1/2 y entonces 12 = Be* = B/2, de
donde B = 24 y asi z(0) = 34, es decir, la temperatura en la habitacién era de 34°C. [ ]
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4.2. Ecuaciones de primer orden

Son ecuaciones del tipo f(x,y,y’) = 0. Veamos cémo se integran en algunos casos senci-
llos.

4.2.1. Ecuaciones de variables separables

Llamamos ecuacion de variables separables a una que puede llevarse a la forma

9(y) dy = f(z) dx

Ya hemos resuelto varias de éstas en los ejemplos anteriores: basta con tomar primitivas en
ambos miembros para obtener

[oway=c+ [ fa)is

(en principio habria que sumar constantes A y B en ambos miembro, pero podriamos en-
tonces juntarlas en el segundo miembro haciendo C'= B — A).

Una vez calculadas las primitivas, esa expresién nos da la solucién general de la ecuacion
en términos del parametro C. En principio tenemos y como funcién implicita de x, pero en
muchos casos es posible despejarla explicitamente.

Si queremos obtener la solucién particular para una cierta condicién inicial y(zg) = yo,
basta con sustituirla en la solucién general para determinar el valor de C' en ese caso.

Ejemplo 4.2.1. Obtener la solucion general de la ecuacion y' = xe*™ Y.

Solucién. Separando las variables y tomando luego primitivas se obtiene

d
d—y =zxe" YV =gxe"e? = eldy=zedr = ee/=(@x—-1)e"+C
x
(la segunda primitiva se calcula facilmente por partes). Despejando y obtenemos
y=In((x —1)e" + C) u

Ejemplo 4.2.2. Hallar la solucion particular de (1 + €*)yy’ = €* con y(xy) = yo.

Solucién. Separando las variables, tomando primitivas y despejando y se obtiene

T 2
1i€wdx = %zln(l—kem)—i-C =  y(z)=+2In(1 +er)+ D

que es la solucién general. La condicion inicial implica que
Yo =y(0)=v2In2+D = y2=2In(l+e")+D = D=y —2In(l+e™)

y sustituyendo este valor de D en la solucién general obtenemos la solucién particular

1+e”
y(m)—\/y3+2ln(1+e$o) u

y dy =
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4.2.2. Ecuaciones homogéneas

Una funcién de dos variables f(z,y) es homogénea si verifica
fltz, ty) = f(x,y) para cualquier ¢ # 0
Por ejemplo:
» f(x,y) = xe¥ no es homogénea pues f(tx,ty) = txe™ # xe?.

a? +y? (tx)* + (ty)* _

= flz,y) = p—— homogénea pues f(tz, ty) = Tty tf(x,y) # f(2,y).
/ 2 2 tr)? ty)2

v f(z,y) = xxT—zy si es homogénea pues f(tz,ty) = (;) ﬁ;; ) = f(z,y).
2 5 _ 7 4 20 2,3 4

w f(z,y) = * TYE Tyt ry sf es homogénea, pues en f(tx,ty) aparece t°

x5 4 222y? — xyt + 6y°
como factor comtn en el numerador y en el denominador, y podemos cancelarlos.

Una EDO de primer orden es homogénea si podemos llevarla a la forma 3y = f(z,y)
donde f(z,y) es una funcién homogénea.

Para integrarla, basta con hacer el cambio de variable u = y/z (con y = uzx, ¥y = u+u'x),
que la convierte en una ecuacién de variables separables.

Ejemplo 4.2.3. Resolver la ecuacion diferencial xy' —y = /22 + y2.

. : + /2 + y? ,
Solucién. Despejando 3y’ queda ' = YrVE Rty f(z,y), que es homogénea pues
x

ty + /t2a? +t2y?  ty +t\/ 22 + 2
f(t, ty) = = = = f(z,y)

Haciendo el cambio de variable indicado y sustituyendo en la ecuacion obtenemos

2 2.2 d T+ a2
u+u’x:ux+ v =u+V1i+uz = —u:u’:¢

T dx x
d d Kr— L
-2 o argsenh(u) =Inr+C =! w=senh(lnz+C)= —E2

2

2 1

K —gx Ko, 1

2 2 2K

1Si usamos la férmula alternativa para argsenh(u) obtenemos In (u +v1+ u2) = Inz + C, de donde

u+V14+u2 = Kz, o sea V1 +u?2 = Kz — u. Elevando al cuadrado 1 + u? = K2z + u? — 2Kzu, o sea
1 = K22% — 2Ku, y se obtiene el mismo valor para u.

y:'u,x: |
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4.2.3. Ecuaciones lineales de primer orden
Llamamos ecuaciones lineales de primer orden a las de la forma
v+ fl@)y=g@@) (1)

donde f(z),g(x) son funciones arbitrarias.
Un caso especialmente sencillo se produce cuando g(z) = 0. Entonces la ecuacién

y+f@y=0 (I

(que se llama ecuacién lineal homogénea asociada a (1)) tiene variables separables:

dy _ dy_
Y=-fw)y = L=

Si F(x) es una primitiva de f(z) entonces In(y) = —F(z) + C, y si ponemos K = ¢% la
solucién general de (I) es
y(z) = Ke ')

Este caso sencillo (1) nos da la clave para resolver el caso general (1), pues se tiene:

Proposicién 4.2.4 (Método de variacién de las constantes). Con las notaciones an-
teriores, la solucion general de (T) es

(@) = K@)e

donde la funcion K(z) se obtiene sustituyendo esa expresion en la ecuacion (7).
FEs decir, la solucion general de (T) es como la de (1) pero cambiando la constante K por
una funcion K(x), cuyo valor hay que determinar.

La derivada de y(z) = K(x) e @ es
y(x) = K'(x) e " + K(x) e "D (= f(2)) = K'(x) e — f(a) y()
y al sustituir estas expresiones en (}) se obtiene

g(@) =y (2) + f2)y(x) = K'(2) e = K'(x) = g(x) "

F(z)

Por tanto K (z) es una primitiva de g(x)e”*)| por lo que finalmente

y(z) = (/ g(z) @ dx + (J) o~ F@)

Esta es una férmula general para resolver (), pero no es sencilla de recordar. En los
ejemplos repetiremos estos pasos:

» Obtener la solucién general de (1) en términos de una constante K.

» Buscar la solucién general de (1) cambiando la constante K por una funcién K(z) y
sustituyendo en la ecuacién para determinar quién es K(z).
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Ejemplo 4.2.5. Hallar la solucion particular de la ecuacion y' = e +y con y(1) = be.

Solucién. La ecuacién es lineal, pues podemos reescribirla como 3’ — y = e*. Primero
resolvemos la ecuacién 3y’ — y = 0 separando las variables:

d d

dr = Ihhy=xz+C = y=Ke"

dx

Buscamos entonces la solucién general de la forma y = K(z) e*. Derivando y sustituyendo
en la ecuacion se obtiene:

e =y —y=K(z)e"+K(z)e"—K(zx)e* = K'(z)e* = K(r)=1 = K(z)=a+C
y por tanto la solucion general es
y(r) = (z+C)e’

Sustituyendo ahora la condicién inicial 5e = y(1) = (1 + C) e obtenemos C = 4, luego la
solucién pedida es

y(a) = (x+4) ¢ .

Ejemplo 4.2.6. Hallar la solucion general de la ecuacion y' = 2x (y + 6”2).

. s . s . o1 - 2
Solucién. La ecuacién es lineal, pues podemos reescribirla como 3y’ — 2zy = 2xe*".
Comenzamos resolviendo y’" — 2xy = 0 separando las variables:

d d
d—y:2wy = Y_ordr = hy=2>+C = y:Kex2
£z Y

.2 2 . .
Buscamos entonces la solucién general de la forma y = K(x)e* . Derivando y sustituyendo
en la ecuacion se obtiene:

27 e” = y —2zy = K'(z) e 4 K(z) % — 2 K(x) e = K'(x) e*

luego K'(z) = 2z y asi K(z) = 2> + C, de modo que la solucién general es

y(z) = (2*+C) e* |
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4.2.4. Ecuaciones de Bernoulli
Son ecuaciones de la forma
Y+ f(x)y = g(x)y"

Es decir, se diferencian de las lineales en ese ultimo factor y™. Una manera de eliminar ese
factor molesto consiste en dividir toda la ecuaciéon por y”, con lo que se obtiene

y "y + )y = g(x)

De nuevo buscando una ecuacién lineal podemos hacer el cambio de variable u = y'~", que
al derivar da v’ = (1 — n)y "y y por tanto transforma la ecuacién en

vt f@)u=g(x) 6 w+{1-n)f(x)u=(1-n)g(x)

que ya es una ecuacion lineal. Resolviendo esta ecuacion lineal y deshaciendo el cambio de
variable tendremos integrada la ecuacién inicial.

1—n

Ejemplo 4.2.7. Encontrar la solucién general de la ecuacion xy' + vy = —xy?.

Solucién. Dividiendo por z obtenemos la ecuaciéon de Bernoulli i/ + % y = —1y% ala que
hay que aplicar el cambio u = y~!, 0 sea y = v~ y por tanto ¢y = —u~2u’. Sustituyendo en
la ecuacién dada y multiplicando luego por —u? tenemos

1
—u iU+ —ut = = W - —u=1
x x
que es lineal. Separando variables en la homogénea tenemos
du dx
—=— In(u) =In(z) +C = u=Kzx
u x

luego hay que buscar una solucién del tipo u = K(x) x, que sustituida en la lineal da

1 1
l=v—-=-u=K(2)z+K(z)— K(@)=K'(x)r = K(z)=- =
x T
1
K(r)=In(z)+C=In(Dr) = wu=zln(Dx) = yx)=u'= TIn(Dx) |
. g 2 y®
Ejemplo 4.2.8. Encontrar la solucion general de la ecuacion y + — = o3
T x
Solucién. Aplicando el cambio u =y 2, cony = u~"/? ey’ = —2u~2/, y multiplicando
luego por u*/2, se obtiene la ecuacién lineal
41
U ——u=—
x x?
1 Dz% +1
cuya solucién general es u = Cz* — T x5—+, y por tanto
x x

@) Db+ 1\ Y* [ 5z .
I‘ g —_— — [ —
y 5x Dxb+1



4.3 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes 116

4.3. Ecuaciones lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes

Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden es una de la forma

y' +g(@)y +h(z)y = f(z)

donde f(x), g(x), h(x) son funciones de la variable x. A g(x) y h(x) se les llama coeficientes
y a f(z) el término independiente.
Sélo vamos a estudiar las que tengan los coeficientes constantes, es decir, las del tipo

y'+ay +by=f(x) (1)

con a,b € R (si y” lleva un coeficiente constante, la transformamos en una asi sin més que
dividir toda la ecuacién por ese coeficiente).

Cuando f(x) = 0 se dice que la ecuacién es homogénea. Vamos a resolver primero las
ecuaciones homogéneas, y después resolveremos (1) para algunos casos particulares de f(z).

4.3.1. El caso homogéneo
La solucion general de la ecuacion
y'+ay' +by=0  (§)
depende de como sean las raices de su polinomio caracteristico
PA) =X +a\+b
y siempre involucra dos constantes arbitrarias C y Cs. Se pueden presentar tres casos:
1. Si P(A) tiene dos raices reales distintas 1 # 7, la solucién general de (I) es

y — Cl 67‘12 + C2 6’!’21’

2. Si P()) tiene una raiz real doble r la solucién general es

Yy = (Cll’ + Cg) em

3. Si P()) tiene dos raices complejas conjugadas r + is la solucién es

y = [C} cos(sx) + Cysen(sx)| e

Comprobar que las funciones dadas son soluciones de la ecuacion es un interesante ejer-
cicio de calculo de derivadas (y de simplificacién) que se deja a cargo del lector. Mas dificil
es asegurar que no hay otras soluciones.

Por otra parte, si se imponen dos condiciones iniciales a la ecuacién, se pueden determinar
los valores de C y (5 y se obtiene pues una tnica solucién.
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Ejemplo 4.3.1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales:
% { y' +4y +4y =0 }
y(0)=1 y(1)=0 [
El polinomio caracteristico P(\) = A? + 4\ + 4 = (A + 2)? tiene la rafz doble —2, de
modo que la solucién general es y = (Ciz + Cy)e™?. La primera condicién inicial nos
dice ahora que 1 = y(0) = Cy, y la segunda que 0 = y(1) = (C; + Cy)e 2, por lo que
C1+ Cy; =0y asi (4 = —1. En definitiva, la solucion es

y=01-z)e™

v { 16y” + 7%y =0 }
y(0) =1 y()=1f
Podemos reescribir la ecuacién como y” + (7%/16)y = 0. Su polinomio caracteristico
P(X\) = A2 + (72/16) tiene raices complejas +7/4, de modo que la solucién general es
y = C}cos (%x) + Cysen (%x) La primera condicién inicial da 1 = y(0) = C4, y la
segunda 1 = y(1) = (C + CQ)\%, de donde Cy = /2 — C} = v/2 — 1. En definitiva

Y = coS (%x) + (\/5 —1)sen <%x>
)

El polinomio caracteristico P(\) = A? — 4\ + 3 tiene raices reales 1 y 3, de modo que
la solucién general es y = Che® + Cye3®. Las condiciones iniciales se traducen en

2+ ¢ =y(0) = Cy + Cs 3¢® = y(1) = Cre + Cye®

Multiplicando la primera por e y restandole la segunda se deduce que Cy, = 2, y
entonces por la primera se tiene C; = 2. En definitiva, la solucién es

y = €2+:p + 2€3x

\/{y”—Qy’+3y:0 }
y(0)=3 y(0)=5 [

El polinomio caracteristico P(A) = A% — 2\ + 3 tiene raices complejas 1+ 1/2, de modo
que la soluciéon general es y = e* (C’l cos(v2z) + Cy sen(\/gm)). La primera condicién
inicial da 3 = y(0) = (. Para aplicar la segunda necesitamos calcular primero

Yy =e" ((Cl +V2Cy) cos(V2z) + (Cy — V20Y) sen(ﬁm))
Entonces 5 = 3/(0) = C; + V203 = 3 4+ /205, de donde C, = /2. En definitiva
y=e" (3 cos(V2z) + \/§sen(\/§x)> u
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4.3.2. El caso no homogéneo para f(r) = exponencial por polino-
mio

Proposicién 4.3.2. La solucion general de la ecuacion y” + ay' + by = f(x) es de la forma

y:yp‘l'yh

donde y, es una solucion particular de la ecuacion ey, es la solucion general de la ecuacion
homogénea asociada y" + ay’ + by = 0.

Como ya sabemos calcular yy,, el problema estd en conseguir una solucién particular y,.
Esto puede ser muy dificil en general, pero si lo podemos resolver cuando f(z) tiene algunas
formas particulares. Vamos a ver con detalle el caso en que f(z) es el producto de una
exponencial por un polinomio, y analizaremos otros casos en un apéndice.

Proposicién 4.3.3 (Método de los coeficientes indeterminados). La ecuacion
v +ay + by =e"g(x)
donde g(x) es un polinomio, tiene una solucion particular de la forma
Yy, = 77" G(x)

donde k es la multiplicidad de r en P(\) = A\ +a\+ b y G(x) es un polinomio del mismo
grado que q(x), cuyos coeficientes se pueden determinar sustituyendo y, en la ecuacion.

Esta forma de f(z) incluye el caso exponencial f(x) = Ae"x (pues entonces g(x) = A es
un polinomio constante, o sea de grado 0), el caso polinémico f(z) = g(z) (haciendo r = 0)
e incluso otros como f(x) = a”g(x) (haciendo r = Ina). Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 4.3.4. Calcular la solucion general de la ecuacion y” — 1y — 6y = 322 + 2z + 1.

Solucién. Las raices de P()\) son 3 y —2, por lo que y, = C1e3* + Cre™?*. Como
f(x) = e (322 + 2z + 1) y r = 0 no es raiz de P(\), se tiene k = 0. Por tanto hemos de
buscar una solucién particular de la forma

y, = Az’ + Bz + C
Calculando sus dos primeras derivadas y sustituyéndolas en la ecuacién tenemos
322 +2r+1 = 24— (2Ax + B) — 6(A2* + Bx + C)
= —6A2? — (2A+6B)z + (2A— B —60C)
Igualando los coeficientes de x? deducimos que A = —1/2; igualando entonces los de x

obtenemos B = —1/6, e igualando los términos independientes vemos que C' = 5/36, por lo
que la solucién general es

5 1 1 i e
y:yp+yh:£_6x—§$2+01€3 +CQ€ 2 [}
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Ejemplo 4.3.5. Calcular la solucion general de la ecuacién y" — 1y — 6y = 3e=2*.

Solucién. Como antes y;, = C1e3® + Che >®, pero ahora r = —2 es raiz simple de P(\) y
por tanto k£ = 1. Como ademas hay un polinomio constante, hemos de buscar una solucién
particular de la forma

Yy, = Aze "

Sus dos primeras derivadas valen y, = A(1 —2z)e™>* ey = A(4x — 4)e”**. Sustituyendo en
la ecuacién tenemos

36—21‘ _ Ae—?x [(433 — 4) — (1 — 21‘) — 61‘)] = —5146_296

por lo que A = —3/5 y la solucién general es

3
Y=Yp+Yn= Cle&v + (O2 - 5$> e [ ]

Ejemplo 4.3.6. Calcular la solucién general de la ecuacién y” — 2y +y = 12e*(2* +x +1).

Solucién. P(\) tiene a 1 por raiz doble, por lo que y;, = (Cix + Cy)e®. Como r = 1, se
tiene k = 2 y hemos de buscar una solucion particular de la forma

y, = ve”(Ax* + Bx + C) = e"(Az* + Ba* + Ca?)
Calculando sus dos primeras derivadas y agrupando en potencias de x se tiene

y, = €"[Az'+ (4A+ B)z® + (3B + C)z* + 2Cx]
yg — o [A.%A + (8A+ B)x?’ + (12A+ 6B + C)x2 + (6B + 4C)x + 2C)|

Sustituyendo ahora en la ecuacion, y volviendo a agrupar en potencias de x, se tiene
" [122% + 12z +12] =y — 2y, +y, = € [12A2” 4+ 6Bz 4 2C]
dedonde A=1,B=2,C =6y asi
— _ T 4 3 2
Y=y, +uyn=e"[z*+22° +62% + Crz + Oy n
Ejemplo 4.3.7. Calcular la solucién particular de la ecuacion y’ — 2y +y = e**(2®> +x+1)
que satisface las condiciones iniciales y(0) = 3 e y'(0) = 1.

Solucién. Como antes, y, = (Ciz + Cs)e”, pero ahora r = 2 y por tanto k = 0. Hemos
de buscar una solucion particular de la forma

Yy, = e**(Az* + Br + O)
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con derivadas
y, = €*[2Az° + (2A+2B)x + (B +2C)]

yr = e [4Az® + (8A+4B)x + (2A + 4B + 4C)]
Sustituyendo en la ecuacion
P+ o+ 1) =y — 2y, +y, =" [Ar® + (4A+ B)z + (2A+ 2B + C)]
de donde A =1, B= -3, C' =5 y asi la solucién general es
=Y+ yn = e* (2% — 3z +5) + *(Crz + Cy)
Tras calcular su derivada
Y =e* (20 —dx +7) + *(Crx + Cy + C1)

podemos sustituir las condiciones iniciales para obtener

3=y(0)=5+Cy 1=¢y(0)=74+C + Cy
Por tanto Cy = —2 y ('} = —4, y la solucién particular pedida es
y = e*(2* — 3v +5) — 2e*(2r + 1) u
Ejemplo 4.3.8. Calcular la solucion particular de la ecuacion y" + ay’ = g (con a y g

constantes no nulas) que satisface las condiciones iniciales y(0) = yo e y'(0) = vy.
(Esta es la ecuacion que aparecio en el problema de la caida retardada de un cuerpo).
Solucidn. Las raices de P(A\) = A2 + aX son 0y —a, luego y, = C; + Coe™ @ y k = 1.
Buscamos pues una solucién particular del tipo y, = Az con derivadas y, = A e y, = 0.
Sustituyendo en la ecuacién se tiene ¢ = aA y por tanto A = g/a. La solucién general es
pues

y:yp+yh:g$+01+c2€_w

con derivada y' = g/a — aCye~%. De las condiciones iniciales deducimos que

/ — av
y0:y<0)201+02 Uozy(O):g_ac’2 (:> 02:ga2 0)

Por tanto la solucion particular es

— av
y= gx + (yo — Co) + Coe™® =y + gl’ +Cy(e™ ™ = 1) =yo + gfl: + g " 0 (e

—1) m

Observacion: Si el término independiente de la ecuacién es una suma de los anteriores,
podemos hallar la solucién particular sumando soluciones particulares correspondientes a
cada uno de los sumandos. Es decir, si la ecuacion es

y'+ay + by = fi(x) + fo@) + -+ ful)

donde cada f;(x) es del tipo “exponencial por polinomio”, y si y; es una solucién particular
de y" 4+ ay’ + by = fi(x), entonces

Yyp=Y1 T Y2+ -+ Un

es una solucién particular de la ecuacion dada.
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4.3.3. Apéndice: Una generalizacion del caso anterior
Proposicién 4.3.9. La ecuacion
v+ ay + by =€ [g(x) cos(sx) + h(x) sen(sx)]
donde g(x) y h(x) son polinomios, tiene una solucion particular de la forma
y, = 1" [G(x) cos(sx) + H(x) sen(sz)]

donde k es la multiplicidad de v + si en P(\) = A2 +a\+b y G(x) y H(x) son polinomios,
ambos de grado igual al mayor de los grados de g(x) y h(x), cuyos coeficientes se pueden
determinar sustituyendo vy, en la ecuacion.

Para s = 0 se obtiene el caso estudiado en el apartado anterior, y cuando s # 0 la
multiplicidad & s6lo puede valer 0 6 1 porque si r + si es raiz entonces también lo es r — si.

Ejemplo 4.3.10. Hallar la solucién general de y" + 2y + 3y = e *[2 cos(v/2z) — sen(v/2z)].

Solucién. Las raices de P(\) = A2 + 2\ + 3 son —1 4 1/2i, luego
yn(x) = e~[C) cos(V2x) 4 Cysen(v2z)]

Ademas k = 1, luego debemos buscar una solucién particular de la forma
yp(x) = ze*[Acos(V2z) + Bsen(v2z)]

Calculemos sus derivadas:

y, = e “(Acos(v2z) + Bsen(v2z)) — we "(Acos(v2z) + Bsen(v2z)) +
+ xe *(—v2Asen(v/21) + /2B cos(v2z)) =

= e ®cos(v2z)(A— Az + /2Bx) + e “sen(v2x)(B — Bx — /2Ax)
yl = —e “cos(vV2x)(A— Az + V2Bxz) — e “sen(v2z)(B — Bx — 2Az) —

— V2e ®sen(v27)(A — Az + V2Bz) + V2e " cos(v/21)(B — Br — /2Ax) +
+ e cos(V2r)(—A+V2B) + e sen(v2z)(—B — V2A) =

= e ° cos(\/ﬁz) (—2A +2v2B — Ax — 2\/§Bw) +
+ e ®sen(v2z) (—2\/§A — 2B+ 2V/2Ax — Bx)

Sustituyendo y agrupando, el primer miembro y” + 2y’ + 3y de la ecuacién queda

e ® cos(\/ix) [—ZA +2v2B — Ax — 2/2Bx + 2A — 2Ax + 2/2Bx + 3141’} +
+ e *sen(v2z) [-2v2A — 2B + 2V2Az — Bx + 2B — 2Bz — 2v/2Ax + 3Bz] =

= ¢ [2\/§B cos(\/ia:) —2V2A sen(ﬂx)]
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Igualando esta expresion al segundo miembro e~%(2 cos(v/2x) —sen(y/2z)) deducimos que

2 2
2W2B=2 y —2V24=-1 0 sea B:\/T_ y Az%

La solucion general es por tanto

y(x) =e" (01 cos(v2z) + Cy sen(\/ﬁx)) +xze ™ (? cos(V2z) + g sen(\/ﬁx)> =

= 6—1‘

(C’l + §x> cos(V2z) + (02 + §x> sen(\/gx)] |

Ejemplo 4.3.11. Hallar la solucion general de y" + 2y' + 2y = e~ *(x cosx + 3sen x).
Solucién. Las raices de P(\) = A\? + 2\ + 2 son —1 = i, luego
yn(z) = e ¥ (Cycosz + Cysenx)
Ademas k = 1, luego debemos buscar una solucién particular de la forma

yp(z) = ze *[(a1x + b1) cosx + (asx + by) senzx] =

= e “cosz b1 + a17%] + e * sen x [box + aga?)

cuyas derivadas valen

y, = e "[(a1x 4 by)cosx + (agw + by) senx] — xe™ [(a12 + by) cos ¥ + (agx + by) sen x| +
+ we " [ajcosx — (ax + by)senx + agsenx + (azx + by) cos x| =
= e Tcosz [bl + (2@1 — b1 + bg)x + (CLQ - CL1)CC2] +
+ e Tsenx by + (2a3 — by — be)z — (a1 + ag)x?

yy = —e *cosx (b + (2a1 — by 4 by)x + (ap — a1)z?) +

+ senz (by + (2a2 — by — by)x — (ay + az)z?)] +

+ e @ [—senx (b + (2a1 — by + ba)x + (ag — a1)z?) + cosx (2a; — by + by + 2(ag — ay)z) +
+ cosx (by + (2ag — by — by)x — (a1 + ag)x?) +senx (2ag — by — by — 2(a; + az)z)] =

= e cosx[2a; — 2by + 2by + (—4ay + day — 2by) v — 2ax7%| +
+ e senx [2ay — 20y — 2by + (—4a; — 4ay + 2b1) T + 2a;77]

Sustituyendo en la ecuacién y agrupando nos queda:

e [cosx (2a1 + 2bg + 4dasx) + senx (2a9 — 2by — 4dayx)] = e * [x cosx + 3sen 7
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de donde
2a1—|—2b2:() 4@2:1 2@2—2()1:3 —4CL1:0

y por tanto
a1:0 a2:1/4 b1:—5/4 b2:0

La solucion general de la ecuaciéon es pues

ylx)=e" [(Cl - Zl‘) cos T + (02 + if) sen x} |

Ejemplo 4.3.12. Hallar la solucién general de y" + 2y' + 3y = e** sen(3z) + z* + 1.
Solucién. Como las raices de P(\) = A2 + 2\ + 3 son —1 4 /2 se tiene
yp(x) =€ <C1 cos(v2z) + Cy sen(\/ix))
Una solucién particular de la ecuacion serd y, = y; + y2, donde:
= y; es una solucién particular de y” + 2y’ + 3y = €2 sen(3x).
Como P(2 + 3i) # 0, la multiplicidad es k = 0 y buscamos
y1 = e* [acos(3x) + bsen(3x)]
Yy = e* [(2a + 3b) cos(3x) + (—3a + 2b) sen(3x)]
Y = e* [(—5a + 12b) cos(3z) + (—12a — 5b) sen(3z)]
Sustituimos en la ecuacién y agrupamos

e [(2a + 18b) cos(3x) + (—18a + 2b) sen(3z)] = €** sen(3z)

de donde
20+ 18b = 0 a=—9/164 9 1
—18a+2b=1 b=1/164 N 7° (_164 R TV

= 7, es una solucién particular de y” + 2y’ + 3y = z? + 1.
Como P(0) # 0, la multiplicidad es k = 0 y buscamos
Yo =ax’ +br+c  yh=2axr+b Yy =2a
Sustituyendo en la ecuacion
2a + 4ax + 2b + 3az® + 3bx + 3¢ = 2” + 1

Igualando sucesivamente los coeficientes de grados 2, 1 y 0 se obtiene
1 4 13 1, 4 13

“=3 9 “T a7 V2 =3 T gt o7

Finalmente, la solucion general de la ecuacion es:
9 cos(3z) N sen(3z)\ 2% 4z N 13
164 164 3 9 27

y(z) =e* (C’1 cos(ﬁ:ﬂ) + O, Sen(\/ix)> 4ot <



4.4 Ejercicios 124

4.4. Ejercicios

1. Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

1

g (b) y" = cos(2x) () y" =48« (d) y'=e?

(a) v

2.  Encontrar las soluciones de las ecuaciones con valores iniciales:

(a) ¥ =dwy*; y(0)=1 (b) z(z—1y =yly+1); y(2)=1
(c) 2y =y, y(1) =3 (d) 2% =ay+y% y(1) =1
() (x—y)y =x+y; y(1)=0 (f) zydy =a* +yh y(1) =0

3. Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) ¥ +doy=ux (b) ¢ +3y=e"* (c) 3y*e™(y +y) =1
(d) o —y/z?*=4/z* (e) zy +ay+a"t =0 (f) o +az™y = ba"
(g) wy +y= 32"y (h) 2y’ + 2y = 2z cos(z) i) yv+y=ay’

2

4. Resolver la ecuacién i = y? + 4 — % usando el cambio de variable z =y — z.

5. Resolver los siguientes problemas con condiciones iniciales:

a) =2 —2x=0; z(0)=1,2(0)=2.
b) 2" +9x=0; =z(0)=2, z(r/6)=1.

o) ¥ =4y +dy=0; y(0)=1,y(1)=2¢"
d) y'+3y +5y=0; y(0)=0,4(0)=1

6. Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) ¥ =9y 420y = (12x + 29)e” (b) o —y —2y=—3e%(32? — 22 + 1)
() ¥'—2y+2y=e" (d) 2”4 62’ + 9z = e 3 + 2742

7. De todas las funciones y = y(x) que satisfacen la ecuacién y” — 6y + 9y = 237,
encontrar la que tiene un punto critico en (0,4).

8. Si el crecimiento en funcién del tiempo de una poblacién N(t) viene gobernado por la
ecuacion N’ = kN(M — N), demostrar que la poblacién tiende a estabilizarse en el
valor M.

9. Hallar todas las curvas que, en cada punto distinto del origen de coordenadas, tienen
una pendiente que es n veces la de la recta que une el punto con el origen.
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10.

11.

12.

Un cuerpo de un gramo de masa se mueve en una recta empujado por una fuerza
directamente proporcional al tiempo e inversamente proporcional a la velocidad. Si a
los 10 segundos la velocidad es de 50 cm/seg. y la fuerza es de 4 dinas, ;qué velocidad
tendra el cuerpo a los 60 segundos?

Los tejidos de los seres vivos contienen dos formas de carbono, el Cjy (no radiactivo)
y el Cyy (un isétopo radiactivo) en proporcién de 10'? : 1. Cuando un organismo
muere, conserva intacto el C1o, y el (4 se desintegra con una velocidad directamente
proporcional al (4 presente. La vida media del C'4 es de 5.750 anos, es decir, cualquier
cantidad de C14 se reduce a la mitad en ese tiempo.

Tras estudiar amplias muestras de C15 y C4 extraidas de las ruinas de cierto asen-
tamiento humano, se observa que la proporcién es 102 : 3. ; Qué antigiiedad tiene el
asentamiento?

Una fria madrugada (2° de temperatura) la policia encuentra un cadaver. El forense
llega al lugar a las 7:00, y observa que la temperatura del cadaver es de 31°. Una hora
mas tarde, su temperatura ha descendido a 27°. Considerando que la temperatura
media de una persona es de 36° y que, segin la ley de enfriamiento de Newton, la
temperatura de un cuerpo varia proporcionalmente a su diferencia de temperatura con
el entorno, ja qué hora debié producirse la muerte?
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4.5.

1.

10.

11.

12.

Soluciones de los ejercicios

Basta con integrar repetidamente: (a) y = arctan(z)+C  (b) y = 5* cos(2z)+Cz+D
(c)y=22"+C2’+Dax+E (d)y=Le?+Ca+D.

1—222
(d) y = 171951@) (e) 72 + y2 — 62arctan(y/az) (f y = \/_ZL' 4 hl(l')
Lineales o Bernoulli: (a) y = }1—1—06_2””2 M)y =(C+z)e™ (c)y=(C+az)/Pe™

—1 C x”+1 b —az"t1 6
(d)y ¢ (€)y ¢ n4+a-+1

(h) y = 5[(22% — 4) sen(z) + 4z cos(z) + C] (i) y = /5 +x + Ce?.

El cambio la transforma en 2z’ — (22 + i)z = 22, que es de Bernoulli. Un nuevo cambio
Ce ™ +1
2z

Son de variables separables u homogéneas: (a) y = — (b)y=x—1 (c)y=3zx
)

u = z7! la transforma en la lineal v/ + (2 )u = —1 con solucién u = —
Ce~ C’ —e”

Ce®®+1 o + e*?’

(a) x = e* (b)) x = 2cos(3t) +sen(3t) (¢) y = (1 +x)e* (d) y =

\/%6_3:”/2 sen(gx)

(a) y = (z +3)e® + Cre® + Coe®® (b)) y = (22 + 2+ C))e @ + Che®®

(¢) y = (14 Cyicos(z) + Cosen(z))e”  (d) o = (A+ Bt + 5t?)e 3 + 3t> — 4t + 2

y deshaciendo el cambio se tiene y =

Las condiciones iniciales son y(0) = 4, y/(0) = 0, y la solucién es y = (22 — 12z +4)e?

La solucién de la ecuacién es N(t) = %, y por tanto lim; ., N(t) = M.
y=Ka"
Si v es la velocidad, la ecuacién que rige el sistema es v' = kt/v, y su solucién es

v = Vkt? 4+ C. De las condiciones dadas se deduce que k£ = 20 y C' = 500, luego
v(60) = /72,500 ~ 269.

Sea x(t) la cantidad de Cj4 en el ano t (con t = 0 en el momento de la muerte), y

sea zg = x(0). Resolviendo x = —kx se obtiene x(t) = Toe ~k_ Del dato sobre la vida
media deducimos que k = 5 750 (t) = %xo, y por tanto
t = 57505550 ~ 2,386 aiios.

Sea z(t) la temperatura en la hora ¢, con ¢t = 0 a las 7:00. La ley de Newton dice que
7 = k(z — 2), luego z(t) = 2 + CeF’. De los datos a las 7 y a las 8 deducimos que
C =29y k =1n(25/29). En el momento de la muerte se tenia xz(¢) = 36, de donde
t= %1n(34/29) = —1'07..., y por tanto la muerte tuvo lugar sobre las 6:00.



Tema 5

Sistemas de ecuaciones y matrices

En este tema vamos a presentar las matrices como una forma de ordenar los datos de un
sistema de ecuaciones lineales. En general, las matrices sirven para ordenar datos en otras
muchas situaciones, como tendremos oportunidad de apreciar en los temas siguientes.

5.1. Sistemas de ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal con n incognitas es una expresion del tipo
171 + Aoy + -+ + apx, =0

en la que aq,as,...,a,,b son numeros reales y xy,xs,...,x, son simbolos que llamaremos
incognitas. Cada a; es el coeficiente de la incégnita x; y b es el término independiente.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es un conjunto S de m ecuaciones,
todas con las mismas incognitas 1, s, ..., x,. Podemos escribirlo genéricamente asi:

a1y + aprs + - A+ apr, = b

anTi + axpry + - 4+ AT, = b
S =

Am1T1 + Amala2 + -+ + ATy, = bm

es decir, a;; € R es el coeficiente de x; en la i-ésima ecuacién y b, € R es el término
independiente de la i-ésima ecuacion. El sistema es homogéneo si cada b; = 0.

Una solucion del sistema es una lista ordenada de escalares (xy, s, ..., z,) que, al ser
sustituidos en cada una de las ecuaciones, dan lugar a igualdades ciertas. Un sistema es
incompatible si no tiene ninguna solucién, es compatible determinado si admite una unica
solucion, y es compatible indeterminado si admite méas de una solucion.

Discutir un sistema es decidir si es incompatible, compatible determinado o compatible
indeterminado. Si es compatible podemos ademés resolverlo, es decir, dar explicitamente su
tnica solucién si es determinado, o el conjunto de todas sus soluciones (que es infinito y se
expresa en funcién de uno o mas pardmetros) si es indeterminado. Veamos algunos ejemplos:

127
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Ejemplo 5.1.1. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2 — 4y = 3
2r — 4y = 2(x — 2y) = 2 # 3, y por tanto (x,y) no es solucién de la segunda. En
consecuencia, el sistema es incompatible.

- 2y =1 . ., . . .
1. { v Y } Para cualquier solucién (z,y) de la primera ecuacién se tiene

- 2y = 1 . . . . .
2. { Qi _ ??j 4 Si (z,y) es solucién de ambas ecuaciones se tiene, sumandolas,
3r — 3y = 0 y por tanto x = y; sustituyendo en cualquiera de las dos se obtiene
xr =1y = —1. Esta es la tnica posible solucion, y como se comprueba que es valida, el

sistema es compatible determinado con solucién unica (z,y) = (—1, —1).

{ 2v + 3y = 10
4 + 6y = 20
solucion de una ecuacién es solucién de la otra; por tanto, basta con resolver la primera
ecuacion. Ademas, para cada valor arbitrario A € R que asignemos a x se obtiene,
despejando, y = %(10 — 2)), de modo que el conjunto de todas las soluciones del
sistema se expresa en funcién del parametro A en la forma

Multiplicando o dividiendo por 2, se observa que cualquier

(e = (A 52) aem

Hay otras opciones para representar estas soluciones. Por ejemplo, si se hace primero
y = p 'y se despeja entonces x se obtiene

{(z,y) = (@w) : p e R}

Dando valores concretos a los parametros obtenemos soluciones particulares de la ecua-
cién. Por ejemplo, para A = 5 y A = 6 se obtienen las soluciones (5,0) y (6,—2/3),
respectivamente, a las que también se llega haciendo p =0y u = —2/3.

r + y — 2z =0 . , .
4. {2$ Loy - 4r = 0 }El sistema es homogéneo y por tanto compatible, pues

tiene al menos la solucién (0,0,0) (en general, tantos ceros como incdgnitas haya).
Como antes, se ve que ambas ecuaciones tienen las mismas soluciones, luego podemos
obviar la segunda. En este caso podemos asignar valores arbitrarios, por ejemplo, a las
dos tultimas incognitas, digamos y = A, z = pu, con lo que se obtiene x = 2y — A y el
conjunto de soluciones del sistema se expresa en funcién de estos dos pardmetros:

{(ﬁ,y,Z) = (QM_)H/\HM) : AaMGR}

Obsérvese que (21 — A\, A\, 1) = A(—1,1,0) + p(2,0,1). Con el lenguaje que usaremos
en el Tema 6, esto quiere decir que las soluciones son las combinaciones lineales de los
vectores (—1,1,0) y (2,0,1). n
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5.2. Sistemas y matrices; el método de Gauss

Una matriz de m filas y n columnas (o matriz m X n) es una ordenacién rectangular de
numeros reales de la forma

a1; Qa2 - Q1p
Q21 Q22 -+ Q2p
Am1 Am2 - Amn

El escalar a;; se llama entrada de la fila i-ésima y la columna j-ésima, o mas brevemente
entrada (i,j). El conjunto de todas las matrices m X n se representa por M,,.,(R) (la R
significa que las entradas son niimeros reales).

Toda la informacion que tenemos sobre el sistema de ecuaciones lineales

a1ry + a1y + 0+ Apk, = b1

a211 + 292 + - + oLy — b2
S=

Am1T1 + GpaTs + 0+ AppTy, = bm

consiste en (1) el nimero de ecuaciones e incognitas, (2) los coeficientes de las incégnitas y
(3) los términos independientes. Estos datos pueden resumirse en la matriz m x (n + 1)

ayy a2 0 Qi | by
a1 Gog - Qo | by
Am1 Qm2 - Amn bm

La submatriz A = (a;;) que queda a la izquierda de la barra es la matriz de coeficientes
del sistema, la matriz columna B que queda a la derecha se le llama matriz de términos
independientes, y la matriz total (A|B) es la matriz (ampliada) del sistema.

Abordamos ahora un método general para discutir y resolver sistemas de ecuaciones
lineales, conocido como método de eliminacion Gauss, que en lineas generales consiste en:

» Describir ciertas manipulaciones en un sistema (o en su matriz asociada) que lo trans-
forman en otro sistema con las mismas soluciones (dos sistemas con las mismas solu-
ciones se dice que son equivalentes).

= Describir un modo de combinar esas manipulaciones que permite llevar cualquier sis-
tema a otro equivalente de aspecto sencillo.

Por tanto, si se domina el método y se sabe discutir y resolver estos sistemas sencillos, se
sabrd discutir y resolver cualquier sistema.

Comenzamos diciendo qué entendemos por “sistemas de aspecto sencillo”; de hecho, lo
que hacemos es definir ciertas matrices “con muchos ceros y unos” que se corresponden con
esos sistemas.
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5.2.1. Matrices en forma escalonada
Una matriz esta en forma escalonada (por filas) si:
= las filas nulas, si las hay, son las tltimas;
= el primer elemento no nulo de una fila no nula (llamado pivote) es un 1; y
= ¢l nimero de ceros antes de un pivote aumenta en cada fila.
Y esté en forma escalonada reducida (por filas) si ademds se verifica
= todos los elementos que estan por encima de un pivote son ceros.

Las siguientes matrices tienen los pivotes marcados en negrita. A no esta en forma escalo-
nada (falla la tercera condicién en la ultima fila), B esta en forma escalonada no reducida (el
tercer pivote tiene un elemento no nulo por encima) y C' esté en forma escalonada reducida:

1 2130 1 010 0112030 1
010 3 2 0100 000001400
A= 0 0 1 4 2 B=100120 C=
00 00O0O0T12
0 00¢O0T1 0 0 01 00000000
0 00¢O0T1 00 00

Los sistemas de ecuaciones lineales que se corresponden con matrices en forma escalonada
reducida son muy faciles de resolver. Si a las incognitas que se corresponden con columnas
sin pivote les damos valores arbitrarios (pardmetros), el resto de incognitas “se despejan
solas” en funcién de esos pardmetros. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 5.2.1. Resolver el sistema cuya matriz ampliada es la matriz C' anterior.

Solucién. Como hay 8 columnas y la ultima es la de los términos independientes, el
sistema tendra incognitas x1, ..., r7. Como los pivotes estan en las columnas segunda, quinta
y séptima, podemos asignar parametros al resto de incognitas, digamos

TI=N I3=p Ti=a x6=[

Ahora vamos despejando las otras incognitas mirando las ecuaciones de abajo hacia arriba.
La tltima ecuacién es 0 = 0 y por tanto es irrelevante!. La peniltima nos dice directamente
que 7 = 2. La segunda es x5 + 4x5 = 0, de donde x5 = —4xg = —40. Y la primera es
To+ 23+ 224 + 326 = 1, de donde x5 = 1 — 23 — 224 — 326 = 1 — p — 2a — 3. En definitiva,
el sistema es compatible indeterminado, sus soluciones se expresan en funcién de cuatro
pardmetros y son:

1=\ To=1—pu—2a—30 x3=p xz4=a x5=-40 wx¢=0 x7=2 [

1Obsérvese que, si la entrada (4,8) de C' (la de abajo a la derecha) fuese un 1, la tltima ecuacién serfa
0z1+0xy+---+0x7 = 1 y en consecuencia el sistema seria incompatible. En general, un sistema con matriz
escalonada es incompatible precisamente cuando hay un pivote en la Ultima columna.
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5.2.2. Operaciones elementales; método de eliminaciéon Gauss

Recordemos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas solucio-
nes. La primera fase del método de Gauss consiste en describir ciertas operaciones elementales
con las ecuaciones de un sistema (o mas cémodamente con las filas de la matriz asociada)
que lo transformen en otro sistema equivalente. Estas operaciones son de tres tipos:

= Tipo F; < F}. Consiste en intercambiar las filas o ecuaciones i-ésima y k-ésima.
» Tipo rFj. Consiste en multiplicar? la fila o ecuacién i-ésima por un escalar r # 0.

» Tipo F; + rF},. Consiste en sumar?® a la fila o ecuacién i-ésima la k-ésima multiplicada
por un escalar r # 0.

Es obvio que una operacién del primer tipo no cambia las soluciones del sistema. Tampoco
una del segundo, pues r # 0 se puede cancelar en las igualdades. Ni una del tercero, pues si
dos igualdades son ciertas lo son también su suma y su diferencia. En consecuencia:

Cualquier operacion elemental, y por tanto cualquier secuencia de operaciones
elementales, transforma un sistema dado en otro equivalente.

La segunda fase del método de Gauss consiste en combinar las operaciones elementales
para transformar cualquier matriz A en una matriz escalonada reducida. Para ello se puede
seguir el siguiente algoritmo, aunque en la préactica algunos pasos se ven simplificados si nos
saltamos un poco las normas, como veremos en los ejemplos.

1. Localizamos la primera columna no nula de A y en ella el primer elemento no nulo a.
Intercambiando filas, ponemos a en la primera fila y multiplicamos esta nueva primera
fila por a=!. Ya tenemos un 1, que serd un pivote si ponemos ceros debajo de él.

2. Para ¢ > 2 hacemos lo siguiente: Si el elemento debajo del pivote en la fila i-ésima es
b, hacemos la operacién F; — bF}. Con esto conseguimos ceros debajo del pivote.

3. Repetimos el proceso con la submatriz que queda al eliminar la primera fila; es decir,
tomamos como A esta nueva matriz y volvemos al paso 1, hasta que o bien no nos
queden filas o bien esta nueva A sea nula.

En ese momento habremos conseguido una matriz en forma escalonada. Para llegar a
la forma escalonada reducida nos vamos al siguiente paso.

4. Ponemos ceros encima del iltimo pivote, sumando a la fila correspondiente un multiplo
adecuado de la fila en la que se halla este dltimo pivote (como en el paso 2). Repetimos
la operaciéon con el pentltimo pivote, etc.

2Es decir, en sustituir la ecuacién a;1 21+ aoxa +- - - +@inTn = b POT TA;12T1 +TGi2T2++ -+ +T0inTn = rb;,
o la fila (a;; aiz ... a; | b;) por la fila (ra;; raz ... rapm, | ;).

3Es decir, en sustituir la i-ésima ecuacién por (a;1 +rag;)z1+- -+ + (@i +7kn)Tn = bi +7by, 0 la i-ésima
fila por (a;1 + rag1 - - Qin + ragn | b; + rby).
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Por tanto, dado cualquier sistema de ecuaciones, transformaremos su matriz en una
matriz en forma escalonada reducida y hallaremos las soluciones del sistema correspondiente,
que sera equivalente al inicial. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.2.2. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

r — 2y + z — 4t = 1
1. r — 2y + 2z + 2t = 7
—2x + 4y + 2z + 32t = 22

Consideramos la matriz asociada y la llevamos a su forma escalonada reducida, indi-
cando las operaciones elementales y marcando en negrita los pivotes:

1 -2 1 —4] 1 1 -2 1 —4] 1
1 —22 2/ 71210 o1 6|6 | B2
2 4 92 32122/ BT\ 0 04 24|
1 -2 1 —4]1 1 -2 0 —10|-5
0 01 6/6 |20 01 6| 6
0 00 00 0 00 0] o

Por tanto el sistema es compatible indeterminado y su solucién se puede expresar en
funcion de dos parametros A y p en la forma:

r=-—54+2\A+10u y=A z2=06—06u t=pu

2 + y — z = 3
r + 2y + 3z = 2
2.
- + y + 4z = -1
v + 2y + 22 = 2
Transformamos la matriz del sistema:
2 1 —-1| 3 1 2 3] 2 1 2 3| 2
]. 2 3 2 F1—Fy 2 1 _]_ 3 Fo—2F O _3 _7 _]. _%F2
-1 1 4]-1 -1 1 4|-1 FytFy o 3 7| 1
32 2| 2 32 2| 2 TR\ 0 4 7|4
1 2 3| 2 1 2 3| 2
0 1 % % F3—3F, 01 % % 3Fy é i ZZ)) z Fy—1F3
O 3 7 ]. Fy+4F, 0 0 O 0 VS 0 O i _g Fy—3F3
0 —4 —7|—4 00 %|-3 7
12 0] 8 10 0[—3
010 3 |222(010 3
8 8
00 1|2 00 1|2
Luego el sistema es compatible determinado con solucion tnica
4 8
= —— :3 N —
x - Y z -
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r + 2y + 3z = 1
3. 2 + y — =z = 3
-r + y + 4z = -1

Aunque es muy similar al anterior, tras el primer paso aparecen dos filas casi iguales
) )
y eso nos invita a desviarnos de los pasos del algoritmo (tomando un atajo):

12 3| 1 1 2 3|1 1 2 3|1
2 1 —1 2Rt g 3 71 | B o0 3 —7|1
11 4|-1) B N0 3 7l0 0 0 o0f1

La ultima ecuacion del sistema asociado a esta matriz no tiene soluciones, y por tanto
el sistema dado es incompatible.

T + Y = 1
4. ay + z = 0 (discutir en funcién del pardmetro a)
r + (I+a)y + az = 1+a

Transformamos la matriz del sistema mediante operaciones elementales:
1 1 0 1
0 a 1] 0
1 14+a a|l+a

F3—Fy
-

1 101
0 a 1|0
0 a ala
En este punto, el algoritmo nos dice que busquemos la primera entrada no nula en las

dos ultimas filas, y por tanto debemos diferenciar casos segin si a es o no nulo.

Si a = 0 nos queda una matriz que ya esta en forma escalonada reducida, y el sistema
es entonces compatible indeterminado con solucion

r=1-X y=XA 2=0 (A eR)

Si a # 0 podemos dividir por a para obtener un pivote; como es més facil dividir por
a la tercera fila que la segunda, empezamos con un cambio de filas que no esta en el
guién del algoritmo pero simplifica bastante los cédlculos:

11 0/1 11 0]1 11 0 |1
0a10@>0111M011 1
0 a ala al? 0 a 1]0 00 1—al|—a

Ahora observamos que, si 1 —a = 0 (es decir, si a = 1), el sistema es incompatible
pues la tercera ecuacién no tiene soluciones. En otro caso podemos dividir la ultima
fila por 1 — a, con lo que tendremos una matriz en forma escalonada, y seguir el paso
4 del algoritmo para obtener una matriz en forma escalonada reducida:

S]
| |2
—_

1
a—1F3

F—F
—_— —_—

Ju
S]

1 0] 1 11 0
1 1] 1 | 25101 0
0 1|2 00 1

S O =
= o O
|H

0
1
0

S O -

—_

a—1 a— a—



5.2 Sistemas y matrices; el método de Gauss 134

Por tanto, cuando a # 0, 1, el sistema es compatible determinado con solucién tnica

a 1 a
xr = = z =
a—1 4 1—a a—1
r + y + az + bt = a+b+1
2 + 3y + az + 20t = 3a+20+1 . . .,
5. 4 oy + 20r + 2t — % 42 (discutir en funcién de a y b)
r + 2y + 20t = a+ 2b
Transformamos la matriz del sistema mediante operaciones elementales:
11 a b a+b+1 1 1 a b| a+b+1
2 3 a 2b|3a+20+1 Fy—2F, 01 —a O a—1 Fy—Fy
1 1 2a 2b 2b+ 2 By 0 0 a bl—a+b+1
12 02| a+2b PN O0 1T —a b b—1
11 a b| a+b+1
01 —a O a—1
00 a bl—a+b+1
00 0 b —a+bd
Si a = 0 la matriz es
1 10 b|b+1 1 10 b b+1
0100 —1 Fy—Fy 0100 -1
0 00 blb+1 000 bl+b+1
000 bl b 0 000 -1

y, en vista de la ultima fila, el sistema es incompatible. Si a # 0 volvemos a distinguir
dos casos: Si b = 0, la ecuacion correspondiente a la ultima fila, 0 = —a, no tiene
solucién y el sistema es incompatible. Si b # 0 podremos poner un pivote en cada
columna (excepto en la de los términos independientes) y el sistema serd compatible
determinado. De hecho, no hace falta dividir las ultimas filas por a y por b para resolver
el sistema; es mas facil asi:

1 1 a b| a+b+1 1 1 a 0| 2a+1
01 —a 0 a—1 F5—Fy 01 —a 0| a—1 FotFs
0 0 a b|l—a+b+1 Fi—Fy 0 0 a O 1 Fi—F3
0 0 0 b —a+b 00 0 b|—a+bd

1 100 2a 1 000 a

01 0 0 a Fi—Fy 01 0 O a

0 0 a0 1 0 0 a0 1

0 00 b|—a+b 0 00 b|—a+b

En resumen, el sistema es incompatible si a 6 b son nulos, y en otro caso es compatible
determinado con solucién unica

_b—a
b

1
Tr=a Yy=a z=- t
a
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5.2.3. Rango de una matriz; teorema de Rouché-Frobenius

El rango de una matriz A, denotado por rg(A), es el nimero de pivotes (o de filas no
nulas) que se obtienen al transformarla en una matriz en forma escalonada o escalonada
reducida®. Se verifican las siguientes propiedades:

» El rango de A no puede ser superior a su nimero de filas ni a su nimero de columnas
(pues en cada fila o columna de A hay a lo sumo un pivote).

» El rango de A no decrece si le anadimos una columna a la derecha (el método de Gauss
aplicado a la nueva matriz “contiene” al que aplicariamos a A).

= Si una matriz se obtiene a partir de otra mediante transformaciones elementales por
filas o por columnas, ambas tienen el mismo rango.

En el apartado 5.2.1 vimos que un sistema con matriz en forma escalonada es incompatible
cuando hay un pivote en la tultima columna, lo que equivale a que el rango de la matriz
de coeficientes aumente al anadirle la columna de los términos independientes. También
observamos que, cuando hay soluciones, se expresan en funcion de un niimero de parametros
que es igual al de columnas de incognitas sin pivote. El concepto de rango permite reescribir
estas afirmaciones de forma més concisa:

Teorema 5.2.3 (Rouché-Frobenius). Sea S un sistema de ecuaciones lineales con n
incdgnitas con matriz ampliada (A|B). Entonces:

1. S es compatible si y solo si rg(A) = rg(A|B).
2. En este caso, S es determinado si y solo sirg(A) = n.

3. Si S es compatible indeterminado, el conjunto de sus soluciones puede expresarse en
funcién de n—rg(A) pardmetros (éste es el nimero de grados de libertad del sistema).

Corolario 5.2.4. Un sistema homogéneo (= compatible) con n incdgnitas y matriz de coe-
ficientes A es determinado si y sélo sirg(A) = n.

Corolario 5.2.5. Un sistema con menos ecuaciones que incognitas no puede ser compatible
determinado (o es incompatible, o es compatible indeterminado).

4En rigor, hay que hacer varias precisiones sobre esta definicién: (1) Da igual contar los pivotes de una
forma escalonada o de una reducida, porque para pasar de una a otra no se cambia el nimero de pivotes.
(2) Aunque pueden usarse muchas secuencias de operaciones elementales para transformar una matriz en
otra en forma escalonada, con todas ellas se obtiene el mismo nimero de pivotes. (3) Si en lugar de las
formas escalonadas y las operaciones elementales por filas consideramos los conceptos andlogos por columnas,
también se obtiene el mismo niimero de pivotes.
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5.3. Matrices cuadradas; determinantes e inversas

5.3.1. Operaciones con matrices

Dadas dos matrices del mismo tamafio A = (a;;) y B = (b;;) y un escalar r, la suma
A+ By el producto de matriz por escalar r A son las matrices del mismo tamano dadas por

A + B = (aij + bl]) TA = (T’CZZ']‘)

(las operaciones se hacen “entrada a entrada” o “componente a componente”).
El producto de dos matrices A y B sélo puede hacerse cuando A tiene tantas columnas
como filas tiene B. De hecho, si A = (a;;) € Muxm(R) y B = (bjr) € Myx,p(R), su producto

es la matriz .
AB = (cix) € Myuxp(R) donde ¢ = Zaijbjk
j=1

Es decir, en el calculo de la entrada (i, k) del producto AB intervienen la fila 7 de A y la
columna k de B, y se calcula su “producto escalar”, la suma de los productos entrada a
entrada. Por ejemplo:

(—104) g_g _1 _é _<16 14 -1 1)
3.1 2 1 4 0 0 11 12 2 2

Un interesante ejemplo de producto de matrices es el siguiente:

aiy Q2 - Qg 1 a11T1 + a2 + - + a1y,
g1 Qg2 -+ Q2 T 2121 + A22To + -+ - + Q2p Ty
Am1 Am2 - Amn Tp am11 + Am2T2 + -+ AmnTn

Por tanto, si (A|B) es la matriz de un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas,

resulta que (x1,2,...,x,) es una solucién del sistema si y sélo si la matriz columna X
(matriz n x 1) con entradas xi, za, . .., x, verifica
AX =B

(ésta se conoce como la expresion matricial del sistema).
La matriz traspuesta de una matriz A = (a;;) € Myxm es A" = (aji) € Mxn, 0 sea, A’
se obtiene a partir de A poniendo sus filas en las columnas. Se verifican las propiedades

(AN = A (A+B) = A + B! (AC) = CtA!

siempre que los tamafnos permitan hacer la suma A + B y el producto AC.



5.3 Matrices cuadradas; determinantes e inversas 137

5.3.2. Matrices cuadradas; matrices invertibles

Una matriz cuadrada es la que tiene tantas filas como columnas. Obsérvese que el pro-
ducto de matrices es una “operacién interna” en M, x,(R), es decir, si se multiplican dos
matrices de M,,x,,(R) se obtiene como resultado otra matriz de M, x,(R).

La suma de matrices también es una operacién interna en M,,.,(R). Se verifican las
propiedades asociativas y la distributiva

A+(B+C)=(A+B)+C A(BC) = (AB)C A(B+C)=AB + AC
pero no la propiedad conmutativa, es decir, en general se tiene
AB # BA

por ejemplo:

1 2 3 2\ 5 2 3 2 1 2\ (9 14

3 4 10/ \13 6 10 3 4) \1 2

La matriz identidad de tamano n, denotada por I,, es la matriz de M,,,,(R) que tiene

un 1 en cada entrada de la diagonal principal y un 0 en el resto de entradas; es decir

1 00
]2:((1)(1)> ]3: 010 14:
0 01

Es elemental ver que las matrices identidad verifican (para tamanos adecuados)

o= O O

0
0
0
1

o O O =
o O = O

Una matriz A € M,»,(R) es invertible si existe otra matriz C' tal que
AC =1, o} CA=1,

(cualquiera de las dos igualdades implica la otra). Esta matriz C' es unica, se llama la matriz
inversa de Ay se denota por A~!. Por ejemplo, de las siguientes matrices, A es invertible y
B no lo es, pues en cualquier producto BC' todas las entradas de la segunda fila son 0:

a=(1V) a=(a1) s=(00)

La definicién anterior no aporta un criterio efectivo para decidir si una matriz es o no
invertible, ni para calcular la inversa. Para eso necesitamos el concepto de determinante.
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5.3.3. Determinantes

El determinante es un nimero real que se asocia a una matriz cuadrada A y se denota
por |A| o por det(A). No entraremos en la definicién general; nos limitaremos a definir los
determinantes de matrices 2 X 2 y 3 X 3, y veremos luego como se calculan determinantes de
tamano mayor usando los mas pequenos.

Tampoco daremos algunas aplicaciones habituales de los determinantes, como el calculo
de matrices inversas usando adjuntos, el calculo de rangos o la resolucion de ciertos sistemas
de ecuaciones, puesto que sabremos hacer todo esto con las operaciones elementales y el
método de Gauss.

Vamos pues con las definiciones para tamanos pequenos: El determinante de una matriz

2 X 2 se define por la férmula
a b

d

es decir, “el producto de la diagonal que baja menos el producto de la diagonal que sube”.
El determinante de una matriz 3 x 3 se define por la férmula

‘:ad—cb

a b c
d e f|=aei+bfg+cdh—gec— hfa —idb
g h 1
Como regla nemotécnica, en la matriz que se obtiene al anadir a A sus dos primeras columnas
a b c | a b
d e f | d e
g h i | gh

se suman los productos de las tres diagonales “que bajan” desde la primera fila de A y se
restan los de las tres diagonales “que suben” desde la tltima fila de A.

Desarrollo de un determinante por una fila o columna

Dada una matriz cuadrada A = (a;;), sea M,;; el determinante de la matriz que se obtiene
al eliminar en A la fila 7 y la columna j, y sea Cj; = (—1)"7 M;;.
El desarrollo del determinante por la fila i es

|Al = anCit + aixCip + - - + ainCin
y el desarrollo del determinante por la columna j es
‘A| = aleU + &QjCQj + -+ ananj

Por ejemplo, la férmula para el caso 3 x 3 se obtiene desarrollando por la primera fila:

a b c
d e fl=a ¢ f —b‘df‘—f—c de':
g h i h 1 g 1 g h

alei — hf) —b(di — gf) + c(dh — ge) = aei — ahf — bdi + bgf + cdh — cge
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Estos desarrollos son especialmente ttiles cuando hay una fila o columna con muchos
ceros. Por ejemplo, desarrollando por la segunda columna tenemos

; i i g 2 4 2 1 16

=-3|14 2 9|+4]4 29
4029 2 27 2 27
2027

y ahora basta con aplicar la férmula para determinantes 3 x 3.

En particular, el determinante de una matriz triangular superior (la que tiene ceros por
debajo de la diagonal principal) es el producto de los elementos de la diagonal principal, y
lo mismo ocurre con las matrices triangulares inferiores. Por ejemplo:

2316
4 4 2
0 4 4 2 29
00 2 9 =2 8 (2) 2 —2-4‘0 7‘—2-4-2-7
0007

Operaciones en las filas y las columnas de un determinante

Los determinantes verifican las siguientes propiedades:

= Si en la matriz A hay una fila nula, o una columna nula, o dos filas proporcionales, o
dos columnas proporcionales, entonces |A| = 0.

= Si se intercambian dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.

» Si hacemos operaciones elementales del tipo F; + rF; (o las andlogas por columnas) el
determinante no cambia.

= Se puede “sacar factor comin”en una fila o columna; por ejemplo:

2 10 7 2 21 2 21
0 -5 14|=5-710 -1 2 |=5-7-3]0 -1 2
3 0 21 3 03 1 01

= Si una fila o columna es suma de dos, el determinante es la correspondiente suma; por
ejemplo (usando ademés la segunda propiedad en la segunda igualdad y desarrollando
por la primera columna en la tercera):

l1+a 4 1 1 4 1 a 4 1 a 4 1
24+b 3 2|=12 3 2|+|b 3 2|=|b 3 2|=—-a—2b+5c
1+c¢c 2 1 1 21 c 2 1 c 2 1
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Para calcular un determinante, podemos usar operaciones elementales para poner algunos
ceros (como en el método de Gauss) y hacer entonces desarrollos por filas o columnas. Por
ejemplo:

~11 20 11 20 s 91 0 01
03 21 03 21
= ——|5 5 2|=—| -1 1 2]|=
2 31 2 05 5 2 L1l o 17 3o
3157 04 11 7
-1 1
‘_17 _3‘=—(3+17):—20
3 2 1 -1 3 21 -1 0 1 o 01 o
2 1 0 -2 2 10 -2
= —| 3 -4 5|=| 11 —4 -3|=
3 -4 0 5 3 40 5 o s 1 6 3 15
1 2 -3 2 10 8 0 —1
11 -3
—‘_6 15'_—(165—18)_—147

5.3.4. Criterios de invertibilidad y calculo de inversas

Proposicién 5.3.1. El determinante de un producto de matrices es el producto de los co-
rrespondientes determinantes; es decir,

|AB| = |A] - B

Teorema 5.3.2. Para una matriz A de tamano n X n, estas condiciones son equivalentes:
1. A es invertible.

4] 0.

rg(A) = n; es decir, A tiene rango maximo.

El sistema homogéneo con matriz de coeficientes A es compatible determinado.

Todo sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes A es compatible determinado (y
se puede resolver usando la regla de Cramer).

Demostracién: (1 = 2). Tomando determinantes en la igualdad A A~' = I,, obtenemos
|A| - |[A7'| = 1y por tanto |A] # 0.

(2 = 3). Obsérvese que, al hacer operaciones elementales en A, se obtienen nuevas
matrices cuyo determinante sigue siendo no nulo. Si llevamos A a una matriz en forma
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escalonada, ésta ha de tener determinante no nulo y en particular no puede tener una fila de
ceros, por lo que debe haber n pivotes y asi rg(A) = n.

(3 < 4) y (3 = 5) son consecuencias directas del Teorema de Rouché-Frobenius.

(5= 1). Si consideramos las matrices columna

1 0 0
0 1 0
El = EQ - . En =

0 0 1
cada uno de los sistemas AX = F; tiene solucion, es decir, existen matrices columna
C1,Cy, ..., C, tales que

ACl = E1 AOQ = EQ ce ACn = En

y entonces es facil ver que la matriz cuadrada C' cuyas columnas son C4,Cl, ..., C, verifica
AC = I, y por tanto A es invertible. [ ]

Método para el calculo de inversas

Cuando |A| # 0, una modificacién de la ltima idea de la demostracién anterior propor-
ciona el siguiente método para el calculo de inversas:

Sea d el valor absoluto de |A|, y sea d I, la matriz con d en la diagonal y ceros en el
resto. Como rg(A) = n, se pueden hacer operaciones elementales en la matriz (A|dI,) que
transformen su mitad izquierda en I,,. Si la mitad derecha se ha transformado entonces en
B, la inversa de A es

A= 1 30 Y B =
I 4 3 -2 1
0 0 2 3

2 -2
LM—2‘1 3‘_2m+2y_m
g _é g g -1 0 2 -1 0 2
|B| = =—] 3 -2 -3|=—=] 300|=-12
43 =23 0o 2 3 0 2 3
0O 0 2 3
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Para el calculo de A~! hemos de transformar la siguiente matriz hasta que aparezca I
en su mitad izquierda:

2 -2 016 0 0 o 1 -1 0] 8 0 o
1 30[016 0 0 4 0/-8 16 0
1 02| 0 016/ =W \o -1 2] 8 0 16 /) PBrWOR
L -1 0[ 80 0\ o 0 0] 6 40
0 10/-24 o |Y2B [ 010/=2140
0 02 6416) "™ \oo 1| 3238
luego
. 6 4 0
Alt=—1| =2 4 0
161 393

Para el calculo de B~! hemos de transformar la siguiente matriz hasta que aparezca I,
en su mitad izquierda:

0 -1 0 2|12 0 0 0 1 0 0 -1/ 012 0 0
1 0 0 —-1[012 0 0| Aer [0 -1 0 2[12 0 0 0
4 3 =2 110 012 0| muam | 0O 3 -2 -3/ 0 412 0
0 0 2 30 0 012 0 0 2 30 0 0 12
10 0 1] 012 0 0 100 —1| 0 12 0 0
01 0 —2(-12 0 0 0| cyam [ 010 —2/=12 0 0 0/ aem
00 —2 3| 36 48 12 0 | rmam | 0 0 1 —3/2|-18 —24 —6 0 }
00 2 3/ 0 0 0 12 00 0 6| 36 48 12 12
100 —1] 0 12 0 0 1000 6 20 22
010 —2/-12 0 00| ms@2n [ 0100 0 16 4 4
001 —3/2|-18 —24 —6 0 mizms | 000 1 0/—-9 —12 -3 3
00 0 1l 6 8 22 it 0001 6 8 22
luego
6 20 2 2
pi_ L] 0 16 44
2 -9 —12 -3 3
6 8 2 2
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5.4. Ejercicios
1. Discutir y resolver los siguientes sistemas:

rT—2y+ z2+2t= 1
2) 20+ y+22— t=-3
r—2y+32+ t= 4
e —3y+6z+2t= 0

=

204+ y—3z+ u—4w= 6
c) r—2y+ z— utdw= 1
—r+ y— z+2u =-1

r+ y+ z=1
20 =2y — z=0
T+ 3y + 52 =2
or + 3y + 62 =4
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2. Discutir y resolver los siguientes sistemas segiin los valores de los pardmetros a, b y c:

ax + bz =2 r+y+2z=a
d) ¢ ar+ay+42=0 e) x + z=10 f)
ay+2z=1= 2x+ y+3z=c

3. Discutir (sin resolver) los siguientes sistemas segin los valores de los pardmetros:

r—3y—4z2=3 —r4+y—az="7

g) ar +5y —az =06 h) ¢ ar—3y+42=0

152 + bay — 302z =3 ar —y+z=0
1+bzr+y+z = b*+3b

i) a4+ (1+by+z = b¥+30°
r+y+(1+b)z = b*+30°

4. Calcular el rango de las siguientes matrices:

4 -8 12 gg_;
A= 3 =6 9 B =

5 4 g 31 3
11 7 0

1 1 -2 1 31

3 2 -4 -3 -9 3

C=12 -1 2 2 6 2

6 2 —4 0 0 6

0 2 —4 —6 —18 0

ar+y+z=a
rt+ay+z=a
r+ytaz=a

—15
0

11
-30

5. Encontrar dos matrices A # I, y B # 0, de tamafio 2 x 2, que verifiquen A? = I, y

B%=0.
iSe verifica en general la igualdad A? — B> = (A + B)(A — B)?
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. 1 a
6. Dada la matriz A = ( 01 ), calcular A™.
7. Calcular (AB)!, B'A", A'B', (A+ B)' y A" + B! para las matrices:
10 3 210
A=1 2 2 3 y B=1120
30 3 01 2
8. Calcular la inversa (si es posible) de las siguientes matrices:
2 5 -1 1 01 1 g 8 8
A=14 -1 2 B=1| -1 11 C =
6 4 1 010 L2400
1 2 4 8
9. Calcular el valor de los siguientes determinantes:
4 3 2 -2 3 7 2 8 4 ;l ; 411 _;l
a=1]1 2 4 b= 2 -4 —6 c=1|2 8 12 d= 9 5 _2 4
6 7 2 2 =5 3 2 16 4 08 3 -1
10. Indicar qué propiedades de los determinantes se han usado en las siguientes igualdades
2 8 2 8 1 4
9| 2 100‘—‘0 4’_8"0 1 ’_8
5 30 20 1 6 4 1 6 4
b) |6 9 12|=15-12 3 4|=15-12 3 4|=0
1 -3 0 1 =30 2 3 4
11.  Es cierto en general que |A + B| = |A| + |B|?
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5.5.

1.

10.

11.

Soluciones de los ejercicios

(a) Incompatible.  (b) Compatible determinado, solucién: z = 1, y =1, 2 = 0.
)

(c¢) Compatible indeterminado con dos grados de libertad y solucién:

x:%—i—%/\—f—%u, y=A+4pu, z:—§+§/\+§u, U=\ W=
(d) Sia=06b =2 es incompatible; en otro caso, es decir, si a # 0y b # 2, es
compatible determinado: x = ;(11’12—:2‘;, = bz&jﬁ’;ﬁ z= Zf—g

(e) Sic # a+b es incompatible. Si ¢ = a+b es compatible indeterminado con un grado
de libertad: t =b— A\, y=a—-b— X\, z= A\

(f) Si @ = 1 es compatible indeterminado con dos grados de libertad y soluciones:
r=1—A—pu,y=X\ z=pu Sia=—2esincompatible. En otro caso es compatible
determinado: z =y = z = 4.

(g) Si a = 2 es incompatible. Si @ = —5 es compatible indeterminado con 1 grado de
libertad. En otro caso, es decir, si a # 2 y a # —5, es compatible determinado.

(h) Sia=106a=1/2 es incompatible. En otro caso es compatible determinado.

(i) Si b = 0 es compatible indeterminado con dos grados de libertad. Si b = —3 es
compatible indeterminado con un grado de libertad. Si b # 0 y b # —3 es compatible
determinado.

rg(A)=1 rg(B)=3 rg(C)=3.

Por ejemplo A = ( 01 ) y B = < 01 ) Estas mismas no verifican la igualdad.

10 00
n_ (1 na
(o)

2 6 6 4 5 8 3 3 3
(AB)!=B'A'=1| 4 9 6 ABt=1 2 4 2 (A+BY=11 41
6 6 6 9 9 9 3 35
8 0 00
o R N 1| -4 4 00
A no es invertible, B~ =-| 0 0 2 y Ct=-
o sl 0o -2 20
0 0 -1 1

a=—-40 b=16 c=-128 d=-1,053

(a) En la primera igualdad se ha hecho F» — 12F}, y en la segunda 2%01 y 4}102.

(b) En la primera igualdad se ha hecho 5%F1 y B%FQ, en la segunda F5 + Fi, y en la
tercera Fy = F3.

No, y practicamente en cualquier ejemplo tomado al azar falla la igualdad.






Tema 6

Vectores

El concepto de vector aparece en Fisica para describir fenémenos, como la fuerza que
actua sobre un punto, en los que no importa sélo la magnitud, sino también la direccién, el
sentido y el punto de aplicacion.

Trabajaremos bédsicamente con vectores en el plano R? o en el espacio R3, en los que
supondremos fijados unos ejes cartesianos. Por tanto, los puntos del plano o el espacio quedan
determinados por 2 6 3 coordenadas:

R* = {(z,y) | z,y € R} R = {(z,y,2) | z,y, 2 € R}

La mayoria de los conceptos que usaremos tendran sentido en R? y en R?, y serdn generali-
zables a R™ (algunos no, por ejemplo, el producto vectorial sélo tiene sentido para vectores
tridimensionales). Cuando el salto de una a otra situacién sea evidente no haremos maés
comentarios. En muchas ocasiones daremos la definicién para R? y haremos el gréafico en R2.
Un vector ¢ = (z,y, z) de R? es el segmento orientado (la flecha) que une el origen con
el punto de coordenadas (z,vy,2), 0 més generalmente cualquier segmento orientado con la
misma longitud, direccién y sentido que aquél (aunque varfen su origen y su extremo).

Y/

6.1. Operaciones con vectores

6.1.1. Suma de punto y vector

Un vector & = (v, vg,v3) se puede sumar a un punto de coordenadas P = (p1,p2,p3)
para obtener el punto
P49 = (p1+vi, p2+uz, ps+us)

Geométricamente, si el origen de v se sittia en P, entonces su extremo es precisamente P+ .

147
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/ P+v
P

v 0X

oy

—
Dados dos puntos P = (p1,pa2,p3) ¥ @ = (q1, q2, q3), denotaremos por PQ) al vector con
origen en P y extremo en (). Por tanto se tiene

—
P+ PQ=0Q
y en virtud del parrafo anterior las coordenadas del vector ﬁ) son
—
PQ = (q1 —p1, G2 — P2, g3 — P3)

—_—
Dados 4 puntos P, Q, P, (Q)’, se verifica que P—Q> = P'Q)’ siy sélo si los segmentos PQ y
P'() son los lados opuestos de un paralelogramo.

Q —_
P.Q) PIQI
P P!

6.1.2. Suma y producto por escalar

Los vectores se pueden sumar entre si o multiplicar por un escalar para obtener nuevos
vectores; ambas operaciones se hacen coordenada a coordenada:

(v,y,2) + (2, ¢, )= (e + 2",y +v, 2+ 2) r(z,y,z) = (re,ry,rz)

Geométricamente, la suma es el vector que se obtiene al yuxtaponer los sumandos, y el
producto es el vector que se obtiene al escalar el vector dado por un factor r.

$
S
$
g

Una combinacion lineal de los vectores v7, v, . .., U, es cualquier expresion de la forma
r10) + roly + - 4 1Ty

donde rq,79,...,7, son escalares que se llaman coeficientes de la combinacién lineal.

Por ejemplo, el conjunto de todas las combinaciones lineales posibles de dos vectores
consiste en los vectores que estan en el plano determinado por esos vectores (aqui se supone
que el origen de todos los vectores considerados estd el origen de coordenadas).

Se llama base candnica de R3 al conjunto formado por los tres vectores
7=(1,0,0) 7=(0,1,0) k=(0,0,1)
Cada vector v = (z,y, z) de R? se expresa como combinacién lineal de estos vectores:
v=(z,y,2) =2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = 2T+ yT+ 2k

y esta expresion es tnica en el sentido de que no se pueden elegir otros coeficientes.
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6.1.3. Moddulo y vectores unitarios

El mddulo, longitud o norma de un vector v = (x,y, ) es

U] = Va? +y? + 22

es decir, es la longitud del segmento que representa ¢. Los vectores de longitud 1 se llaman
unitarios, y son importantes porque constituyen un buen modo de describir un sentido en el
plano o en el espacio (hay infinitos vectores que apuntan en un sentido dado, pero sélo uno
de ellos es unitario). Para asignar a cada vector no nulo ¥ un vector unitario con su mismo
sentido basta con dividir el vector por su norma:

—_

0= ‘Tlﬁ es unitarioy ¢ = [U]0
U

En dos dimensiones, si « es el dngulo que forma ¢ = (x,y) con el eje OX,

oy 7
y

© 0X
se tiene x = |¥| cosa e y = |¥] sen v, por lo que

7= |U] (cosa,sena)  © = (cosa,sena)  (cos®a+sen’a = 1)

6.1.4. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores v = (z,y,2) y @ = (2/,9/, ') es el nimero real

—

U= (2,y,2) - (7Y, ) = w0’ +yy' + 22
Aparte de algunas propiedades aritméticas elementales, como

=
/

T-0=0? O (@+w)=0 T+7T-

<y

U-wW=w-

la propiedad que més nos interesa es de naturaleza geométrica: Si vy «w son no nulos y « es
el angulo que forman, entonces
U - W = |v]|w| cos a

Esto nos permite calcular el valor de cos a, y nos dice en particular que
Uy W son ortogonales (= perpendiculares) si y sélo si - @ = 0

Observemos que, dado un vector, es muy facil construir otros perpendiculares a él; por
ejemplo:

(a,b) - (=b,a) =0 (a,b,c)-(=b,a,0) =0 (a,b,¢)-(0,—c,b) =0
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6.1.5. Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores solo tiene sentido para vectores en tres dimensiones
U= (z,y,2) y W= (2,y,2'), y es un nuevo vector que se define como

l
l

TAW = (.73, Y, Z) N (‘17,7 yla Z/) = = (yzl - ylza 2’ — lea ny/ - .I'/y)

BB S
SIS
SERNEES

~

Asi, por ejemplo:
(2,3,0) A (4,2,1) = (3,-2,-8) (3,2,1) A (1,2,3) = (4,-8,4)

Aparte de algunas propiedades aritméticas elementales, como
GAT=—(TAT) TN (@ +w) = (TAD) + (TAw)

lo mas importante del producto vectorial es su interpretaciéon geométrica. De la definicion se
deduce que, si U y @ son colineales, su producto vectorial es el vector nulo. En otro caso es
un vector con las siguientes caracteristicas:

» La direcciéon de ¥ AW es perpendicular a 'y a w, y su sentido viene dado por la regla
del pulgar: apunta hacia el semiplano desde el que un observador veria el recorrido mas
corto de U a w en sentido antihorario.

= Si « es el angulo que forman @' y @, el médulo de v A w vale
|U A W| = |U] |0] | sen «
y coincide con el drea del paralelogramo que determinan vy .

o
base |7

A altura d=|w|sen

<L

6.1.6. Producto mixto

El producto mizto de tres vectores @ = (x,y,2), v = (2/,y,2) y & = (2”,y",2") de R3
es el nimero real

w- (UAW)=0 <& los tres vectores estdn en un mismo plano
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6.2. Ecuaciones de rectas y planos

En esta seccién usamos las propiedades geométricas de los vectores para dar ecuaciones
de rectas en el plano R?, y para dar ecuaciones de rectas y planos en el espacio R3.

En todos los casos hay dos formas distintas de describir las rectas o planos: Dando un
punto por el que pasen y uno o dos vectores que marquen su direccion, o dando una o dos
ecuaciones lineales que deban satisfacer las coordenadas de un punto para estar en la recta
o el plano.

Segun lo que queramos hacer, una de las descripciones puede ser mejor que la otra. Por
ejemplo, la primera es mejor para fabricar puntos, y la segunda es mejor para decidir si un
punto dado estd o no en la recta o el plano. Por eso conviene conocerlas ambas y saber pasar
de una a otra, y eso hacemos a continuacién en los tres casos que nos interesan:

6.2.1. Rectas en el plano

Los puntos de la recta R que pasa por el punto P = (py, p2) y tiene la direccién del vector
no nulo ¥ = (v, vy) son los de la forma

P+)\?7:(p1+)\vl,p2+)\?)2) ()\ER)
(ecuacion vectorial de R). Asi, un punto (x,y) estd R si y sélo si existe un valor A tal que

T =p1+ Ay
Y = P2+ Avy

(ecuaciones paramétricas de R). Es claro que ambas ecuaciones son esencialmente la misma
cosa, y es trivial pasar de una a otra.

Como vimos en el Tema 1, toda recta del plano admite una ecuacion general del tipo
Ax+ By =C 0 Ar+By—-C=0

es decir, un punto estd en la recta si y sélo si sus coordenadas (z,y) satisfacen esa ecuacion.

Para pasar de la ecuacién general a la vectorial basta con resolver el sistema (de una
ecuacién con dos incégnitas) en funcién de un pardmetro. Por ejemplo, si A # 0 se puede
tomar

P=(C/A,0) &= (-B,A)

Reciprocamente, si conocemos un punto P = (p1,pe) y la direccion ¢ = (v, v,) de la

recta, es claro que un punto arbitrario X = (z,y) estara en la recta si y sélo si el vector PX
es proporcional a ¥. En dos dimensiones esto significa que
PX
OZdet( ): T YT P
U1 V2

—

(%

y desarrollando el determinante tenemos la ecuacién general de la recta.
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Distancia de un punto a una recta

Para obtener la distancia d de un punto ¢ = (o, o) a una recta P + ¥/, consideramos
el vector W = (vg, —v1), que es ortogonal a ¢’y tiene su mismo mdédulo. De la figura

T
|
|
|
|
|

d

Q

—
se deduce que d = |PQ)| cos v (en valor absoluto; el coseno podria ser negativo si @) estuviera
“al otro lado de la recta”). Multiplicando y dividiendo por |0| = |]:

1 PO
= Tdet -
|V v

(en valor absoluto). Si lo que conocemos es la ecuacién general Az + By — C' = 0 entonces
podemos tomar P = (C/A,0) y v = (=B, A), por lo que

To—P1 Yo — P2
U1 V2

— —
_ PQ|[W|cosa PQ-w 1

d

gl G NC

1 To — (O/A) -B ‘ . AIO + Byo -C
\/A2+BZ Yo A ‘/A2+B2
(en valor absoluto). Obsérvese que, en ambas férmulas, el numerador se obtiene sustituyendo

las coordenadas de () = (zg, o) en la ecuacién general de la recta, y el denominador es la
norma del vector director de la recta.

6.2.2. Planos en el espacio

Un plano P de R? puede quedar descrito por una ecuacién vectorial
P + M0+ pad (A, 1 €R)

donde P = (pi1,pa,p3) €s un punto y v = (vy,v9,v3) y W = (wy,wy,w3) son vectores no
colineales, o por una ecuacion general

Ar+ By +Cz=D 6 Ar+By+Cz—D =0

Para pasar de la ecuacién general a la vectorial basta con resolver el sistema en funcion
de dos parametros. Por ejemplo, si A # 0 se puede tomar

P=(D/A,0,0) U= (—B,A,0) w=(-C,0,A)
De esto se deduce que ¥ AW = A (A, B,C), y por tanto

el vector (A, B,C) es ortogonal al plano de ecuacion Ax + By + Cz = D
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Para pasar de la ecuacién vectorial a la general, observamos que un punto X = (z, vy, 2)
estd en el plano precisamente cuando el vector ﬁ( que lo une con P esta en el plano
determinado por ¥y w, o sea, cuando estos tres vectores son coplanarios, o sea, cuando su
producto mixto vale 0, o sea cuando se tiene

r—p1 Y—pP2 =2—DP3
0= V1 (%) U3
w1 wWa w3

y desarrollando el determinante se obtiene la ecuacion general.

Distancia de un punto a un plano

Para calcular la distancia de un punto @ = (g, %o, z0) al plano P de ecuacién vectorial
P + AU + pad usamos un argumento similar al que usamos para la distancia de un punto a
una recta en R?: El vector @ = ¥ A @ es perpendicular al plano, y entonces de la figura

—
d=|PQ|cosav = —=— = - vy (%) U3
[l wy W2 w3

ﬁ)-ﬁ @'(5/\@3) 1 To—P1 Yo— P2 20— P3
|

o, en términos de la ecuaciéon general,

. |A$0+By0+020 —D|
AT+ B+ C

d

6.2.3. Rectas en el espacio

En R?, la recta que pasa por el punto P = (p1,pa,p3) v tiene la direccién del vector no
nulo ¥ = (vy, v2,v3) tiene por ecuacién vectorial

P‘i‘)\UZ(p1+)\vl,p2+)\1)2,p3+)\1)3) ()\E]R)

y tiene unas ecuaciones paramétricas similares a las que vimos en el plano.
También puede describirse una recta de R? como el conjunto de soluciones de un sistema

Ar + By + Cz = D
Ar + By + C'z = D
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en el que (A,B,C) y (A, B’,C") no son proporcionales, porque entonces el rango de la
matriz de coeficientes es 2 y el sistema es compatible con un rango de libertad. De hecho,
para pasar de esta ecuacion general a la vectorial basta con resolver el sistema en funcién
de un parametro \.

Para pasar de una ecuacién vectorial a una general, observamos que X = (z,y, z) estd en

—_
la recta si y solo si PX y ¢ son proporcionales, o sea si

T—p1  Y—ps  Z—DP3

U1 V2 U3

e igualando los “productos en cruz” de ambas igualdades se obtienen las dos ecuaciones
generales del plano.

Distancia de un punto a una recta

Para calcular la distancia de la recta P + A\v al punto ) podemos considerar la siguiente
figura en el plano determinado por la recta y el punto

. Q
PG
(0%

P 7]

1
|
)
|
|

para deducir que la distancia buscada es

[PQ|[7]|sena|  |PQ AT

|1 |1

—
d = |PQ||sena| =

6.3. Bases y coordenadas

A partir de ahora escribiremos las coordenadas de los vectores en columnas. Por motivos
tipograficos escribiremos a veces estos vectores-columna como traspuestos de vectores-fila,
como a continuacion.

Dados dos vectores @ = (uy,us)! y 0 = (vq,v2)" de R?, diremos que el conjunto B = {u, v}
es una base de R? si la matriz
U U1

Pg = [u,v] = ( z; Z; ) es invertible, o sea si  det(Pg) =

Uz V3
Anélogamente, un conjunto B = {u, 7, w} de tres vectores de R?® es una base de R? si

u;y vV Wy u;y v Wy
Pg=[u,v,W] = us v wo es invertible, o sea si  det(Pg) = | us vy wy | #0
uz vz wWs Uz vz wWs
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Si B = {i, ¥} es una base de R?, entonces cualquier vector b de R? se puede poner de
modo unico como combinacién lineal de los vectores de la base, es decir, existen escalares
tnicos z,y (llamados las coordenadas de b en la base B) tales que

b=xii+ yu
El vector columna de estas coordenadas se denota por [l;] B, vy se puede calcular como la
solucién (tnica por el Teorema 5.3.2) del sistema con matriz [Pg | b] = [¢ ¥'| b] 0 mediante la
formula

bl = Pg" -

En R? (y en dimensiones mayores) se tiene una situacién andloga: Si B = {u, ¥, W} es una
base y b es cualquier vector, entonces existe una unica terna [l;] 5= (z,y,2)" de coordenadas
de b en B que verifica

b=xii+yi+ 20

— —

y que se calcula resolviendo el sistema [Pg | b] o aplicando la férmula [b]s = Pg' - b.

Un ejemplo especialmente simple, pero importante es el siguiente:

En R? el conjunto de vectores C = {(1,0)%,(0,1)"} da lugar a la matriz Pz = I5, y por
tanto es una base llamada la base candnica de R?. Como también P; 1 = I,, las coordenadas
de un vector en la base candnica son sus coordenadas “usuales”.

Anélogamente, en R?® hay una base canénica C = {(1,0,0)%, (0,1,0)*,(0,0,1)'} con las
mismas propiedades.

Ejemplo 6.3.1. Dados los siquientes vectores de R?:

= (1) = (3) (o) = (1) ()

—

demostrar que B = {u, U} es una base y calcular las coordenadas en B de a, gy C.

2 4
3 5
B es una base y las coordenadas pedidas son

d=rgia=( 32) We=rei=(2)  wemre=( _92)

Esto quiere decir que las expresiones de @, b y ¢ como combinacion lineal de @ y ¢ son

a=—u+-=20 b=2u—U C=—U— —7T
2 2 2

Este tipo de igualdades se pueden comprobar muy facilmente, incluso podemos ahorrarnos
las fracciones comprobando por ejemplo asi:

N 4\ ([ 86 92\ [ -6\ ..
s (2)om () (B)(2)-(8) = .

La matriz Pg = tiene determinante —2 e inversa PBT1 = ( —5/2 2 ), luego

3/2 —1



6.3 Bases y coordenadas 156

Ejemplo 6.3.2. Dados los siquientes vectores de R3:

1 1 1 1 . 1
0 1 3 0 3

demostrar que B = {u, U, W} es una base y calcular las coordenadas en B de d y b.

La matriz Pg = [t ¥ W] tiene determinante —1 y por tanto B es una base. Para calcular
las coordenadas podriamos calcular la inversa de Pg y multiplicarla por @ y b, pero se trabaja
un poco menos resolviendo simultdneamente los sistemas [P |d] y [P |b] como sigue:

1 1 111 1 1 1] 1|1 1 11 1]1
210/0(2|—=0-1 —=2[=2/0|—=]012] 2/0]—
01 3[0]3 0 1 3| 0|3 00 1|-2/|3
11 0] 3]-2 1 00|=3] 4
010/ 6/-6|]—=(010| 6|6
00 1/-2| 3 001/-2| 3
Por tanto [d]s = (—3,6,—2)" v [b]g = (4, —6, 3)". n

Observacién: Supongamos que, en el ejemplo anterior, nos piden calcular las coordenadas
de un vector genérico (a,b, ¢)*; con los mismos pasos resolvemos el sistema

1 1 1fa 1 1 1 a 1
2100 —-10 -1 -2{b—2a | —----— 1| 0
01 3|c 0o 1 3 c 0

0 0|—-3a+2b+c¢
1 0] 6a—3b—2c
0 1| -2a+b+c

y en la dltima columna estén las coordenadas de (a, b, ¢)' en B; en particular, si sustituimos
(a,b,c) por (1,0,0) o por (1,2,3) obtenemos los resultados del ejemplo.

Esto nos da un método para calcular inversas que es esencialmente igual al que vimos
en el tema anterior, pero un poco mas corto. De los cédlculos anteriores se deduce que

1 11 -3 2 1
lainversade A=Pg=1[ 2 1 0 es A7l = 6 —3 -2
013 -2 1 1

que se obtiene del modo evidente a partir de los coeficientes de a, b y ¢ en la tltima columna.

Este hecho se justifica como sigue:

Es muy facil ver que la primera columna de cualquier matriz 3 x 3 coincide con el resultado
de multiplicarla por & = (1,0,0)". Por tanto en A~! la primera columna es A7*-¢&, = PB_l -€e1,
o sea las coordenadas de €1 en B. Pero estas coordenadas también son las que obtenemos “a
la derecha de la barra” al sustituir en los calculos anteriores a = 1, b = 0, ¢ = 0, y por tanto
nos quedan precisamente los coeficientes de a.

Andlogamente, en la segunda columna de A~! aparecen los coeficientes de b, y en la
tercera los de c.
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6.4. Ejercicios

1. El centro de masas de un sistema de n puntos con masas my,...,m, y con vectores de
posicién 71, ..., 7, se define como el punto con vector de posicién
1 n n
F=— m;T; (donde M = m; es la masa total)
M < 1 i=1
1= 1=

Calcular el centro de masas de tres puntos de masas m; = 2, my = 3 y m3 = 1 con
vectores de posicién 7} = (3, —-2,2), 7 = (2,—1,0) y 75 = (0, 1, 2).

2. Dados los siguientes vectores, calcular el angulo que forma ¢ con cada uno de los otros:
v=(3,1) Wy = (1,2) Wy =(-2,1) wW3=(-3,—6) uwy=(4,-2)
3. Comprobar que los puntos P = (2,—1,3), Q@ = (3,1,4), R = (5,5,8) y S = (4,3,7)
son los vértices de un paralelogramo y determinar su area.
4. Calcular el drea del tridngulo con vértices P = (2,2,3), @ = (—1,4,0) y R = (5,1, —1).
5. Dados los vectores @ = (2,—1,3), 7= (0,2, —2) y @ = (0,0, —1), calcular:
a) Un vector perpendicular a Uy .

b) Un vector perpendicular a @y a & = 2d + v + 440.

c) El volumen del paralelepipedo de aristas i, U, .
6. Calcular las ecuaciones generales de:
a) La recta de R? que pasa por los puntos (5,1) y (4, —2).

b) La recta de R que pasa por los puntos (0,2, —1) y (4,1, 1).
¢) El plano de R? que pasa por los puntos (2,1,2), (1,—1,3) y (3,3, —2).

7. Encontrar una ecuacion vectorial del plano 3z —2y —4z = 12 en la que los dos vectores
sean perpendiculares. Calcular también la distancia del punto P = (1,1, 1) a ese plano.

8. Hallar la recta que pasa por el punto (3, 3,4) y es perpendicular al plano 2z+y—3z = 5.
Calcular también la distancia del punto P = (1,1, 1) a esa recta.

9. Hallar el plano que pasa por el punto (0,1,2) y es perpendicular a la recta (4,0,0) +
A(1,1,—1). Calcular también la distancia del punto P = (1,1,1) a ese plano.

10. Demostrar que B = {(1,—1,2), (2,2,1), (0,1,—1)} es una base de R?, y calcular las
coordenadas en B de los vectores

@=(1,0,0), b=(0,1,0), ¢=(0,0,1), d=(2,3,4), é=(506,7)

11. Demostrar que las siguientes son bases de R3:
B=1{(1,0,0), (2,1,0), (3,2,1)} y D =1{(4,1,-3), (3,6,1), (6,5,1)}

Si el vector ¥ tiene coordenadas (4,1, —2) en B, jcudles son sus coordenadas en D?
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6.5. Soluciones de los ejercicios

1.

2.

10.

11.

7=(2,-1,1).

Los angulos medidos en sentido antihorario desde v hasta w, ws, W3 y W, son respec-
tivamente de /4, 37/4, b /4 y 7w /4 radianes.

Se tiene por una parte PQ = SR = (1,2,1), y por otra PS = QR = (2,4,4), luego
forman un paralelogramo de area [(1,2,1) A (2,4,4)| = |(4, —2,0)| = v20.

El area del triangulo es la mitagl de lzi del paralelogramo determinado por P@ y P?%,
o sea la mitad del médulo de PQ A PR, o sea %\/571.

(a) (1,0,0) (b) (0,1,0) (c) 4.
(a) 3z—y =14 (b) {vr—2z =2, 2y+2 = 3} [Hay mas posibilidades| (c¢) 2z—y =3

P+ i+ pw con P = (4,0,0),7 = (2,3,0) y @ = (12, —-8,13). [Hay més posibilidades]
La distancia es 5v/3.

P+Xicon P=(3,3,4)yv=(2,1,—-3) (ecuacién general {x—2y = 3, 3y+z = 13}).

La distancia es /229/14.

P+ AN+ pw con P = (0,1,2), ¥ = (1,-1,0) y @ = (1,0,1)  (ecuacién general
r+y—z=—1). La distancia es 2/v/3.

-

[C_i]B - (37 _17 5)? [b]B = (_27 17 _3)7 [C—]B = (_27 17 _4)7 [ﬂlﬁ = (_87 57 _15)
[é}B = (_117 8, _21)

[7]e = (33/70, —38/70, —3/70)



Tema 7

Transformaciones lineales y
diagonalizacion

7.1. Transformaciones lineales

En este tema seguimos escribiendo los vectores en columnas. Desarrollaremos las ideas
en el espacio tridimensional R3, aunque en los ejemplos podran aparecer otras dimensiones.

Una transformacién lineal de R3 es una funcién f : R* — R? que consiste en multiplicar
por una cierta matriz A de tamano 3 X 3; o sea la accién de f viene dada por la férmula

f@) = Av

Por ejemplo, consideremos la siguiente funcién f : R® — R? y la siguiente matriz A:

x 3r —vy 3 =1 0
fly|l-= 2y+5z —=x A= -1 2 5
z x + 3y + 10z 1 3 10

Es elemental observar que la accion de f consiste en multiplicar por la matriz A, y por
tanto f es una transformacion lineal. De hecho, cada una de las siguientes condiciones es
equivalente a que f sea una transformacion lineal:

= f puede darse mediante una formula “como la de la izquierda”, o sea con una expresion
del tipo Az + By + C'z en cada coordenada (es evidente cémo se obtiene entonces la
matriz A a partir de la transformacién f, y viceversa).

= f “conserva sumas y productos por escalares”, es decir

fW+wW) = f(0)+ f(W) v [fN)=Af(D) para cualesquiera 7, € R, A € R
= f “conserva combinaciones lineales”, es decir, para vectores v; y escalares r; arbitrarios:

flrion +rava + -+ rpvn) = rf(01) + rof(02) + -+ f (Un)

159
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7.1.1. Matriz de una transformacion lineal en la base canénica

La matriz A de la definicién anterior se llama la matriz de f en la base candnica de R3,
C ={%J,k}, y se denota por
A= Mc(f)

Las imédgenes de los vectores de la base candnica son f(7) = A7, f(7) = ATy f(k) = Ak.
Al hacer esos productos se obtienen claramente las columnas primera, segunda y tercera de
la matriz A, y por tanto se tiene (con la notacién del tema anterior)

Me(f) = [f@), F(D), (k)]

De esta igualdad resulta evidente que, para conocer una transformacion lineal f, basta
con conocer la imagen de los tres vectores de la base canénica. Otra forma de ver esto es la
siguiente: para cualquier otro vector ¥ = (z,y, ) se tiene ¥ = 27+ yJ'+ zk y por tanto

@) = flai+yi+zk) = of @) +yf () + =f ()
lo que nos da un modo explicito de calcular f(7) en funcién de f(7), f(7) y f(k) y de 7.

Algunas funciones que admiten descripciones geométricas sencillas son transformaciones
lineales, como los giros en torno al origen y las simetrias y proyecciones con respecto a rectas
que pasan por el origen, en R?, y otras més complicadas en R3. En los ejemplos que siguen
vamos a ver como podemos calcular sus matrices en casos sencillos, y mas tarde podremos
también hacerlo en situaciones mas complicadas.

Ejemplo 7.1.1. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacion lineal f de R*
que lleva cada vector a su simétrico con respecto al eje horizontal.

A veces ilustraremos estas transformaciones “de naturaleza geométrica” con graficos como
el que sigue. Por simplicidad, en lugar de vectores dibujamos sélo sus extremos (puntos), y
P’ representa la imagen de P.

Q

°
o R

*R

.Q/

Solucién: Por su descripcion geométrica, f deja fijo el vector 7"y lleva el vector 7 a su
opuesto. Por tanto

Mel9) =10 101 = -1 = (5 7 )
y asi la imagen de un vector arbitrario es
r\ (1 0 T\ x
(-G ) G)-(4)

Esto lo podriamos haber obtenido directamente, porque es evidente que la acciéon de f
consiste en cambiar el signo a la componente vertical. [ ]
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Ejemplo 7.1.2. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacion lineal f de R?
que lleva cada vector a su proyeccion en el eje vertical.

Solucién: Ahora también es claro que la expresién de f va a ser f(x,y)" = (0,y)". Para
asegurarnos, observamos que f deja fijo el vector 7y lleva el vector 7" al vector nulo. Asi

e =t s =04- (o 0) = (2)=(0 V) (2)=(y) =

Ejemplo 7.1.3. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacion lineal f de R3
que lleva cada vector a su simétrico con respecto al plano horizontal.

Solucién: Podemos prever que la transformacién simplemente cambiard el signo a la
componente z, y por tanto vendra dada por f(z,y, 2)" = (x,y, —2)".

Para asegurarnos, observamos que f deja fijos los vectores 7'y 7, y lleva el vector k asu
opuesto. Por tanto

10 0
Mc(f) = [f@, f), f(B)] = [, =kl = | O 1 0
00 -1
y asi la imagen de un vector arbitrario es la esperada. [ ]

Ejemplo 7.1.4. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacion lineal g, de R?
que consiste en girar un dngulo o en sentido antihorario alrededor del origen.

Q/OTQ ];//
~

o >~

p

Solucién: Pongamos C,, = cosa y S, = sena. Al aplicar el giro g,, el vector 7= (1,0)"
se transforma en (C,, S,)", v el vector 7= (0,1)" se transforma en (—S,, C,)*, luego

Co —5S.
MC(ga) = ( Sa Ca )

y por tanto la imagen de un vector arbitrario es

x\ [ Cy =5, z\ [ x2Cy —yS, .
P\y )"\ s. c y )\ 28 +yCq
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7.1.2. Matriz de una transformacion lineal en otras bases

Supongamos ahora que queremos estudiar la transformacién lineal f de R? que lleva cada
vector a su simétrico con respecto a la recta x = 2y:

.Q _— o . -
_ "R=r n=f®)
i e [ e
- Q' -
—~ P'*® f(¥2)

Podriamos actuar como en los ejemplos anteriores y calcular f(2) y f(J), pero ahora esto no
es tan facil'. Sin embargo, si es facil calcular la imagen de otros vectores que “se adaptan
bien” a la transformacién. En efecto, si consideramos el vector o7 = (2,1)%, que estd en la
recta, y el vector perpendicular a él v, = (—1,2), es claro que f(v}) =0} y f(U2) = —0s.

En un caso asi, la base B = {#}, 05} resulta mas adecuada que la candnica. Vamos a ver
ahora como se tratan en general situaciones como ésta, y después volveremos a este ejemplo.

Sea B = {U}, Uy, U3} una base de R? y sea f una transformacién lineal. La matriz de f en
la base B es la que tiene en sus columnas a las coordenadas en B de los f(v;), es decir

Mp(f) = [[f (@)]s, [f(02)]s, [f(¥s)]8]

Proposiciéon 7.1.5. Con las notaciones anteriores, y poniendo P = U], Uy, U3], se tiene*:

1. PMg(f) = Mc(f)P Mp(f) =P~ Mc(f) P Me(f) =P Ms(f) P

—»

2. Para cualquier vector v se tiene Mg(f) [V]g = [f (V)]s

El primer apartado permite calcular matrices en la base canénica con la ayuda de otras
bases que se adapten mejor a la transformaciéon, como veremos en los ejemplos que siguen.

El segundo apartado nos dice que, si consideramos coordenadas en la base B para cada
vector, la matriz Mp(f) cumple un papel andlogo al que hemos descrito para Mc(f).

1Los métodos para calcular directamente f(7) son del tipo siguiente (entender el proceso y completar sus
detalles es un buen ejercicio para el tema anterior): La perpendicular a z = 2y por P = (1,0) tiene ecuacién
2z +y =2,y corta a x = 2y en el punto Q = (4/5,2/5). Entonces f(7) = P+ 2PQ = (3/5,4/5).

Demostracién: Usaremos las igualdades ya establecidas: P [t]s = ¥, P~ !4 = [t]g, Mec(f)v = f(¥).
1. Si A es una matriz, A7’ es su primera columna. Usando esto y las igualdades anteriores vemos que

PMg(f)7=P[f(t0)]ls = f(v1) = Mc(f)vh = Mc(f) P7

luego P Mp(f) v Mc(f) P tienen iguales sus primeras columnas. Usando J'y k vemos que también tienen
iguales las otras dos columnas, y por tanto se tiene la primera igualdad. Las otras dos igualdades se obtienen
a partir de ésta multiplicando a la izquierda o a la derecha por P~! en ambos miembros.

2. Usando el apartado 1 y las igualdades del principio se tiene directamente

Mp(f)[d]s = P~ Mc(f) P[d]s = P~ Mc(f) o= P7" f(0) = [f(9)]5
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Apliquemos esto al ejemplo con el que hemos iniciado este apartado:

Ejemplo 7.1.6. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacion lineal f de R?
que lleva cada vector a su simétrico con respecto a la recta x = 2y.

Calcular también la de la transformacion lineal g que lleva cada vector a su proyeccion
ortogonal sobre esa recta.

g(%,) = 0, por lo que

ve)= (g 1) o= ()

Por otra parte, con la notacién establecida, se tiene

(2 -1 L1 2 1
P_(l 2> s P _5<—1 2>

de donde
1/3 4 174 2
- -1 - — = -1 — —
M =Py P =1 (5 3) Mo =P =1 (5 7))
(en particular, la imagen por f del primer vector 7 de la base candnica es la primera columna
de Mc(f), o sea (3/5,4/5)", como habfamos calculado “a mano” en una nota al pie). u

Ejemplo 7.1.7. Dadas las transformaciones lineales f y g con matrices en la base canonica

0 -2 2 1 -2 2
M(f)=| -1 01 v Ml =| -1 11
-1 -2 3 -1 -2 4

calcular sus matrices en la base B = {(1,1,1)%, (0,1,1)%, (1,0,1)"}.

Solucién: La matriz P asociada a la base B y su inversa P~! son:

1 01 1 1 -1
P=|110 ~ Pl=1| -1 0 1
1 11 0 —1 1
y por tanto
0 00 1 00
Mp(f)=P " Mc(f)P=| 01 0| v Mg(g)=P 'Me(¢9)P=1| 0 2 0 n
0 0 2 0 0 3

En el ejemplo anterior, lo que ocurre es que los vectores de B (digamos 7, U, U3) “se
adaptan muy bien” a las transformaciones f y g, pues se tiene

f(@) =0 f(ta) =10 f(U3) =20 g(th) =11 g(t) =20, g(¥) = 303
En los ejemplos “geométricos” ha sido facil encontrar vectores que se adaptan bien a la
transformacién, pero en éste no se nos habria ocurrido considerar la base B si no hubiera

estado en el enunciado. Decidir si existen vectores que se adapten asi a una transformaciéon y
saber calcularlos sera el objetivo de la Seccion 7.2 sobre vectores propios y diagonalizacién.
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7.1.3. Composicién de transformaciones y producto de matrices

Consideremos dos transformaciones lineales f y g de R? con matrices en la base candnica
Ay B, respectivamente. Su composiciéon f o g verifica entonces

(f 0 9)(¥) = f(9(V)) = f(BV) = A(BU) = (AB)V

y por tanto esa composicién es una transformacion lineal cuya matriz en la base candnica es
el producto AB.

Esta relacién entre composiciéon de transformaciones y producto de matrices se tiene
también cuando consideramos otras bases:

Proposicién 7.1.8. Si f y g son transformaciones lineales, también lo es su composicion.
De hecho, si B es cualquier base, se tiene’:

1. Mg(fog)=Mg(f)Msz(g).

2. f es biyectiva (se dice que es un isomorfismo) si y solo si la matriz Mp(f) es invertible,
y en este caso la matriz de la funcién inversa f~' es Mp(f~1) = Mg(f)~!.

Ejemplo 7.1.9. Demostrar que cualquier giro g, es un isomorfismo, y calcular su inverso.

Co —Sa
Sa  Cq

tanto g, es un isomorfismo. Su inverso g, ! tiene matriz

o (Co =Sa N Cu S.\ [ Caa =S\
MC(W‘(& 0a> s )" Lse o, )= Melo)

es decir, el isomorfismo inverso es, como cabia esperar, un giro de angulo —a. ]

Solucién: Como |M¢(g4)| = = (C? 4+ 52 = 1, la matriz es invertible y por

Ejemplo 7.1.10. Si g, y g son giros como en el Ejemplo 7.1.4, calcular Me(ga © gs).

Solucién: Escribiremos Cy = cos y Sy = sen 6 para cualquier angulo 6. Por la proposi-
cién anterior y por el Ejemplo 7.1.4, la matriz es el producto

Co =Sa N[ Cs =S5\ [ CaCs—5485 —CuS5—54C5\ [ Cots —Sais
S Co )\ S5 Cs ) T\ SuCh+CaSs =825 +CaCs ) ~ \ Sass  Casp

lo que concuerda con la interpretacion geométrica del problema: la composicién de dos giros
de dngulos v y 3 es el giro de dngulo a + (. [ ]

3Demostracién 1. Sean A = Mg(f) y A’ = Mp(g). Para cualquier vector ¥ se tiene

[(f 0 9)(@)]5 = [f(9(9))]s = Alg(¥)]s = A (A" [t]5) = (AA") [V]5

Por el apartado 3 de la Proposicién 7.1.5, esto significa que AA’ es la matriz en B de la composicién f o g.
2. Nos limitamos a probar el “sélo si”: Si f o g = id entonces Is = Mc(id) = Mc(f og) = Mc(f) Mc(g), vy
de aqui se deduce la afirmacién.



7.1 Transformaciones lineales 165

Este ejemplo muestra que la composicion de dos giros es un giro, lo cual es facil de
visualizar. También se cumple que la composicion de dos simetrias es un giro, y que la
composiciéon de un giro y una simetria es una simetria (hay una especie de “regla de los
signos” si se asigna a los giros el signo “mas” y a las simetrias el signo “menos”). Esto no
es tan obvio, y menos lo es determinar en general el d&ngulo del giro o la recta de la simetria
que resultan. El siguiente ejemplo muestra algunos casos sencillos.

Ejemplo 7.1.11. En R?, sea g el giro de dngulo 7/2 y sean f y h las simetrias con respecto
al eje horizontal y a la recta diagonal y = x, respectivamente. Comprobar que:

1. gofy fog son simetrias con respecto a ciertas rectas (distintas).

2. fohyhof son giros (de dngulos distintos).

Solucién: Observemos cémo actian las simetrias f y h sobre la base candnica:
7 s |
/

A=)

f(f)* /

De estos graficos y del Ejercicio 7.1.4 deducimos que:

M(Q)Z((l)_(l)) M<f):((1)—(1)) M(h):((l)(l))

(todas son matrices con respecto a la base candnica, o sea M(g) = Mc(g), etc.) y por tanto
M(go f)=M(g) M(f)=M(h) vy  M(hof)=M(h)M(f)=M(g)

Por la definicién de matriz de una transformacion en la base candnica, es evidente que dos
transformaciones con la misma matriz han de ser iguales, de lo que deducimos que

gof=h ~» go f eslasimetria con respecto a la recta y = x
hof=g ~» ho feselgirode angulo 7/2

En cuanto a las otras dos composiciones, se tiene
0 -1 01
Mirog) =mnue =y 5 ) mem=mnmm=( 7 g )

La segunda igualdad y el Ejercicio 7.1.4 nos dicen que que f o h es el giro de dngulo —7/2,
lo que termina el apartado 2. La primera igualdad nos dice que f o g lleva el vector 7 a —7,
y lleva el vector 7 a —17; esto es precisamente lo que hace la simetria con respecto a “la otra
diagonal” y = —x, como muestra el grafico

N * 7
AN 7

W) *\
K@\

de modo que f o g es la simetria con respecto a y = —x, lo que termina el apartado 1. [
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7.1.4. Matrices y transformaciones ortogonales

Como estamos viendo, algunas transformaciones lineales y sus matrices tienen interpre-
taciones geométricas sencillas. Una propiedad geométrica importante que pueden tener estas
transformaciones, como es la de conservar distancias y angulos, se puede deducir muy féacil-
mente de las matrices, como vemos en este apartado.

Consideremos en R3 un conjunto de tres vectores no nulos, la matriz P = [#y, ¥, 73] que
tiene a esos vectores en sus columnas, y su traspuesta P¢, que los tiene en sus filas.
La entrada (i, j) del producto de matrices P'P es el producto escalar ; - U, y por tanto:

» Los vectores son ortogonales dos a dos si y sélo si P!P tiene ceros fuera de la diagonal
(0 sea, si es una matriz diagonal en el sentido que vamos a definir en seguida).

= Los vectores son ortogonales dos a dos y unitarios si y sélo si PP = I3 (o sea, si la
matriz traspuesta de P es su inversa).

Cuando esto ocurre se dice que P es una matriz ortogonal, o que los vectores columna
de P forman una base ortonormal.

Proposicién 7.1.12. Sea f una transformacion lineal y sea A = Mc(f) su matriz en la
base candnica. Las siguientes condiciones son equivalentes® :

(a) A es ortogonal; es decir, A'A = I3
(b) f conserva el producto escalar; es decir, f(u) - f(¥) =4 - U.
(c) [ conserva longitudes y cosenos; es decir, | f(1)| = |u| y cos(f(d), f(¥)) = cos(u, V).

De las matrices en bases canénicas que hemos ido obteniendo en los ejemplos anteriores,
son ortogonales precisamente las que se corresponden con giros y simetrias, y no lo son las
que se corresponden con proyecciones.

Es evidente que las proyecciones no conservan longitudes (por ejemplo, mandan vectores
no nulos al vector nulo) y también es intuitivamente claro que los giros y simetrias si las
conservan. En cuanto a los angulos, los giros los conservan y las simetrias les cambian el signo,
pero en cualquier caso se conservan los cosenos. (Ese “cambio del signo” en las simetrias se
relaciona con la “regla de los signos” a la que hemos aludido antes del Ejercicio 7.1.11).

Demostracién: (a)=-(b). Observemos que @ - ¥ = @' ¥, donde a la izquierda hay un producto escalar
de vectores y a la derecha un producto de una matriz fila por una matriz columna. Usando la condicién (a)
y la férmula para la traspuesta de un producto, (BC)! = C'B?, se tiene

Fid) - £(B) = F(@) £(V) = (Ai) (AD) = @' A' A = @' I30 = @5 = i - ¥

(b)=>(c). f conserva longitudes, pues |f ()| = \/f(@) - f(@) = V@ - @ = |i|. Usando ahora (b) se tiene

(¢)=(a). Como 7, J, k son unitarios y ortogonales dos a dos, también lo son f@, £, f(E) por (c). Es decir,
las columnas de A son vectores unitarios y ortogonales dos a dos, y en consecuencia A es ortogonal.
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7.2. Vectores y valores propios; diagonalizacion

7.2.1. Matrices diagonales

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada con ceros fuera de la diagonal principal, o
sea, una matriz de la forma

a
D = diag(a,b,c) = 0

Los célculos con ellas sean muy sencillos. Por ejemplo, para calcular DB (resp. BD)
basta con multiplicar la i-ésima fila (resp. columna) de B por a;:

1 2 3 a 2a 3a 12 -9 0 12 -9 O
Dl 456 |=| 4 5 6b -1 0 8 |D= —a 0 8c
789 7c 8 9c 2 22 2a  2b 2c

y en particular es elemental el cdlculo de sus potencias y de su inversa (que sélo existe si no
hay ceros en la diagonal, pues obviamente det(D) = abc):

D" = diag(a™,b", ") D' =diag(a ', b7t )

7.2.2. Vectores y valores propios; matrices diagonalizables

Sea f : R® — R3 una transformacién lineal y sea A = M¢(f). Un vector no nulo ¥ es
un vector propio o un autovector de f (o de A) si f lo lleva a un miltiplo suyo, es decir, si
existe un escalar A (que se llama el valor propio o el autovalor correspondiente a o) tal que

f(0) =AU (6 AT = A7)
En los ejemplos anteriores, los vectores “que se adaptaban bien” a las transformaciones

eran vectores propios. Un caso especialmente bueno se da cuando hay suficientes vectores
propios para formar una base:

Para una base B = {¢}, U, U3}, la condicién de que cada ¥; sea un vector propio de f
(con valor propio digamos \;) equivale claramente a que se tenga

MB(f) = diag()\l, )\27 )\3)

Cuando esto ocurre (o sea, cuando existe una base B formada por vectores propios de f) se
dice que f es diagonalizable y que la base B diagonaliza a f.

Si P = [0}, U, 03] entonces Mp(f) = P~' A P (Proposicién 7.1.5). Por tanto, en términos
de matrices la condicién anterior equivale a que exista una matriz invertible P tal que

D=P'AP

sea diagonal. En estas condiciones se dice la matriz A es diagonalizable y que que la matriz
P diagonaliza a A, o es una matriz de paso en la diagonalizacion de A.

Asi, las condiciones “A es diagonalizable” y “f es diagonalizable” significan lo mismo, y
B = {9}, Uy, U3} diagonaliza a f siy s6lo si P = [v}, ¥, U3] diagonaliza a A.
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En los ejemplos geométricos que hemos visto se puede decidir si las transformaciones son
o no diagonalizables de forma directa. Por ejemplo, consideremos en R? una recta R que
pasa por el origen y una base B = {¥,w} con el vector ¥ en R y el vector W perpendicular
a R. Entonces:

» Si f es la simetria con respecto a R, se tiene f(v) = ¢y f(W) = —w, luego ¥ y W
son vectores propios con valores propios 1 y —1, respectivamente. Por tanto la base B
diagonaliza a f y Mp(f) = diag(1, —1).

= Si f es la proyeccién sobre R, entonces ¥ y w son vectores propios con valores propios
1 y 0, respectivamente, la base B diagonaliza a f y Mp(f) = diag(1,0).

» Finalmente, un giro de dngulo distinto de 0 y 7 no lleva ningun vector (no nulo) a un
multiplo suyo, y por tanto no tiene vectores propios y no es diagonalizable.

La mayoria de las veces estos argumentos geométricos no son suficientes y hay que recurrir
a un trabajo algebraico mas elaborado, que desarrollamos a continuacién.

7.2.3. Calculo de valores y vectores propios; diagonalizacién

Para una matriz cuadrada A y para la matriz identidad del mismo tamano [ se tiene
AT=X\0 &  Av=\i & (M —A)T=0

Por tanto, A es un valor propio de A si el sistema homogéneo con matriz A\I — A tiene
soluciones no nulas (o sea, es indeterminado, o sea, la matriz tiene determinante cero), y
esas soluciones son precisamente los vectores propios. Al desarrollar el determinante

p(A) = det(AI — A)

se obtiene un polinomio en A que se conoce como el polinomio caracteristico de A, y cuyo
grado es igual al tamano de la matriz. En resumen:

= Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico p(A) = det(Al — A).

= Fijado un valor propio Ay, sus vectores propios asociados son las soluciones del sistema
homogéneo de ecuaciones lineales con matriz de coeficientes A\gI — A.

Asi, el célculo de los autovalores se reduce al cdlculo de las raices de un polinomio. Esto
puede ser complicado en general, pero nuestros ejemplos seran sencillos.

Conocidos los autovalores, el calculo de los autovectores correspondientes se reduce a la
solucion de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Muchas veces, calculados estos
autovectores, es muy facil extraer de ellos una base y entonces podemos diagonalizar la
matriz. Veamos un par de ejemplos de esta situacion:
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Ejemplo 7.2.1. Dada la siguiente matriz A, calcular sus valores y vectores propios, extraer
de éstos una base y encontrar una matriz P que diagonalice a A:

1 2 2
A= -1 4 1
-2 2 5

Solucién: El polinomio caracteristico de A es®

A—-1 -2 =2
PN =M—A=] 1 X—=4 —1 |[=X¥-10\*+331-36=(A—3)2*\—4)
2 -2 A5

Por tanto A tiene dos valores propios: A\ = 3 y Ay = 4. Para hallar los vectores propios
asociados a A\; = 3 resolvemos el sistema homogéneo con matriz de coeficientes 31 — A:

2 —2 =2 x a+ 1 1
1 -1 -1 |—=(1 -1 =1) ~ y | = o =al|l 1 |+6]0
2 -2 -2 z 6 0 1

Se dice entonces que los vectores o7 = (1,1,0)" y o = (1,0, 1) son generadores de los vectores
propios asociados a A\; = 3, en el sentido de que éstos se obtienen variando los pardametros
en la expresion av; + [Bvs.

Para hallar los vectores propios de Ay = 4 resolvemos el sistema con matriz 41 — A:

3 -2 -2 1 0 -1 x 2y
1 0 -1]—=[0 -2 1 s y =~ |=~]|1
2 -2 —1 0 -2 1 2 2y 2

de modo que 3 = (2,1,2)" genera los vectores propios asociados a Ay = 4. La matriz que
tiene los vectores v; en sus columnas

1 1 2 11 2
h=1] @%=(0] @&=11 ~ P=[101
0 1 2 01 2

®La férmula del determinante da (A — 1)(A —4)(A —5) +4 + 4+ 4(\ —4) —2(A — 1) + 2(\ — 5); agrupado
en potencias de A se obtiene A* — 10A2 + 33\ — 36, y el método de Ruffini da la factorizacién.

Una alternativa para calcular y factorizar P(\) consiste en hacer primero algunas transformaciones ele-
mentales para poner ceros; por ejemplo:

A-1 -2 =2 A-1 -2 A-3 A-1 -2 1
1 A—=4 —1 [=| 1 Xx=4 0 [=(A=3) 1 Xx—4 0|=
2 -2 A-5 -2 A-3 2 -2 1
A-1 -2 1
=A=3)| 1 Xx=4 0]|=\=32\—4)
3-A2 0 0
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es invertible (pues |P| = —1 # 0) y por tanto B = {#},7s, U3} es una base de vectores
propios, A es diagonalizable y P es una matriz de paso. Esto significa que

P'AP = D = diag(3,3,4)

donde D es la matriz en B de f (la transformacién consistente en multiplicar por A), y por
tanto las entradas en su diagonal son los valores propios de los v; en el orden adecuado.

La igualdad P~*AP = D equivale a AP = PD (multiplicando a la izquierda por P), que
es mucho més facil de comprobar que la primera porque no hay que calcular P~! y porque
D es diagonal. Esta comprobacién se deja como ejercicio. [ ]

Ejemplo 7.2.2. Dada la siguiente matriz A, calcular sus autovalores y autovectores, y en-
contrar una matriz P que diagonalice a A:

8 =2 6
A= 3 1 3
-9 3 -7

Solucién: El polinomio caracteristico de A es

A—8 2 —6
pA) =AM —Al=| =3 A=1 =3 |=X-22-4\+8=(A—-2*\+2)
9 -3 A+T
y por tanto A tiene dos autovalores Ay = 2 y Ay = —2. Para hallar los autovectores resolvemos

los sistemas homogéneos con matrices 21 — Ay —21 — A:

6 2 -6 x 1 0
2I-A)— | -3 1 -3 |—>(-31-3) ~ y | =al 3 |+6]| 3
9 -3 9 z 0 1
~10 2 -6 1 1 1 11 1
(—21—-A)—>| -3 -3 3|=[-10 2 6|0 12 4|
9 -3 5 9 -3 5 0 —12 —4
(1Y _ (1 =20 . ) f
031 0 31 yI=7
z -3

Como antes, los vectores que multiplican a «, # y v forman una matriz de paso

1 0 2 10 2
0 1 -3 01 =3

que verifica P7'AP = D = diag(2,2, —2), y la igualdad equivalente AP = PD es muy ficil
de comprobar. n
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En otros casos, el célculo de los valores y vectores propios nos puede llevar a la conclusion
de que la matriz en cuestion NO es diagonalizable. Por ejemplo, el polinomio caracteristico
del giro de 7/3 radianes (o de su matriz en la base canénica) es
A—1/2 /3/2 ) 13

=N = A+-+-=X-=-A+1
—V3/2 A—1/2 RV *
Este polinomio no tiene raices reales, por lo que no hay valores propios y por tanto el giro no
es diagonalizable, como ya habiamos observado. Un ejemplo mas elaborado es el siguiente:

P(X\) = det

Ejemplo 7.2.3. Calcular los valores y vectores propios de la siguiente matriz, y deducir que
no es diagonalizable:

1 2 -1
A=10 0 1
0 -2 3

Solucidn: Desarrollando |[A\]— A| por la primera columna se obtiene p(A) = (A—1)%(A—2).
Por tanto A tiene los autovalores 1 y 2. Para hallar los autovectores resolvemos

0 -2 1 01 1 x 1
I—-A)—|0 1 —1 —>(O 0 :1> ~ y | =a| 0
0 2 -2 2 0
1 -2 1
1 -2 1 1 00
(I-4) = 8 ;j _><0—2 1>_><0—2 1) )

Por tanto los vectores propios son miltiplos de 7 = (1,0,0)" o de v, = (0,1,2)". Tres de
estos no pueden formar una base, porque al menos dos son proporcionales. En consecuencia
no existe una base de vectores propios y por tanto A no es diagonalizable. [

En resumen, si n es el tamano de una matriz A y m es el nimero total de generadores

de sus vectores propios (o lo que es lo mismo, el nimero total de pardmetros que aparecen

al resolver los sistemas homogéneos asociados a los valores propios), se tiene®:

» Sim = n entonces A es diagonalizable (y ya hemos visto en los ejemplos c6mo construir
una base de vectores propios, o una matriz de paso).

» Si m < n entonces A no es diagonalizable (no hay suficientes vectores propios para
formar una base).

= El caso m > n no puede ocurrir, y de esto se deduce que:

= Si A tiene n valores propios distintos, entonces es diagonalizable.

SEn rigor, para justificar estos apartados hay que saber que “los subespacios propios son independientes”
y que “la multiplicidad de un valor propio es mayor o igual que la dimensién de su subespacio propio”.

Esto ultimo permite refinar el segundo punto: en cuanto, para un autovalor Ag, el niimero de generadores
de sus autovectores es menor que la multiplicidad de Ay como raiz de p(A), la matriz NO es diagonalizable.
En el ejemplo anterior, el autovalor 1 tiene multiplicidad 2 y un sélo generador de sus vectores propios, luego
tras resolver el primer sistema podriamos haber afirmado ya que la matriz no es diagonalizable.
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7.2.4. Potencias de una matriz diagonalizable

En muchas ocasiones se quiere aplicar reiteradamente una cierta transformacién lineal f
a un vector ¥, es decir, se quiere calcular sucesivamente

f@  f(f@) =A@ f(FPE) =P . ()
o, en términos de matrices, se quiere calcular sucesivamente
AV A(A7) = A%(7) A(AZU) = A3(?) e AU

y resulta por tanto conveniente poder calcular las potencias A™ en funcién de A y de n. Esto
no es facil en general, pero si A es diagonalizable y D = P~'AP es diagonal entonces

A= PDpP! A*=PDP'PDP ' = PD?*P! e A" = pp"p!

Como hemos comentado, D™ es muy facil de calcular, y esto nos permite tener la expresion
deseada para A™.

Ejemplo 7.2.4. Dada la siquiente matriz 2 x 2 y los siquientes vectores de R?

a2 . (1 . (511 _ (1023
~\ -3 4 Y=\ 9 U=\ 767 Y= 1531

consideramos la transformacion lineal consistente en multiplicar por A y la aplicamos reite-
radamente comenzando por i, es decir, vamos calculando i, = A™i para cada enteron > 1.
¢ Qué vector se obtiene tras 4 iteraciones? ;Se llega en algin paso a v¢ ;Y a w?

Solucién: Diagonalizando se tiene A = PDP~! con P = ( } ?) ) y D= ( é g ),

luego
0 npe1 [ 1 2 10 3 =2\ [ 3—2rtt ontl_9
weport= (35 ) (0w ) (4 )= (05 e T

Por tanto "
L e AL |
U = A _<3-2"—1)

y en particular tras 4 iteraciones se obtiene u, = (31, 47)".

El vector ¢ se alcanza si para algin n se tiene i, = ¥, o sea si se tiene simultaneamente
2ntl 1 =511y 3-2" —1 = 767, lo cual ocurre para n = 8.

El vector @ se alcanza si para algin n se tiene simultdneamente 2"t — 1 = 1023 y
32" —1 = 1531. Como la tnica solucién de la primera ecuacién (n = 9) no satisface la
segunda, nunca se llega al vector . [ ]
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7.2.5. Apéndice: matrices simétricas y diagonalizacion ortogonal

Una matriz cuadrada A es simétrica cuando coincide con su traspuesta, o sea, cuando
se verifica A = A'. Esto significa que las entradas de A sean “simétricas con respecto a la
diagonal principal” en el sentido que se deduce de los siguientes ejemplos:

9 1 1 9 4 4 -5 20

0 3 -5 4 —1 3
11 2 4 1 V2

3 14 Lo 6 Vo 2 -1 17

T - 0 3 71

Este tipo de matrices aparece de forma natural en muchos problemas de geometria y de fisica
(y también de quimica: las matrices de Hiickel), y su forma peculiar les hace tener buenas
propiedades, como la de ser siempre diagonalizables; de hecho se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.2.5 (Teorema espectral). Toda matriz simétrica A es diagonalizable y ademds
se puede diagonalizar ortogonalmente, es decir, la matriz de paso P se puede tomar ortogonal.

Para conseguir que la matriz P sea ortogonal hay que hacer lo siguiente:

» Para los autovalores simples, raices simples de p()\), se obtiene un tnico generador @
de sus autovectores, y en la columna de P se pone su normalizacion

—_

£

Uy = —
° T 4]

» Para los autovalores dobles, raices dobles de p(A), se obtienen dos generadores @ y ¢/
de sus autovectores. Entonces en las columnas de P se ponen iy y ¥, donde”

1=V = 55U Ug = 757U Vo= =701
| | |01

= Para autovalores de multiplicidad mayor se usa el proceso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt, que generaliza la idea anterior y que no abordaremos en estas notas®.

"La primera férmula cambia ¥ por otro vector propio ¥, que sea ortogonal a i, y en las otras sencillamente
se normalizan estos tltimos. Si no se quiere recordar la primera férmula se puede rehacer el proceso por el
que se obtiene: Se busca una combinacién lineal ;7 = ¥ — ru que sea ortogonal a w, o sea que cumpla
O=u-Ty=u-T—ri-i=1u-0—r|i? yde aqui se obtiene el valor de r, que es el de la férmula propuesta.

8Vamos al menos a esbozar el caso de tres vectores #, ¥ y W, que es ficilmente generalizable a més
vectores. Sélo comentamos cémo se cambian los vectores iniciales por vectores ortogonales que sigan siendo
vectores propios del mismo valor propio, pues la normalizacién posterior es trivial.

En un primer paso, se cambia @' por un vector de la forma @) = ¢ — r @ que sea ortogonal a @. Como antes,
la condicién @ - ¥7 = 0 nos da el valor de r.

Después se cambia w por un vector de la forma w; = W — s — t ¥} que sea ortogonal tanto a @ como a
¥, 0 sean que verifique @ - w; = 0 y ¥; - Wi = 0. Estas dos ecuaciones imponen a s y t los valores adecuados
para que w; sea ortogonal a @y a v;.
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Ejemplo 7.2.6. Diagonalizar ortogonalmente la matriz

A:

S NN O
N O N
S NN O

Solucién: El polinomio caracteristico de A es

A =2 0
pA) =] =2 A —2[=X=8A=AA\—=8)= A\ —2V2)(A+2V?2)
0 —2 A

Por tanto A tiene tres valores propios: A\ =0y Ay = 2v/2 VA3 = —92v/2. Para hallar los
vectores propios resolvemos los sistemas homogéneos con matrices de coeficientes \;I — A:

0 -2 0 101 x 1
0l-—A)—| -2 0 -2 —>(0 1 0) ~ y | =af O
0 -2 0 z -1

2V/2 =2 0 1
V20 -A) — | —2 2v2 —2 | = | V2
0 -2 2v2 0

T 1
St = (1)

z 1
x 1
1 -1
(=221 — A) — (... andlogamente . ..) — <O ? \/§> ~o y | =~ —v2
z 1

Ahora debemos normalizar (es decir, dividir por su médulo) los generadores de los vec-
tores propios, para obtener

V2/2 1/2 1/2 . V2 o1 1
0 =1 vV2/2 | =] —v2/2 ~  P= 0 v2 —V2
—V/2/2 1/2 1/2 2 —2 1

Se puede verificar que P es ortogonal, bien comprobando que P'P = I3 o bien observando
que sus vectores columna tienen modulo 1 y son ortogonales dos a dos. También, como en
los ejemplos anteriores, se tiene P71AP = D = diag(0,2\/_ , —2\/5), lo que equivale a la
igualdad fécil de verificar AP = PD. ]

Veamos por tltimo un ejemplo en el que hay que hacer un proceso de ortonormalizacion
con los autovectores asociados a un autovalor doble:
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Ejemplo 7.2.7. Diagonalizar ortogonalmente la matriz

A:

— = W

11
31
1 3

Solucidn: Se tiene p(A) = A3 —9A\? + 24\ — 20 = (A —2)?(\ —5), y por tanto A tiene los
autovalores 5 (simple) y 2 (doble). Para hallar los vectores propios resolvemos los sistemas:

9 —1 —1 1 -2 1 1 -2 1
(5] — A) — -1 2 —1 — 2 —1 -1 — 0 3 =3 N
1 -1 2 1 -1 2 0 -3 3
L-2 1\ _ (1o -1\ (") _ 1
0 1 -1 01 —1 y|=«
z 1
1 -1 -1 x 1 1
I—A)—| =1 =1 =1 | = (1 1 1) =~ y | =81 =1 |+~ o
1 -1 -1 2 0 —1

En la primera columna de la matriz de paso pondremos la normalizacién del vector
(1,1,1)" asociado al valor propio simple:

Si llamamos @ = (1,—1,0)" y @ = (1,0, —1)" a los generadores de los autovectores del valor
propio doble, en las otras dos columnas pondremos las normalizaciones de @ y de

— — EU—» — 1—» t
1:U_WUZU_§UZ(1/2’ 1/27 —1)
0 sea
1 1
1 1
— | -1 — | 1

il o) vl L

(obsérvese que da igual normalizar un vector que un miltiplo suyo, por lo que en vez de ¥
podemos normalizar (1,1, —2)"). Juntando esos tres vectores se obtiene la matriz de paso

NAZEREEE
P=— | Vv2 —=V3 1
Vo V2 0 —2

que, como se comprueba facilmente, es ortogonal y verifica P~'AP = D = diag(5,2,2). =
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7.3. Ejercicios

1. Calcular la matriz en la base candnica de la transformacién lineal f de R? que lleva
cada vector a su proyeccion ortogonal sobre la diagonal y = .

2. Consideramos los siguientes vectores de R3:
7 =(-1,1,1) 7 = (2,0,1) 7 = (0,1,1) 7= (1,2,3)"
Calcular M¢(f) para la transformacién que verifica f(%,) = 0, f(T,) = o y f(¥3) = 7.

3. Para cada una de las siguientes transformaciones lineales de R?, decidir si son isomor-
fismos y, en caso afirmativo, dar la transformacion inversa.

x 20 + 4y — 2z x 2v 4z
fly|=1| 3z+y+2z gl v | = z+2y+2
z 2y —x — 32 z y—2xr—=z

4. En R? si f esla simetria con respecto a la diagonal y = x y g es el giro de dngulo /2,
determinar quiénes son fogy go f.

5. Determinar cudles de las siguientes matrices son diagonalizables, y dar una matriz que
las diagonalice cuando sea posible.

010 10 0 5 —3 2 9 4
A=| -4 4 0 B=10 -1 1 C=16 —4 4 D:(_25 1
-2 1 2 0 0 —1 4 —4 5
—5 12 Lo -l
6. Calcular la n-ésima potencia de las matrices A = ( 4 9 ) y B = 01 0
-1 0 1
. 6 2 ) 9
7. Dada la matriz A = 3 7 | hallar una matriz B tal que B~ = A.
8. Diagonalizar ortogonalmente las matrices simétricas
1 0 0 3 0 —1
/1:(247l _23) B={0o -1 1) c=[ o2 o
0o 1 -1 -1 0 3
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7.4. Soluciones de los ejercicios

1. Consideremos un vector 7, = (1,1)" en la diagonal y otro ¢, = (—1,1)" ortogonal al
primero. Si B es la base que forman entonces Mp(f) = (§9), y si P = [v}, U] entonces
Mc(f) =P Mp(f)- P~ =5(11).

También se puede obtener esta matriz directamente observando que f lleva los dos
vectores de la base candnica a “la mitad de la diagonal del cuadrado de lado 17.

2. Sea B = {1}, vh, U3}, que es una base pues P = [t], Uy, U3] es invertible.

Las condiciones f(7;) = 0, f () = Uy nos dicen que las dos primeras columnas de
Mp(f) son (0,0,0)" y (0,1,0)", y en la tercera deben ir las coordenadas de ¥ en B, que
se calculan resolviendo el sistema con matriz (P |v) y valen (1,1,1)".

0 01 11 0
Por tanto Mg(f) = 0 1 1 | yasi Mc(f)=PMg(f)P'=| 2 6 —4
001 3 8 =5
3. Mc(f) no es invertible, luego f no es un isomorfismo. Como Mc(g) si es invertible con
3 -1 2 T 3r —y+ 2z
inversa 1 0 1 ],gesunisomorfismoyg?t| y | = T+ z
-5 2 -4 z 2y — dx — 4z

4. Las matrices de f y ¢ son, respectivamente, (93) v ('), v sus productos en ese
~1

orden y en el contrario son, respectivamente, (§ %)y (' %), por lo que fogesla

simetria con respecto al eje horizontal y go f es la simetria con respecto al eje vertical.
5. A tiene al 2 como unico valor propio, y sélo dos vectores generan los vectores propios,
por lo que no es diagonalizable.

B tiene valores propios 1 y —1, y para cada uno se obtiene un unico vector que genera
los vectores propios, por lo que no es diagonalizable.

C' tiene valores propios 1, 2 y 3. Para cada uno hay un generador de los vectores propios,

1 11 1 00
y con ellos formamos la matrizdepasoP=| 2 1 2 |conP!CP=1| 0 2 0
1 0 2 00 3

D tiene al 1 como unico valor propio, y un solo generador de los vectores propios, por

lo que no es diagonalizable.
2 3 1 0 2 -3 4 — 3t 64237+
n __ np-—1 _ —
6. A"=pPD"P _(12><0 3")(—1 2)_(2—2-3" —3+4-3"
0
0
0

1 0 1 0 0 1 10 1 on=t (o —2nt
B =PD"P'= 01 0 1 0 3 02 0 ]= 0 1 0
1 0 -1 0 2 1 0 -1 —on=t o 27t
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7. En cierto modo nos estan pidiendo “la raiz cuadrada de A”, y usamos para hacerlo
la misma idea que se ha expuesto para calcular potencias de A. Diagonalizdndola se
obtiene A= PDP~'con P= (1 3)y D=(49)=(29)"

Entonces la matriz B = P (23) P~ = £ (12 &) cumple la propiedad pedida.

8. Los autovalores de A son +25, y se tiene por ejemplo P =1 (3 %)y D= (% J.).

Los autovalores de B son 1, 0 y —2, y como generadores normalizados de los respectivos
autovectores podemos tomar (1,0,0)", \%(0, L)y \%(O, 1,—1)%

Los autovalores de C' son 4 (simple) y 2 (doble). Asociado a 4 encontramos por ejemplo
(1,-1,0)", y asociados a dos es facil obtener (1,1,0)" y (0,0, 1), que ya son ortogonales
y por tanto no hay que aplicarles el proceso de ortogonalizacion. Dividiendo los dos
primeros por v/2 fabricamos una matriz de paso ortogonal.



Tema 8

Calculo diferencial en varias variables

8.1. Introduccion

Definicién 8.1.1. Llamamos funcién real de n variables reales (n € N) a cualquier funcion
f:DCR"—=R

con valores en R y definida en un subconjunto D de R™ llamado dominio de f.

Estas funciones pueden venir dadas de forma explicita por expresiones como

T
f@,y.2) = In(aye™ +cos(zy) 6 V(PT) =nRy

o en forma implicita por ecuaciones del tipo F'(x,y, z) = 0. Por ejemplo, en
I |

podemos ver cualquiera de las variables como funcién de las otras; incluso podemos despejar
facilmente, por ejemplo
z =141 — 22— >

pero la expresion implicita tiene algunas ventajas, como su simetria y su facil interpretacion
geométrica como los puntos que distan una unidad del origen, es decir, como la superficie de
la esfera de radio uno centrada en el origen.

Ya sabemos que una funcion real de una variable se puede representar mediante una curva
en el plano. De modo anélogo, una funcién de dos variables f : D C R? — R se representa
en el espacio tridimensional mediante su grafica

{(z,y, f(z,y)) : (z,y) € D}

que es una superficie en el espacio.
No estudiaremos en estos apuntes la representacion grafica de funciones de dos variables,
aunque si lo haremos en las practicas con ordenadores. Nos limitamos aqui a presentar las

179
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graficas de algunas funciones notables dadas por ecuaciones implicitas (y también incluiremos
a titulo ilustrativo las graficas de algunas de las funciones que aparezcan en los ejercicios):

Esfera: Si tiene centro en (a, b, c) y radio r la ecuacién es:

(r—a)P+y—0>+(z—c=1r"

Cilindros: Cuando una variable (por ejemplo z) no aparece en la ecuacién, podemos dibujar
la grafica en el plano XY y “deslizarla” paralelamente al eje OZ. Veamos algunos ejemplos:
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22 + y? = 4 (circular, paralelo a 0Z) y? — 2% = 4 (hiperbdlico, paralelo a OX)

2?2 + 22% = 4 (eliptico, paralelo a OY) 2? — 22 = 4 (parabdlico, paralelo a OY)
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Paraboloide y elipsoide:
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z = 2 + y? (paraboloide) 2% + 2y + 322 = 3 (elipsoide)

Hiperboloides:

2?4+ y* — 22 = 1 (de una hoja) r? — y? — 22 = 1 (de dos hojas)

Cono: La ecuacién 22 + 3% = 22 es un “cono doble”; representamos sélo su parte inferior:

NG
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8.2. Limites y continuidad

8.2.1. Definicién y algunos casos sencillos

Definicion 8.2.1. Sea f: D CR” — R, ¥, € R", { € R. Muy informalmente, el limite de
f cuando ¥ tiende a Ty es igual a € si los valores de f estdn arbitrariamente proximos a
para valores de T muy proximos a Ty. Lo escribiremos

lim f(Z) = ¢

T—Z0

Sélo estudiaremos aqui limites de funciones de dos variables en el origen de coordenadas

lim x,
(z,y)—(0,0) f@.y)

y nos referiremos a éstos en ocasiones como limite doble.

En algunas situaciones especiales es muy facil calcular estos limites. Por ejemplo, si la
funcién f(z,y) puede ponerse como el producto de una funcién de x por una funcién de y
entonces podemos usar el hecho de que “el limite del producto es el producto de los limites”:

Ifm resty) (g ) (1w S Z a1
(z,y)—(0,0) sen(x)(1 — y2) a—0 sen(z) ) \y—01 — 2

Otra situacion sencilla se da en limites como

In(1 + zy?)
2

lim

(z,5)—(0,0) xry

en los que podemos hacer un cambio de variable, en este caso t = xy?. Por el caso anterior,
se tiene t — 0 cuando (x,y) — 0, y entonces el limite doble vale

In(1 2 In(1+¢
n(+ay?) o W(4d)
(z,y)—(0,0) xy? t—0 t

8.2.2. Limites iterados y direccionales

Al calcular un limite de una variable en x, sabemos que si los limites laterales (por la
derecha o por la izquierda) no coinciden, entonces el limite no existe.

En R? nos podemos acercar al origen de coordenadas de muchas més formas. Si el limite
doble existe y vale ¢ entonces cualquiera de estas formas particulares de acercarnos debe
valer /. Visto de otro modo, si encontramos dos formas de acercarnos al origen que dan un
limite distinto entonces el limite doble no puede existir.

En este apartado vamos a ver algunas formas tipicas de acercarse al origen: los limites
iterados y los limites direccionales por rectas y parabolas. Desgraciadamente, como éstas no
cubren “todas las formas posibles” de acercarse, aunque todas apunten hacia el mismo valor
¢ no podremos atin afirmar que éste sea el valor del limite doble!. En resumen, una vez que
definamos los limites iterados y direccionales, tendremos:

'En una variable, los acercamientos por la izquierda y por la derecha si cubren todas las posibilidades de
acercarse y por tanto, cuando los dos limites laterales coinciden, si se puede afirmar la existencia del limite.
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= Si todos los limites iterados y direccionales toman el mismo valor, éste valor es el tinico
candidato a limite doble, pero atin no podemos afirmar que ese limite exista (tendremos
que estudiar el limite en coordenadas polares).

» Si hay alguna discrepancia en los valores de los limites iterados y direccionales (o si
alguno de ellos no existe), entonces el limite doble no existe.

Los limites iterados se calculan de la siguiente forma: Para un valor de y fijo, calculamos
o(y) = lim,_o f(x,y) que serd una expresién que dependa de y; entonces el primer limite
iterado es {12 = lim, .o ¢(y). De modo analogo se calcula el segundo limite iterado fs;:

z—0 y—0

(1 = lim <h’m f(m,y)) £ = lim (h’m (x,y))
yYy— T—
Ejemplo 8.2.2. Estudiar la existencia del limite en (0,0) para las siguientes funciones:

— 2
ay—a+y 2. fla,y) = —2

1. = g
f(377y) zty 22 + 12

Solucion. 1. Calculamos los limites iterados:

b=l (T =" Y Cm = 21 =l (T Y =
z—0 \ y—0 r+y z—0 I y—0 \ z—0 Tr+y y—0y

Como son distintos, podemos concluir que no existe el limite doble. Esta es la gréafica de la
funcién desde dos perspectivas distintas:

x—0 172 y—0

2 2
11m&2> —lim 2 =0y = lim (h’mi> ~lim L =0

(1 = lim
12 z—0 (y—>0 LL‘Q —+ Yy

Como coinciden, s6lo podemos decir por ahora que 0 es el inico candidato a limite doble. m

z—0 12 + y2
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El limite direccionalde f(z,y) en la direccién de una curva continua y = g(x) con g(0) = 0
se define como lim, .o f(x, g(x)). En la practica, las curvas continuas que usaremos serén
rectas y = ma y pardbolas y = ma? 6 x = my?, por lo que nos interesaran los limites

lim f(z, mx) lim f(x, maz?) lim f(my?,y)
z—0 x—0 y—0
(muchas veces basta con considerar un par de casos concretos: y =z, y = —x, y = 22, etc.).

Ejemplo 8.2.3. Estudiar la existencia del limite en (0,0) para las siguientes funciones:

2 2

Ty
3. flz,y) = 24yt

2zy
x? + y?

Ty

L flz,y) = 2R

2. flz,y)=

Solucién. 1. Obsérvese que es la segunda funcién del Ejemplo 8.2.2; alli no pudimos
obtener una conclusion, y ahora si vamos a poder hacerlo. De hecho, podemos calcular un

par de limites direccionales concretos, por ejemplo a lo largo de las rectas y = x e y = —x:
222 2¢(—x —222
lim —— =1 lim#:h’m =—-1
z—0 12 + 72 2—0 22 + (—x)2  a—0 222

o calcular en general el limite a lo largo de la recta y = mua:

2xmx 2m
a—0 22 +m2x?2 14 m?

cuyo valor varia en funcién del parametro m, y en cualquier caso deducimos que no existe
el limite doble. Esta es la grafica de la funcion:
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2. Es facil ver que ambos limites iterados valen 0, y el mismo valor se obtiene al calcular
cualquiera de los limites direccionales:

lim £( )= i x(max)? 3m? 2
fm f(x,mz) = lim = =limr——:
20’ N e—0 22 + (mx)?  22(1+m?) 2-0 1+ m?
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x(ma?)? om? x3m? 0
1, 2 == 1/ _— = 1/ _—_—m { _— = - =
e f(z, ma”) b 22+ (ma?)? b 22(1 + m222) e 1L m2e? 1 0
2,2 4 2
) ) my-y , my ) my 0
lim f(my?,y) =lim ———"—— =lim ———~—— =lim ———— =~ =0
, f(my”, y) v—0 (my2)2 + 12 y=012(m2y2+1) y—0m2y2+1 1

Sélo podemos deducir que, si el limite doble existe, debe valer 0.

3. De modo analogo se ve que los limites iterados y los limites por rectas y = mx
y pardbolas y = ma? valen todos 0. Sin embargo, en este caso los limites por pardbolas
x = my? dependen del pardmetro m:

my*y? , my* m

1/ 2 — 1’ - - = 1
yl_rf(l) fmy®,y) yl_r% (my?)? + o yli% vyt (m2y? + 1) m2 + 1

por lo que podemos afirmar que el limite doble no existe. [

8.2.3. Limites en coordenadas polares

Los métodos del apartado anterior nos sirven para descartar la existencia del limite o bien
nos indican su posible valor, pero no sirven para asegurar su existencia. Para eso necesitamos
el siguiente resultado.

Proposicién 8.2.4. Sea f : R?> — R y sea { € R un candidato a limite doble. Si podemos
acotar la distancia |f(pcos@, psen) — €| por una funcion de la unica variable p que tienda
a cero (cuando p — 0), entonces el limite doble existe y vale €. Esquemdticamente:

Flocosb.psend) — (| S F(p) =50 = i fry) =
z,y)—\Y,

Encontrar una cota como la que pide el enunciado significa que, al acercarnos al origen
(p — 0), independientemente de la trayectoria (pues F(p) no depende del dngulo #), la
distancia entre ¢ y los valores de la funcién se hace tan pequena como queramos, por lo que
el limite doble vale /.

En la practica se trata de considerar esa distancia e intentar eliminar # usando desigual-
dades adecuadas, que en los casos mas sencillos se limitan a acotar por 1 los valores de senos
y cosenos. Por ejemplo, el caso que quedd dudoso en el Ejemplo 8.2.3 se resuelve asi:

2

Ejemplo 8.2.5. Estudiar la ezistencia del limite en (0,0) de f(z,y) = #@/?ﬂ
Solucién. Por el Ejemplo 8.2.3 tomamos ¢ = 0 y acotamos
pcos@zz sen’0_ 0| = p|cosB||sen?d| < p LNy
por lo que el limite existe y vale 0. [

En los ejemplos del apartado siguiente calcularemos mas limites en coordenadas polares.
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8.2.4. Continuidad

Definicién 8.2.6. Se dice que f : D C R" — R es continua en @y € D si lim f(Z) = f(Z).
T—To

Y se dice que [ es continua en D si lo es en cada punto de D.

Todas las funciones que se definan a partir de funciones elementales y de sus sumas,
diferencias, productos, cocientes y composiciones son continuas en sus dominios de definicién.

Ejemplo 8.2.7. Estudiar la continuidad de f en los siguientes casos (todos con f(0,0) =0):
3 + 3y?
.T2 + y2 + $2y2

$2y2
E ek

2+ zy
2 4+ y?

L f(z,y) = 2. fla,y) = 3. flz,y) =
Solucién. En los tres casos es facil ver que el denominador sélo se anula en (0, 0), luego
todas son continuas en otros puntos y sélo falta por ver qué ocurre en (0,0).
1. Los limites iterados
2 2 2
T+ '+ T
fy = 1fm (lim =) —1fm — =0 ly = lim (lim =) —1m = =1
y—0 \ z—0 x2 -+ y2 y—0 ’y2 z—0 \ y—0 ,jL’2 —+ y2 z—0 ,]}2
son distintos, luego no existe el limite doble y la funcién no es continua en (0, 0).
2. Es facil comprobar que los limites iterados valen 0, mientras que el limite en la direccién
y = x vale 1, por lo que el limite doble no existe y la funcién no es continua en el origen.
Las gréaficas de las dos funciones anteriores presentan “anomalias” en el origen:
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3. Es facil ver que los limites iterados y direccionales valen cero?, y ademaés se tiene

pPcos®0+3p°sen®d | |cos® 6 + 3sen® 0 o 143

— 20y, P20
p? + p? cos? 0p? sen? 0 1y p?cos? fsen? ) — P P

0

2En este ejemplo, una vez se obtiene £15 = 0 como candidato a limite, el resto de célculos de limites
iterados y direccionales son inttiles, pues una aplicacion directa del limite en polares resuelve el problema.

En general, si los limites iterados coinciden, es conveniente pasar al limite en polares: si es facil acotar la
funcién y aplicar la proposicién, el problema esta resuelto; en otro caso habra que hacer direccionales para
ver si el limite no existe; si aun asi nos sale siempre el mismo candidato, podemos ver si hay algin modo
mejor de acotar la expresion en polares.
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Asi pues el limite doble de la funcion existe y coincide con el valor de la funcién en el origen,
por lo que f es continua en (0, 0). [ ]
Ejemplo 8.2.8. Decidir si se puede definir f(0,0) para que f sea continua en (0,0):
xt + 322y? + 213 24y
1' f(x7y) = (xz + y2)2 2 f(x7y) =

3+ P
—— 3. flry)= 55—
/IL'2 + yQ x? + Yy
Solucién. 1. Es fécil ver que {15 =0y {51 = 1, por lo que el limite doble no existe y no

se puede definir f(0,0) para que f sea continua en (0,0).
2. Calculamos los limites iterados:

2
lor = lim [ 1fm —— Y

2
z—0

S DT lim |z| = 0
= lim =lim — = lim |z| =
y—0 | /12 + y2 z—0 /2 z—0 |$‘ z—0 r
(1 = i {1~ ) g Y i L
y—0 \ 2—0 /22 y2 y=0 \/y2  y=0 |y|

Este ultimo limite (de una funcién de una sola variable y) no existe, pues el limite por la
izquierda es —1 y por la derecha es 1. Por tanto, tampoco existe el limite iterado y no puede
definirse f(0,0) para que la funcién sea continua.

De nuevo vemos como las graficas de estas funciones son anémalas en el origen:
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3. Los limites iterados y direccionales valen 0, y como

p? cos® 0 + p3sen® 0

7 — p}cos39+sen39| <2p =0

S

el limite doble vale 0, por lo que definiendo f(0,0) = 0 conseguimos una funcién continua
en el origen.
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8.3. Derivadas parciales

Pasamos ahora a estudiar la derivacién de funciones de varias variables reales. Las defi-
niciones que daremos para dos variables se extienden facilmente a funciones de n variables.

8.3.1. Definicién y calculo elemental

Sea f: D CR? - Rysea P = (x,9) € D. Podemos considerar los valores que toma
f no en todos los puntos del dominio D, sino sélo en los de la recta horizontal y = yq, es
decir, valores de la forma f(x,yq). Estamos considerando entonces una funcién de una sola
variable  y podemos calcular su derivada en el punto xy. Si existe, este valor es la derivada
parcial de f con respecto a x en el punto P, que se denota por f.(P) 6 por %(P):

of f(@o + h,yo) — f(@o, o)
"z = (x = lfm 2 ’
fe(x0, v0) (9x< 0;Y0) hems0 3
Cuando se consideran sélo valores f(zg,y) en la recta vertical x = ¢ se tiene una funcién

de la variable y, cuya derivada en yq es la derivada parcial de f con respecto a y en P:

f;(ifo,yo) = %(Z’Q,yo) = Ilg]% (o, yo + h})L — f(%o, %)

Cuando estas derivadas parciales existen para cualquier punto de D se tienen definidas dos
nuevas funciones, llamadas las funciones derivadas parciales de f:

of of
=~ :DCR*>—>R =~ :DCR*—>R
T Oz - Ty Jy -
En virtud de la definicién, para calcular f. se considera que y es constante y se deriva la
correspondiente funcién de z, y para calcular f; se actia a la inversa.

Ejemplo 8.3.1. Calcular las funciones derivadas parciales de las siguientes funciones:

flz,y) = %n(y) glx,y, 2) = vy’ ze*
Solucion. Derivando como se acaba de indicar se obtiene:
Fey) = sen(y) f;(xa y) =2 ycos(y)y; sen(y)
go(x,y,2) = y*2e g (a,y,2) = 2zyze®”  gl(z,y,2) = xyPe (1 + 22) m

Ejemplo 8.3.2. Comprobar que la funcion z(x,y) = wsen(y/x) satisface la ecuacion en
derivadas parciales xz, +yz, = z.

Solucién. Calculando las parciales y sustituyéndolas en el primer miembro de la ecuacién
se obtiene el segundo:

2l =sen(y/x) + xcos(y/x);—y =sen(y/x) — %cos(g/x) 2, = xcos(y/x)i = cos(y/x)

2
a:z;—l—yz; = zsen(y/x) —ycos(y/x)+ycos(y/z) = xsen(y/z) = z [ ]
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8.3.2. Interpretacion geométrica; el plano tangente

Recordemos que la grafica de una funcién f : R? — R es la superficie de R? formada por
los puntos (z,y, z) que satisfacen z = f(x,y). Sea P = (0, Yo, 20) un punto de esa superficie.

Los puntos con y = yg forman un plano perpendicular al eje OY en el que podemos
considerar la curva (unidimensional) de ecuacién z = f(x,yo). Por definicién, f.(zo,yo) es
la pendiente de la recta tangente a esta curva en P.

Andlogamente, z = z( es un plano perpendicular al eje OX en el que “vive” la curva
z = f(zo,y), cuya recta tangente por P tiene pendiente f;(zo,%o).

El siguiente gréfico ilustra la situacion. A la izquierda esté la superficie con las dos curvas
marcadas, y los otros dos graficos muestran los cortes con los planos y = yg y © = xq:

A z

plano y=yo

Si ponemos A = fi(7o,90) ¥y B = f,(x0,0), es facil ver que las rectas tangentes recién
consideradas tienen por vectores directores a (1,0, A) y (0, 1, B), respectivamente.

Un plano que sea tangente a la superficie en P = (zg, yo, 20) deberd contener a ese punto
y a los vectores anteriores, por lo que su ecuacién general sera

r—o Y—Y =z2— %0
0= 1 0 A = —A(z —20) — B(y —v0) + (2 — 20)
0 1 B

o lo que es lo mismo
z—z0=A(x — o) + B(y — %)

lo que podemos considerar como una generalizacion de la situacién en una variable, donde
la recta tangente a y = f(z) en (xg,40) es y — yo = A(z — x¢) con A = f'(x).

Cuidado: aunque una funcién f(x,y) tenga derivadas parciales en (zy, yo), puede ocurrir
que la funciéon “no se parezca nada” al plano tangente. En la siguiente seccién considera-
remos las funciones que si se pueden aproximar bien por sus planos tangentes (funciones
diferenciables), y dedicamos el resto de ésta a cuestiones mas relacionadas con el calculo de
derivadas parciales.
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8.3.3. Derivadas de orden superior; teorema de Schwartz

Definicién 8.3.3. Dados f : D CR? = R y P = (x9,%0) € D, se define la derivada parcial
sequnda de f con respecto a x dos veces en P como la derivada con respecto a x de la funcion
fi= 95 en el punto P, o sea

ox
62] " . 0 6f

(donde el simbolo a% indica que se calcula la derivada con respecto a x de lo que sigue). De
modo andlogo se define la derivada parcial sequnda de f respecto de y dos veces en P como
o f o (0f
—~(P)=f'(P):=—=— =) (P
S0 = fr) = o () )

Por altimo, la derivada parcial sequnda cruzada de f en P es

021 Lo (of
awfmzaﬂm—%(@)w>

Segiin esta tltima definicién, para calcular f; (P) hay que calcular f; y derivar esta

funcién con respecto a = (y evaluar luego en el punto P). Sin embargo, en los casos que
a nosotros nos importaran, se obtiene el mismo resultado si se calcula f. y se deriva con
respecto a y, en virtud del siguiente resultado:

Teorema 8.3.4 (Teorema de las derivadas cruzadas de Schwartz). Dada f : R? — R,

si las funciones 2 or y 2 (a—f) son continuas en un punto P entonces sus valores en P
oz \ Oy Oy \ Oz

coinciden; es decir
o (of o (0f
— = )(P)=— | =) (P
Ox (?iy)( ) dy <<‘9x)( )

Ejemplo 8.3.5. Calcular las derivadas parciales sequndas de z = x sen(xy).

Solucién. Las derivadas parciales valen
2 = sen(zy) + xy cos(zy) 2, = a? cos(zy)
y por tanto (calculando la cruzada de las dos formas posibles para comprobar)

2, = 2(2) = ycos(zy) + y cos(wy) — zy* sen(zy) = 2y cos(zy) — xy* sen(zy)

Zyy = a%(,z;) = —z%sen(zy)
Zoy = 8%(2;) = x cos(zy) + z cos(xy) — z?y sen(zy) = 2z cos(xy) — x?y sen(xy)
Zyy = %(z;) = 2x cos(xy) — xy sen(zy) u

De hecho, las definiciones y el teorema anteriores se generalizan en el sentido que indica
el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 8.3.6. Calcular todas las derivadas terceras de f(x,y) = x?ye®
Solucion. Las parciales valen
fh = 2zye® [ =a?e® + *ye®2 = 2*(1 + 2y)e®
y con ellas se calculan las parciales segundas
fr = 2ye® fr, = 2xe* (1 + 2y) fo, = a%2e® + 2%(1 + 2y)e™2 = 4a*(1 + y)e*

La cruzada se calcula de modo maés facil haciendo 8%( f,) que si se hace 2 ( f1), porque en la
primera no hay que derivar un producto. De todos modos suele costar poco hacerla de los
dos modos para comprobar. Las derivadas terceras valen

fr,=0  fro=2e"1+2y)  fl =8ze®(l+y)  fi, =42°(3 + 2y)e”

zyy yyy
Como antes, par: calcular i’%’;y es mejor hacer 2 (f2 ) que 8%( »z), ¥ para caleular f7 = es
més fécil hacer 72 (f,) que 7 (fz,)- ]
. 5 9 Pz 9%z
Ejemplo 8.3.7. Comprobar que z(x,y) = In(x* 4+ y*) satisface la ecuacion pye +— 92 =0.
Y
Solucién. Calculamos primero las parciales:
0z 2« 0z 2y
Ox 22+ > oy 22+
y entonces
822_2x2+y2—2xx_2 y? — a? 822_2x2+y2—2yy_2 % — g2
0 7 (@442 (249 Oy T (@)t (@)
Es claro que la suma de ambas expresiones vale 0, como se queria ver. ]

2—J:t

Ejemplo 8.3.8. Comprobar que u(z,t) =t/ " satisface la ecuacion duy = ull,

Solucién. El primer miembro de la ecuacién vale
4u; — 4 __1t—3/26—x2t*1 —{—t_1/2 —z?t~1 22472 = (4x2t_5/2 o 2t_3/2) e—x%*l
2
y derivando dos veces con respecto a x vemos que el segundo miembro vale lo mismo:
ul = t_l/Qe_”"ztil(—Qa:t_l) = —2qt 32wt
x

u! = 32wt 2xt_3/26_r2t_1(—2xt_1) = (4;1;275_5/2 — 2t_3/2) e~ et [

rx
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8.3.4. Regla de la cadena

Supongamos que f depende de las variables ug, ..., u,,, y que cada una de éstas depende
a su vez de xy,...,z,. Entonces f depende de las z; (llamamos F(z1,...,x,) a esta nueva
funcién, aunque en ocasiones le seguiremos llamando f) y sus derivadas parciales son

OF _ N~0f 0w _ 0f dw  0f duy Of Ouy,

O j=1 Ou; Ox; Ouy 0w ' Qup dx;  Ouy, O

sérvese que hay tantos sumandos como “variables intermedias” u,; ue en cada uno de
Ob hay tant d “ bl t dias” uy;, d d
ellos “se intercala Qu; entre Of y Ox;”.

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 8.3.9. Sean z = 2> +y*, v = 1/t, y = t*>. Hallar dz/dt.

Solucion. Se tiene

—1 1 -1 —2
zzzz;x2+z;y£:2:ct—2+2y2t:2¥ t—2—|—2t22t:t—3—|—4t3

(también se puede sustituir z(¢) = % + t* y derivar z como funcién de una variable). u

Ejemplo 8.3.10. Sean f(x,y) = 4z — y?, x(u,v) = w?, y(u,v) = v3v. Hallar las parciales
de F(u,0) = 2(o(u,0), y(u, ).

692 o aplicar la férmula:

Solucién. Podemos derivar directamente F(u,v) = 4uv? — u
F, = fixl, + fiy, = 4-v* = 2y - 3u’v = 40* — 6(v’v)u’v = 40 — 6u’v?

F) = fle,+ [y, = 4-2uv—2y-u® = Suv—2(u*v)u’ = Suv—2u’y n

Ejemplo 8.3.11. Calcular la derivada parcial de w con respecto a s, donde
w(z,y,2) =dx +y* +2° 2(r,s,t) = ers’ y(r,s,t) =In((r +s)/t)) z(r,s,t) =rst’

Solucién. Usando la formula w, = w}, ) + w;, ¥ + w. 2, se tiene

t 1 2 +
w;:4-27’se”2+2y-——+322-rt2:87“se”2+ In (7 + 3r3s*t0 [ ]
r+st r+s t

En el siguiente ejemplo usamos la regla de la cadena para analizar el efecto de un cambio
a coordenadas polares en unas ecuaciones en derivadas parciales (EDP), lo que nos permite
interpretarlas geométricamente.
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Ejemplo 8.3.12. Sea F' una funcion de dos variables y sea
flz,y) = Flp(x,y),0(z,y)) donde  p=+/2>+y* 6= arctan(y/x)
1. Calcular las derivadas parciales con respecto a x e y de las funciones p, 0 y f.
2a. Verificar la igualdad xf, — yf, = Fy. Por tanto la EDP
zfy—yfr=0 equivale a Fy=0
0 a que F' no dependa de 0, o a que f(x,y) = F(p) dependa sdlo del radio polar p.

2b. En la situacion anterior (F) =0, F = F(p)), comprobar que la EDP

1
fow+ fr, =0 equivale a  F"(p) + ;F’(p) =0

FEsta es una EDO lineal de primer orden en F' con solucion F(p) = Aln(p) + B, por
lo que la EDP  f. + f,, =0  significa que [ es funcion lineal del logaritmo de p
(compdrese con el Ejemplo 8.3.7).

Sa. Verificar la igualdad x f, + yf, = pF,. Por tanto, fuera del origen (p #0), la EDP
zf, +yfy=0 equivale a F, =0
0 a que F' no dependa de p, o a que f(z,y) = F(0) dependa sdlo del dngulo polar 6.
8b. En la situacion anterior (F, =0, F = F(0)), comprobar que la EDP
v fo + 2 fo, = 2xyfr, =0 equivale a  F"(0) =0
Esta es una EDO elemental con solucion F(0) = A0 + B, por lo que la EDP

Al + a? oy — 22y fr, =0 significa que f es funcidn lineal del dngulo 6.

Solucién. 1. Comenzamos calculando las parciales de p y 6:

1 _ x T 1 _ Y Y
/ 2 2 1/2 _ _ / 2 2 1/2 _ _
P = =(x°+vy 20 = —— = — P, = =(x"+y 2 = ——— ==
2( ) Vai+yroop Y 2( ) Vai+yr o op
g Y v -y 7y 1 1 =z _=z
Yol 4(y/x)2 a2ty p? Yoo l+(y/a)Pe 2 +y? o p?

(deberiamos expresarlas en funcién de x e y, pero si dejamos intervenir a p la notacién se
simplifica y podemos sustituirlo por y/z? 4+ y? cuando queramos).
Las parciales de f las calculamos usando la regla de la cadena:

x Y Yy x
f=Fp+Fe,=2F—-2F f=Flp 0, =Y E 4+ 2 F
p P p p
2a. Basta con sustituir los valores recién calculados y simplificar:

2 2 2 2
xf;—yfgzz—jF;+%Fg_%F,;+%Fg:%ngﬂg
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2b. Por las hipétesis, las parciales calculadas en el apartado 1 se simplifican (no hace
falta poner F; porque ahora F' sélo depende de esa variable):

flsz/ f/:gF/
cop Yoop

Para calcular f; y f,! vamos a necesitar las parciales con respecto a x e y de F’, que por la
regla de la cadena (con la tnica variable intermedia p) valen

OF" _OF" dp _ _ T OF" _ OF" Op _ Y g
or  dp Or p oy  Op 8y p
Asi, agrupando segin F'y F”:
f;/ng(EF/):ﬁF/_'_zEF/l:LfFI_i_I_zF//:y_zF/_i_x_zFﬂ
x P PP P p P p
0 Yy p— y_ yy 92 _ y2 / y2 " :UZ / y2 "
f”:—(—F’) — L2 F 422 = F+Z F'="_F+= F
Wy p? pp P p? P p?
y por tanto
2 1
f +f y+x F/+x—|;y F//:_F/+F/I
P’ p P

de donde se deduce el enunciado.
3a. Sustituyendo y simplificando:

2 zy y2 Yy x? + y2
xf;_'_yfl:_Fl__F/+_F/+_F/:—Fl:pFI
Yy p P p? 0 p P p2 0 p p P
3b. Las hipotesis nos dicen ahora que

Y / Z /
fr="2F f="F
2 v 2
y como en 2b (con la unica variable intermedia 6) se tiene
aF’:aF’@:—_yF,, 8F’:8F’@:£F”
Ox 00 ox  p? dy 200 dy  p?

y con esto podemos calcular las derivadas segundas de f (recuérdese que p? = zx? + y?)

f/l — 2 (__y F/) 2Z‘y F + y2 i f// _ 0 (‘T w/) _ —2:Ey F+ z’ Jak
P’ ot

O Pt p W oy Pt ot

0 [~y —p* + 242 Ty y? — 2? Ty

" / _ / " / !

f:cy_3_<_2F)_—4F__4F_—4F__4F
Y P P p p
y sustituirlas en la ecuacién del enunciado para obtener
2 F/ ZFII -9 Fl QFII 2 .2 F/ _ Fl/
2 21y j:y g2 T2 4+r Copy W x)4 ayF"
p P p
(y' + 2" 4 22%%) F" + 2wy’ — 20y — 2wy(y” — a?)) I (@ + )K"
p* p!

Cco1mo queriamos ver. [ |



8.4 Funciones diferenciables 195

8.4. Funciones diferenciables

8.4.1. Definicion

En una variable hemos manejado la nocién de “funcién derivable” en un punto z, (funcién
que admite derivada en xg). En cierto modo, las “funciones que admiten derivadas parciales”
en un punto no son las adecuadas para generalizar esta nocion a varias variables; por ejemplo,
hay funciones con esa propiedad que no son continuas, o que no no se pueden aproximar
bien por su plano tangente.

La nocién adecuada en este sentido es la de “funcién diferenciable” en un punto. Para
motivarla, vamos a pensar en el siguiente resultado sobre funciones de una variable:

Proposicién 8.4.1. Una funcion f : R — R es deriwvable en xy si y solo si existen una
constante A € R (de hecho A = f'(xy)) y una funcién p(h) con limy,_qp(h) = 0 tales que®

f(zo+h) = f(xo) + Ah + hp(h)

Como la aproximacién de f(z) por su recta tangente cerca de xq es f(zo+h) = f(xo)+Ah
(con A = f'(zg)), el término h ¢(h) mide el error cometido en esa aproximacién, y el hecho
de que p(h) tienda a cero nos indica que este error es muy pequeno (cerca de x).

De modo andlogo, dada una funcién de dos variables f(z,y) con derivadas parciales
A= fi(o,90) y B = f,(x0,50) en un punto (xo,yo), podemos aproximar la funcién por su
plano tangente: f(zg+ h,yo + k) =~ f(xo,y0) + Ah + Bk.

La nocion de diferenciabilidad expresa el hecho de que esa aproximaciéon es buena:

Definicién 8.4.2. Se dice que f : R* — R es diferenciable en (xo,y0) si existen constantes
A, B € R y una funcion ¢ : R — R con limy,_o ¢(t) = 0, tales que:

fzo+ h,yo + k) = f(xo,50) + Ah + Bk +Vh2 + k2 ¢ (\/h2 + k2>

Cuando esto ocurre se tiene necesariamente A = f,(xo,y0) y B = f, (70, %0)-
Se dice que f es diferenciable en una region D si lo es en cada punto de D.

Teorema 8.4.3. Toda funcion diferenciable en un punto es continua en dicho punto.

Teorema 8.4.4. (Condicion suficiente de diferenciabilidad) Si f, f, y f, son continuas en
un circulo de centro (zo,vo), entonces f es diferenciable en (xq,yo).

De este teorema se deduce que las funciones definidas a base de sumas, productos, cocien-
tes y composiciones de funciones elementales son diferenciables en sus dominios de definicién.

3La demostracién es sencilla: Si f es derivable en x¢ definimos A := f'(x¢) y ¢(h) := M — A,

con lo que la igualdad del enunciado es obvia y ademés limy, g p(h) = f'(x0) — A =0.
Reciprocamente, si existen tales A y ¢, entonces limj_,o M = limp0(A + ¢(h)) = A por lo
que f es derivable en xg y ademds f/(zq) = A.
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8.4.2. Aproximaciones incrementales

Como acabemos de ver, si f(z,y) es diferenciable en (xg,%y) podemos aproximar sus
valores cerca de ese punto por los valores del plano tangente:

0 0
f(xo + Az, yo + Ay) = f(z0,y0) + a—i(%, Yo) Az + (’9_;(%’ Yo) Ay

Esta es la férmula de la aprozimacion lineal (porque sélo usa sumas y productos) de f(z,y),
y hemos usado la notacién Az (incremento de x) en lugar de la h anterior para remarcar
que consideramos pequenas variaciones de las variables.

A veces nos interesa no tanto el valor de la funcion, sino su variacién o incremento

Af = f(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,Y0)
y en ese caso usamos la férmula de la aproximacion incremental

0 0 , /
Afza—i(xo,yo)Ax—ka—g(xo,yg)Ay 0 Af = f, Az + f, Ay

Veamos cémo puede usarse esta féormula:

Ejemplo 8.4.5. Un cajon abierto tiene longitud 3m, anchura Im y altura 2m. El material
cuesta 20€/m? de lateral y 30€/m? de fondo. Calcular el coste total del cajon y usar aprozi-
maciones incrementales para estimar la variacion del coste cuando la longitud y la anchura
aumentan 3cm y la altura decrece 4cm.

Solucién. Llamando x = longitud, y = anchura y z = altura, el coste del cajon es
f(z,y,2) = 30zy + 20(2xz + 2yz) = 30zy + 40z(x + y) ~ f(3,1,2) = 410€
Las funciones derivadas parciales son

z

£ =30y + 402 f! = 30z + 40z # = 407 + 40y

y sus valores respectivos en (3,1,2) son 110, 170 y 160. Generalizando la férmula de la
aproximacién incremental a tres variables tenemos

Af =~ 110Az + 170Ay + 160Az

que para Az = 0'03, Ay = 003, Az = —0'04 nos da AC ~ 2€.

Obviamente, en este ejemplo podriamos haber calculado exactamente la variacién del
coste, pues f(3'03,1'03,1'96) = 411’931 y por tanto la variacién es de 1'931€.

Pero en muchas ocasiones no es posible hacer este calculo exacto, o nos interesa estimar
variaciones del coste para diversas hipdtesis de variaciéon de las medidas, o queremos hacer
un analisis cualitativo de la situacién. ..y en todos esos casos la formula de la aproximacién
incremental es 1util. [ ]
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Ejemplo 8.4.6. Se miden el radio R y la altura H de un cilindro con errores mdximos del
3% vy del 2% respectivamente. Aprozimar el porcentaje mdximo de error que se comete al
calcular el volumen V = 7 R*H si se utilizan esas medidas.

Solucién. Tenemos ‘%’ <003y |ATH‘ < 002, y se trata de acotar ’A—VV‘ Como
AV = VL AR+ V), AH = 2rRH AR + nR* AH
podemos dividir por V' y usar los datos para deducir que el error es menor que el 8 %:

2rRH AR+ mR?AH
TR2H

AV
7|~

AR| |AH
< < / / — /
_2'—R +’—H < 2(0'03) + 002 = 0'08 n

Si el cilindro de este ejemplo es por ejemplo una tuberia de unos milimetros de radio y
unos metros de largo, tal vez necesitemos un calibrador para medir el radio y una cinta para
medir el largo. Si nuestros aparatos no tienen la precision suficiente para darnos medidas
fiables, deberiamos comprar unos mejores. Pero si s6lo tenemos dinero para comprar uno, es
mejor comprar el calibrador, porque la férmula |[AV/V| < 2|AR/R|+ |AH/H| nos dice que
la imprecision al medir el radio “se traduce en el doble” al usarla para medir el volumen.

Ejemplo 8.4.7. ;Qué error maximo se comete al calcular z = o a partir de valores
T Y

x =3 ey =4 medidos con errores relativos del 3% vy del 4 %, respectivamente?

2

Solucién. Poniendo u = z° +y? se tiene 2}, = (y* — %) /u® y 2, = —2zy/u® y por tanto
Az > —2%u 21y u y?— a2 Ax 2% Ay
— = —Ar— ———-Ay= —_— ==
z u? u? u x u oy

y usando ahora los datos del enunciado podemos acotar el error por el 6 %:

2 _ 2

Az Y

z

Az

T

<

/ e Y — / < /
5 003+25004 00596 < 0°06 ]

22
L%
U

‘Ay 16 —9 32
—| <

u ()

8.4.3. Derivadas direccionales y gradiente

Definicién 8.4.8. Sea f: D C R*? — R una funcidon, sea P = (zg,y0) € D un punto y sea
U = (z1,y1) un vector unitario. Se define la derivada de f en P y en la direccion de @ como

P+ hu) — f(P h hut) —
Daf (P) = tig LMD =IE) _ y, Slon oo+ ) = floon )

Si el vector U no es unitario, la derivada de f en P la direccion de U se define como Dz f(P),

donde @ es el vector unitario U = ﬁﬁ.



8.4 Funciones diferenciables 198

En la definicién sélo se consideran los valores de f en la recta P+ hu, con lo que tenemos
una funcién de una sola variable h, y Dgzf(P) es la derivada de esta funcién en P. En
particular, para @ = (1,0) y @ = (0, 1) se obtienen las derivadas parciales de f en P.

Asi pues, las derivadas parciales se pueden considerar como casos particulares de deriva-
das direccionales. Sin embargo, para funciones diferenciables, esos casos particulares deter-
minan todos los demads, como vemos tras hacer la siguiente definicién:

Cuando existen las dos derivadas parciales de f en un punto P, se define el gradiente de
f en P como el vector (el simbolo V se lee nabla)

grad f(P) = Vf(P) = (f.(P), f;(P))

Teorema 8.4.9. Si f(x,y) es diferenciable en (xo,y0) y U es unitario, entonces

Dy f(x0,y0) = V f(20,90) - U

Ejemplo 8.4.10. Hallar la derivada de f(z,y) = In(x® + y3) en la direccion del vector
U= (2,-3) y en el punto (1,3).

Solucién. En primer lugar, como ¢ tiene norma +/13, consideramos o = (\/%, \;—%)

Para aplicar el teorema debemos primero calcular el gradiente de f en el punto (1, 3):

_(Of Of\ _( 2 3y? (2 21
Vf(at,y) - (%7%) - <x2+y37 5172"‘?/3) ~ Vf(l?S) - (2_87 2_8)

y entonces

Dzf(1,3) =V [f(1,3)-d =

(2 27) ( 2 —3)_4—81_—11\/13
287 28 V13'V13) 2813 52
(aplicando directamente la definicién se llega al mismo resultado, pero con més trabajo). m
Veamos otro resultado que relaciona el gradiente con las derivadas direccionales. Dada
una funcién y un punto de su grafica, podemos preguntarnos en cudl es la direccion en la
que esa gréfica (de)crece mas rapidamente, y cuanto (de)crece; por ejemplo, una bola dejada
en ese punto de la superficie tomara la direccion de mayor decrecimiento.
El vector gradiente nos da las respuestas: su direcciéon marca las direcciones de maximo
(de)crecimiento, y su norma marca la tasa de (de)crecimiento. Explicitamente:

Teorema 8.4.11. Sea f diferenciable y sea P un punto con V f(P) # (0,0). Entonces:

(a) Dzf(P) alcanza su valor mdzimo (resp. minimo) cuando @ estd en la direccion de
Vf(P) (resp. =V f(P)), y ese valor es |V f(P)|| (resp. —[|V f(P)]|)-

(b) La derivada direccional Dgf(P) se anula cuando U es perpendicular a V f(P).

Ejemplo 8.4.12. Hallar la direccion de mdzimo crecimiento de la funcion f(x,y) = xe*™®
en el punto P(2,1), asi como la tasa mdazima de crecimiento.

Solucidén. Vf(z,y) = ((1 —z)e* ™), 2ze*Y~7), luego Vf(2,1) = (—1,4). Por lo tanto la
direccién de méximo crecimiento es (—1,4) y la tasa de crecimiento es v/17. [
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8.4.4. Normalidad del gradiente; rectas y planos tangentes

Supongamos dada una curva C en un plano. Un vector normal a C en un punto P es
cualquier vector con origen en P y direccién ortogonal a la de la recta tangente a C en P.
Analogamente, dada una superficie S en el espacio, un vector normal a § en un punto P
es cualquier vector con origen en P y direccién ortogonal a la del plano tangente a S en P.
Los siguientes dibujos ilustran ambos conceptos:

P

Para superficies dadas por una ecuacion implicita, el gradiente es un vector normal, lo
que permite dar una ecuacién para la recta o el plano tangente. Explicitamente:

Proposicién 8.4.13. (1) Consideremos una curva C en R? con ecuacién implicita f(z,y) =

0 y un punto P = (x9,y0) de C. Si f es diferenciable y V f(P) = (A, B) # 0, entonces V f(P)

es un vector normal a C en P, y la ecuacion de la recta tangente a C en P es
XP-Vf(P)=0 6 Az — 20) + B(y — o) = 0

(2) Consideremos una superficie S en R3 con ecuacion implicita f(z,y,z) = 0, y un punto
P = (z0,Y0,20) de S. Si f es diferenciable y V f(P) = (A, B,C) # 0, entonces V f(P) es un
vector normal a § en P, por lo que la ecuacion del plano tangente a S en P es

—

XP-Vf(P)=0 ] A(x — o) + By —yo) + C(z — 29) =0
Ejemplo 8.4.14. En cada apartado se da una superficie (o una curva) y un punto P en
ella. Calcular en cada caso un vector normal y el plano tangente (o la recta tangente) en P:

1. 2*y+y’z+z22x=5en P=(1,-1,2);
2. 22—y’ =1en P =(2,V3).
3. z=z*+y*+sen(zy) en P =(0,2,4).

Solucién. 1. Consideramos la funcién f(x,y,z) = 2%y + y?z + 2%r — 5, con gradiente
Vf(z,y,z) = 2zy + 2%, 2% + 2yz,y* + 2zz). Por tanto Vf(P) = (2,—3,5) es un vector
normal, y el plano tangente tiene ecuacion

2r—1)—3(y+1)+5(z—2) =0 6 22 — 3y + 5z = 15

2. Tomamos f(z,y) = x*> —y*> — 1, con gradiente Vf(z,y) = (2x,—2y), y entonces

Vf(P) = (4,—2v/3) es un vector normal y la recta tangente es
Az —2)—2V3(y—v3) =0 6 4r — 23y =2

3. Como la funciéon esta dada en forma explicita, para el plano tangente puede usarse la
férmula de la pdgina 189, o también podemos tomar f(z,y, z) = 2 + y* + sen(zy) — 2, con
gradiente V f(x,y,2) = (2z + ycos(zy), 2y + xcos(zy), —1). Asi Vf(P) = (2,4, —1) es un
vector normal y el plano tangente es

20 +4(y—2)—(2—4)=0 6 20 +4y — 2z =14 u
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8.5. Extremos relativos y absolutos

8.5.1. Extremos relativos y puntos criticos

Definicién 8.5.1. Sea f: D CR"” — R, y sea P un punto de D. Se dice que:
» f alcanza en P un méaximo relativo si f(Q) < f(P) para cualquier Q préximo* a P.
» f alcanza en P un minimo relativo si f(Q) > f(P) para cualquier QQ prozimo a P.
Y se dice que P es un punto critico de f si su gradiente en P es nulo, V f(P) = 0.

Asi pues, encontrar los puntos criticos de una funcién de n variables consiste en resolver
un sistema de n ecuaciones (las parciales igualadas a cero) con n incégnitas (las variables).
Desde luego, esas ecuaciones no tienen por qué ser lineales.

La importancia de los puntos criticos radica en que, como en una variable, son los tnicos
candidatos a extremos relativos:

Teorema 8.5.2. Si f : R?> — R es diferenciable y alcanza en P un extremo relativo (es
decir, un mdzimo o un minimo relativo) entonces P es un punto critico de f.

Para decidir si un punto critico P de f es o no un extremo relativo necesitamos usar las
derivadas segundas de f en P como se muestra en el apartado siguiente.

8.5.2. El test de las derivadas segundas
Para funciones de dos variables

En este caso, ademas de maximos y minimos relativos, podemos encontrarnos con puntos-
silla, en los que se alcanza un maximo relativo al moverse en ciertas direcciones y un minimo
relativo al moverse en otras.

Un ejemplo tipico de punto de silla es el punto (0,0) para la funcién z = 2% — y*:

NN

NN

X
N
N
R

SN

N
R
R

SN

Cuando nos movemos por el eje y = 0 la funcién es la pardbola 2%, y en esa direccién se
alcanza un minimo, mientras que por x = 0 la pardbola —y? presenta un méximo. Por la
diagonal y = z la funcién vale constantemente 0.

4En R?, esto significa “para cualquier Q de un pequeno circulo centrado en P”.
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Cuando P es un punto critico de f(x,y), la matriz hessiana de f en P
_( [(P) fo,(P) N _ ([ [
w=(iim foim )= (5 )@
puede servir para clasificar P. Si ponemos Ay = f (P) y Ay = det(H f(P)), se tiene:
Proposicién 8.5.3. Si f : R? — R es diferenciable y P es un punto critico, entonces:
e Si Ay >0y Ay >0 entonces f alcanza en P un minimo relativo.
e 5i A1 <0y Ay >0 entonces f alcanza en P un minimo relativo.

o Si Ay <0 entonces [ presenta en P un punto-silla.

Para funciones de tres variables

Si f(z,y, z) es una funcién de tres variables, su matriz hessiana en P es

" 1 "

Tx Ty Tz
Hf(P) =\ fo fyy foy | (P)

" " "
zx 2y 2z

Si llamamos Az al determinante de esta matriz, A, al de la matriz 2 x 2 que queda al
eliminar la dltima fila y la dltima columna, y Ay a f (P) se tiene:

Proposicién 8.5.4. Si f : R® — R es diferenciable y P es un punto critico, entonces:
e ST A1 >0, Ay >0y Az >0 entonces [ alcanza en P un minimo relativo.

o 51 A1 <0, Ay >0y Az <0 entonces f alcanza en P un minimo relativo.

Para funciones de n variables

En este caso la matriz hessiana H f(P) es una matriz n X n, y si llamamos Ay al determi-
nante de la matriz formada por las k primeras filas y columnas de H f(P) (asi por ejemplo
Ay, Ay y Az son como antes, y A, es el determinante de la matriz completa) se tiene:

Proposicién 8.5.5. Si f : R" — R es diferenciable y P es un punto critico, entonces:
e 5i Ay >0 para todo k=1,2,...,n, en P hay un minimo relativo.

o ST A <0,Ay >0, A3 <0, ...y asi alternativamente, en P hay un mdximo relativo.

En los casos que no aparecen, los criterios no permiten afirmar nada. Para resolver estos
casos dudosos hay que recurrir al polinomio de Taylor de f en P, que no estudiaremos en
varias variables.
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Ejemplo 8.5.6. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcion
f(z,y) = 82° — 24zy + o
Solucion. Para hallar los puntos criticos hay que resolver el sistema:
0= fl(x,y) = 242* — 24y 0= f,(z,y) = —24x + 32

De la primera ecuacién obtenemos y = z?%. Sustituyendo y sacando factor comin en la
segunda queda 3z(x® — 8) = 0, que tiene dos soluciones: 71 = 0 y 2o = 2. Como y = 22, los
correspondientes valores de y son y; = 0, y, = 4.

Tenemos pues dos puntos criticos, P = (0,0) y @ = (2,4), a los que aplicamos el test de
las derivadas segundas. Derivando y sustituyendo los puntos tenemos

48x —24 0 —-24 96 —24
Hf_(—24 Gy) - Hf(P>_<—24 0 ) Hf(Q)‘(—zzL 24)
y, por el test, en P hay un punto-silla y que en () hay un minimo relativo. [ ]

Ejemplo 8.5.7. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcion
flr,y,2) =2+ + 22 +oy—ax+y+2
Solucion. Para hallar los puntos criticos hay que considerar el sistema
O=fl=2x+y—1 O=f,=z+2y+1 0=f=22+1
que tiene solucién tnica P = (1,—1,—1/2).

La matriz hessiana no depende del punto y vale

Hf(P) =

S =N
SN =
N OO

y por tanto la sucesion de determinantes es Ay = 2, Ay =3 y A3 = 8, por lo que en P se
alcanza un minimo relativo. [ ]

Ejemplo 8.5.8. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcion (no definida en (0,0))
f(z,y) = zyIn(a? + 3?)
Solucion. Para simplificar las expresiones pondremos
u=a’4+y* demodoque  f(z,y) =ayln(u) u, =2z u,=2y

Formamos el sistema para hallar los puntos criticos:

0= o) = (2 + 1) 0= i) = o (2 +u(w))

u

y en vista de estas ecuaciones, analizamos el sistema distinguiendo tres casos:
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Caso y = 0. La primera ecuacién se verifica siempre, y la segunda queda 0 = x In(2?),
que se verifica para x = 0 y para 2 =1 (o sea z = +1).

Caso x = 0. De modo anélogo se tiene y = 0 6 y = £1. Como (0, 0) no esta en el dominio
de la funcién, estos casos producen 4 puntos criticos:

P =(1,0) P, =(-1,0) P;=(0,1) Py =(0,-1)
Caso x # 0, y # 0. Podemos cancelar z e y, con lo que quedan las ecuaciones

2 212
i+ln(u) =0 i—|—ln(u) =0
u u

Restandolas y multiplicando después por u se tiene 22 = 3%, de donde u = 22% e y = +u.
Sustituyendo ahora en cualquiera de las ecuaciones se tiene

I+In22%) =0 = 2’=e¢! = z=241/2¢
y por tanto hay otros cuatro puntos criticos que son, poniendo b = /1/2e:
Ql = (b7 b) QQ = (ba _b) QS = (_bv b) Q4 - (_ba _b)

Tenemos pues 8 puntos criticos. Para aplicar el test de las derivadas segundas calculamos

dou — 4x® 22 2u— 222 +u 2% + 3y?
foe(T,y) =y <T + Z) = nyT = 2953/7
" dyu — 4y3 2y 2u — 2y% +u 322 + 32
fo(T,y) =2 T2 + i QSU?JT = 2$Z/T
222 2222y 2y 2292
faoy(x,y) = o +1In(u) +y ( 02 + ;) =2+In(u) — 4 02

En los puntos P; la matriz hessiana H f(P;) = < g 3 ) tiene determinante negativo, y

por tanto son puntos-silla.
En Q; = (b,b) (y en Q4 = (—b, —b)) se tiene zy = 22 = y> = b y u = 20?, luego

iz 1 4b2 8b4
fmz(Ql) = fyy(Ql) = 2b2 (2b2>2 = m =2

4

b
[ (Q1) =2+ In(2b%) — 4(2[)2)2 =2+In(e!)-1=0

. . 2 0 . .
luego la matriz hessiana es ( 0 2 ) y por tanto hay un minimo relativo en esos dos puntos.

-2 0
0 -2
ambos son puntos en los que f alcanza un maximo relativo. [

En Q)2 y Q3 se obtiene de modo analogo la matriz hessiana ( ) y en consecuencia
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Algunas observaciones acerca de este ejemplo pueden ser interesantes:

» La funcién verifica f(z,y) = f(y,x), es decir, si se intercambian los papeles de las
variables se obtiene la misma funcion. Esta simetria nos puede ahorrar algunos calcu-
los, como los de f; v f,, (que se pueden obtener intercambiando las variables en las
expresiones de fI y f7), y se refleja en otras simetrias que se van obteniendo en los
resultados, como la de los puntos criticos o la de fy,.

= No es dificil describir qué signo tiene f(z,y) = xyln(z? + y?) segin ciertas regiones
del plano. Por una parte, la funcién vale 0 en los puntos con z = 0, con y = 0 6 con
2% 4+ y? = 1, es decir, en los ejes y en la circunferencia unidad. Por otra, el producto
xy es positivo en los cuadrantes primero y tercero y es negativo en los otros dos. Por
tltimo, In(z?+y?) aporta un cambio de signo cuando 22 +y? < 1, es decir, en el interior
del circulo unidad. En resumen, el signo por regiones de f(z,y) queda descrito por la
figura siguiente, en la que ademas se han marcado los puntos criticos:

Sélo con este andlisis y con la continuidad de la funcién, podiamos haber previsto
la existencia de los cuatro puntos-silla P; con sus coordenadas precisas, y también la
existencia de minimos (resp. méaximos) relativos en los cuadrantes primero y tercero
(resp. segundo y cuarto) del circulo unidad, aunque para saber que sélo hay uno por
cuadrante y para precisar sus coordenadas necesitamos las cuentas de la primera parte
de la solucion.

= Es fécil ver que tanto f como f; y f, tienen limite 0 en P = (0,0), por lo que puede
considerarse que P es un punto critico, y de hecho un punto-silla por el anélisis del signo
que acabamos de hacer. Obsérvese ademés que ya no existe el limite de las parciales
de segundo orden, por lo que no se puede aplicar el test de las derivadas segundas.

» Por tltimo, mostramos una representaciéon grafica parcial de z = f(z,y) en la que se
aprecian los maximos y los minimos relativos.

RN
R
R
TR R
T RN
BRI R
AR R
Aoy eteyateg, Shiey 0
BT

oty terg leyg,
R,
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8.5.3. Aplicacién: ajuste por el método de minimos cuadrados

Pensemos en la situacion siguiente: Se sospecha que los datos de cierta variable y dependen
linealmente de los de otra variable x, es decir, que hay una relacién del tipo

y=A-+ Bx

y se desea establecer los valores de A y B. Para ello se hace un cierto niimero de experimentos,
digamos n, en los que se fija el valor de z y se mide el valor correspondiente de y, y podemos
representar estos datos como una serie de puntos

Py = (z1,11) Py = (22,1s) P, = (2n,yn)

Si la sospecha inicial era cierta, estos puntos estaran “mas o menos en linea recta”, y busca-
mos entonces la recta y = Ax + B “que mejor se ajusta” a esos puntos:

Y

Y41
A+Bw4~

T4 T

Si llamamos desviacidn vertical de cada punto con respecto a la recta a d; = |A + Bx; — v,
el ajuste de datos por el método de los minimos cuadrados consiste en elegir los valores de
Ay B que minimizan la suma de los cuadrados de esas desviaciones®.

El valor de esa suma depende pues de A y B segun la funcion
fAAB)=di+- +d. = (A+ Bz, —y1))* + -+ + (A+ Bz, —y,)’
cuyos puntos criticos son los (A, B) tales que
0= fy=2(A+ By — )+ +2(A+ B, — yn)

OZfIB:2(A+B:L‘1_y1)x1++2(A+an_yn)xn

Dividiendo todo por 2 y reorganizando queda el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales
en las incognitas A y B, cuya matriz es la de la derecha:

{ nA + O z)B = Y } ( nooYow | Y )

Qo w)A + (2%2)3 = > oxy Soxi x| DTy

5Se pueden plantear otros métodos para ajustar una recta a una nube de puntos, por ejemplo minimizar
la suma de los d; en vez de la de sus cuadrados, pero con este método se obtienen predicciones mas fiables.




8.5 Extremos relativos y absolutos 206

La matriz tiene determinante no nulo® y por tanto el sistema tiene una tinica solucién, que
se puede calcular por ejemplo usando el método de Kramer y vale

A:Zyizx?_z$izxiyi B:nZa:iyi—inZyi
Yy et — (@)’ VDL

La matriz Hessiana de f vale (para cualquier punto)

2n 2> @
23 x; 2> a?
su determinante es positivo por la nota al pie y también lo es 2n, de modo que en ese punto
se alcanza en efecto un minimo.

Ejemplo 8.5.9. Dibujar los puntos (1,5'3), (2,5'6), (3,6'0) y (4,6'8), asi como la recta que
se les ajusta segun el método de los minimos cuadrados.

Solucion. Los valores que necesitamos para aplicar las formulas anteriores son:

n=4 Yai=1424+3+4=10 Sa?=1+4+9+16 =30
Sy = 53+ 5'6 + 6'0 + 6'8 = 23'7 Sy = 53 4+ 1172 + 18'0 + 27'2 = 61'7
de donde
923730 — 10 - 61'7 4.1'7—10-237
A= — 47 B= — 049 — 4'7 4 /49
1-30 — 102 1-30 — 102 R U
717 y=4/T+0'5z

6De hecho el determinante n Y 22 — (3 ;)% es positivo cuando al menos dos de los x; son distintos. Para
n = 2 se trata de ver por ejemplo que 2(r? + s2) — (r + s)? > 0, lo que se obtiene directamente:

212+ 8%) —(r+s8)2 =2r2 +2s* =12 — s> — s =12+ 52 —2rs = (r—5)? >0
Para n = 3 hay que pensar y trabajar un poco més, y para un n arbitrario se usa la misma idea:
3(r2 482 +12) = (r+s+t)? =3r2 +3s2 +3t2 —r? —s2 1% —2rs —2rt — 25t = 2r> + 25> + 24> — 205 — 20t — 25t =

(2482 =2rs) + (2 + 12 —2rt) + (2 +t2 = 2st) = (r —8)* + (r —t)> + (s = )2 > 0
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8.5.4. Extremos condicionados; multiplicadores de Lagrange

En ocasiones, dada una funcién de dos variables f(x,y), queremos conocer sus valores
extremos no en todo su dominio de definicién, sino sélo en los puntos de cierta curva C,
que puede venir dada por una ecuacién explicita y = y(x) o por una ecuacién implicita
g(x,y) = 0. Se dice entonces que buscamos los extremos de f(z,y) restringidos a la curva C
o también condicionados o sujetos por la ecuacion dada.

Anélogamente, dada una funcién de tres variables F'(z,y, z), podemos estar interesados
en sus valores restringidos a una superficie bidimensional S dada por una ecuacion explicita
z = z(x,y) o por una ecuacién implicita G(z,y, z) = 0.

Cuando la ecuacién es explicita el problema es sencillo, pues tenemos expresada una
variable en funcién de otra(s) y basta con sustituirla en la funcién para obtener una funcién
de una variable menos, cuyos extremos relativos sabemos calcular. Es decir, en los dos casos
anteriores tendriamos que estudiar los extremos relativos de las funciones

afr) = f(x,y(r)) y B(x,y) = F(z,y,2(x,y))

Cuando la ecuacién es implicita también hay un método efectivo para encontrar los
candidatos a extremos:

Teorema 8.5.10 (Método de los multiplicadores” de Lagrange).

Sean f,qg : R® — R diferenciables. St f tiene un extremo relativo P sobre la curva de
restriccion g(xy,...,x,) =0, y si Vg(P) # 0, entonces los gradientes V f(P) y Vg(P) son
proporcionales, es decir, existe un escalar A € R (el multiplicador de Lagrange) tal que

Vf(P)=AVy(P)

Los candidatos a extremos deben pues satisfacer la condicion del teorema y ademés deben
estar en la curva de restriccién. En los casos de dos y tres variables, manteniendo la notacion
anterior al teorema, deben satisfacerse los siguientes sistemas de ecuaciones:

! / Fl/'(x7y7z) = AG;(I,y,Z)
filzy) = Ag.(z.y) , :
) ) F(z,y,2) = MG (v,y,2)
fy@y) = Agy(z,y) , ,
Fl(z,y,z) = AG.(x,y,2)
g(z,y) = 0
G(z,y,2) 0

"El método que exponemos deberfa llamarse del multiplicador de Lagrange, pero también tiene sentido
considerar por ejemplo los extremos de f(z,y, z) restringidos a una curva unidimensional dada por dos ecua-
ciones implicitas g1 (z,y, z) = g2(z,y, z) = 0. Entonces un candidato a extremo P deben cumplir la condicién
de que Vf(P) sea combinacién lineal de Vgi(P) y Vga(P). Es decir, deben existir dos multiplicadores de
Lagrange A1, A2 tales que Vf(P) = A\ Vg1 (P) + A2 Vgo(P).
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Ejemplo 8.5.11. Hallar los extremos absolutos de f(z,y) = 1—2®>—vy? en la recta x+y = 1.

Solucion. Como la ecuacion de la recta es y = 1 — x, basta con considerar
a(z) = f(r,1—2)=1—-2"— (1 —2)* =22 — 22°

que presenta un maximo relativo en z = 1/2. Como el correspondiente valor de y en la recta
esy=1—1/2=1/2, la funcién f restringida a la recta dada presenta un maximo relativo
en el punto P = (1/2,1/2) con valor f(P)=1-1/4—1/4=1/2.

También podemos aplicar el método del multiplicador con g(z,y) = x +y — 1, que nos
lleva a estudiar el sistema de ecuaciones

—2r = A
2y = A
r+y = 1

De las dos primeras ecuaciones obtenemos x = y, y entonces por la tercera x =y = 1/2, y
obtenemos el mismo punto con un esfuerzo similar (aunque en este caso habria que hacer un
argumento extra para decidir si en el candidato se alcanza un maximo o un minimo). |

Ejemplo 8.5.12. Hallar los extremos relativos de la funcion f(x,y) = e v’ restringida a
la circunferencia x* + y* = 1.

Solucién. Podemos ver la restriccién como una funcién explicita. Despejando y? = 1 —a?
y sustituyendo tenemos

alz) = flx,y(z)) = i (1=a?) _ 2271

con derivada o/ (z) = 4ze*’~! y punto critico en # = 0 (mfnimo pues o/(0) = 4 > 0), para
el que se tiene y? = 1 y por tanto y = £1. Es decir, hay dos minimos relativos en los puntos
Pl = (071) yPQI(O,—1>

Pero también podriamos despejar 22 = 1 — y? para obtener 3(y) = e'~2°, que tiene un
maximo en y = 0, lo que nos da dos maximos relativos para la restriccion de f en los puntos
Py = (170) y Py = (_1’0)'

Por tanto, si se despeja una variable en funcién de la otra hay unos extremos que “se
pierden”. Veamos que esto no ocurre si aplicamos el método de los multiplicadores. El sistema
que hay que considerar es

2re” Y =\ 2z
—2ye™ Y = \2y
2?2 +yt=1

. . : e, 2,2
Si x e y fueren ambos distintos de cero, la primera ecuacion implicaria A\ = ¥ 7Y y la
2_ .2 . . 2_,2 . .
segunda A = —e® 7Y lo cual es imposible pues e*" 7Y # (. Por tanto o bien x = 0 o bien
y = 0, y usando la tercera ecuacién se obtienen los cuatro puntos de antes. [ ]
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Ejemplo 8.5.13. Un triangulo isésceles con dos lados de longitud x y uno de longitud 2r
genera un cono al girar sobre su altura h segin el dibujo. Si el semiperimetro del triangulo
es A, calcular x y r para que el volumen del cono sea mdximo.

LT L TN
<

1

Solucion. Maximizar el volumen 3

7rh equivale a maximizar la funcién
f(r,h) =r*h

La condicion sobre el perimetro es r+x = A, pero nos interesa reescribirla para que aparezca
h en lugar de x. Usando el teorema de Pitagoras tenemos:

P+ ht=a=(A—r)=A%+r* - 24r y por tanto h* + 2Ar = A?

En este punto tenemos tres opciones para resolver el problema. Desarrollamos las tres
para ver que no hay una sustancialmente mejor que otra.

= Despejamos h en la condicién: h = (A% — 2Ar)Y/? y maximizamos
ar) = f(r,h) = r?(A% — 2Ar)'/?

Derivando
o/ (1) = 2r(A% — 2Ar)Y2 — Ar?(A? — 2Ar)~Y2

Los puntos criticos se tienen cuando
2r(A2—2Ar)12 = Ar?(A2=24Ar)" Y2 6 2r(A22Ar) = Ar* 6 2rA* =547
Como r # 0y A # 0 debe ser

2A = br 6 Tz%A <:>:17:A—§A:§A)
donde se puede ver que hay un maximo por argumentos geométricos o usando la
derivada segunda de «a(r).

» Usamos la condicién para despejar r = (A2—h?)/2A y (prescindiendo de las constantes)
maximizamos

B(h) = f(r,h) = h(A* = 1?)?
Derivando
B'(h) = (A% — h?)? — 4h*(A? — h?) = (A? — h?)(A? — 5h?)
Como A? — h? = 2Ar > 0, el tnico punto critico se tiene cuando A% = 5h2, de donde

A2 p2 A2 A2)5) 44 2 2 3
T oA oA 104~ 5 (i v 5775 )
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» El método de Lagrange con la restriccién g(r, h) = h?+2Ar — A% = 0 nos da un sistema

fl = Ag. 2rh = A2A
i = Ag, 6 r? = A\2h
g =0 h? +2Ar = A2

Despejando A en las dos primeras ecuaciones e igualando se tiene

2
% = ;—h = Ar = 2h* = 2(A* — 24r) = 2A* — 4Ar = 5Ar = 2A*
dedonderz%Aysz—%Az%A. ]

Ejercicio: Repetir el problema maximizando el area del tridngulo en lugar del volumen
del cono (es decir, cambiando la funcién f(r,h) = r?h por f(r,h) = rh), y comprobar que
el area maxima se obtiene cuando el triangulo es equilatero.

8.5.5. Extremos absolutos

Definicién 8.5.14. Sean f: D CR* - R y P € D.

» Si f(Q) < f(P) para cualquier Q € D, diremos que M = f(P) es el méximo absoluto
de f en D, y que este maximo se alcanza en el punto P.

» Si f(Q) > f(P) para cualquier Q € D, diremos que m = f(P) es el minimo absoluto
de f en D, y que este minimo se alcanza en el punto P.

En general, una funcién f no tiene por qué alcanzar estos extremos absolutos en un
conjunto D. Por ejemplo, si f(z,y) = (z* + y*)™' y D es R? sin el origen, entonces no hay
méximo absoluto (cerca del origen la funcién toma valores arbitrariamente altos) ni minimo
absoluto (lejos del origen la funcién se acerca a 0, pero nunca alcanza ese valor).

El Teorema de Weierstrass para funciones reales de varias variables asegura que, en
cierto tipo de conjuntos, cualquier funcién continua alcanza sus extremos absolutos. Estos
conjuntos son los que se llaman compactos, lo que significa que sean acotados (que no “se
vayan al infinito”) y cerrados (el borde del conjunto estd en el conjunto).

., Cémo calcular los extremos absolutos de una funcién en un recinto asi? La idea es la
misma que vimos en el caso de una variable:

1. Hallar todos los puntos criticos de f que estén en D (no es necesario discutir si son
méaximos o minimos relativos).

2. Hallar los posibles extremos de f restringidos al borde de D.

3. Calcular el valor de f en todos los puntos anteriores y en las esquinas del borde. El
mayor valor serd el maximo absoluto y el menor el minimo absoluto.
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Ejemplo 8.5.15. Hallar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = e” V" en el circulo
unidad D = {(z,y) € R? : 2* + y* < 1}.

Solucién. Los puntos criticos de f que son las soluciones de
folz,y) =227 =0 fi(zy) = —2ye” ¥ =0
que se limitan a P = (0,0), que estd en D.
La funcién f restringida al borde de D la estudiamos en el Ejemplo 8.5.12; donde vimos
que tenia como candidatos a extremos absolutos a los puntos:

Q= (L0) Q:=(=10) @s=(0,1) Qu=(0,-1)

Como

f(P)=1 f(Q1) = f(Q2) =¢ f(Q3) = f(Q4) =1/e
el maximo absoluto vale e y se alcanza en los puntos @)1 y (2, y el minimo absoluto vale 1/e
y se alcanza en los puntos (03 y Q4. [

Ejemplo 8.5.16. Hallar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = x* — 4oy + 3> + 4y
en el recinto encerrado por los ejes coordenados y la recta v +y = 2.

Solucién. El recinto es el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2). Primero calculamos
los puntos criticos:

0=fl(z,y)=2x—4y Ozf;(x,y):—4x+3y2+4

De la primera ecuacién obtenemos = = 2y, que sustituido en la segunda da 3y* — 8y +4 = 0,
con soluciones y = 2 e y = 2/3. Por tanto los puntos criticos de f son (4,2) y P = (4/3,2/3),
pero sélo nos interesa el segundo, pues el primero esta fuera del tridngulo.

Veamos qué pasa en el borde del triangulo:

El lado horizontal tiene ecuacién y = 0, y la funcién a(z) = f(x,0) = z? tiene un tinico
punto critico x = 0 que nos lleva a considerar el punto @ = (0,0).

El lado vertical tiene ecuacién x = 0, y B3(y) = f(0,y) = y* + 4y no tiene puntos criticos
pues 3'(y) = 3y> +4 > 0.

El lado oblicuo tiene ecuacién x = 2 — y, y los puntos criticos de

V) =f2—yy)=C-y)?—42—yy+y’ +4y =9’ +5y° — 8y +4

es decir, las soluciones de 7/(y) = 3y* + 10y — 8 = 0, son y = 2/3 e y = —4. La segunda
queda fuera del intervalo y la primera nos vuelve a dar el punto P = (4/3,2/3).
Los valores que toma f en esos puntos y en las esquinas R = (2,0) y S = (0,2) son

32
27

por lo que el maximo absoluto de la funcién es 16 y se alcanza en S = (0,2), y el minimo
absoluto es 0 y se alcanza en @ = (0, 0). ]

f(P) fQ=0 f(R) =4  f(5)=16
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Ejemplo 8.5.17. Encuentra los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = 2> +y? — 3z en
el recinto limitado por la pardbola y = %xz y la recta y = 2.

Solucién: El tnico punto critico de f es (%, 0), que queda fuera del recinto.

En la recta se tiene f(x,2) = x? — 3z + 4, cuya derivada 2z — 3 se anula en x = %, lo que
nos da el punto P = (%, 2), que esta en el recinto.

En la pardbola se tiene f(z, 322) = 2% + 32! — 32, cuya derivada 2® + 22 — 3 se factoriza
como (z —1)(z% + x +3) (Ruffini). Como el segundo factor no tiene raices reales, la derivada
s6lo se anula para z = 1, lo que nos da el punto @ = (1, %), que esta en el recinto.

Por 1ltimo, el borde del recinto tiene esquinas en los puntos A = (—2,2) y B = (2,2).

Los valores de f en estos puntos son

fA)=14 fB)=2 fP)=1 Q=1

luego los extremos absolutos se alcanzan en () y en A con valores respectivos de —% y14.m

Ejemplo 8.5.18. Calcular los extremos absolutos de f(x,y, z) = %x+y+\/7§z en el elipsoide
22+ 2% +322 < 1.

Solucion. La funcién no tiene extremos relativos, asi que pasamos a ver qué ocurre en
el borde del elipsoide, es decir, en la superficie de ecuacién 2% + 2y + 322 = 1.
Ahora podriamos despejar y sustituir por ejemplo x y buscar los extremos de la funcion

de dos variables 3
1 3
fly,z) = 5\/1 -2y = 3224y + 5 ?

pero es mas sencillo usar el método de Lagrange, que nos lleva a resolver el sistema:

fo(zy) = Agp(z,y) 1/2 = 2z\
W(Ty) = Agy(z,y) - 1 = 4yA
fizy) = Ag.(z,y) V3/2 = 62\
glx,y) = 0 1 = 22+ 2y% + 322

Despejando 1/ en las tres primeras ecuaciones e igualando se tiene
4o = 4y = 4V/3z 0 r=y=132
con lo que la cuarta ecuacion queda
1=3224622432=1222 = 2=4V3/6, z=y==1/2
los tres con el mismo signo por la relacién x = y = v/3z. El valor positivo nos da el punto

P = (1/2,1/2,4/3/6), con f(P) = 1, y el negativo nos da Q = (—1/2,—1/2,—+/3/6), con
f(Q) = —1, que son el maximo y el minimo absolutos de f en el elipsoide. [ ]
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Ejemplo 8.5.19. Una placa en el espacio R? ocupa los puntos del plano x +vy + z =1 con
x,y,z > 0. La temperatura en el punto (z,vy,2) es T(z,y,2) = 4 — 22* — y* — 2? cientos de
grados centigrados. Hallar el punto mas caliente y el mds frio de la placa.

Solucién. Como el plano = + y + 2z = 1 pasa por los tres puntos de la figura y sélo
consideramos los valores positivos de las variables, su representacion grafica es
' C=(0,0,1)
B=(0,1,0)

,A=(1,0,0)

Comencemos buscando los posibles extremos relativos de T'(x,y, 2) = 4 — 22% — y? — 22

restringidos al plano g(x,y, z) = z +y + z — 1. El sistema que hemos de resolver es pues:

—4xr =\ —2y=A —2z2=A r+y+z=1
Igualando A obtenemos y = z = 2x, y de la cuarta ecuaciéon deducimos que r = %, por lo
que P = (%, %, %) es el inico posible extremo de T en el interior de la placa.

Pasemos ahora a estudiar el borde de la placa, que consta de tres segmentos:

» AB. Es la interseccién de  +y + 2z = 1 con el plano z = 0, lo que nos permite poner
todas las variables en funcién de x:

Oé(l‘) = T(JZ,y,Z) = T(ZL’,]_ —ZE,O) =4 - 25[’2 - (1 _l')2 = 3+21’—3I2
Como o(z) = 2 — 6 se anula para z = %, hay un posible extremo en Q = (3, 2,0).
= AC. Es la interseccién de o +y 4+ z = 1 con y = 0, luego consideramos

6($):T($,y,Z)ZT(:L‘,O’]_—;L‘) :3+2ZE—3ZE2

[ _ 1 . _ (1 2
cuyo punto critico en # = 3 nos da un posible extremo en R = (3,0, 3).

= BC. Es la interseccién de 2 +y + z = 1 con = = 0, luego consideramos

Wy) =T(2,y,2) =T0,y,1 —y) =4 —y* = (1 —y)* = 3+ 2y — 2°
cuyo punto critico en y = % nos da un posible extremo en S = (0, %, %)
Los valores de la temperatura en los puntos seleccionados y en las esquinas del borde son
T(A) =2 T(B)=3 T(C)=3
2 4 4 18

T(P)=4—— —— — — 36
(P) 25 25 25 5
2 4 10 11 7
T(@Q) =T(R)=4—>—-=—"=3333... T(S)=4—-—-=-=3
(@) =T(R) 5 9= 3 =333 (5) T 1=5=30

y comparandolos deducimos que en P = (%, %, %) se alcanza la maxima temperatura, 360°C,

y que en A = (1,0,0) se alcanza la minima, 200°C. [ ]
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8.6. Ejercicios

1. Representar graficamente el dominio de definicién de las siguientes funciones:

a) fr.y) =l =2 —*)  b) fla.y) =Py~ 1
) S ==l =) @) flo) =3 In (14 Va7 4 )

]

2. Calcular, en caso de que existan, los limites cuando (z,y) — (0,0) de:

ay+a? 22 + y? 3+ 93 Ty
¢) 53 d) 53

\/x2+y \/x2+y +1-1 ety ety
2y x> xy® — 222 — 292 2 + xy
© 2 1 .2 f) 5 g) 2 2 L R
sen(x? + y?) 2?2 +y 2?2 +y 2 +y

3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en el origen de coordenadas (en
todas, la imagen del punto (0,0) vale 0):

1

4. En las siguientes funciones, ;jpuede definirse la imagen del punto (0,0) de modo que
sean continuas?
2 2 2
y %y y+1) —ylz—y)
flz,y) = =

7 =7 h(z,y) =

In(1 + x%y?)
ot 4yt 4 2022

f(z,y) = (2® 4+ ¢*) sen ( ) g(x,y) = g—y h(z,y) =

5. Comprobar que las funciones de la izquierda verifican las EDP de la derecha:

a) f(x,y) = L verifica  xf, +yf, = f

b) flz,y)=+a* =y verifica  (f;)? — (f,)* =1
c) flz,y)=1/zy verifica xfg’c+yf;—|—3(fg’cf;)
Vi i

1/3

=f

d — ﬁ ! / — _1
) flz,y) Tty verifica xfx+yfy
2
Y .
e) f(z,y) =2*tan (x2 n y2) verifica  xf, +yf, = 2f
x .
f) flz,y) = m verifica "o+ z///y =0
g) f(x,y) = arctan(y/z) verifica e+ ;’y =0
h) u(z,t) = ebrrat’t verifica ) = a*u,

i) u(z,t) = e ¥ cos(bx) verifica ) = a®u”,
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6.

10.

11.

12.

Dada una funcién cualquiera f : R — R, comprobar que:

T+

= Fx,y)=f (x —Z> verifica xF, + yF, = 0.

» G(v,y) = 2" f(y/x) verifica 2G, + yG| = nG
Supongamos que las variables x e y dependen de las variables u y v segin las féormulas
r=Au—Bv y=DBu+ Av

donde A y B son constantes con A%+ B? = 1. Cualquier funcién f(z,y) puede entonces
verse como funcién de las otras variables: F'(u,v) = f(z(u,v), y(u,v)). Comprobar que
se tienen las igualdades

AF,-BF/=f,  BE+AR=f Fu+E,=fL+f

T vy

Stu=uz/yyv=uwy, ysiF(z,y) = f(u(z,y),v(r,y)), comprobar que

vk, +yF, =2f, o Fy + ayFy, + g Fy, = uf, + ofy + Wt f), + 307 ),

Se miden las longitudes = 3 e y = 4 con errores relativos del 3% y el 4%, respecti-
vamente. Acotar los errores relativos que se cometen al calcular

i T

2= — t= ——
Zryg T g

Calcula un valor aproximado de /9 - (2/05)2 4 (7'9)2 usando la férmula de la aproxi-
macién lineal para la funcién f(x,y) = /922 + y? en el punto (2,8).

Calcular las ecuaciones de los planos y rectas tangentes en los puntos que se indican:

a) Plano tangente a z = 3z% + 4y*> en P = (0,1,4).
b) Recta tangente a 2%y? —3zy+2=0en P = (1,2).
c¢) Plano tangente a z° —z2 —y=0en P = (1,0,1) yen Q = (3,-2,1).

Se pide, para cada una de estas funciones (con valor 0 en el origen P = (0,0)):

2 2
ry ry
= 3 - = h -
f(z,y) = Yy 9(@y) = 57 m @y =51 /2
a) Decidir si es continua en P.
: : o . f(tu,tv)
b) Estudiar la derivada direccional Dy, ,)f(P) = %11% —

¢) Deducir que ninguna de las funciones es diferenciable en (0, 0).

[Indicacion: Si f es diferenciable en P entonces es continua, existen todas las
derivadas direccionales y se tiene D, f(P) = V f(P) - (u,v).]
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13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.

Se pide, para una funcién diferenciable f : R? — R con

Dﬁf(P):% Dgf(P):% donde P = (2,4) a:%(m) U:%(—Lz)

a) Calcular las direcciones de crecimiento maximo, minimo y nulo de f en P.

b) Calcular la derivada en ¢t = 2 de la funcién g(t) = f(t,t?).

Hallar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones f(x,y):

a) ye® —e¥ b) (x+y)(zy+1) ) 2t +y* — 222 + 4oy — 29>
1 a x .

d -+ - _ f) 23+ 9> -9 27

oyt ot o O e ) 2 +y° — 9wy +

Calcular la distancia minima del punto (0,2) a la pardbola de ecuacién y = 2.

Minimizar la funcién f(x,y, z) = zyz en los puntos del plano z + y — z = 30.

Se quiere construir un cajén rectangular abierto (cuatro paredes y suelo, sin tapa)
de 108m?3. Calcular las dimensiones que minimizan el coste en dos casos: (a) todo el
material tiene el mismo precio; (b) el material del suelo vale 8 veces més (por m?) que
el de las paredes.

2 2
Calcular los valores extremos de x + y sobre la elipse % + v

9

Calcular los valores extremos de 2% + y3 + 23 sobre la esfera x? + y* + 22 = 1.

Calcular los extremos absolutos de f(z,y) = y —2? en el circulo 22 +y* < 1. Dibujar el
circulo y las curvas de nivel de la funcién e interpretar geométricamente el resultado.
Repetir el ejercicio (y la interpretacién geométrica) cambiando la funcién por 3y — 2.
Calcular los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = (z + 1)* + (y — 1)? sobre el

semicirculo 22 + 4% < 4, x > 0. Dibujar las curvas de nivel de la funcién e interpretar
geométricamente el resultado.

Calcular los extremos absolutos de f(z,y) = 4xy? — z*y* — zy® sobre el tridangulo de
vértices (0,0), (6,0) y (0,6).

[Indicacion: se puede sacar factor comun en la expresién de f, y al buscar los puntos
criticos de f en el interior del tridngulo se tiene x # 0 e y # 0.]
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8.7.

1.

10.

11.
12.

13.

Soluciones de los ejercicios

(a) Interior del circulo de centro (0,0) y radio 1, sin el borde.

(b) Exterior del circulo de centro (0,0) y radio 1, con el borde.

(¢) Interior del cuadrado de esquinas (£1,0), (0,£1), sin el borde.

(d) Regién bajo y =z y sobre y = —z (con & > 0), con los bordes pero sin el (0,0).
a=0,b=2,c=0,dno existe (depende del parametro en y = mx), e = 0, f no existe
(depende del pardmetro en x = my?), g = —2, h no existe (depende de m en y = mx).

Sélo f es continua.

Para f no se puede definir, g(0,0) = 0 hace continua a g, y £(0,0) =1 a h.
Pongamos u = 2% +y? (para x = 3 e y = 4 se tiene u = 25). Entonces 2/, = (y* —x?) /u?
Y 2, = —2xy/u?. Los datos nos dicen que |Az/z| < 003y |Ay/y < 004, y por tanto:

A 2_ 2 Az 22 A 7 39
[z y =20 22V o L yo3+ 22004 < 0006
z U T Uy 25 25

por lo que el error relativo que se cometa al calcular z es el 6 %.

zp - Ax+z, - Ay

~
~

z

Con t se trabaja de modo similar (es conveniente usar p = \/x2 + y?) y se obtiene
|At/t] < 0'0448, por lo que el error relativo es del 4’5 %.

[ 9z [— Y 1 — — / =1’
Como f Toerre N e se tiene f(2,8) = /36 + 64 = 10, f.(2,8) =18y
f,(2,8) = 0'8. La féormula de la aproximacién lineal es f(2 + Az, 8 + Ay) ~ 10+ 1'8 -
Ax + 0'8Ay, de donde:

VI (205)2 + (81)2 = f(24005,8 — 0'1) ~ 10 + 1’8 - 0/05 + /8 — 0'1 = 10/01.

(a)8y—z=4. (b)2x+y=4. (c)x+y—2z=3(para P)yx+y =1 (para Q).

f es continua, y las tunicas direccionales que existen son las parciales; ambas valen 0.
Como hay derivadas direccionales que no existen, no es diferenciable.

g no es continua (ni por tanto diferenciable), y Dy f(0,0) = v*/u (con f}(0,0) =
D(O,l)f(07 0) - 0)‘

h es continua, y D, h(0,0) = uwv?; en particular VA(0,0) = (0,0). No es diferenciable
porque no se cumple Dy, ,,h(0,0) = VA(0,0) - (u,v).

Los datos sobre las direccionales y la férmula Dy, ) f(0,0) = V £(0,0) - (u,v) nos dicen
que Vf(0,0) = (2,3). Esa es la direccién de maximo crecimiento, su opuesta es la de
minimo crecimiento, y sus ortogonales son las de crecimiento nulo.

J(2) = 14.
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14

15.
16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

a) (0,0) es un punto-silla.
b) (1,-1) y (—=1,1) son puntos-silla.
¢) En (v/2,—v?2) v (=v/2,v/2) hay minimos relativos y (0,0) es un punto-silla.

d) Si @ > 0 hay un minimo relativo en P = (a'/3,a?/?), si @ < 0 hay un méximo
relativo en P y si a = 0 no hay puntos criticos.

(
(
(
(

1
(e) En (1,0) hay un maximo relativo y en (—1,0) hay un minimo relativo.

(f) En (3, 3) hay un minimo relativo y (0,0) es un punto-silla.
La distancia minima se alcanza en (1/3/2,3/2) y vale v/7/2.

Minimo en (10,10, —10) con valor —1000. Hay otros tres puntos criticos en (30,0, 0),
(0,30,0) y (0,0, —30), pero obviamente no son minimos.

(a) Base 6 x 6 y altura 3. (b) Base 3 x 3 y altura 12.

Méximos en +(4/4/13,9/4/13) con valor /13, y minimos en +(—4/v/13, —9/+/13) con
valor —/13.

El maximo se alcanza en (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1) con valor 1. El minimo se alcan-
za en (—1,0,0), (0,—1,0) y (0,0,—1) con valor —1. También hay puntos criticos en
(0,£1/+/2,41//2) y andlogos, y en (£1/v/3,+1/v/3, £1/4/3) y andlogos, pero no son
extremos absolutos.

Méximo en (0, 1) con valor 1 y minimos en (+v/3/2, —1/2) con valor —5/4. Las curvas
de nivel son desplazamientos verticales de la pardbola y = 22 que, cuando van bajando,
tocan por primera vez a la circunferencia en el méaximo y se despiden de ella en los
minimos. (Si se despeja x? y se sustituye “se pierden” los puntos criticos con z = 0,
que si se obtienen si se aplica el método de los multiplicadores).

Cuando la funcién es 3y — x? se obtiene el mismo maximo y un minimo en (0, —1) con
valor —3. Ahora las curvas de nivel son desplazamientos de la parabola y = %xz, que
tiene las ramas “mas abiertas”.

Minimo absoluto en (0, 1), con valor 1, y maximo absoluto en (v/2,—v/2), con valor
6 + 4v/2. Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el punto (—1,1), que
segun van creciendo de radio tocan por primera vez al semicirculo en el minimo y lo
tocan por tultima vez en el maximo.

Maéximo en (1,2) con valor 4 y minimo en (2,4) con valor —64.



Tema 9

Integral doble

9.1. Integral doble sobre un rectangulo
Dados ntimeros reales a < b y ¢ < d podemos considerar en el plano el rectangulo
D =a,b] x [e,d] = {(z,y) €R* : a <z <b, c<y<d}

Si, como hicimos al definir la integral de Riemann, consideramos particiones arbitrarias de
cada uno de los intervalos, entonces D queda dividido en pequenos rectangulos del tipo
D, ; = [xi—1, ;] X [yj—1,y;] como muestra la figura:

' y
d—+ d+
D y‘j 1 .\\
| —
8 D:

C — C £ 17]

} } > } F—t—+— } >

a b a T b

Consideremos ahora una funcién real f : D — R que toma valores positivos. Si en
cada D; ; elegimos un punto P, ;, el producto f(P;;)(x; — z;—1)(y; — yj—1) es el volumen del
paralelepipedo con base en D, ; y altura f(F; ;). La suma de estos volimenes

Z F(Pig) (@i — zima)(y; — yj—1)

es por lo tanto un valor aproximado del volumen encerrado por la superficie z = f(x,y) y el
plano XY sobre el rectangulo D.

Como ocurrié con la integral de Riemann, cuanto mas refinamos las particiones de los
intervalos [a,b] y [c,d] mejor se aproxima esa suma al “verdadero” volumen encerrado por
la superficie. Sin entrar en detalles, la integral doble de la funciéon f sobre D, denotada por

/ /D f(z,y) du dy

219
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se define como el limite de esas sumas “cuando los rectangulos se hacen muy pequenos”.
Segun esta definicién, la integral doble de una funcion es un limite doble, pero para el calcu-
lo efectivo podemos usar las herramientas que conocemos sobre integrales en una variable
gracias al siguiente resultado:

Teorema 9.1.1 (Teorema de Fubini). Sea f : D — R una funcidn continua definida en
un rectdngulo D = |a,b] X [c,d]. Entonces

/Z;ﬂmywndy=:lb(Adﬂxwww)dx:1[d<éﬂﬂaywm)dy

Si ademds se tiene f(x,y) = g(x)h(y) (se dice que f tiene variables separadas), entonces

/meuwmw—(lﬁwmﬁ(lﬂwmﬂ

La primera igualdad de las dos de arriba nos dice que, para calcular la integral doble,
podemos hacer primero la integral en y del paréntesis, considerando a x como una constante.
La expresion resultante dependera pues de x, y si hacemos la integral en x de esa expresion
se obtiene la integral doble.

La segunda igualdad nos dice que, en este proceso, podemos intercambiar los papeles de
las variables. Como veremos en los ejemplos que siguen, la elecciéon del orden de integracién
puede ser un paso clave en el célculo de una integral doble.

Ejemplo 9.1.2. Calcular I = // 2%y dx dy sobre el rectdngulo D = [1,3] x [0, 2].
D

Solucién. La funcién tiene las variables separadas, luego podemos hacer
3 2 373 472
27—1 16—-0 104
() ([ro) - (5], 14, - -5
1 0 31, L4, 3 4 3

Ejemplo 9.1.3. Calcular I = // (zy® + %) dx dy sobre el rectingulo D = [0,1] x [1,2].
D

Solucion. Ambas elecciones del orden de integracion requieren similar esfuerzo:

1 2 1 :Ey3 y=2
I= / </ (zy® + 2%) dy) dr = / dx [— + ny} =
0 1 0 3 y=1

v /8x x ! Tz 2 7221 1 73
= T 755 Sy d:/ 24 ) de = | =+ =4+ - =_
/0(3+x 3 x)x O(az+3 x 3—|—6x:0 3+6 5

o bien

2 1 2 2,2 37z=1 2 2
1 3
_ 2 22 d:/d Ty v :/ A N
[ ([ eara)a=[alFeg] = [(5-5)m-3 s
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Ejemplo 9.1.4. Calcular I = // zcos(zy) de dy en el rectdngulo D = [0,7/2] x [0, 1].
D

Solucién. Si miramos z cos(zy) como funcién de y, el factor x es una constante y la
primitiva es facil. Si la miramos como funciéon de x, es un producto de dos funciones y hay
que empezar haciendo la primitiva por partes.

Por tanto, es mas sensato calcular la integral integrando primero con respecto a y:

2 ! /2 /2
I = / (/ x cos(zy) dZ/> do = / dx [sen(a:y)]zzé — / sen(z) do =
0 0 0 0

[— cos(x)]g/2 = —cos(m/2) + cos(0) =1

Veamos qué ocurre si elegimos el otro orden de integracion; se trata entonces de calcular

I= /01 (/Oﬁ/zxcos(xy) dx) dy

Para calcular el valor del paréntesis hay que empezar por obtener una primitiva de = cos(xy)
como funcion de x; integrando por partes se obtiene

1
/xcos(xy) dr =2 sen(zy) + —; cos(zy)
Y )

de donde
/W/Q x cos(zy) dr = T sen <zy> + 1 cos (zy> 1
0 2y 2 y? 2
I = /1 (1 sen (Ey) + icos <Ey> — i) dy
o \2y 2 y? 2 y?
Para resolver el primer sumando de esta integral necesitariamos calcular la primitiva

/isen (gy> dy

que mediante el cambio ¢ = 7 y se transforma en

[0,

que no es expresable en términos de funciones elementales. Por tanto, no podemos calcular
la integral doble por este camino. [ ]

y asi
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9.2. Integrales sobre regiones no rectangulares

Una region del plano se dice que estda acotada si estd contenida en un rectangulo. Por
ejemplo, la region D de la izquierda esta contenida en el rectangulo [a, b] X [c, d]

y y

dt dl

/

] ] ] ]
T T - T T .

a b a b

Podemos dividir ese rectangulo en rectdangulos menores, considerando sélo los que corten
a la region D, como muestra la figura de la derecha. Tomando ahora puntos de D en cada
uno de esos rectdngulos, el volumen comprendido entre D y la superficie z = f(x,y) (para
una funcién f : D — R con valores positivos) se aproxima por una suma como la que usamos
en la seccién anterior, y la integral doble de f sobre D se define como el limite de estas sumas
cuando las particiones se hacen muy pequenas.

El valor de estas integrales dobles se puede calcular “haciendo dos integrales simples”
cuando se tiene una buena descripcion del borde de D. Por ejemplo, continuando con la
region D anterior, consideremos estas figuras:

y

al

z=0(y)

t t > >

En la figura de la izquierda vemos que las curvas y = a(x) e y = f(z) (con z € [a, b))
marcan las mitades inferior y superior, respectivamente, del borde de D. Por tanto un punto
(x,y) estd en D precisamente si verifica

v € [a, 0] a(z) <y < B(z)

Andlogamente, las curvas z = y(y) v ¢ = d(y) (con y € [c¢,d]) marcan las mitades
izquierda y derecha del borde de D, y los puntos de D son los que verifican

y € [c,d] Y(y) <z < 6(y)

Usando una u otra descripcién podemos calcular la integral doble mediante las férmulas

//Df(x,y)da:dyz/ab (Lf:j)f(x,y)dy> dx:/cd ([:j)f(x,y)dx) dy
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Ejemplo 9.2.1. Calcular I = // (x +y)dxdy, donde T es el tridngulo limitado por las
rectasy =0,y =z yx+y =4. ’

Solucién. Las dos primeras rectas se cortan en A = (0,0), la primera y la tltima en
B = (4,0) y las dos tltimas en C' = (2,2). Por tanto el tridngulo es

C
y=x z+y=4

A B
\ y=0

Si nos fijamos en las fronteras izquierda (x = y) y derecha (x = 4 — y), la integral vale

I:/: </y4_y(:c+y)d:c) dy:/o2 [%2+:ryEy dy =

- [ (T e ) e [ =[] -

Si queremos plantear la integral con el otro orden de las variables, observamos que la
frontera de abajo es siempre y = 0, pero la de arriba es y = x parax € [0,2] yesy =4 —x
para x € [2,4], luego hay que plantear la integral como la suma de las dos mitades!:

[ [y [ ([ i)
[l Lo o] o
:/2 (xﬁ;) dm+/:(x<4—x>+@) de =
[ [ (so5) e [5] 0 [ 7 -

32 4 32

=4-0432-——-16+-=—

* 3 3 3
Aunque la dificultad de los célculos es la misma en ambos casos, desde el principio del
planteamiento parecia més sensato elegir la primera opcion. [

LAqui estamos empleando una propiedad aniloga a la propiedad de “aditividad con respecto al inter-
valo” que usamos en la integral simple: Si la regién D se divide en dos regiones Dy y Ds (que la cubran
completamente y sin solaparse) entonces

/ [ty dzay = / | Swavay+ / [ sdray
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1 1
Ejemplo 9.2.2. Calcular I = / (/ eyzdy) dx.
0 T

Solucién. Ahora el enunciado no nos da el recinto, sino la integral ya planteada como
una integral iterada. Pero resulta que no se puede hallar una primitiva de la funcion eV’ y
la tinica opcién que tenemos consiste en cambiar el orden de integracion.

Para ello, primero hemos de interpretar el recinto sobre el que estamos integrando, que
en vista de los limites de las integrales del enunciado es

y=1

Asi, cambiando el orden de integracién,

L L ! 2 L 2 1 27! e—1
_ Yy _ Yy Y _ Yy R Y _
[—/0 (/06 dx)dy—/oe [x]ody—/oye dy—2[e }0 5 [ ]

9.3. Cambio de variable

Un cambio de variable en R? consiste en un par de funciones

u=u(r,y) v =v(r,y)

cuyo (determinante) jacobiano

/
up u
/

v, Uy

!/
Yy
/

J(z,y) =

no se anula en ningin punto. En esta situacién hay un cambio de variable inverso

r = z(u,v) y =y(u,v)
cuyo jacobiano es el inverso del anterior, es decir,

1
~ J(z,y)

Cuando se aplica un cambio de variable a una integral doble hay que tener en cuenta que
el cambio transforma la regién D inicial en otra region

R = {(u(z,y),v(z,y)) : (x,y) € D}

y que las diferenciales se relacionan mediante cualquiera de las férmulas

/ /
xu (L,fl)

v, Y.

J(u,v) =

drdy = |J(u,v)|dudv 6 dudv = |J(x,y)|dzdy

(obsérvese que aparece el valor absoluto del jacobiano).
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Como veremos en los ejemplos, los cambios de variable se aplican a veces con la intencién
de simplificar el integrando y otras veces para mejorar el recinto de integracion.

En algin ejemplo haremos un cambio ad hoc sugerido por el integrando, y en muchos
otros casos usaremos el cambio a coordenadas polares

plx,y) = /2?2 + y? 0(z,y) = arctan(y/x)

cuyo cambio inverso

z(p,0) = pcosf y(p,0) = psend
tiene jacobiano
x cos) —psend
J(p,0) v, ‘ senf peost p(cos” 0 +sen”0) = p

y por tanto se tiene
dx dy = pdpdb

Mediante este cambio, la circunferencia x? + y? = a? pasa a tener ecuacién p = a, y la
recta y = mz pasa a tener ecuacién? § = arctan(m), por lo que es un cambio aconsejable
cuando en el recinto de integracién intervienen circunferencias centradas en el origen o rectas
que pasan por el origen, o cuando el integrando f(z,y) depende de x? + y? o de /22 + y2.

Ejemplo 9.3.1. Hallar I; = // (% +y* + 1) do dy para cada uno de los recintos
D;

Di={(vy) €R*: 2’ +3° <4}  Dp={(z.y) €R*:2<a” +4* <10}
Dy={(z,y) ER*: 2’ +y* <1, 24y >0}

Solucion. Tanto el integrando como los recintos sugieren un cambio a polares. De hecho
los tres recintos se transforman en rectangulos en polares, a saber

A A A

Ry =1[0,2] x [0, 27] Ry = [v/2,/10] x [0, 27] Ry = 1[0,1] x [~ /4,37/4]

y por tanto

2Con esto hay que tener un poco de cuidado. Por ejemplo, dada la recta y = x, la semirrecta del primer
cuadrante tiene ecuacién en polares § = /4 y la del tercer cuadrante es § = 5m/4
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]1://]%1(p2+1),0dpd9:/027r(/02(p2+1)pd,0)d9:/02ﬂd9/02(p3+p)d,0:

4

p
=27 | &
7T|:4+

V10 ot p? V10
]2:// (p2+1)pdpd9:/ / (P> +1)pdp d«9:27r[—+—] = 507
Ry 2 4 2 \/5

3mr/4 p4 p2 1
132// (p2—|—1)pdpd«9— ( (0 +1pdp>d@ w{—+—} =3r/4 =
. _ﬂ/4 42

SIS

2
} =214+ 2) =127

[e=]

4

Ejemplo 9.3.2. Calcular I = // ( n ) dx dy, donde D es el recinto encerrado por
Ty

las rectas t =0, y=0yx+y = 1.

Solucion. En vista del integrando, hacemos el cambio de variable

r=x—y s=z+vy
para el que se tiene
/ / 1 _1
drds = |J(z,y)| dedy = Tf T}’ dx dy = =2dzxdy
Sy Sy 1 1
En cuanto al recinto, cuando x = 0 se tiene r = —y, s = y y por tanto la recta z = 0 se

transforma en la recta r + s = 0. Por otra parte, cuando y = 0 se tiene r = z, s = x, luego
la recta © = 0 se transforma en la recta r = s. Finalmente, la condiciéon = 4+ y = 1 equivale
a s = 1, y por tanto el cambio de variable transforma D en el recinto R de la figura:

r+s=0 r=s
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1 T dy
Ejemplo 9.3.3. C’alcular]:/ / — | dx.
0 22 /2?2 + y?

Solucion. En vista del integrando, es aconsejable el cambio a polares. El recinto es

y por tanto la variacién del angulo polar es 6 € [0, 7/4]. Para cada valor del dngulo, el radio
polar p varfa desde 0 hasta el valor que tome p en la parabola y = 2. En polares la ecuacién
de la parabola es

psenf = p*cos? 0 6 senf = pcos®d ) p =senf/ cos’ 0

por lo que

sen 6

1 E A = i senf 174
1://—pdpd9=/ / " dp d@:/ SNYgp = — V21
RP 0 0 o cos?d cost |,

Se podria trabajar directamente en cartesianas: para resolver la integral en y se haria el
cambio de variable y = xsenh(t) (considerando x constante), pero las cuentas se complican
en seguida. [

Ejemplo 9.3.4. Si D es la parte de la circunferencia x* + y> — 2y = 0 que queda bajo la

recta y = x, calcular
[://xda:dy Y J://dxdy
D D

Solucién. Completando cuadrados, la circunferencia es 22 +y?> — 2y + 1 = 1, o sea
2?4+ (y —1)? = 1, y por tanto tiene centro (0,1) y radio 1. El recinto es pues muy similar al
del ejemplo anterior, cambiando sélo el arco de parabola por un arco de circunferencia. Este
recinto no sugiere un cambio a polares, pues la circunferencia no esta centrada en el origen.
De hecho, para calcular I es mejor usar coordenadas cartesianas:

1 2y—y 171 2y—y?
1= / / rdr | dy = / |:—I2:| dy =
0 y o L2 Yy

1/t 1 2 .11 1 2 1
— 2_2_2d:_ 2 ~3 — 1__ — -
2/0(1/ Yy —y)dy 2[@/ 3y]0 2( 3) G

Aqui ha sido mejor empezar integrando con respecto a x, porque al sustituir 22 han desapa-
recido las raices y nos ha quedado la integral de un polinomio.

2
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Si empezamos a calcular J con la misma idea la cosa se complica, pues llegamos en

seguida a la integral fol(\/Qy —y? —y) dy.
Si nos planteamos un cambio a polares se tiene, como en el ejemplo anterior, 6 € [0, 7 /4],
y como la circunferencia se transforma en p? — 2psenf = 0, o sea p = 2sen 6, se tiene

us

z 2senf % 1 2sen 6
() e [T
0 0 0 2 0

™ ™ 1 jus
= /4 2sen’ 6 df = /4(1 — cos(20)) df = [«9— —sen(2«9)} = ——
0 0 2 0 4 2

I

3
—_

Realmente, podiamos habernos ahorrado todos los cédlculos, pues al estar calculando el vo-
lumen de un cuerpo de altura constante 1 sobre D, ese volumen es igual al area de D, o sea
el drea del cuarto de circulo (7/4) menos el area del tridngulo (1/2).

Aprovechando algunos calculos anteriores, podemos ver como se calcularia I en polares:

2sen 0 I 2sen 6
I:/ (/ pcostdp) dﬁz/ cos@(/ dep) df =
0 0 0 0

31 2send s 4 I 9 9 4 1
cos [%} :§/4cosésen3«9d0:§ [sen 9} :g <£) = _

0 0 4 ], 2

™

|

INE]

-,

En resumen, el cambio a polares es aconsejable para calcular J, pero no para calcular /. =
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9.4. Ejercicios (y soluciones)

1. Calcular [[, 2y drdy sobre el rectangulo D = [0,1] x [0,3]. Solucién: 9/4.

2. Calcular [[, ze¥ dudy sobre el recténgulo D = [0,1] x [0,3]. Solucién: 3(e* — 1).

3. Caleular [[ (z+e"™) dxdy sobre D =1[0,1] x [-1,0]. Solucién: e + 1 — 3.

4. Calcular [[, /zy dedy donde D = {(z,y) e R* : y* <x <y}. Solucién: 2/27
5. Calcular [/ p@+y)drdy siD es el recinto limitado por las curvas y = ey=uaxt
cuando = € [—1,1]. Solucién: —1/3

6. Calcular ffD(Bxy2 —y)drdy si D esla porcion de plano que queda bajo la curva
y = |z| y sobre la curva y = —|z| cuando x € [—1,1]. Solucién: 0

7. Calcular [[,(2*+y?) dedy si D es laregion del plano limitada por las curvas y =

ey =x* Solucién: 9/280
8. Calcular [[,(z+y)*(x—y)* dedy si D es el cuadrado de esquinas (1,0), (0,1), (1,2)
y (2,1). Solucién: 20/3

9. Calcular / / i —|—2y dxdy si D es el interior de la cardioide de ecuacién (en
DX x? 4 12

polares) p = a( 1 +cosf). Solucion: wa.

10. Calcular [[,In(z* + y*) dxdy si D es la corona circular comprendida entre las
circunferencias 22 +y% = e? y 22 + 3% = e¢*.  Solucién: me?(3e? — 1).
11. Calcular f; dx f;/Q(yQ —2y)Y3 dy  invirtiendo el orden de integracién. Sol: —3/4.

12.  Comprobar las siguientes igualdades haciendo el cambio a coordenadas polares:

1 T 1
dx/ L gy = va-
/0 z2 \/x2+y2 Y

1 \/1—y2
/ dy/ V2 +y2de = g
-1 0

1 \/1—y2 1
/ dy/ ryyv/2? +y*de = 10

RQ,xz
/ dx/ n(1 + 22 +y)dy=g[(1+R2)1n(1+R2)—R2}

VRZ—z2?
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13.

14.

15.

16.

El area A de una region plana D se puede calcular mediante la integral doble

A://da:dy
D

Calcular el drea de la figura limitada por las curvas y?> = 4x +4 e y> =4 —2x. Sol: 8.

Si f(z,y) > 0 en los puntos de una regién plana D, el volumen V' de la regién del
espacio comprendida entre D y la superficie z = f(x,y) se puede calcular mediante la

integral doble
V=[] tay) dey
D

a) Calcular el volumen comprendido entre el cuarto de circulo 2% + y* < 1 (con
x,y > 0) y la superficie z = y. Solucién: 1/3

b) Calcular el volumen comprendido entre el circulo 22 + y* < 1 y la superficie

z=+/9—a?—y? Solucién: & (27 — 16v/2).

El drea S de la porcién de superficie z = f(x,y) que esta sobre cierta regién del plano
D se puede calcular mediante la integral doble

S = //D V1 (02 + ()2 dudy

a) Comprobar que el drea de la superficie de una esfera de radio R es 47 R2.

b) Calcular el drea de la porcién de la superficie z = 9 — 22 — y? que estd por encima

del plano XY. Solucién: ¥ (37%/2 — 1).

Si una plancha ocupa la regién D y con densidad puntual f(z,y), entonces la masa
total M de la plancha y las coordenadas (xg, yo) de su centro de gravedad vienen dadas
por las integrales:

M=//Df<x,y> da dy 3?02%//[)3?]6(3%?4) da dy on%/Ayf(%y) dx dy

Si la densidad es constante y A es el drea, las coordenadas del centro de gravedad son:

1 1
xozz//xda:dy yozz//ydxdy
D D

a) Calcular el centro de gravedad de la cardioide del Problema 9. Solucién:
(5a/6,0).

b) Calcular el centro de gravedad de la figura del Problema 13. Solucién: (2/5,0).

¢) Calcular el centro de gravedad de la ldmina limitada por las curvas 2% + ¢y% = 1,

y==, v=0. Solucin: (122 12) ~ (1/25,0'60).

d) Calcular la masa total y el centro de gravedad de una lamina ocupa el tridngulo
de vértices (0,0), (1,0) y (0,1) con densidad puntual f(z,y) = xy. Solucién:
Masa 1/8, centro (8/15,4/10).



