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Un paseo por las geometrias del espaciotiempo
en el centenario de la Relatividad General

por

Antonio N. Bernal y Miguel Sanchez Caja

RESUMEN.  Con ocasién del centenario de la publicacién por Einstein de la
Teoria General de la Relatividad, proporcionamos una visién general de las
«teorias del espaciotiempo». Incidimos en argumentos fisicos simples desde el
punto de vista matematico, asi como en el doble papel para estas teorias de
la Geometria Diferencial: como lenguaje natural y como herramienta para su
desarrollo e, incluso, falsabilidad.

Se cumplen en 2015 cien afios desde que Einstein publicara el articulo [11], donde
se termina de perfilar la Relatividad General. Habia transcurrido un decenio desde
1905, el «annus mirabilis» en el que Einstein publicé cuatro articulos que contri-
buyeron decisivamente a fundamentar la Fisica moderna y que cambiaron nuestra
percepcién de conceptos como espacio, tiempo, masa o energia.! La necesidad de ese
gran lapso para una mente tan prodigiosa y rapida como la de Einstein sugiere la
titdnica magnitud de la tarea. Y es de remarcar que, de entre las dificultades con que
se topo, tal vez la mas ardua fuera la intrincaciéon de las matematicas requeridas.
De hecho, la tutela de su amigo Marcel Grossmann en el campo de la Geometria
Diferencial resulté esencial para el éxito de la empresa, como se desprende de una
carta de Einstein a Sommerfeld? escrita en 1912:

«El problema de la gravitacién me tiene totalmente ocupado, y ahora
creo que voy a superar todas las dificultades con ayuda de un amigo
matematico de aqui [Grossmann]. Al menos hay una cosa segura, y es que
nunca en mi vida habia trabajado tan duro. He adquirido un gran respeto
por las matemdticas, cuyas sutilezas, en mi inocencia, jconsideraba hasta
ahora un lujo superfluo! Al lado de este problema, la primera teoria de
la relatividad es un juego de nifios».

Afortunadamente, hoy en dia los fundamentos bésicos de Geometria necesarios para
entender tanto la Relatividad General como las teorias precedentes del espacio y
tiempo, forman (o deberian formar) parte del acervo comin de los mateméticos.
Asi, con la perspectiva del siglo transcurrido, nos proponemos aqui ofrecer una breve
visién de estas teorias.

IRecomendamos los estupendos articulos de Azcarraga [1] y Senovilla [27] en LA GACETA pu-
blicados en ocasién de ese otro centenario, y el no menos imprescindible de Sdnchez Ron [25] del
afio anterior. Estos articulos cubren, entre otros, los aspectos histéricos de ambos centenarios.

2Tomamos el dato y la traduccién de [28, pag. 50].
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Decia Galileo que el libro de la Naturaleza esta escrito «in lingua matematica»
y, si bien esto se puede apreciar en miiltiples partes de la Fisica, en pocas resultara
tan claro como en las teorias que tratan de modelar el espacio y el tiempo. Asi, la
Geometria Euclidiana subyace a la Mecanica Clasica, la Geometria Afin Lorentziana
a la Relatividad Especial, y la Geometria Riemanniana a la Relatividad General.
Podriamos incluso seguir més alla, anadiendo que la Teoria de Fibrados subyace a las
Teorias Gauge (las cuales buscan un marco geométrico apropiado para la descripcién
unificada del espaciotiempo y las particulas que lo habitan), que los Espacios de
Hilbert y el Analisis Funcional se hacen necesarios cuando se quieren representar
efectos cudnticos, o que casi cualquier parte de las matematicas parece tener cabida
en esa Teoria del Todo que pretende ser la Teoria de Cuerdas.

En el presente articulo nos restringiremos a las teorias fisicas que han tratado de
describir el espacio y el tiempo, con independencia de las particulas que lo habiten
(en fin, no diremos ingenuamente «sin particulas» que lo habiten, puesto que mu-
chos podrian objetar si esto tendria sentido). No pretendemos hacer una descripcion
detallada desde un punto histérico o fisico, sino una breve descripcién en el lenguaje
moderno de la Geometria Diferencial de los modelos clasicos (los de Galileo-Newton
y Einstein), incluyendo unas motivaciones fisicas claras desde el punto de vista ma-
temdtico (véanse las Secciones 1y 2).

Como veremos, estas motivaciones fisicas son importantes para el matematico no
solo porque le permitan entender y reflexionar sobre conceptos fisicos y filoséficos
atractivos, sino porque las intuiciones fisicas pueden orientar su punto de vista y
llevarle a resultados estrictamente mateméticos completamente inesperados (véase
la Seccién 2). Y, a la postre, pueden tener otra utilidad mucho mas préctica, ya que
en ocasiones las teorfas fisicas producen predicciones geométricas. Asi, el trabajo
de los matemédticos (gente precisada sélo de recursos austeros) puede permitir la
falsabilidad de una teoria fisica, de un modo desde luego méas econémico que el de
costosos dispositivos experimentales.

Esperamos asi que el lector de LA GACETA pueda encontrar en este articulo
ideas para tratar de entender mejor el universo fisico que le rodea, motivaciones
para el estudio o desarrollo de la Geometria... jy argumentos extra para justificar
la actividad a menudo incomprendida de los mateméaticos!

Agradecemos la lectura cuidadosa del manuscrito por Angel Ferrdndez y Miguel
A. Javaloyes, de la Universidad de Murcia, asi como la invitacion y excelente acogida
del Departamento de Matemdticas de esa universidad a impartir una conferencia
sobre el tema del articulo. Asimismo, agradecemos a LA GACETA la invitacion con
ocasion de este centenario.

1. APROXIMACIONES LINEALES A LAS TEORfAS DEL ESPACIOTIEMPO

Cuando el matematico intenta aproximarse a las teorias més elementales sobre la
naturaleza del espacio y tiempo, tal vez uno de los conceptos més desconcertantes con
el que tropieza sea el de sisterna de referencia inercial (SRI). Y es que, al estudiarlo
en el bachillerato, afirmaciones del tipo «los SRI no estan acelerados ni rotan» o «los
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puntos de vista entre dos SRI son intercambiables» pueden parecer claras y llenas
de sentido. Sin embargo, una vez terminada su carrera, el matematico cultivado en
el rigor puede llegar a sentir que estas afirmaciones no tienen un significado preciso.
E incluso sospechar que si no se entienden bien, esto pueda deberse a algin tipo de
circularidad en las definiciones fisicas. . .

Una afirmacién popular® establece que uno no entiende realmente algo a menos
que pueda explicarselo a su abuela. Nosotros irfamos un poco més alla y diriamos,
casi con orgullo: «no entiendes bien un concepto fisico si no puedes explicarselo
a un matematico». Asi que éste serd nuestro principal objetivo a lo largo de la
presente seccion, dedicada a los SRI y todo lo que conllevan acerca de la geometria
del espaciotiempo. Para ello, seguiremos la aproximacién general desarrollada en [3]
(o la versién mas divulgativa [4]), que se inspira parcialmente en [16].

1.1. SISTEMAS DE REFERENCIA INERCIALES

Tradicionalmente, el fisico imagina sus SRI en un cierto estado de movimiento
privilegiado con respecto al resto del universo, de modo que entre cada dos de ta-
les SRI el movimiento relativo es especialmente simple (rectilineo y uniforme). Y,
usualmente, las discusiones fisicas elementales sobre SRI parten de dos hipdtesis
implicitas, que abstraeremos como postulados.

El primero de ellos es que los SRI generan coordenadas en la totalidad del espacio
y el tiempo (en adelante espaciotiempo o e.t.) de modo que el cambio de coordenadas
entre dos de tales SRI es una aplicacion afin. Mateméaticamente, esto implica que el
propio e.t. adquiere una estructura de espacio afin o, en otras palabras:

PosTuLADO 1. El e.t. fisico admite una estructura de espacio afin sobre un espacio
vectorial real V' de dimension 4, y determina un subconjunto (no vacio) de sistemas
de referencia afines a los cuales llamaremos sistemas de referencia inerciales.

Este postulado también se puede interpretar diciendo que se considera una apro-
ximacion lineal a la estructura del e.t., dentro del cual los fisicos seran capaces de
encontrar unos sistemas de referencia afines privilegiados (y el matematico no tiene
por qué torturarse mucho sobre cémo se puedan encontrar éstos). Como veremos,
este punto de vista serd importante para modelos de universo mas realistas.

Para formular el segundo postulado sobre los SRI, senalemos previamente que,
desde el punto de vista fisico, se espera que una de las coordenadas t de cada SRI
mida tiempo (¢ esté determinada mediante un reloj) mientras que las otras z; (de-
terminadas mediante una regla) midan espacio. Una propiedad esencial de los SRI
dentro del conjunto de todos los sistemas de referencia afines es que debera existir
una cierta «democracia», «no privilegio» o «maxima simetria» entre pares de tales

3 Atribuida a veces al propio Einstein, aunque parece que sin mucho fundamento; véase el libro
editado por G. J. Whitrow: Einstein, the Man and His Achievement, Dover Press, 1973 (pag. 42),
donde se apunta un posible origen en Ernest Rutherford: «Einstein not only abandoned the popular
principle attributed to Rutherford than ‘an alleged scientific discovery has no merit unless it can
be explained to a barmaid’, but he even outraged many professional scientists».
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mediciones de tiempo o de espacio. Para explicarla con sencillez, supongamos pri-
mero el caso bidimensional, esto es, consideremos dos SRI, O y O, con coordenadas
afines (t,z) y (¢, %), respectivamente. Por el Postulado 1,

()= 90+ () w

La méaxima simetria entre las coordenadas a la que se refieren los fisicos viene a decir
que «la coordenada temporal ¢ (resp., espacial z) de O medida por el reloj (resp., la
regla) de O cambia como la coordenada temporal ¢ (resp., espacial ) de O medida
por el reloj (resp., la regla) de O». En la notacién de (1), esto equivale a imponer

ot/ot (=a)=0t/0t#£0 y  0x/dzx (=d)=0z/0T, (2)
donde la condicién adicional sobre las derivadas temporales refleja que el tiempo fluye
entre ambos relojes sin interrupciones. Mas formalmente, y en cuatro dimensiones:

PosSTULADO 2. Llamando temporal a la primera coordenada t de cada SRI, y es-
paciales a las otras tres x1,xs,x3, dados dos de tales SRI, O y O, los cambios entre
estos tipos de coordenadas verifican

para todo i,j = 1,2, 3.

1.2. UN EJERCICIO DE MATRICES

Los postulados sobre los SRI sugieren el siguiente ejercicio de matrices para el
caso de dimensién 2 (para dimensién 4 el problema es mds dificil, pero las soluciones
y conclusiones resultan ser andlogas).

EJERCICIO. Considérese una matriz real A reqular 2 x 2 y su inversa A~':
_(a ? -1 _
=) =)

Sia#0, determinese cudndo se verifican a =a yd = d.

La importancia de este ejercicio radica en que, al solucionarlo, se obtienen todos
los posibles cambios de coordenadas entre SRI y, con ellos, todas las estructuras
geométricas asociadas a la existencia de SRI.

Indicamos cémo resolver este ejercicio en el Apéndice. Para expresar de manera
concisa la solucién que se obtiene, denotaremos R* = R U {w}, donde w puede
entenderse como «= infinitoy», y se dota a R* de la topologia de una circunferencia.

o
S

U

SOLUCION. Una tal matriz A satisface det A = 1 y que, para algin k € R*, cumple

AL TR A=T® donde T = (’8 ?)

el superindice * denota la traspuesta vy, para dotar de sentido a estas expresiones
cuando k = w, se toman formalmente las inversas y se entiende que 1/w = 0.
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Mas atn, k es esencialmente tnico en el sentido siguiente. Si dos matrices no
diagonales A y A’ satisfacen la propiedad del Ejercicio para sendos k y k', entonces
su producto A - A’ la satisface sélo si k' = k.

1.3.  Gruros O™ (2, R)

La solucién del ejercicio previo hace natural considerar los siguientes grupos de
matrices, para cada k € R*:

OW (2, R) = {A € GI(2,R) : det A = +1, AT A =[P},
Obsérvese que, de hecho, cada O(k)(27R) es un grupo de Lie conocido (salvo por un
cambio de escala trivial cuando k € Ry k #£ 0):
1. Para k € (0,00), O%)(2,R) es conjugado al grupo ortogonal cldsico

over)={( ol ) oer).

Fsenf £cosb

2. Para k € (—00,0), O%®)(2,R) es conjugado al grupo de Lorentz

(1) o cosh 0 senhf \
O (2 R) = {i (isenh@ + cosh 6 0eR.

3. Para k = w, es el grupo de Galileo (no orientado temporalmente)

0@ (2,R) := {(ivl fl) = R} :

4. Para k =0, es el dual del grupo de Galileo
OV (2,R) :={A': A e O“(2,R)}.

Recapitulando, si aceptamos los dos postulados sobre la existencia de SRI, al e.t.
fisico se le asigna una estructura afin real A, de espacio vectorial director V', y las
bases de V asociadas a los sistemas de referencia inerciales estan relacionadas por
un cambio de coordenadas en un (esencialmente tinico) grupo O*) (2, R).

En consecuencia, al e.t. fisico también se le asigna la estructura geométrica en V'
que preserva ese grupo, esto es:

1. Caso k € (0,00): un producto escalar euclidiano.

2. Caso k € (—00,0): un producto escalar lorentziano, esto es, un tensor simétrico
2-covariante (forma bilineal simétrica) no degenerado de indice 1 (con signatura
(=)

3. Caso k = w: una estructura galileana, esto es, una forma lineal no nula (de-
terminada en principio salvo signo) 7' : V — R, a la que se llamard tiem-
po absoluto, més un producto escalar euclidiano (-,-) en su nicleo Nuc(T'); a
(Nuc(T), (-, -)) se le llamara espacio absoluto.

4. Caso k = 0: una estructura dual galileana consistente en un vector v no nulo
(definido en principio salvo signo) méas un producto escalar euclidiano en el
anulador de v en el espacio dual V*.
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1.4. MODELOS LINEALES F{SICOS DE ESPACIOTIEMPO

De la discusién anterior hemos deducido que, admitiendo los dos postulados sobre
la existencia de SRI, se tienen a los sumo cuatro modelos geométricos que se pueden
asignar de manera natural al e.t. Podemos preguntarnos a continuacién si son todos
fisicamente razonables, o si tal vez habria que afiadir algtin postulado mas.

Como una primera observacién, senalemos que, dado el conjunto inicial S de
SRI, uno podria ampliar S hasta formar un conjunto maximal Sy, de sistemas de
referencia afines que verificaran los dos postulados de los SRI; dado que, esencial-
mente, el valor del pardmetro k asignable a S era tinico, también serd tnico (salvo
casos triviales) el conjunto Sy.x determinado por S, y podria pensarse que éste es
realmente el conjunto natural de todos los SRI. Esto es, podria considerarse como
un postulado natural el de mazimalidad, lo que no significa méas que el conjunto de
todos los SRI es maximal en el sentido anterior.

Una segunda observacién es que no se impuso ninguna restricciéon sobre el valor
de a := 9t/dt, salvo que a # 0. Esta condicién se justificaba porque ¢ y ¢ son coor-
denadas «temporales» que fluyen indefinidamente. Pero, de hecho, parece natural
suponer a > 0 porque ambas lo hacen «hacia el futuro». Esto es, es perfectamente
natural asumir como postulado adicional la orientabilidad temporal: Ot/0t > 0 entre
cualesquiera dos SRI.

Discutamos a continuacién los cuatro modelos de espaciotiempo obtenidos. El
caso euclidiano k € (0,00) ocurre cuando hay una «simetria total» entre las coor-
denadas t y z. Si admitimos el postulado de maximalidad, el conjunto compatible
resultante no puede obtenerse mediante la acciéon natural de un grupo: en ese caso,
se terminarian produciendo elementos contradictorios con la condicién a # 0 (o la
més restrictiva a > 0, impuesta por la orientacién temporal). Desde el punto de vista
fisico, esto convierte al modelo euclidiano en sospechoso de no ser apropiado para
una descripcién conjunta del espacio y el tiempo.

Los otros casos, esto es, cuando k € R* \ (0, 00), son claramente compatibles con
los postulados de maximalidad y orientabilidad temporal. De hecho, el postulado
de orientabilidad temporal permite incluso dotar de signo a la forma lineal tiempo
absoluto T' del modelo galileano (de manera que siempre crezca sobre las curvas
parametrizadas con la coordenada ¢ de un SRI), y al vector no nulo v del caso dual
del galileano. En el caso lorentziano, permite determinar lo que también en este
ambiente recibe el nombre de orientacién temporal (en el sentido que se verd en la
Seccién 2: la seleccién de uno de los dos conos de vectores temporales generados por
el producto escalar lorentziano).

No obstante, un anélisis sencillo muestra que \/m admite una interpretacién na-
tural como supremo de todas las velocidades relativas entre SRI. Este supremo seria
infinito para el modelo galileano, finito pero positivo para el lorentziano y estricta-
mente 0 para el dual del galileano. Estas consideraciones hacen también sospechoso
desde el punto de vista fisico al modelo dual del galileano, y sugieren que sélo los dos
modelos clasicos, galileano y lorenziano, podran sobrevivir desde esa perspectiva.

Maé4s atn, existen razones fisicas conocidas para preferir el caso en el que el
supremo de velocidades relativas no sea infinito, esto es, el modelo lorentziano. La
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fundamental de ellas es que la velocidad ¢ de la propagacién de una onda (digamos,
la luz) en el vacio debe ser finita (jcémo se va a propagar algo a una velocidad
infinita?) e igual para todos los SRI (si la onda se propaga en el vacio, su velocidad
de propagacién se refiere con respecto al vacio y éste es «el mismo» para todos los
SRI). Ello conduce directamente al modelo lorentziano, que es el que se considera
en la Relatividad Especial einsteniana.

No obstante, los anteriores razonamientos sobre ondas pueden parecer una suerte
de Deus ex machina en nuestra discusién sobre SRI. Asi, aparte de esta razén co-
nocida, daremos en la siguiente seccién otra de pura economia matematica en favor
del caso lorentziano (desde el punto de vista general en el que no se considera una
aproximacién lineal, como hemos hecho hasta el momento).

2. MODELOS NO LINEALES

Hasta ahora sb6lo hemos considerado aproximaciones lineales a la estructura del
e.t. No obstante, la Geometria Diferencial proporciona un modelo muy general de
espacios en los que se pueden usar las herramientas del Calculo Diferencial, las va-
riedades diferenciables; los espacios afines o vectoriales considerados hasta ahora
se pueden considerar simplemente como una aproximacién suya. Recordemos que,
intuitivamente, las variedades se entienden como espacios que pueden describirse
localmente mediante conjuntos de n coordenadas (siendo n prefijado y, en nues-
tro caso, finito), de manera que todos los cambios de coordenadas permitidos son
diferenciables.

A cada punto p de una tal variedad M se le asigna de manera natural un espacio
tangente T, M de dimensién n, el cual se puede interpretar como una aproximacién
lineal a la variedad en ese punto; la variedad tangente TM = UpepT, M, asi como
la dual TM* = UpepTp,M™, no sélo adquiere una estructura natural de variedad
diferenciable de dimensién 2n sino también de fibrado vectorial. En un espacio afin,
el espacio tangente a cada punto se identifica naturalmente con el espacio vectorial
director de ese espacio afin pero, en general, no hay una identificaciéon natural entre
los espacios tangentes T, M, T, M para distintos puntos p,q € M.

2.1. MODELOS NO LINEALES DE ESPACIOTIEMPOS

Volvamos a nuestra discusién sobre los e.t. (siguiendo [3]). Resulta natural pos-
tular ahora:

s El e.t. fisico se modela mediante una variedad diferenciable M (de dimensién
n = 4), cada uno de cuyos puntos p € M llamaremos sucesos (y representa un
punto en un instante, un «aqui-ahoray).

= Las aproximaciones lineales obtenidas a partir de los SRI son objetos que
deben definirse en cada espacio tangente T, M, p € M. Ademéas deberan variar
de manera suave (continua y, digamos, diferenciable C'*°) de punto a punto.

Asi, si, por el momento, seguimos admitiendo los cuatro modelos lineales obte-
nidos en la seccién anterior, podemos afirmar:
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1. Si en cada T, M definimos un producto escalar lorentziano se obtiene una
métrica de Lorentz g sobre M, que serd el modelo de e.t. en la Relatividad
General de Einstein.

2. Anélogamente, si en cada T,M definiéramos un producto escalar euclidiano,
se obtendria una métrica riemanniana sobre M.

3. Sien cada T, M definimos un modelo de Galileo, se obtiene lo que llamaremos
una estructura leibniziana sobre M, esto es, una forma diferencial sin ceros 2
(definida salvo un signo global, si no se asumiera orientabilidad temporal) y
una métrica riemanniana h en el subfibrado anulador NucQ C T'M.

4. Andlogamente, si en cada T, M definiéramos un modelo dual de Galileo, ob-
tendriamos una estructura anti-leibniziana (o leibniziana dual) sobre M, esto
es, un campo vectorial sin ceros X (de nuevo eventualmente salvo signo) y una
métrica riemanniana h* en su fibrado anulador Nuc X C T M*.

5. Existe incluso la posibilidad de cambiar el modelo de punto a punto, obte-
niéndose una métrica de signatura cambiante g sobre M, lorentziana en algtin
subconjunto abierto, riemanniana en otro, y con una estructura leibniziana o
anti-leibniziana en los cerrados donde g degenere.

Esta tultima posibilidad resulta altamente especulativa, aunque también puede
admitirse seriamente (en [3] se conecta con la celebrada «no boundary proposal» de
Hartle y Hawking [13]). No obstante, el somero anélisis al final de la Seccién 1 sugeria
que los modelos euclidiano y dual galileano no parecian muy razonables fisicamente,
al menos a un nivel elemental. Consecuentemente, en lo que sigue descartaremos
estos dos casos asi como los correspondientes modelos riemanniano y anti-leibniziano
sobre la variedad. Seguidamente discutiremos los otros dos casos.

2.2.  GALILEO-LEIBNIZ FRENTE A LORENTZ-EINSTEIN (Y A NEWTON)

Al margen de las cuestiones relativas a la velocidad de propagacion de la luz
apuntadas al final de la Seccién 1, nos centraremos a continuacién en lo que, a nuestro
entender, es la diferencia mas notable entre métricas de Lorentz y estructuras de
Leibniz desde un punto de vista matemaético (nos basaremos aqui en [5], o la versién
més divulgativa [6]; véase también [18]).

Para una métrica lorentziana ¢ se verifica un anédlogo al «milagro» o «lema fun-
damental» de la Geometria Riemanniana, esto es: g selecciona candnicamente una
dnica conexion afin V (= V9), llamada de Levi-Civita, caracterizada por paralelizar
la métrica g (Vg = 0) y carecer de torsién (VxY — Vy X = [X,Y] para cuales-
quiera campos vectoriales X,Y sobre M). Una tal conexién permite hacer derivadas
covariantes (independentes de las coordenadas que se escojan) y, por tanto, definir
nociones como curvas aceleradas, geodésicas y curvatura.

Por el contrario, una estructura leibniziana (€2, h) no determina andlogamente
una conexion afin, la cual deberia paralelizar €2 y h. Se puede demostrar que, si no
se les exigiera carecer de torsién, no solo se encontraran conexiones que paralelicen
Q y h, sino que éstas tendrdn tantos grados de libertad como las conexiones (con o
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sin torsién) que paralelicen una métrica riemanniana (o lorentziana) g. No obstante,
existird una conexién sin torsién que paralelice  y h si y sélo si € es cerrada; en este
caso, podria considerarse €2 localmente como la diferencial de un tiempo absoluto T'
definido sobre la variedad (esto es, 2 = dT'). Sin embargo, incluso en este caso, la
conexiéon paralelizante sin torsion no estaria definida univocamente: seria necesario
introducir un «campo vectorial gravitatorio» y una «2-forma vorticidad» (ambos
sobre el niicleo de §2) para fijar una tal conexién (véase [5]).

En resumen, en el caso leibniziano serian necesarias estructuras geométricas adi-
cionales para desarrollar conceptos tan familiares como el de aceleracién. Sin em-
bargo, la métrica lorentziana g sera mucho mas eficiente: basta para ese proposito
concreto y, de hecho, para todo el desarrollo de la Relatividad General.

Es de senialar que esta diferencia matemdtica entre g y (€, h) estd relacionada
con una controversia histérica entre Newton y Leibniz.* Simplificando, Leibniz ar-
gumentaba que los SRI introducidos por Newton carecian de sentido porque, desde
el punto de vista de la geometria euclidiana tridimensional, el espacio «es el mismo»
para cualesquiera observadores y no podemos distinguir si uno de ellos «no gira o
estd girando» (lo que ayudaria a declarar si tal observador es o no inercial). Newton,
empero, respondié que la inclinacién del agua en un cubo rotante permitia distinguir
si un SRI (solidario con el cubo) estaba girando o no.

La Historia de la Ciencia nos dice que, si se nos permite la expresién, Newton se
llevé el gato al agua con ese argumento. No obstante, podemos revisar tal dictamen
a la luz de la geometria moderna. Newton podia afirmar que el giro de los obser-
vadores era detectable porque, desde el punto de vista matematico, estaba usando
implicitamente la estructura de espacio afin (jde todo el espaciotiempo!); recuérdese
que todo espacio afin admite de manera natural una conexién afin. Leibniz, empero,
no lo consideraba detectable porque no presuponia esa estructura, sino sélo la (més
explicita) «leibniziana.

2.3. MODELO LORENTZIANO Y RELATIVIDAD GENERAL

Como hemos visto, la existencia automética de la conexién de Levi-Civita V da
un apoyo matematico adicional al modelo lorentziano y, esencialmente, el par (M, g)
es el modelo de e.t. de la Relatividad General. De hecho, el Principio de Equiva-
lencia de Einstein, considerado por él mismo como el sustento de la Relatividad
General desde un punto de vista fisico, podria resumirse en la siguiente afirmacién:
las particulas, cuando no estin sujetas a mas fuerzas que la gravitatoria® se mue-
ven siguiendo las geodésicas de una conexién que es precisamente la de Levi-Civita
para g. Y, posiblemente, el mejor argumento fisico para este principio es el mismo
por el que un geémetra riemanniano usard normalmente la conexién de Levi-Civita:
el principio de simplicidad o, si se prefiere mas filoséficamente, el de la navaja de
Ockham.

4Para los matematicos es de sobra conocida la polémica entre ambos reclamando la paternidad
del Calculo Diferencial. No obstante, los dos pensadores se enzarzaron también en discusiones acerca
de sus distintas visiones del espacio y tiempo.

5Esto es, estan en «caida libre», no sujetas, por ejemplo, a una fuerza como la que el suelo ejerce
habitualmente sobre nuestros pies, que es de tipo electromagnético.
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Asi, en Relatividad General: (a) la conexién de Levi-Civita V de g se identifica
con el campo gravitatorio, (b) ciertas geodésicas representan particulas no aceleradas
(salvo por este campo), y (c) la curvatura de g se relacionara con la distribucién de
materia y energia en el e.t. Nos centraremos en lo que sigue en este modelo de
espaciotiempo.

3. RELATIVIDAD GENERAL: PREDICTABILIDAD Y AGUJEROS NEGROS

A continuacién haremos un breve repaso de algunos elementos geométricos aso-
ciados a la descripcion relativista del e.t. (véase por ejemplo los libros [2, 22], es-
critos para una audiencia matemadtica). Empecemos considerando un espacio vec-
torial V' dotado con un producto escalar lorentziano (-,-)1, esto es, con signatura
(=,+,...,+). Un vector v € V, v # 0, se dice

temporal si (v,v); <0, causal si (v,v); <0,
luminoso si {(v,v); =0, espacial si (v,v)1 > 0.

Los vectores causales se distribuyen en dos conos; una orientacion temporal es la
eleccién de uno de ellos, al que se llamara cono futuro (y por contraposicién, al no
escogido, cono pasado).

Una variedad lorentziana es una variedad diferenciable M dotada de una métrica
lorentziana g (que asigna un tal producto (-, -); para cada punto). Un espaciotiempo
(relativista) es una variedad lorentziana conexa dotada de una orientacion temporal,
esto es, una eleccién continua de uno de los dos conos en cada punto; esta orien-
taciéon temporal se suele suponer implicitamente, por lo que denotaremos un e.t.
simplemente como (M, g).

Consistentemente, se dice que una curva v en un e.t. es temporal (resp., lumino-
sa o causal) y dirigida al futuro o pasado, cuando asi lo es su velocidad v en todo
punto. En Relatividad las particulas con masa se modelan mediante curvas tempo-
rales dirigidas al futuro, mientras que para las sin masa (rayos de luz) se reemplaza
ser temporal por ser luminosa. Dados p,q € M diremos que p estd en el pasado
cronolégico (resp., causal) de ¢, denotado p < ¢ (resp., p < ¢) cuando existe una
curva temporal dirigida al futuro (resp., causal o constante) de p a ¢, y definimos
los futuros cronolégico y causal de p como, respectivamente,

If(p)={qeM:p<q}, J'(p):={geM:p<q}

(y andlogamente los pasados I~ (p), J~(p)).

3.1. ESPACIOTIEMPOS GLOBALMENTE HIPERBOLICOS

La clase mas importante de los e.t. relativistas es la de los globalmente hiper-
bélicos. Esto significa que el e.t. (M, g) satisface: (i) ser causal y (ii) no contener
singularidades desnudas.® La condicién (i) significa que no existen curvas causales

6En la literatura cldsica, como [2, 14, 22], se pide una condicién més restrictiva que la de ser
causal (i), concretamente, ser fuertemente causal. No obstante, al satisfacerse (ii), esa definicién
resulta ser simplificable, como se demostré en [8].
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(temporales o luminosas) cerradas, esto es, que ni materia ni energia pueden via-
jar al pasado. La condicién (ii) tiene una formalizacién matemdtica muy sencilla:
JT(p) N J~(q) debe ser compacto para todo p,q € M. Fisicamente, significa que
no puede haber una pérdida (o aparicién) sibita de materia/energia/informacién
(esto es, una «singularidad») que sea visible por otros (que esté «desnuday); sin-
gularidades como la del Big-Bang, que se nos apareceran en el Teorema 3.2, si son
admisibles.”

Un importante teorema sobre e.t. globalmente hiperbdlicos, demostrado por Ge-
roch [12] en su versién topoldgica y con conclusiones extendidas diferenciable y
métricamente por los autores [7], proporciona las siguientes caracterizaciones.

TEOREMA 3.1. Para un e.t. (M,g), equivalen:
1. Ser globalmente hiperbdlico, segun la definicion anterior.

2. Admitir una hipersuperficie espacial de Cauchy, esto es, una hipersuperficie
diferenciable ¥ tal que la métrica g restringida a S es definida positiva (S es
«espactaly ) y tal que toda curva causal inextensible corta a S en exactamente
un punto (S es «de Cauchys, es decir, el «espacio en un instanter donde se
pueden plantear condiciones iniciales para ecuaciones que predigan la evolucion
del e.t. y la materia que contenga).

3. Admitir una funcion temporal de Cauchy, esto es, una funcion diferenciable
suprayectiva t : M — R tal que: (a) su gradiente es temporal y dirigido al
pasado (por lo que t o~y es estrictamente creciente si vy es cualquier curva
causal dirigida al futuro) y (b) todas las hipersuperficies ¥, = t~1(ty) son
hipersuperficies espaciales de Cauchy.®

Resumiendo, el teorema asegura que en e.t. globalmente hiperbédlicos se puede
hablar de elementos fisica y filoséficamente atractivos:

= De la definicién: no existen paradojas asociadas a viajes al pasado y no se
observa la aparicién o desapariciéon stubita de materia o informacion.

= Usando las caracterizaciones del teorema:

(a) En principio, es posible asegurar predictabilidad (determinismo): el «pre-
sente» seria una hipersuperficie de Cauchy espacial, por lo que su conocimiento
(v el de todos los datos necesarios sobre ella) permitiria, en principio, determi-
nar el futuro (digamos, supuesto que el comportamiento de la materia se rige
por ecuaciones hiperbdlicas).

(b) Espacio y tiempo globales emergen a través de la funciéon de Cauchy tem-
poral (aunque no sean tnicos).

En adelante, los e.t. se supondran siempre globalmente hiperbdlicos.

"Estas singularidades no estarfan «desnudas» porque los observadores también nacen de ellas,
esto es, nadie veria surgir el Universo de la nada.

8Fs decir, un tiempo (no-tinico) ¢ emerge, y cada hipersuperficie de nivel {¢ = constante} es el
«espacio en cada instantey.
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3.2. LA ECUACION DE EINSTEIN

Como se sugiri6 al final de la Seccién 2, una idea sobresaliente de la Relatividad
General consiste en conectar la curvatura del espaciotiempo con la distribucién de
materia y energia en él. La forma precisa de esta conexion es la ecuacion de campo
de Einstein [11], cuyo centenario es el principal hito que celebramos aqui.

Esta ecuacién se escribe en términos del tensor de Ricci, que denotaremos Ric
(el cual se construye contrayendo el tensor curvatura R de Riemann asociado a la
métrica g), la curvatura escalar S (que es a su vez la contraccién métrica de Ric) y
el tensor impulso energia T, que se construye a partir de la distribucion de materia.
Explicitamente, la ecuacién (en unidades fisicas apropiadas y suponiendo, como en
la versién més estdndar, que la constante cosmoldgica es nula) se escribe

1
Ric—ng:&rT.

No nos preocupars aqui la forma concreta de la ecuacién ni cémo se dedujo,” aunque
sobre esto merece comentarse que Einstein se apoy6 en razones de simetria y analo-
gias newtonianas, mientras que Hilbert, casi simultineamente, la dedujo a partir de
un principio variacional sobre la curvatura escalar. Lo que nos importara es perca-
tarnos de que el miembro izquierdo de la ecuaciéon es un campo tensorial construido
a partir de la geometria del espaciotiempo, mientras que el derecho es un campo
tensorial construido a partir de la materia/energia. Asi, las condiciones fisicas razo-
nables que debieran de cumplir la materia y su distribuciéon implicaran condiciones
geométricas (fisica y matemdaticamente interesantes) sobre la curvatura.

De entre estas condiciones, destaca la condicion dominante de energia, cuyo sig-
nificado fisico es que la densidad de energia debe ser no negativa y que la mate-
ria/energia no deben viajar més rapidamente que la luz. No entraremos en explicar
como se traducen algebraicamente estas propiedades sobre T', pero si tendremos en
cuenta que, gracias a la ecuaciéon de Einstein, esta condiciéon produce, para casos
simples de e.t., la no-negatividad de la curvatura escalar:

S >0. (3)

No es ésta la tnica condicién interesante sobre el tensor 7T'. Asi, al menos hasta que
en la década de los 90 se descubrié la expansién acelerada del Universo, parecia na-
tural imponer la llamada condicidn fuerte de energéa (sobre T), la cual equivalia a la
condicion de convergencia temporal (sobre Ric). Concretamente, esta tltima condi-
cién es Ric(v,v) > 0 sobre todo vector v temporal, y tiene la interpretacién natural
de que la gravedad, en promedio, atrae. Usando esta condicién Hawking demostro
su celebrado teorema de singularidades, considerado como un fuerte soporte a la
existencia de una singularidad inicial o Big Bang. Para que el lector més avezado
en Geometria Diferencial compruebe hasta qué punto ha profundizado en la Geo-

9Remitimos encarecidamente a los capitulos 9-12 del excelente libro [24].
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metria Lorentziana, escribimos a continuacién la forma precisa de este teorema.'”

Informalmente, el teorema asegura que todas las curvas temporales van a ser incom-
pletas hacia el pasado bajo las hipdtesis de predictabilidad, convergencia temporal
y existencia de una expansién estrictamente positiva para la totalidad del espacio.'!
El lector menos familiarizado puede obviar la forma precisa y pasar directamente a
la siguiente subseccion.

TEOREMA 3.2. Sea (M, g) un e.t. que verifica:
1. es globalmente hiperbdlico,
2. satisface la condicion de convergencia temporal,

3. admite una hipersuperficie de Cauchy ¥ con infimo de su expansion C > 0
(esto es, con curvatura media H > C > 0 siendo el vector curvatura media
H = Hii, con il ortogonal a X y dirigido ol futuro).

Entonces, cualquier curva temporal pasada que empiece en ¥ tiene longitud < 1/C.

3.3. DESIGUALDAD DE PENROSE Y FALSABILIDAD DE LA EXISTENCIA DE AGUJE-
ROS NEGROS

Nuestro siguiente objetivo es dar una breve idea sobre una conjetura geométri-
ca, la desigualdad de Penrose, la cual permanece abierta en su versién mas general.
La sola formulacién de esta desigualdad resulta un tanto enrevesada, pero nuestro
objetivo no tiene una intencién técnica (recomendamos [10] para una excelente intro-
duccién para matemdticos, [21] para una presentacién simplificada o [19] para una
exhaustiva actualizacién de resultados, incluyendo un lenguaje algo mas fisico). Por
el contrario, nos contentaremos con hacer ver al lector que esta desigualdad sugiere
una reflexién sobre el papel de los matematicos. La desigualdad de Penrose es tal
vez el caso mas espectacular en el que una teoria fisica produce una sorprendente
prediccién geométrica. Asi, tomando esta prediccién como una conjetura, su soluciéon
contribuye a refutar o validar aspectos fundamentales de la teoria, esto es, jel papel
de los mateméticos resulta aqui equiparable al de los fisicos experimentales!'?

La historia empieza a principio de los setenta, cuando Roger Penrose [23] conside-
ra que la teoria de los agujeros negros se esta desarrollando de manera rapida y poco
rigurosa. Esta teoria predice un modo muy concreto de evolucién del agujero hasta
un estado final. Agudamente, Penrose se percata de que, comparando la geometria
del estado inicial y final del agujero, y teniendo en cuenta su modo de evolucién,
se obtenfa un cierto tipo de desigualdad geométrica (para una clase de variedades

10Véase [22, Theorem 55A] para un tratamiento matemético cuidadoso. Recomendamos también
al lector experto en Geometria Riemanniana la referencia [20], donde se demuestra tanto el teorema
de Hawking como un teorema puramente riemanniano cuyas hipétesis y conclusiones resultan ser
isomorfas al de Hawking.

1 Esta dltima hipétesis estd asegurada por observaciones astronémicas para nuestro punto del
espacio, y se admite que es cierta para otros puntos por la homogeneidad e isotropia a gran escala
que se observa en él.

12Sobre esto, véase el controvertido articulo de Jaffe y Quinn [17] acerca del papel de las «mate-
maticas tedricas» en Fisica.
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diferenciables, no sélo lorentzianas sino también riemannianas). Esta desigualdad
resultaba totalmente inesperada desde el punto de vista puramente geométrico, por
lo que Penrose pretendia asi atacar el «establishment viewpoint» de la teoria.

Para establecer la desigualdad, Penrose us6 tres elementos fundamentales, que
describimos brevemente a continuacion: el concepto de masa, el de agujero negro y
la teoria sobre la evolucién de los agujeros negros.

3.3.1. MASA EN RELATIVIDAD GENERAL

El concepto de masa, con el que nos sentimos familiarizados en la vida cotidiana,
resulta ser muy sutil en Relatividad General. Recordemos que la distribuciéon de
materia y energia se describia mediante un campo tensorial 7', pero la intuicién
de la Mecanica Clasica sugiere que la masa debiera de ser un nimero real m > 0
calculable a partir de T' o (equivalentemente gracias a la ecuacién de Einstein) de la
curvatura del espaciotiempo. Ademds, cuando hablamos de la masa total o energia
del e.t., seria razonable pensar que esa masa se calculara para cada hipersuperficie
de Cauchy ¥ (interpretdndose esto como el cdlculo de la masa en la «totalidad
del espacio») y que fuera independiente de la hipersuperficie escogida (la masa del
Universo no debiera de variar, puesto que es un «sistema aislado», en el sentido de
que no interacciona con otro sistema exterior a él). Este tipo de ingenuos requisitos
resulta excesivamente restrictivo, por lo que no existe una definicién general de masa
para un e.t. arbitrario.

Sin embargo, si existe una clase de e.t., los llamados asintéticamente llanos,
que permiten una definiciéon consistente de lo que es la masa (al menos, bajo la
antes comentada condicién dominante de energfa). No entraremos ni en la definicién
general de tales e.t. ni en la de su masa. No obstante, si sefialaremos que existen casos
particulares simples de tales espaciotiempos, donde la masa se puede calcular en
términos puramente riemannianos. En estos casos simples el espaciotiempo se puede
ver como un producto ortogonal R x 3, con una métrica lorentziana independiente de
la coordenada t (técnicamente, ¢ es una funcién de Cauchy temporal obtenida como
la proyeccién sobre R) y una métrica h sobre la 3-variedad . En estos e.t.: (a) la
condicién fuerte de energia implica que la curvatura escalar Sy, de h sea no negativa
y (b) la asintoticidad llana del e.t. genera la asintoticidad euclidiana de la métrica
riemanniana h sobre X. Esto ultimo significa que la métrica h es completa y, fuera
de una bola de radio grande, se pueden encontrar unas coordenadas asintoticamente
euclidianas, en las que la expresion de la métrica h y sus dos primeras derivadas
convergen rapidamente (al tender a infinito con la distancia radial) hacia la expresién
de la métrica euclidiana usual. Para estos e.t., la masa (o, méas propiamente, energia
ADM o de Arnowitt, Deser y Misner) se calcula mediante la integral

m = L lim Z / (&hu — 8Jh“) le dA, (4)

donde S, representa una esfera de radio r en coordenadas asintéticamente llanas
y n es el vector unitario normal a S, que apunta al exterior. Obsérvese que la
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definicién de m depende exclusivamente de la parte riemanniana, por lo que también
llamaremos a (4) masa riemanniana o masa intrinseca de (X, h).

Se pueden buscar algunas interpretaciones newtonianas a la anterior definicion,
del tipo: (a) la integral (4) tiene analogias con la que se utiliza en mecénica new-
toniana para calcular la masa a partir del flujo del campo gravitatorio a través de
cualquier superficie que la contenga, o (b) asintéticamente, las geodésicas de (X, h)
proporcionan la mejor aproximacién a las trayectorias newtonianas de R? aceleradas
gravitatoriamente por una particula clasica puntual de masa m.

Merece ademas comentarse que el requisito fisico basico de que la masa debe ser
positiva, sugiere el siguiente resultado:

TEOREMA 3.3. Sea (X,h) una 3-variedad riemanniana asintdticamente euclidiana
con S, > 0. Entonces, m > 0 y la igualdad se verifica si y solo si (3,h) es R3.

Este teorema fue uno de los hitos de la Geometria Diferencial del siglo XX. Fue
demostrado primero por Schoen y Yau [26] para variedades de dimensién n < 7y,
poco después, por Witten [30], con una demostracién diferente véilida para todas las
variedades espin (aquéllas cuya segunda clase de Stiefel-Whitney se anula).

Sin embargo, no nos interesard tanto el significado preciso de lo que es la masa
como el hecho evidente de la complejidad de la propia definicién'® en la férmula (4).
Esta complejidad hara que las conclusiones sobre la desigualdad de Penrose resulten
muy sorprendentes.

3.3.2. AGUJEROS NEGROS

Intuitivamente, los agujeros negros son regiones del espaciotiempo con una densi-
dad de materia tan grande que determinan un «horizonte de sucesosy; éste se percibe
como una superficie acotada del espacio que envuelve al agujero y que es de «no re-
tornoy, en el sentido de que una vez cruzada desde el exterior (por una particula o
rayo de luz), no se puede cruzar desde el interior. Se interpreta asi que nada puede
escapar a la atraccién gravitatoria en la regién delimitada por el horizonte de suce-
sos. La Figura 1 permite entender el significado de esta idea intuitiva desde el punto
de vista del e.t. relativista (véase [29] para una introduccién desde el punto de vista
fisico).

Segin la teoria de agujeros negros, éstos tienen una masa man que se puede
calcular a partir del drea de la superficie de no retorno Sy, concretamente:

Area(Smin)
16

MAN =

En el caso simple de un e.t. asintéticamente llano como los que hemos visto (para
los cuales, en particular, resulta valida la expresion (4)), esta superficie Spm C 2
resulta ser una superficie minima, esto es, con curvatura media 0 (como las superficies
de las pompas de jabén de R?).

13Por ejemplo, un primer paso para que esta definicién sea consistente es demostrar que resulta
independiente de las coordenadas asintéticas elegidas, lo cual se consigue usando que éstas tienden
lo suficientemente rdapido a ser euclideas.
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Hs AN IS

Figura 1: En este e.t. bidimensional, los conos blancos proporcionan la direccién de
los vectores temporales futuros y su distribucién es independiente de la coordenada
vertical. La region gris AN representa un agujero negro: cualquier particula que siga
una trayectoria temporal (como la representada por la curva) o luminosa, una vez
entre en la regién AN, no la puede abandonar (téngase en cuenta que su velocidad
debe apuntar siempre al cono futuro). Las dos lineas verticales HS representan
el horizonte de sucesos; si se construye un ejemplo andlogo en dimensién 3 o 4,
este horizonte seria, respectivamente, una 2- o una 3-hipersuperficie conexa. La
interseccion del horizonte de sucesos con la linea horizontal dibujada proporciona
dos puntos; en dimensioén 4, el papel de la linea lo representaria con mas generalidad
una hipersuperficie de Cauchy ¥, y la interseccién proporcionaria una 2-superficie
Smin C 2. Esta superficie Smin se percibiria como la superficie de no retorno del
agujero negro (en el espacio instantdneo X).

3.3.3. EVOLUCION DE AGUJEROS NEGROS

La teoria sobre los agujeros negros predice que cuando éstos evolucionan se cum-
plen dos propiedades. La primera es que su masa (y, por tanto, su drea) nunca
decrece. La segunda es que se verifican los llamados «teoremas de no-pelo». Estos
afirman que los agujeros negros deben estabilizarse rapidamente, llegandose a un es-
tado final que debe ser uno de los espaciotiempos de Kerr-Newmann. Notablemente,
tales e.t. quedan determinados exclusivamente por tres constantes, que representan
la masa, el momento angular y la carga eléctrica del agujero. En la imagineria de
los relativistas, tal evolucion se describe diciendo que los agujeros negros «no tienen
pelosy». Castizamente, podemos decir en espafol que la evolucién de los agujeros
negros echa los pelillos (esto es, los detalles iniciales en su formacién) a la mar.

Por supuesto, uno espera desde el punto de vista fisico que la masa m(t) del
e.t. en cada instante ¢ sea mayor que la masa en ese instante de cualquier agujero
negro man (t) (pues éste estd contenido en aquél). Sin embargo, semejante afirmacion
no resulta nada obvia mateméticamente: la primera masa m(t) se obtiene de (4)
como una integral en oo, mientras que la segunda man(t) proviene de (5), donde
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se usa el area de una superficie. Una computacién directa en los espaciotiempos de
Kerr-Newman prueba que, efectivamente, esta desigualdad se verifica en el estadio
final ¢ = oo de la evolucién del agujero negro, esto es, m(co) > man(oo). No
obstante, como argument6 Penrose, si la teoria es consistente matematicamente, esta
desigualdad deberia mantenerse en cualquier momento de la evolucion, e incluso con
més motivo que en el estadio final. De hecho, para llegar a este estadio, la masa
del agujero negro sélo podria haber crecido, man(00) > man(t), mientras que la
masa m(t) del espaciotiempo no podria haberlo hecho, m(t) > m(oo) (una sutileza
del proceso de evolucion contempla la posibilidad de que la desigualdad sea estricta,
al poder perderse materia en forma de radiacién hacia el infinito). Por tanto, se
concatenan las desigualdades

m(t) = m(o0) > man(o0) > man(t), (6)

esto es, siempre m(t) > man(t).

3.3.4. LA DESIGUALDAD DE PENROSE

En resumen, la mezcla de argumentos fisicos y matemdticos que conduce a (6)
implica que la desigualdad fisicamente obvia m > man no es algo que se tenga
que imponer a mano en la teoria, sino que siempre se debe poder constatar dentro
del formalismo que describe a los e.t. asintéticamente llanos y sus posibles agujeros
negros. En particular, para el caso simple que se reduce a una 3-variedad riemanniana
(3, h) (bajo las hipétesis de ambiente derivadas de la asintoticidad llana y condicién
dominante de energia), la desigualdad se escribe, usando (4) y (5):

o7 Jim Z/ (Oshis — Dghs) i dA > | 22 Emin) (7)

3
oY ss 167

donde Sy, es el drea de la mayor superficie minima cerrada incluida en (X, h). A
esta desigualdad se la llama desigualdad de Riemann-Penrose, por poder formularse
en términos estrictamente riemannianos. No obstante, existen otras desigualdades
més generales sobre e.t. que se obtienen aplicando los mismos principios fisicos; la
version mas general de estas desigualdades es propiamente la desigualdad de Penrose.
Dada la muy distinta naturaleza de los dos miembros de la desigualdad, no son de
extranar las expectativas de Penrose sobre la existencia de un contraejemplo a (7).

No obstante, tales contraejemplos se mostraban esquivos. En 2001 se publicé
la primera demostracién de la desigualdad de Riemann-Penrose (7), obtenida por
Huisken e Ilmanen [15]. Como en el caso del teorema de masa positiva, el resultado
inclufa una caracterizacién de la igualdad. Concretamente:

TEOREMA 3.4. Sea (X, h) una 3-variedad riemanniana asintdticamente euclidea con
curvatura escalar S, > 0. Entonces, la desigualdad (7) se wverifica para cualquier
superficie minima Sy cerrada (conexa, compacta y sin borde) y embebida en X.
Mas atn, la igualdad se verifica si y sélo si (X,h) es la parte espacial del e.t. de
Schwarzschild (esto es, el espaciotiempo de Kerr-Newmann con masa m > 0 y carga
y momento angular iguales a 0).



11128 GEOMETRIAS DEL ESPACIOTIEMPO

Casi simultdneamente, Bray [9] dio una demostracién totalmente distinta y un
poco mas general, ya que se puede aplicar a la suma de las masas de todos los
agujeros negros (esto es, sin requerir que la superfice Sy, sea conexa).

Remarquemos que, como su nombre sugiere, la desigualdad de Riemann-Penrose
se reduce a un problema puramente riemanniano. Sin embargo, atn esta abierta la
desigualdad de Penrose general (formulada en el caso lorentziano), lo cual supone
un excitante reto en investigacion. E, independientemente de cudl sea su solucién, se
tiene una ensenanza sobre el papel de las Matematicas en Fisica: el caso ya resuelto
sirve para una primera validacién de la teorfa de los agujeros negros (;por qué se
iba a verificar (7) si no?), mientras que el caso abierto puede servir de (modesto y
barato) «laboratorio» donde validar la teoria o refutar alguno de sus aspectos.

EpriLocoO

Sobre un tema como el espacio y el tiempo, algo que a todo ser humano fas-
cina e incluso preocupa en algiin momento de su vida, la anterior reflexion fisico-
matematica puede parecer un tanto coja, pues queda aparentemente muy alejada de
otras ciencias humanas o de «las Letras». Y, desde luego, poco podemos hacer para
conectarla con artes como la Poesia: si, por ejemplo, Goethe decia de un instante
«detente, eres tan hermoso», la aportacion de nuestro estudio podria resultar de-
soladora (jse refiere un instante a la totalidad del espacio, por lo que se corresponde
con una hipersuperficie de Cauchy 37, jtiene su belleza que ver con las simetrias
intrinsecas o extrinsecas de 7). A pesar de esto, atrevdimonos a reflexionar un poco
con algunas consideraciones filosoficas.

Es célebre la frase de San Agustin de Hipona: «;Qué es, pues, el tiempo? Si nadie
me lo pregunta, lo sé; si quiero explicarlo a quien me lo pide, no lo sé». Concluia
este pensador que el tiempo es un «pasar desde un pasado, que ya no existe, a un
presente cuyo ser consiste en pasar al futuro, que todavia no esy 4 vy que el tiempo
se da subjetivamente en el alma humana. La primera frase refleja perfectamente la
perplejidad que sentimos al reflexionar sobre el tiempo. Einstein mismo expresa su
propia perplejidad en otra conocida frase, escrita a la muerte de su amigo Michele
Besso: «para nosotros, fisicos creyentes, la distincion entre pasado, presente y futuro
es sOlo una ilusién, aunque persistente»y. Como San Agustin, podemos entender que
Einstein insiste en el caracter subjetivo del tiempo. No obstante, la frase de éste
sugiere algo mas técnico que la mera perplejidad: si el lector analiza el modelo de
e.t. que hemos introducido, se percatara de que el Universo entero viene dado de
golpe, como un bloque, y que el tiempo que intimamente uno cree percibir (ése que
estd y desaparece al instante, y que tal vez sea la percepcién més obvia de nuestra
propia existencia), no se modela en ningtiin momento.

La posibilidad relativista de que existan diferentes tiempos no aparece muy seria-
mente en la filosofia desarrollada hasta el siglo XX aunque, por ejemplo, los escolds-
ticos distinguian entre tres tipos de tiempo: el de nosotros, seres mortales (tempus),

1 M4s emotivo, Quevedo dirfa: «Ayer se fue; mafiana no ha llegado; / hoy se estd yendo sin parar
un punto: / soy un fue, y un serd, y un es cansadoy.
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el de los dngeles (aevum) y el de Dios (aeternitas). Tanto para Aristételes como para
Newton, el tiempo transcurre de una manera, digamos, homogénea, si bien para el
primero estd ligado al cambio, mientras que, para el segundo, «el tiempo absoluto,
verdadero y matematico, en si y por su propia naturaleza sin relacion a nada ex-
terno, fluye uniformemente». La idea resulta cautivadora, y Newton la acompaia de
un espacio absoluto, que forma parte del sensorio divino, con lo que va mas alla del
concepto de espacio necesitado para su propia Mecénica. Estas tltimas ideas (como
otras de Newton que llevaron a Keynes a calificarlo como el ultimo de los grandes
magos, mas que como el primero de los grandes de la razén) pueden resultarnos hoy
extranas. Sin embargo, sin ellas quizds nunca habria podido vislumbrar la grandiosa
Mecénica cuyos elementos méas primordiales hemos repasado aqui.

Segiun Kant, el espacio y el tiempo no son rasgos que las cosas tengan inde-
pendientemente de nuestro conocimiento de ellas, sino que son formas a priori o
intuiciones puras (el espacio de la sensibilidad externa, de las cosas fisicas, y el tiem-
po de la interna, de la propia vida psiquica); esto es, no se extraen de la experiencia
sensible, sino que la hacen posible. Podriamos preguntarnos por qué habitan en
nosotros estas formas a priori de la sensibilidad. Hoy dia evitariamos atribuirselas
directamente a un Creador, y se las achacariamos a nuestra adaptacion evolutiva
al medio; esto indicaria que, de algiin modo, espacio y tiempo también debieran de
estar presentes en ese medio. Desde una tal perspectiva, los principios de sencillez
que aparecen en nuestros postulados sobre SRI (como la sencillez matematica del
Postulado 1) pueden considerarse mas como principios sobre cémo somos capaces
de medir espacio y tiempo que sobre la naturaleza de los mismos. E incluso po-
dria aventurarse que nuestro Postulado 2 sobre la «igualdad de derechos» entre los
SRI estd también imbuido de otros principios y convencionalismos en el espiritu de
nuestro tiempo.

APENDICE: SOLUCION DEL EJERCICIO

Por el algoritmo para calcular la matriz inversa,
a=da=d/detA, d=d=a/detA, b= —b/detA y &= —c/detA,
de donde resulta

1.d#0 < a#0 < det> A= 1. Luego como a # 0, det? A = 1.
2.5 =0 (resp., ¢ = 0) & b = 0 (resp., ¢ = 0), en cuyo caso det A = ad,
a®=1=d>%
Sib #0, sea k € R tal que ¢ = kb. En este caso, también
¢=—c/det A= —kb/det A= —kb det A/det?A = kb.

La solucién se sigue entonces directamente de la igualdad

t.(k)_ac.ko_ko.aﬁ_(k)',l
AI(bd><01>(01 ¢ a) =1 A

completando la discusién con el caso b = 0, para el cual A= (0 = J(0) . 4¢,
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