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Abstract

This essay is focused on the study of one of the main tools of Harmonic Analysis: the Fourier
transform.

Chapter 1 is dedicated to the theoretical study of the Fourier transform. We will begin by giving
its pointwise definition for functions of L'(R"): let f € L'(R"), its Fourier transform is defined as
the function f: R™ — C given by

~

fle=| @) emetan

for all £ € R". We will check that it is well defined, and we will see some of its basic properties,
such as the fact that it is bounded by | f|z1, its continuity, and the Riemann-Lebesgue lemma, wich

~

stablishes that lim¢—, o f(§) = 0.

We will study how some important operators (translations, dilatation, modulation, linear maps. . . )
affect the Fourier transform of a function. We will understand how the Fourier transform relates to
derivatives, obtaining as a consequence an important principle of duality: the smoother a function
is, the faster its Fourier transform decays; and the faster a function decays, the smoother its Fourier
transform is.

We will introduce the Fourier transform of some specific functions. The most important will be
the Fourier transform of a Gaussian function, because it will let us prove, combined with the theory
of Approximations of the Identity introduced in the appendix, the first main theorem of this essay:
the Fourier Inversion theorem. This theorem allows us to recover the original function f by knowing
its Fourier transform f. R

Theorem (Fourier Inversion Theorem). Let f € L'(R") be such that f € L'(R"™). Then:

fla)= | J©)- et

at almost every x € R™. R

This theorem will lead us to define the space X := {f € LY(R") : f € L*(R")} formed by the
functions which verify the hypothesis of the Fourier Inversion Theorem. We will check that this space
is dense in LP(R") for all p € [1,+00). This fact will be of great importance in other parts of the
essay, specifically in chapter 3.

With a similar proof to that of the Fourier Inversion Theorem, we will prove the second funda-
mental result concerning the Fourier Transform: the Plancherel Theorem.

Theorem (Plancherel Theorem). Let f € L'(R") n L3(R™). Then f e L*(R™) and

[ Rerde= [ 1rwra.

R”

This theorem, combined with a lemma from Functional Analysis, will let us extend the Fourier
Transform from L' n L? to L?, obtaining an operator F: L? — L? which is a biyective linear

111



isometry. Its inverse is given by the unique linear and bounded extension from L' n L? to L? of the
operator
Go)(e) = | 30 =<ag

initially defined for g € L' n L2.

We will end chapter 1 by giving a less abstract definition of the Fourier transform of L?(R"),
which will be equivalent to its definition as an abstract operator of L*(R"):

Namely, we will define the Fourier transform of f € L?(R") as the L? limit of the transforms of
the functions f(x) - xp(o,r). That is:

Ff(€) = L* lim f(@) - e 2 dy.

R—+o0 ‘Z’|SR
where [2- means that the limit is taken in LZ.

Chapter 2 concerns the properties of the Kakeya and Besicovitch sets.

The Japanese mathematician Soichi Kakeya proposed in 1917 the following version of what is
known as the Kakeya problem or the needle problem: what is the infimum of the areas of the subsets
E of R? in which a needle of length 1 can be moved continuously inside F in such a way that, in the
end, the needle is in the same position but inverted? This type of sets are called Kakeya sets.

Almost simultaneously, the Russian mathematician Abram Saméilovich Besicovitch built in 1918
a compact set B in R? of null 2-dimensional measure that contained a segment of length 1 in each
direction of the plane.

Some years later, they realized that the subset B also gave the solution to the Kakeya problem:
the infimum of the areas of the Kakeya sets is 0. That is, given € > 0, we can construct a set of
measure less that ¢ in which a needle of length 1 can be continuously inverted.

In chapter 2 we will explain Perron’s tree, which is the simplification that Perron gave of Besi-
covitch’s construction.

A brief description of the construction is as follows: we divide the base AB of an arbitrary
triangle ABC' into 2" equal parts. We then join the vertices of this division with the upper vertex
C, obtaining in this way 2" triangles. Just by applying horizontal left-translations to these triangles,
it is possible to make them overlap to a great extent. By adjusting the factor that determines the
translations and making n bigger, it is possible to get a set of as little area as we want.

We will use this construction to prove the following theorem:

Theorem For each € > 0, there exist a positive integer N = N, and 2V rectangles Ry, . .., Ron
of lengths 1 x 27N such that:

2N
U Rj <€
7j=1

and with the following additional property: if éj is the translation of R; by 2 units in the direction
of its largest side, then the sets R; are pairwise disjoint and hence satisfy

2N
U Rj| = 1.
j=1

This theorem will be proved by putting a rectangle in each one of the triangles T} of the following
figure (which conforms a Perron tree) in such a way that, when translated two units, they are in the
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reflected triangles 7. The triangles T} overlap to a great extent and, as a consequence, the union
of the rectangles will have very little measure. However, the reflected rectangles, which fall into the
sets T7’s, will be pairwise disjoint.

The reason to make this geometric construction, unrelated at first glance to Harmonic Analysis,
is explained in chapter 3 by the counterexample of the disk multiplier, given in 1971 by Charles
Fefferman in his article The multiplier problem for the ball, published in Annals of Mathematics.

The multiplier problem for the ball (or the disk, in dimension n = 2) was proposed to answer the
following question: is it true that

f(z) = lim F(€) - i€ dg (1)

with LP(R™) convergence? That is, does the Fourier Inversion Formula hold for all functions f €
LP(R™)?

In L?(R") formula (1) is true by the Plancherel Theorem. Moreover, when n = 1, the assertion
is also true for all p € (1, +o0) by a theorem of M. Riesz (1927).

However, the problem is much more complicated when n > 1 and p # 2.

To relate this problem of convergence with the problem of the boundedness of the disk multiplier
we need the following theorem from Functional Analysis:

Theorem Let X be a Banach space, let D be a dense subspace of X. Let {Tn}nen a sequence of
linear and bounded operators on X. The following statements are equivalent:

1. It is true that:

(a) |[Tyz| < C - ||z| for all z € D and all N € N.
(b) limy |Tnx — x||x =0 for all z € D.

2. limy_ o0 [Ty — || =0 for all z € X.



We define the (Fourier) multiplier operator for the ball B(0, R) as

Suf(a)= | fie)-emesae
lE|<R

We consider the dense subspace D = X¢ = {f € LY(R") : f € LL(R™)} of X = LP(R™).

It is a consequence of the Fourier Inversion formula that, when f € X¢, Sgf = f for sufficiently
large f.

Therefore, the above theorem establishes that the convergence asserted in (1) of the ball mul-
tipliers for all f € LP(R") is equivalent to the uniform boundedness in | - ||zr—z» of the operators
SB(0,R)-

In fact, we will see that uniform boundedness of the Sg’s is equivalent to the L” boundedness of
the multiplier of the unit ball

Sf) = | Fey- e
el<1
That is, the question asserted in (1) becomes equivalent to whether S is a bounded operator in a
dense subspace of LP(R™) (it does not matter which dense subspace we choose, since, by a density
lemma, boundedness of an operator between Banach spaces in a dense subspace is equivalent to the
existence of a unique bounded extension on the whole space).

In the late 60’s, it was already known that the ball multiplier was not bounded in LP(R") for
p ¢ (nQ—fl, %) The disk conjecture stated that the disk multiplier is bounded in LP(R™) for p €
(f—fl, %), but the only case already proved was the trivial one, p = 2.

However, Charles Fefferman published in 1971 his article The Multiplier Problem for the Ball, in
which he gave a proof that the ball multiplier is not bounded for p # 2.

We will follow the proof presented in the book of E. M. Stein [14], breaking it up into several
lemmas to make it easier to follow and completing many steps that are only indicated in the book.
The procedure will be:

1. To begin with, we will prove that boundedness of the unit ball multiplier is equivalent to
uniform boundedness of all S multipliers for R > 0.

2. Next, we will see that boundedness of the unit ball multiplier is equivalent to uniform bound-
edness in the L}, norm of the ball multipliers of arbitrary radius.

3. We will then see that boundedness of the unit ball multiplier is equivalent to uniform bound-
edness of the multipliers in the L}, norm of balls of arbitrary center and radius.

4. Finally, we will prove that boundedness of the unit ball multiplier implies uniform boundedness
of the multipliers of the half spaces passing through the origin in the LY, norm.

This last step will give us an upper bound of the L}, norm of the half-space multipliers that pass
through the origin. With this, we will end the first part of the proof.

The second part will be dedicated to find a lower bound of this norm. Specifically, we will find a
lower bound for the half-space multiplier in dimension n = 2 when applied to suitable characteristic
functions of rectangles.

To conclude the argument, we shall choose the characteristic functions f; = xg; of the Besicovitch
rectangles constructed in Chapter 2. These functions will have the property that

Z\fﬂz

1/2

p



can be made arbitrarily small but
1/2

2,15 fil?
J

p

Once we prove that S: X — LP is not bounded in | - |zr—» norm for p € (1,2) and dimension
n = 2, we will reason analogously for higher dimensions n > 2. Finally, the result for p > 2 will be
obtained by duality.

The main references used in this study have been: [8], [9] and [10] in Chapter 1; [12] and [14] in
Chapter 2; and [14] and [11] in Chapter 3. All pictures used are original.






Resumen

El presente trabajo esta dedicado al estudio de una de las herramientas fundamentales del Analisis
Armonico: la transformada de Fourier.

El Capitulo 1 estd centrado en el estudio tedérico basico de la transformada de Fourier. Em-
pezaremos dando su definicién puntual para funciones de L'(R"): dada f € L'(R"), se define su
transformada de Fourier como la funcién f: R"™ — C dada por

~

fle= | @) emetan

para todo £ € R™. Comprobaremos que es una buena definicién y veremos algunas de sus propiedades
basicas, como que estd acotada por | f].:, que es continua o que lim¢_, 1o f(§) = 0 (hecho que se
conoce como lema de Riemann-Lebesgue).

Estudiaremos cémo se comporta la transformada de una funcién al aplicar sobre ella diversos
operadores (traslacién, dilatacién, modulacién, aplicacion lineal. .. ). Veremos cémo se relaciona con
la derivacion, obteniendo como corolario un principio de dualidad entre la suavidad y el decaimiento
que podemos resumir de la siguiente forma: cuanto mas suave es una funcion, méas rapido decae su
transformada; y cuanto mas rapido decae una funciéon, més suave es su transformada.

Veremos algunos ejemplos de transformadas de Fourier de algunas funciones, siendo el mas im-
portante el de la gaussiana, ya que nos permitird probar, junto con la teoria de aproximaciones de
la identidad recogida en el apéndice, el primer teorema fundamental del trabajo: el Teorema de
Inversién. R

Este teorema permite recuperar la funcién f a partir de la transformada f mediante la que se
conoce como férmula de inversion.

Teorema (Teorema de inversién). Si f € L'(R") es tal que f € L'(R"), entonces:

fla)= | J©)- et

en cast todo punto x € R™.

Este teorema nos llevard a definir el espacio X := {f € L'(R") : fe LY(R™)} formado por las
funciones que cumplen las hipétesis del teorema de inversion. Veremos que este espacio es denso en
LP(R™) para todo p € [1, +0), hecho que serd importante en otras partes del trabajo, en concreto en
el capitulo 3.

Con una demostracion parecida a la del teorema de inversiéon probaremos el segundo resultado
fundamental sobre transformada de Fourier: el teorema de Plancherel.

Teorema (Teorema de Plancherel). Si f € L'(R") ~ L2(R"), entonces f € L*(R") y

[ Rerd= [ 1rwra.

R”

1X



Este teorema, junto con un lema de Analisis Funcional, nos permitirda extender la transformada
de Fourier de L' n L? a todo L?, obteniendo asi un operador F: L? — L? que es una isometria lineal
biyectiva. Su inversa es la tinica extensién lineal y continua de L' n L? a todo L? del operador

Go)(e) = | 306w
conge L' n L2

Acabaremos el capitulo 1 dando una definicién concreta de transformada de Fourier en L*(R"),
que seré equivalente a la definicién como operador abstracto de L*(R™):

Podemos definir la transformada de Fourier de f € L?(R™) como el limite en L? de las transfor-
madas de las funciones f(z) - xB(o,r), es decir:

Ff(€) = L* lim f(@) - e 2 dy.

R—+00 ‘1’|SR

Aqui, L?- significa que el limite se toma en la norma de L2

El capitulo 2 se centra en los conjuntos de Kakeya y de Besicovitch.

En 1917, el matematico japonés Soichi Kakeya propuso la siguiente versién de lo que ahora se
conoce como el problema de Kakeya o el problema de la aguja: jcudl es el infimo de las areas de los
subconjuntos E de R? en los que una aguja de longitud 1 se puede mover de forma continua dentro
de E de manera que al final ocupa la posicién original pero en sentido invertido? A los conjuntos
en los que una aguja de longitud 1 se puede invertir de forma continua los llamaremos conjuntos de
Kakeya.

Casi al mismo tiempo, el matematico ruso Abram Samdilovich Besicovitch construyé en 1918 un
conjunto compacto B en R? de medida 2-dimensional nula que contenia un segmento de longitud
uno en cada direccion.

Mas tarde se vio que el conjunto B también proporcionaba la solucién al problema de Kakeya:
el iInfimo de las areas de los conjuntos de Kakeya es 0. Es decir, dado € > 0, podemos construir un
conjunto de medida menor que € en el que se puede girar una aguja de forma continua hasta volver
a su posicién inicial quedando invertida.

Se explica en el capitulo 2 la simplificacién de la construccion de Besicovitch que dio Perron mas
tarde, conocida como El drbol de Perron.

A continuacién, se describe brevemente esta construccion: dividimos la base AB de un triangulo
cualquiera ABC' en 2" partes iguales. Se unen los vértices de la divisién con el vértice superior C,
obteniendo asi 2" tridangulos. Mediante la mera aplicacién de traslaciones horizontales a la izquierda
sobre estos triangulos, podemos conseguir que se solapen mucho. Ajustando el factor que determina
cuanto se traslada cada tridangulo y aumentando n, obtendremos un conjunto de area tan pequena
COmMoO (uUeramos.

Usaremos esta construccion para demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Para cada € > 0, existen un entero N = N, y 2V rectdngulos Ry, ..., Rov, cada uno de
ellos de dimensiones 1 x 27, tales que:

2N
U Rj <é&
7j=1

y que ademds cumplen la siguiente propiedad: si Rj es la traslacion de R; de dos unidades en la

direccion de su lado mayor, entonces los conjuntos R; son disjuntos dos a dos y por tanto satisfacen
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que:
2N
R =1
j=1

Este resultado se consigue encajando un rectangulo en cada uno de los tridangulos 7} de la siguiente
figura (que forman un arbol de Perron), de forma que al trasladarlos dos unidades queden en los
tridngulos reflejados T7. Los tridngulos T tienen un alto solapamiento y, por ello, la unién de los
rectangulos tendrd medida muy pequena. Sin embargo, los traslaciones de los rectangulos, al caer
dentro de los triangulos reflejados T}, seran disjuntos.

El motivo de hacer en el trabajo esta construccion, que aparentemente nada tiene que ver con
el Andlisis Arménico, es la exposicién en el capitulo 3 del contraejemplo del multiplicador del disco
dado por Charles Feffermman en su articulo The multiplier problem for the ball, publicado en Annals
of Mathematics en 1971.

El problema del multiplicador de la bola (o del disco en dimensién n = 2) surgié a partir de la
siguiente pregunta: ;es cierto que

f(z) = lim F(€) - e¥m€ dg 2)

R—+00 B(O,R)

con convergencia en LP(R")? Es decir, jse cumple la férmula de inversién para toda f € LP(R™)?

En L?(R") el resultado es cierto por el teorema de Plancherel. Ademés, cuando n = 1, es cierto
incluso para todo p € (1, +0) por un teorema de M. Riesz (1927).

Sin embargo, el problema se complica paran > 1y p # 2.

Para relacionar este problema de convergencia con el de acotacién del multiplicador del disco
necesitamos el siguiente teorema de analisis funcional:

Teorema. Sea X un espacio de Banach, sea D un subespacio denso de X. Sea {Tn}Nen una sucesion
de operadores lineales y acotados en X. Son equivalentes:



1. Se cumple:

(a) |[Tyz| < C - |z| para todo x € D, para todo N € N.
(b) limy |Tnz — x||x = 0 para todo x € D.

2. limy_io0 [Tz — || = 0 para todo x € X.

Se define el operador multiplicador (de Fourier) de la bola B(0, R) como

Suf(x) = f 7e) - et e,

|€|<R

Consideremos el subespacio denso D = X¢ == {f € L'(R") : fe LE(R™)} del espacio X = LP(R™).
Como consecuencia del teorema de inversién, cuando f € X, se tiene Sgf = f para R suficien-
temente grande.
Por tanto, el teorema enunciado establece que la relacién de convergencia de los multiplicadores
para toda f € LP(R") equivale a la acotaciéon uniforme en | - |[z»—z» de los operadores Sp(o,r)-

De hecho, veremos que la acotacion uniforme de los Si equivale a la acotacién del multiplicador
de la bola unidad

Sfe)=|  fle)-&mde.
lgl<1
Es decir, es suficiente comprobar si el operador S es o no acotado en un denso de LP(R™) (da igual en
qué denso porque, por un lema de densidad, la acotaciéon de un operador entre espacios de Banach
en un denso equivale a la existencia de una tnica extensién acotada en todo el espacio).
A finales de los anos 60, ya se sabia que el multiplicador de la bola no era acotado en LP(R™)

para p ¢ (f—fl, %) La conjetura del disco afirmaba que el operador del disco era acotado en LP(R"™)
con p € (n2—+"1, %), pero solo se habia demostrado el caso trivial p = 2.

Sin embargo, Charles Fefferman publicé en 1971 su articulo The Multiplier Problem for the Ball,
en el que daba una demostracién de que el multiplicador de la bola no esta acotado para p # 2.

Seguiremos la demostracion presentada en el libro de E. M. Stein [14], dividiéndola en lemas para
facilitar su lectura y completando varios pasos que en el libro sélo se esbozan. La forma de proceder
serd la siguiente.

1. Para empezar, demostraremos el hecho que ya hemos comentado: la acotacion del multiplicador
de la bola unidad equivale a la acotacién uniforme de los Sk para R > 0.

2. A continuacion, comprobaremos que la acotacion de un operador 1" en LP equivale a la acotacion
de su extension vectorial en LZZQ.

3. Veremos entonces que la acotacion del multiplicador de la bola unidad equivale a la acotacién
uniforme de los multiplicadores de bolas de centro y radio arbitrario en norma Lj,.

4. Por ultimo, probaremos que la acotacion del multiplicador de la bola unidad equivale a la
acotacién uniforme en norma L7, de los multiplicadores de los semiespacios que pasan por el
origen con vector director arbitrario.

Este udltimo punto nos dara una acotaciéon superior de la norma L§2 de los multiplicadores de los
semiespacios que pasan por el origen con vector director arbitrario. Esto constituira la primera parte
de la prueba.



La segunda parte consistira en acotar inferiormente esta norma L‘Z’Q de los multiplicadores de los
semiespacios. En concreto, estudiaremos la acotacién inferior del multiplicador del semiespacio en
n = 2 cuando lo aplicamos a funciones caracteristicas de rectangulos adecuadas.

Més concretamente, si elegimos las funciones caracteristicas f; = xg; de los rectangulos de
Besicovitch construidos en el Capitulo 2. Estas funciones tendran la propiedad de que

1/2
DA
j

se puede hacer arbitrariamente pequeno pero

1/2

215" fil?
J

es aproximadamente 1. Por tanto, el multiplicador de la bola unidad no puede estar acotado, aca-
bando asi el contraejemplo.

Una vez demostrado que S: X — L? no estd acotado en norma | - |rr—» para p € (1,2) y
dimensién n = 2, razonaremos de forma directa para dimensiones superiores n > 2. Finalmente, el
resultado para p > 2 se obtendra por dualidad.

Las principales referencias seguidas han sido: [8], [9] y [10] en el Capitulo 1; [12] y [14] en el
Capitulo 2; y [14] y [11] en el Capitulo 3. Todos los dibujos que aparecen son originales.
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Notacion

Dados = = (z1,...,%,),y = (y1,-..,Yn) € R", denotamos por

-y = Z%‘yj
j=1

el producto escalar euclideo de R".
Dado = = (x1,...,x,) € R", denotamos su norma euclidea por

2| = vz x = (22 + ... +22)Y2

La primera derivada parcial de la funcién f en R" con respecto a la variable j-ésima, x;, se denota
por 0;f (o 0, f si queremos especificar que derivamos respecto a la variable x;).

La m-ésima derivada parcial con respecto a la variable j-ésima se denota por 07" f.

Un multi-indice o es una n-upla ordenada de enteros no negativos.

Sia = (ay,...,q,) es un multi-indice, || = a1 + ... + «,, denota su tamano y a! = ay!...q,!
denota el producto de los factoriales de sus entradas.
Para un multi-indice @ = (ay, . .., a,), denotamos por 0> f la derivada 07" ... 0% f.

El nimero || indica el orden de diferenciacién total de 0% f. El espacio de funciones en R" tales
que todas sus derivadas de orden || < N son continuas se denota por C™(R") y el espacio de las
funciones infinitamente diferenciables en R™ se denota por C*(R™).

Denotaremos que una funcién f estd en CV(R") y ademés tiene soporte compacto poniendo
f € CY(R™). De forma andloga, f € C& querrd decir que f estd en C*(R™) y tiene soporte
compacto.

Diremos que f € Co(R™) si limy 1o f(z) = 0.

aq

Paraz e R"y a = (o, . .., ;) un multi-indice, denotamos = = xon. Por ejemplo:

n
27mx | | 2ma:
7j=1

Dado A < R"™, denotamos por x4: R™ — R la funcién caracteristica de un conjunto A:

(z) 1, sizeA
x) = :
x4 0, siz¢ A

Por 1ltimo, denotaremos la bola abierta de centro p y radio R por B(p, R).
Los resultados de teoria de la medida, de convoluciones y de aproximaciones de la identidad
regulares (abreviadas A.I.R.) que son usados en el presente trabajo aparecen en el apéndice.



Capitulo 1

La Transformada de Fourier

1.1 Definiciones, ejemplos y propiedades basicas.

1.1.1 Propiedades basicas

Definicién 1.1. Dada una funcién f € L'(R"), definimos su transformada de Fourier como la
funcién

~

fie) = | f)- e
para todo £ € R™.

Observacion 1.2. A veces, si una funcién tiene una expresién larga (por ejemplo, es una composicién
de funciones), denotaremos su transformada por (f)” en lugar de por f.

Proposicién 1.3. Si f € LY(R"™), entonces:
1. f estd bien definida para todo ¢ € R™.
2. fe L*(R"), pues |f(€)] < | fl., para todo £ € R". (f acotada.)
3. fe C(R™). (f es continua.)
4. feCy(R™). Es decir:

~

lim f(§) =0. (Lema de Riemann-Lebesque)

€| =+

5 feUC (R™). (f es uniformemente continua.)

~

Demostracion. 1. f(&) esta bien definido para todo £ € R™, pues la integral que lo define es
absolutamente convergente:

| 1@y emein = | r@lde =l < e

feLl

2. La misma estimaciéon nos da que f es acotada.

1
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3. Veamos que f es continua.

Sea &, — & una sucesion convergente en R"”. Tenemos que:

Tim f(&) = lim | f(2) e dy

R"

Como |f(z) - e 22| = | f(x)| € L*(dw), aplicamos el Teorema de la Convergencia Dominada:

n—0o0

lim f(&,) = lim f () - €72 T dy = N fla) - 07 dz = f(&).

4. Usaremos la aproximacién de funciones integrables por funciones simples. Para ello, necesita-
mos conocer que la transformada de una funciéon simple tiene limite 0 en el infinito.

Asi pues, empezamos calculando la transformada de x4

b —omize |T0

—2mia-§ _ ,—2mwib-§
— _ —2mix-& _ € _ € €
X[ab](§) = J e dx = : = .
—2mi 2me
. £l :
Esta expresion tiende a 0 cuando || — oo pues:
e—?m’&-a . e—27ri£b ’6—27ri§-a| + |€—27ri§~b| 2 |é|—o0 0
2mig - |2mig| - om¢| '

Analogamente, si ¢ = X[q[a;,b,] = H?:l X[a;.b;) €0 R™, entonces aplicando el teorema de Fubini:
—271'7:5]"(1]' e—27l’7:5]'~b]‘

n e o
-11 2mic; !

j=1

que también tiende a 0 cuando |£| — o0 en R™.

Aproximamos ahora en la norma de L'(R") una funcién integrable arbitraria f por una funcién
simple h (es decir, una funcién que es combinacién lineal finita de funciones como la g).

Sea ¢ > 0. Por ser las funciones simples densas en L'(R™) (ver teorema 4.17 del apéndice),
existe h funcién simple tal que | f — A/, < 5. Tenemos entonces que:

FQI <17 = ROl + [RE] < 1 = Al + [R©)] < = + [A(E)].
Como limye— 4o ?L(f) = 0 existe M > 0 tal que si || > M, entonces |iAL(§)| < 5, asi que

FOI<S+hE <=+ =¢

l\Dlm

Luego para todo £ > 0 existe M > 0 tal que si |{] > M, entonces |f(§)| < e. Es decir:

lim_|f(£)] = 0.

§|>+00

5. La tultima afirmacién del enunciado se tiene porque cualquier funciéon continua en R™ con limite
0 en el infinito es uniformemente continua. ]
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Observacion 1.4. Noétese que

—2mig- o=t —2mig-bse

—omiatt € —¢ _ 2wyt sin(m¢ (b — a))

Xlea1(§) = e Omie e

Por tanto, la funcién caracteristica f = x5 es un ejemplo de que la transformada de Fourier de

una funcién f € L' puede no estar en L' (recordemos que SR M! = ).
x

Veamos algunas propiedades basicas de la Transformada de Fourier.

Proposicién 1.5 (Linealidad de la TF). La transformada de Fourier es C-lineal.
Es decir, dadas f1, fo € L*(R™) y ¢1,c0 € C:

(c1-fite o) (€)=ci- fil€) +ca- fo(6), €cR™

Demostracion. Es consecuencia directa de la linealidad de la integral. O]

f(z), entonces:

Proposiciéon 1.6 (Conjugaciéon). Si f € LY(R™) y f(x)

(€) = (=€), €ecR”

Demostracion.

Ea ~

fO =1 fl@) e de=| f(z) i€ dy = f f(z) - e2miew do = f(—€). O
Rn

R n

La siguiente definiciéon simplifica bastante la notacion.

Definicién 1.7 (Producto tensorial). Dadas f: R" — Cy g: R™ — C, se define f ® g: R"*" — C
como

(f®g)(1:1, cee 7xn+m) = f(xh o 7xn) 'g<xn+17 D ;xn+m)'

Proposicién 1.8 (Separacién de variables). Si f € LY(R") y g € L*(R™), entonces:
(f®g)" =f®7.
En otras palabras, la transformada de Fourier conserva la separacion de variables.

Demostracion. Llamemos @1 = (z1,...,%,), ®2 = (Tpi1, -, Tnam), T = (T1,. .., Tpim), ¥ de forma
analoga, cambiando x por £, definimos &, &1 v &€2. Tenemos entonces que:

(oo - |

Rn+m

(f®g)(x)- eI d = J f(x1) - g(x2) - e 2miET o

Rn+m

—2mi&-x —2mixy-€1 —2mixa-£2

Como & - =>"""& x; =x1 - & + To - &2, entonces e Asi que:

i1 =e e

(f®g)(§) = fRHm (f(a:l) .e*2m'w1..£1) , (g(a:z) . e—zmmz.&) da -
Fubini

= flxy) - e 278 day f g(@g) - 72722 g,
RTL

m

= f(&1) - 9(&2) = (F®7)(€). O
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Proposicién 1.9 (TF de una convolucién). Sean f,g € L'(R"). Tenemos que:

Demostracion. Por el teorema de Fubini:

dror@=[ ([ se-v star) e erar

Fubini

_ <f f T — —2mi&-(z—y) | g(y) . 6727ri£-y dl’) dy _
JR

_ 727rz£y ( f T — 72m§ (z—y) dl’) dy _
JR" T

z=x—Yy

i o~ 2miE: o~ 2miE: N ~

- e ([ e Zdz) ay - ) 5(6)
JR”

Notese que se puede usar el teorema de Fubini porque existe la integral iterada:

[ ([ = e gy ooy ) ay -

:L (fn‘f(x_w‘g(yﬂdx) dy -
— f l9(y)l - (J !f(z)\dz) dy = Iflh - gl < o0

donde la tltima desigualdad se tiene al estar f,g e L'(R™). ]
Introducimos notacién que sera ttil mas adelante.
Definicién 1.10. Dada una funcién medible f: R" — R (o C) definimos:

e La traslacion de f de vector y € R™ como

(ryf) (@) = flx—y).
e La dilatacién de factor R > 0 como

(6" f)(w) = f(R-x).

e La modulacién (multiplicar por una funcién de médulo 1) de vector € R™ de una funcién f
como

M, f(z) = ™" f(x).

e La reflexion de f como

Ademas, en la practica siempre pondremos f; para referirnos a la dilatacion siguiente:

e = 51 ().

fi(z) = m
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Proposicién 1.11. Las traslaciones y las modulaciones son isometrias de LP(R™) (para p € (0, +0])
y las dilataciones son operadores acotados con |07 pp_pp = R™/P.

Demostracion. El caso p = +o0 es sencillo. Supongamos que p € (0, +00) y f € LP(R"). Entonces:

ity = ([ e—wra)” = ([_wewa) " =10,

1/p 1/p
gl = ([ erospar) = ([ 1) =,
1/p 1 1/p
5, = R z)["d = —|f(y)Pd = R7"?| £,
= ([ 1o ae) = ([ gelsora) 17, 0

Teorema 1.12 (Propiedades basicas de la T.F.). Sean f,ge L'(R"™).

1. Transformada de una traslacion:
T F(€) = eV J€) = (M-, F)(E). (L.1)

2. Transformada de una modulacion: si n € R", entonces:

~

(M, ) (&) = F(&=n) = () (). (1.2)

3. Transformada de una aplicacion lineal invertible: sean T € GL(n,R) una aplicacion lineal
invertible de R" y S = (T*)! la inversa de la traspuesta de T. Entonces:

(foT) =|detT|™*-(foS). (1.3)
En particular:

(a) Transformada de una rotacion: siT es una rotacion, entonces (f oT)” = foT.

(b) Transformada de una dilatacidn: si Tx = t 'z, con t > 0, entonces la férmula (1.3)
queda:

SULF(E) = " J(t- &) = - (' T)(©). (1.4)

(c) Transformada de dilataciones f;:

— ~

(£)(&) = F(t-&) = (' P)(©). (1.5)

Demostracion. 1. Para todo £ € R™:

(nNE) = | fla—y) e de = J f(z)- e ?mEE gz = eV ().
R™ n

T
Z=x—Y
2. Para todo £ e R™

e fx) - e dr = J Fla) - e 2mi= € ge = F(€ — ).

n

7O = |

n
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3. Como T es invertible (T' € GL(n,R)), podemos hacer el cambio de variable y = T'z, y queda:
(foT) (&)= | [f(Tz) e dr=
Rn

et T+ | f(y) - e T gy
RTL

= |detT|™*- (z) - e 2SO g —
R

= | det 7| - f(5¢)
para todo £ € R", obteniendo asi el resultado. En la segunda linea hemos usado que si S es la
traspuesta de T—!, entonces (&, T~ 'z) = (S¢, x) por definicién de traspuesta.
En particular, si T' es una rotacién, entonces |det T'| = 1, con lo que se tiene (f o T)™ = fo T.
Si Tx = 1z con t > 0, entonces S(z) = tx, luego |det S| = ¢". Por tanto:

~

OULF(E) = (FoT)(E) = t"fte).

Dividiendo entre ¢":

— ~

(F©) = (oVF1(E) = 577 () = Fite),

A~

donde a su vez, con la notacién de dilatacién, f(t€) = (5tf) (€). O
Veamos ahora cémo se relaciona la transformada de Fourier con la derivacion.
Proposicién 1.13 (Derivacién y TF). Sean f,g e LY(R") y sea a un multiindice.

1. Siz®- f(x) e L'(dx) para todo |a| < k, entonces
feC R y o*[f] = [(=2mi())* - f()] (1.6)

donde los puntos del miembro de la derecha significan que aplicamos la transformada a toda la
funcion (—2mix)™ - f(x), y que esta transformada evaluada en un & € R™ es igual a 0*f(§).

2. Si feCFRM), 0*f e LY(R"™) para |a| < k, entonces:

~

(@) (&) = (2mi&)* - f(£)- (1.7)

Observacién 1.14. En el primer apartado, la hipétesis x®f(z) € L'(dz) para todo |a| < k es
equivalente a que (1 + |z|*) - f(x) € L'(dx). Necesitaremos esto para un corolario.

Demostracion. 1. Basta probar el caso o = e; = (915, ...,0,;) con d;; = {éz z;; y luego aplicar
induccién sobre |a| = >, _; au.
Si a = e;, aplicando el lema de derivacién de integrales paramétricas’ (lema 4.6 del apéndice),

f es derivable con respecto a {; y su derivada es:

7€) = 0 | st ermean| < [ aglrw) e a

]Rn

Lo podemos aplicar pues f(x) - e~ 2T o5 O con respecto a la variable € y su derivada es integrable porque por
hipétesis * - f(z) lo es para todo || < k.
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Como e 2% = 7228tk — 0 [f(z) - e 2™67] = (=2mix;) - f(z) - e 2" asf que:
2 f(g) = = f@) - (=2mizy) - e dw = [(=2mi()* - f()]7(€)

probando asi el caso o = e; con j € {1,...,n}.

Supongamos que el enunciado es cierto para |a| < Ny, con k > Ny = 1 (hipétesis de induccién).
Veamos que entonces también se cumple para |a = Ny + 1.

Si o= (ay,...,a,) con || = Ny+ 1, existe un j € {1,...,n} tal que a; > 1 y & = @ — e;
cumple |a@/| = Ny = 1, de forma que le podemos aplicar la hipé6tesis de induccién. Entonces:

Caso |a|=1
02 f(€) = o' (0, F(6)) =
= o' [(=2mi(-))% - f()]7E) L

—a .
a=oa'te;

= [(2mie) ™ [(=2mit) - £ (€ 2

= [(—2miz)™ - f(2)] ().
2. La demostracion se da en la seccion 4.3 del apéndice. n

Veamos ahora que la suavidad de una funciéon implica el decaimiento de su transformada, y el
decaimiento de una funcion implica la suavidad de su transformada.

Corolario 1.15. (Principio de dualidad suavidad-decaimiento)

1. Suawvidad implica decarmiento: si f cumple las hipdtesis del sequndo apartado de la proposicion
anterior, entonces:
o Crik

flen<

2. Decaimiento implica suavidad: si |f(x)] < ﬁ con N > n + k, entonces f € C*(R").

Demostracion. Primer apartado.

Tenemos

O | _ 19 _ Ch
(2mig)* )~ 2mglt g
La primera igualdad se tiene por el segundo apartado de la proposicion 1.13, la desigualdad se

cumple por la proposicién 1.3 (que nos daba gl < |g[l1); y la dltima igualdad se obtiene llamando

(k)
Chy = %, que es una constante que depende de f y de k.
Asi que

£(6)] =

€15 | F©)] < Cy

y, de nuevo por la proposicién 1.3,

~

7O < 1Fl = CF.
Sumando ambas desigualdades y poniendo Cfj, = C}’k + C’}':

(1+ €% - 1(€)] < Cra.
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n = 1| Por el caso n = 1, aplicado a la variable j-ésima, tenemos que

&1" - 1F (O] < 12 fllr = Cpg paratodo j =1, n.

para ciertas constantes Cy ;. Asi que
R — k
1701 < Gal + .+ 6Dt (ViR -

k
- (m NG \k/\f(§)|> <
< (xk/ Cf7k71 + ...+ & C’f7k7n)k = C},k

siendo la primera desigualdad cierta por la desigualdad triangular:

€] = 1(&1,0,...,0) + ...+ (0,...,0,&)| < |(&,0,...,0) + ... +](0,...,0,&)| = [&] + ... + [l

~

Como |f(&)| < | f]z: = C%, juntando ambas desigualdades tenemos:

(1+ €% - 1f(€)] < Cra.

Sequndo apartado.
Si |[f(x)|- (1 + |z|F) € L*(R™), entonces por el primer apartado de la proposicién anterior 1.13

~

tenemos que f e C*(R™).
Ahora veamos por qué |f(z)| - (1 + |z|¥) € L'(R") es una condicién mas débil que |f(z)| <

con N >n+ k.

Si|f(x)] < ﬁ con N > n + k, entonces

1+|z|NV

C-(1+]af)

e L'(R™)

donde la inclusion se tiene por ser N — k > n siendo n la dimensién del espacio.
Se pone la condicién |f(z)| < # en el enunciado porque es més sencilla de comprobar que la
otra. [l
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1.1.2 Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de transformadas de Fourier de funciones concretas.

Ejemplo 1.16. Consideremos f(z) = e~ "%l para x € R. Entonces

R +o0 0
f(’f) _ f 6727r\m| . 67271"[:1:-5 dr = J 6727733'(1+’L'f) dr + J e27rx-(1f'i§) dr =
R 0 —0

6727rx-(1+i§) F=HO 6271'{17-(177;6) 2=0 1 1 1
—am(1+if) | or(1 — i€) o (1 e 1- i§>
a0

1

(1 +&2)

Es decir:

—_—

(e=2)(€) = T

para todo £ e R

que decae como 1/£%, que no es mucho.
Este ejemplo nos muestra que la existencia de un pico en x = 0 hace que f no decaiga muy

rapido, incluso siendo de clase C'® en el resto de dominio.

-

El siguiente resultado es muy importante: nos da la transformada de Fourier de una gaussiana.
Lo sorprendente es que para f(x) = e~ se tiene f=/fenR™
Para probarlo, necesitamos el siguiente lema:

J el dy = 1.

Demostracion del lema. Es el caso b = w del lema 4.8 del apéndice. O]

Lema 1.17. Se tiene que:
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Proposicién 1.18 (T.F. de una gaussiana). Sea (x) = e ™*°. Entonces ¢ = @ en R".
Ademas, dado t > 0:
~ ~ —r 2
ile) = B(tg) = el (18)

Demostracion. Demostremos primero el resultado en dimensiéon n = 1. Por la férmula (1.6) de la
derivada de la transformada, tenemos que (f)'(§) = h(£) con

hz) = —2miz - f(z) = —2miz - e ™ =i —(e7™) =i f'(2).

Entonces, por la férmula (1.7) de la transformada de una derivada:

e = i (VO =
Linealidad (1.7)

~

i (2mi€) - f(€) = —2r€ - f(€).

Asi que: R R R
(f)'(€) = h(&) = =27 - f(S).
Se sigue que
d 2 -~ 2 -~ 2 -~
d—é(e’fﬁ f(€)) = €™ - (=2m8) - f(€) +2mE - €™ - f(€) =0,
de forma que €™ - f (&) es constante. Para saber qué constante, evaluamos en £ = 0 y usamos el
lema:

f(O) = f e L 20T g — J e ™ dx = 1.

Lema
Asique €€ - f(€) =1 = (&) = e,
El caso n-dimensional se sigue del Teorema de Fubini y de que |z]* = Y7} 27:
~ n n
_ 6777|:1:2| . 6727Ti£x dr = f e—wx? . 6727Ti£]~x]~ dr. _ e—ﬂ{? _ €7ﬂ-‘§|2.
fo-| - 11, R
Fubini 7~ Caso n=1 7~

La férmula (1.8) se deduce entonces de lo que hemos demostrado junto con la férmula (1.5). O

1.2 El teorema de inversion

Probamos ahora uno de los teoremas fundamentales de la transformada de Fourier, que nos permite
recuperar una funcién a partir de su transformada si ambas estan en L!.

Teorema 1.19 (Teorema de inversién). Si f € L'(R"), fe LY(R™), entonces:
fa)=| () e
R"

en cast todo punto x € R™.

.. _ 2 .
Demostracion. Sea ¢(z) := e """ Definimos:
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que es una aproximacién de la identidad por el teorema 4.31 del apéndice (pues SRn @ = 1 por el
lema 1.17).

Trabajamos con fxp;(x) por tener mejores propiedades que la funcién f y converger a ésta cuando
t — 0%, por ser {¢;};~¢ una aproximacién de la identidad (a partir de ahora, A.I.R.). Tenemos:

Feau() - emerdg = | F(€)- Gi(€) - ¥ dg = - [ ) e dy] Pt - €) - " de

R" R™

donde la ultima igualdad se tiene por la definicién de f y por la proposicién 1.18.
Aplicando el teorema de Fubini? a la expresién de arriba queda:

) ([ e tyac) dy = [0 oty )y

Recordemos que @(f) = L (6Y'9)(€), ast que la integral queda:

1 (y— 1 -
Rnf(y)'t—nw(ytx) dy ?A Rnf(y)'t—n'so(ytx) dy =

=06 ( es par

= | 1w el —y)dy = f =)

El teorema 4.32 del apéndice establece que si f € L', entonces f * ¢, L fen L.

Por tanto, existe {t,}neny S (0, +00) tal que lim, ,nt, = 0 con f = ¢, (x) — f(x) en casi todo
punto® x € R
Falta ver qué vale

lim | f()- @ (€) - ™=t de.

n—+0o0 R»

Podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada al integrando pues:

~ ~ ~

(&) - G (&) - ™8| = | f(€) - e7™nel* - e2miwt) = | F(g)] - e < | F(€)] - € = |F(€)] € LM (dE).

Aplicandolo, queda:

A~ ~

lim o f(§> . @(5) . e2miag d¢ = lim [f(g) . @(5) . 627ri:c~§] d¢ = f(f) . 2wz de

n—+00 Rn N+ R™

pues cuando n — o se tiene t,, — 0, y por tanto @, (£) = e ™é* 0 — 1.

2Lo podemos aplicar porque existe la integral iterada

. . T n/2
[ ([ seersseoenenia) ae - [ wve ([ 1rwlar) as =10 () <=
Re \JRn R R @

usando el lema 1.17 y que f € L'(R"), t > 0.

3Esto es asf por que al tomar una sucesién cualquiera {t,}, tenemos que f * ¢y (z) — f(x) en L', asf que por el
teorema 4.21 del apéndice, existe una subsucesién {t,, } que converge en casi todo punto a f. Tomamos entonces esa
subsucesién como sucesion ¢,,. Resumiendo: hay convergencia en casi todo punto de f * ¢y a f.
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Como consecuencia:

et = im | fl€)- @) e = lim S, (2) = ()

n—+0o0 Rn

donde la ultima igualdad es en casi todo punto. Por tanto, se cumple que
fla)= | f(&) ™=t de
R”

en casi todo punto z € R". O

Corolario 1.20 (Unicidad de la T.F.). Si f,g € L'(R™) y f(§) = (&) para todo & € R", entonces
f =g en casi todo punto.

Demostracién. Sea h := f — g e L'(R"). Entonces h=f-G=0¢ LY(R™), por hipdtesis.
Por tanto, aplicando el teorema de inversién a h € L', tenemos
h(z) = J h(€) - e*mietde = | 0dE =0
n RTL
en casi todo punto x € R". Luego f(x) = g(z) en casi todo punto x € R". O
Para poder aplicar el Teorema de Inversién a f € L'(R™) necesitamos que fe L'(R™). Por eso se
trabaja en el siguiente conjunto:
Definicién 1.21. Se define: R
X:={fel'R"): feL'(R")}
Definicién 1.22. Sea f € X. Se define la transformada de Fourier inversa (puntual) como
7 (@) = Flea)
El teorema de inversién lo que establece es que (]?)v = (fV) =71
Proposicién 1.23. Sea N >n ype[l,+w). Se da la siguiente cadena de inclusiones:
cgcclcxcl'nL”c P
Demostracion. Veamos las inclusiones una por una:
1. La primera inclusién es clara.

2. La segunda inclusiéon se tiene por el lema 1.15 de dualidad suavidad-decaimiento: suavidad
implica decaimiento nos daba que si f € CY entonces

~ CfN
< —I—— e LY(R").
Flo)l < 1225 e IR
3. La tercera inclusién se tiene porque [g] < [g]1 < o para g € X. Esto se justifica por el
teorema de inversion, que nos da g = (§)Y, y por la proposicién 1.3 |[(§)Y]le < 9], ya que
entonces:

lglec = 11(@)" oo < [17]1 < +o0.
Luego si g € X, entonces g € L' (por definicién de X) y g € L™.
4. La tltima inclusién se tiene por la proposicion 4.22 del apéndice, pues nos dice que L'nL* < LP
para todo p € [1, +0]. O
Corolario 1.24. X es denso en LP(R") para todo p € [1,+400).

Demostracion. Como CZ es denso en LP para todo p € [1,4+0) (teorema 4.34 del apéndice) y
C& < X < LP para p € [1,+0), obtenemos que X es denso en L” para p € [1, +0). H
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1.3 Teorema de Plancherel y transformada en L*(R")

1.3.1 El teorema de Plancherel

El siguiente teorema es el analogo a la Identidad de Parseval y nos permitira definir la Transformada
de Fourier en L*(R™).

Teorema 1.25 (Teorema de Plancherel). Si f € L'(R") n L2(R"), entonces f € L2(R") y
NGRS GRS
n Rn

Demostracién. Procedemos como en el teorema de inversién: sea p(z) = e ™4 y sea ¢, (2) = Lo(2)
para t > 0. Por el teorema 4.31 del apéndice, {¢;}¢~0 es AIR.

2
Vamos a demostrar el teorema para f * ¢; y luego usaremos que f * ¢, L, f para fe L2
Sea

I - J| co O de = [ 17©) - aule)Pde

Rn
donde la tltima igualdad esta justificada por la T.F. de una convolucién (proposicién 1.9).
Por la proposicién 1.18, @,(€) = @(t - €) = e ™%l Usando esto y que |z|2 = z - Z, nos queda:

~ ~

[ 17 @ aiopde= [ Fie)- T e ac -

JR™

= {‘ ( f( ) —27r’Lf T d]}) <J‘ f(y) . e 2migy dy) 6_27r|t,£|2 dg _
R™ Rn -
= ( ( f( ) —27rz§96 d{L’) <J f(y) . 627ri§~y dy) 6_27r|t,§|2 df
JR™ Rn R

Aplicamos el teorema de Fubini* y queda:

f n ( @ ) - ( J et ool dg) ) dy

La integral de dentro vale:

(-

J e—27‘ri(x—y)~§ . e—27r\t§|2 dé’ _ 6_27” z—y)-€ | (\/715 6) d& = (5\[t ) ( y) =

R
1

T (7@5) = valt =)

habiendo usado en el paso de la primera a la segunda linea la férmula (1.4) y que ¢ = @.
Por tanto:

[tzfn o @ TW) pale —y)dyde = | f(@) Frpym(e)de = (. f = oy

4Lo podemos aplicar porque existe la integral iterada:

J O ([ ) Ty et ez ag) a )dy=|f|%-(2;2)n/2<+oc

usando que f € L' y el lema 4.8 del apéndice.
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teniendo la segunda igualdad porque ¢ toma valores reales, luego ¢ = .

Por el teorema de convergencia de A.LR., f+¢ s, Lz, f cuando t — 0, por estar f € L?. Asi que:
i 7, =lim O, feppape = (Pl fepgpon = (s e = 117
{+,-y continuo

Falta calcular el limite de la izquierda usando la definicion de I;:

lim 7, = lim | |f())>- e 2P g¢.

t—0 t—0 R™

Por el teorema de la convergencia monoétona, tenemos:

limZ, = lim [ |[F©) e 2P dg = | Lim|f(€)]2 e 2 e = | |F(&)]? de.

t—0 t—0 R R t—0 R

Lo podemos aplicar porque dada t,, \, 0, |gn(&)] = e 27Ine” < |e=2mltnarél| = |g, ().
En resumen, hemos obtenido:

Jn |J/C\(£>|2d5 = o |f(z)]?dz < +oo

donde la integral de la derecha es | f] 12, que es finita por estar f en L?. Por ello, la de la izquierda,
que es HfHLz también es finita, y por tanto f e L*(R™). O

1.3.2 Consecuencias del teorema de Plancherel

El teorema de Plancherel se traduce en que el operador
F:L'n*’c?>—1L?

f—=Ff=1T]
cumple | F f|z2 = | flz2 = | f]z2. Es decir, F es una isometria lineal.
Podemos aprovechar esto para extender F a todo L2. Para ello, tenemos el siguiente lema general:

Lema 1.26. Sean X,Y espacios de Banach, y sea D < X un subespacio denso en X. SiT: D —Y
es un operador lineal y continuo (es decir, |Tz| < C-|z| para todo x € D), entonces existe un unico
operador T: X — Y lineal y continuo que extiende a T, es decir, con Tx = Tx para todo x € D.
Ademas, cumple que

_ Tx
Tlxoy = [Tlooy = sup 1L2ly,
zeD,x#0 HZL‘HX

y que T es una isometria si y solo si T es una isometria.

Demostracion. Si x € X y {z,}*_; € D es una sucesiéon de D con lim,_,, z, = z (tal sucesién
siempre existe por ser D denso en X)), entonces definimos:

T(z) == lim T(z,).

n—ao0

Vayamos por pasos:
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. El limite eziste: basta ver que {T'z,},en es de Cauchy, pues Y es un espacio de Banach.

1 Txy — Ty = |T(2, — zm)| f T - 27 — Zml| L
T continua

ya que ||T'| es una constante finita (7" lineal y continua implica que es acotada, i.e., |T|| < 400)
n,Mm—00

y ||zn — 2| —— 0 pues (x,) es de Cauchy por ser convergente.

. T(x) no depende de la sucesion (z,) elegida.

Para verlo, sean (x,) e (y,) dos sucesiones en D convergentes a x. Tenemos que:

lim T'(z,) — nlgrolo T(y,) = lim (T(x,) — T(yn)) lim T(z, —y,) =

n—00 i n—00 i

n—0o0
T lineal T continua
= T(lim(z, — y,)) = T(limz,, — lim y,) = T(0—0) = 0.
lim z,=z=limy, T lineal

Nétese que todos los limites existen por el punto anterior y por ser (x,) e (y,) convergentes.

. T: X > Y es lineal y continua.

Lineal:

T(az + by) = im T (az, + by,) = alim T (z,) + blim T (y,) = aT(z) + bT (y)
para todos a,b € K (cuerpo base de espacio vectorial), z,y € X.
Continua (basta ver que es un operador acotado por la proposicién 4.9 del apéndice):
|Tz| = |lim Tz, | T Im [Tz < BT e = [T e

|-] continua T continua [-] continua

. T es tnico.

Supongamos que existiera T otro operador lineal y continuo que extiende a T. Dado x € X,

por ser D denso en X, existe {z,}, < D tal que limx,, = z. Tenemos:
T (z) - Hm T (z,) = ImTm) = T()

T' continua T extiende a T' Definicién de T'

. Se tiene |T|xoy = |T|poy = SUPuep oro % pues cumple la doble desigualdad:

|T2| = [im T, | = lim | Tz, <lim [ T]py - [zall = [Tloov]z] = |Tlx-y < [Tlp-y

y

= [Tlx-y-

Tl — sup | Z7Y g 1Ty
eb lelx =K Talx

siendo la desigualdad entre los supremos cierta porque D < X y T| =T.
D

. T es una isometria si y s6lo si T lo es.
|Tz]ly = [lm T,y = lim [T,y =lim |2,)x = [ lim .y = |z]x

T =T| ,asiquesiT esuna isometria, 7' también. O
D
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Este lema permite definir F(f) = ]?para toda f e L*(R™) pues:
o F: L' n L* — L? es una isometria lineal (en particular, es lineal y continua).
e L' n L? denso en L? por estar CF < L' n L? y ser CZ denso en L.

Corolario 1.27. Eziste una tinica F: L*(R") — L*(R") tal que

~

1. F(f) = f para toda f e L' n L?
2. | F(H)lzz = | flzz para toda f e L.

Ademds, F es biyectiva, donde la inversa viene dada como la unica extension lineal y continua del
operador (Gg)(x) = §g. (&) - €™ dE definido inicialmente para g € L' n L?.

Demostracion. Los dos apartados se siguen como consecuencia del lema tomando:
D=L'nl? X=1?Y=I1? T=F:L'nl*—> 17

obteniendo en consecuencia la tnica extensién lineal y continua F: L*(R") — L*(R"), que es una
isometria por serlo F: L' n L? — L[?. (Abusamos de notacién llamando de la misma forma a la
transformada en L' n L? y a su extensién a todo L?.)

Veamos ahora la biyectividad. Para ello, buscamos un candidato a inversa. Tomando como guia
el teorema de inversién, parece que un buen candidato es

G9)(a) = | 9(9): ¥ de = (Fg)(~a)
definido inicialmente para g € L' n L? (para que las integrales sean finitas y G vaya a parar a L?).
Dada g € L' n L?, G va a parar a L? por ser Gg = Fg(—z) e ir F a parar a L? por Plancherel.

Como F es lineal y continuo (pues es una isometria lineal), G también lo es.

Por tanto, por el lema 1.27 de extension de operadores, tenemos que G se extiende de forma
continua a todo L?. Abusando de notacién, llamaremos G: L? — L? a esta extension.

Por el corolario 1.24, X es denso en L?. En particular, X < L' n L?, asi que G estd bien definida
en X.

Por el teorema de inversion, tenemos:

(Fog)(f)=(GoF)f)=f

para toda f € X < L' n L?. Es decir:
(Fog)=(GoF)=1l;.

Por la densidad de X en L? y por ser F y G continuos en L' n L? (en particular, en X), tenemos
que

(Fog)=(GoF)=1.
Es decir, F es biyectivay F ! =G O

Veamos cémo se extienden propiedades demostradas en el teorema 1.12 para la transformada de
Fourier en L' a la transformada de Fourier en L?.

Proposicién 1.28 (Propiedades de la T.F. en L?). Sea f € L*(R"). Tenemos que:
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1. (Fory)(f) = (M_yoF)(f)
2. (FoM)(f) = (ra0F)(f)
3. (Fod®)(f) = (R" 6o F)(f).

Demostracion. Se razonan de forma analoga. Probamos el segundo y dejamos indicado el tercero.
Sequndo apartado.
Sabemos que si f € L' n L*(R™), entonces por la férmula (1.1) ya demostrada:

(F o Ma)(f) = (7a 0 F)(f)-

Es decir, tenemos el resultado buscado en L!'. Para probarlo en L? usamos que L' n L? es denso en
L? y que estamos trabajando con operadores continuos.

F es una isometria de L? (por el corolario 1.27) y M, y 7, también son isometrias de L? (por la
proposicién 1.11), asi que las composiciones (en el orden que sea) de estos operadores también son
isometrias. En particular, son continuas.

Ademds, sabemos que L' n L? es denso en L2 Por tanto, dada f € L?, existe {f,}, S L' n L?

tal que f, Lz, f. Por ser las composiciones de F, M, vy 7, operadores continuos de L?, tenemos que:
(FoMa)(f) = (FoMy)(lim fr) = lim(F o M,)(fn) = lim(7 0 F)(fn) = (Ta0 F)(lim f5) = (740 F)(f)

donde todos los limites se consideran en LZ2.
Asf que FoM, = 7,0 F en L?.

Tercer apartado.

En este caso, 6% no es una isometria, pero sf es un operador continuo por ser un operador acotado
con |0z z2—r2 = R™? (por la proposicién 1.11).

Por tanto, razonando exactamente igual que en el apartado anterior, se obtiene el resultado. [

1.3.3 Definicién de la T.F. en L*(R")

Hemos visto que dada f € L? y una sucesién cualquiera {f,,} = L' n L? (denso en L?) con f, — f
en L?, entonces

Ff(€) = L* lim f,(€)

n——+o0

por el lema de extensién de F, donde la notacién L2- significa que tomamos el limite en L2,

Pero nos gustaria tener una sucesion de funciones concreta con la que trabajar. Para ello, tomemos
{Rn}nen © RY con R,, /" +00. Definamos f,(z) = f(x) - XB(o,r,) (es decir, truncamos la funcién f
por bolas de radio cada vez mayor).

Tenemos que:

1. foe L' n L% puessi f € L? como |f - xpo,r,| = |fn| < |f], entonces f,, € L? y estd también
en L' porque

[n=] |f|<(j W) (f 12) <[l 1BO R <0
R™ B(0,Rn) B(0,Rn) B(0,Rn)

donde la tltima desigualdad se tiene porque f e L' n L? y |Bg, | < +o0. Asi que f,, € L' para
todo n € N.

(NI
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2. f, — f en L? pues:
S Y
R |z|>Rn
cuando n — oo pues es la cola de la integral de una funcion integrable.
Se usan entonces estas f,, para dar la definicién concreta de la Transformada de Fourier en L*(R").

Definicién 1.29 (T.F. en L*(R")). Se define la transformada de Fourier de f € L*(R") como

Ff(€) = L* lim f(x) - e~ 2 dy.

R—+00 ‘I|SR

Observacién 1.30. Hacemos hincapié en que el limite es en L2, La convergencia puntual del limite
es un problema mucho mas dificil. Lo comentaremos al comienzo del capitulo 3.
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1.4 Anexo

1.4.1 Clase X

Sea R
Xc:={feL'R"): feL:(R")}.

Proposicién 1.31. Si 1 < p < +o, entonces X¢ es denso en LP(R™).

Demostracion. Ya sabemos que X es denso en LP(R™). Asi que para ver que X¢ es denso en LP(R")
es suficiente ver que es denso en X. Es decir, basta aproximar cada f € X por funciones de X¢ en la

norma LP.
Sea i e CH(R"), 0 <9 <1, lpp, =1, sop ¢ = B(0,2).
Sea ¢ = Y. Es decir, p(z) = z/b\(—:c) Tenemos que:

1. p € L! pues
el = | te@lde = | 1d(-a)ldo = | [3)ldy = |9l <0

pues, por estar ¢ € CF, el corolario 1.15 de dualidad suavidad-decaimiento nos da que zZ e L'
2. Ademds, {,, ¢ = 1 pues:
| elwrdn = | o) @m0dn = 50) = )0 = 0(0) = 1
siendo el peniltimo paso cierto por el teorema de inversién (que podemos aplicar pues ¢ €
CE < X).

Por tanto, ¢, = tin S (Z) con t > 0 es A.LLR. (por el teorema 4.31 del apéndice).
Veamos que, si fe X

1. g f =0, f en LP(R™).
2. ¢y * f € X¢ para todo t > 0.

La primera afirmacién se sigue del teorema 4.32 del apéndice, que podemos aplicar por estar f € X ¢
LP.
Para ver la segunda, necesitamos comprobar que:

1. ¢, * f € L' cierto porque

v flo < ledler - [l < +o0.

Young
2. (pp* )" € L' cierto porque
| (e f) I = |G- Fllor = f B(te)- f(&)|de = | [w(te)- F(€)]dE < f F(€)1dE = | fllx < 0
R” R” R

siendo la primera igualdad cierta por la transformada de una convolucién (proposicién 1.9), la
segunda por la transformada de ¢; (formula (1.5)), la tercera por el teorema de inversién, la
cuarta porque ¥ < 1, y la ultima porque f € X.
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3. (@ = f)” tiene soporte compacto: cierto porque

~ ~

(e x F)(E) = Gl€) - F(&) = 8t -€) - F(&) =w(t-€)- f(€)

estando la ultima igualdad justificada por el teorema de inversion.

Asi quesit-€&¢ sop ¢ < B(0,2), lo cual ocurre si € ¢ B(0,2/t), entonces (¢ = )" () = 0.

Luego sop (¢ * f)" < B(0,2/t).

Por tanto, ¢; * f es una familia de funciones de X que converge a f en LP cuando ¢\, 0. Luego
X es denso en X y, en consecuencia, es denso en L. O

Proposicién 1.32. Si f € X¢ entonces eziste Ry = Ro(f) > 0 tal que
| R e
B(0,R)

para todo R = Ry.

Demostracion. Basta tomar Ry de forma que sop f < B(0, Ry) y aplicar el teorema de inversién. [



Capitulo 2

El conjunto de Kakeya

2.1 Nota histérica sobre el problema

En 1917, el matematico japonés Soichi Kakeya propuso la siguiente versién de lo que ahora se conoce
como el problema de Kakeya o el problema de la aguja: jcudl es el infimo de las areas de los conjuntos
en R? tales que una aguja de longitud 1 se puede mover de forma continua dentro del conjunto de
manera que al final ocupa la posicién original pero invertida? A los conjuntos en los que una aguja
se puede invertir de forma continua los llamaremos conjuntos de Kakeya.

Casi al mismo tiempo, el matematico ruso Abram Samdilovich Besicovitch construyé en 1918 un
conjunto compacto B en R? de medida 2-dimensional nula que contenia un segmento de longitud
uno en cada direccién cuando trabajaba en un problema sobre la integral de Riemann en R2. A este
tipo de conjuntos se les llama conjuntos de Besicovitch.

Maés tarde se vio que el conjunto B también proporciona la solucién al problema de Kakeya: el
infimo de las dreas de los conjuntos de Kakeya es 0. Es decir, dado ¢ > 0, podemos construir un
conjunto de medida menor que € en el que se puede girar una aguja de forma continua hasta volver
a su posicién inicial quedando invertida.

La construccién de Besicovitch fue simplificada méas tarde por Perron (1928), y més tarde por
Rademacher (1962) y Schoenberg (1962).

Finalmente, en 1971, Charles Fefferman usé una ligera variante de la mejora de Schoenberg para
refutar la conjetura del multiplicador del disco, como explicaremos en el capitulo 3. Es este el motivo
para tratar estos problemas geométricos, que aparentemente nada tienen que ver con el Analisis
Armoénico.

Nosotros no seguiremos la construccién de Fefferman. Usaremos la de Perron, mas conocida
como El drbol de Perron, ya que es la que da E.M. Stein ([14] paginas 434-440), autor que tomamos
como referencia principal para el contraejemplo del multiplicador del disco. Hemos ampliado su
construccion, detallandola de forma exhaustiva y dando informacién adicional. También puede con-
sultarse en el libro de Miguel de Guzmén ([12] paginas 201-207).

Como aviso previo, no resolveremos por completo ninguno de los dos problemas: ni el de Kakeya
ni el de Besicovitch. A partir de la construccién que vamos a hacer del arbol de Perron, no requiere
mucho trabajo adicional construir tanto un conjunto de Kakeya de area arbitrariamente pequena
como un conjunto de Besicovitch. Estas construcciones se pueden consultar en el libro de Miguel de
Guzman [12] (paginas 209-212).

Los motivos de no completar las construcciones son el espacio limitado del que disponemos y que
el objetivo central del trabajo es el problema del multiplicador de la bola.

21
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2.2 Notacién y nociones previas

Dado S un conjunto medible, vamos a denotar por |S| su medida de Lebesgue. Por ejemplo, dado
un tridngulo ABC, denotamos por |[ABC/| su area.

Abusando de notacién, cuando tengamos un segmento AB denotaremos por |AB] su longitud (no
su medida de Lebesgue, que es cero). Ademds:

e Cuando digamos que una unién es disjunta, siendo los conjuntos de la unién de medida no
nula, nos referiremos a que es disjunta salvo en un conjunto de medida nula.

e Cuando digamos que una unién es disjunta, siendo los conjuntos de la uniéon segmentos, nos
referiremos a que es disjunta salvo en un numero finito de puntos.

Dado a € R, definimos 7,((z,y)) = T@wo((z,y)) = (z + a,y). El motivo es que todas las
traslaciones que realizaremos seran traslaciones horizontales hacia la izquierda.

Podriamos usar la notacién 7,(x,y) = (x — a,y), pero preferimos la primera para que al leer, por
ejemplo, 7_5(ABC), el signo negativo nos recuerde que la traslacién es hacia la izquierda.

La traslacion aplicada a un segmento o a un triangulo se entendera como la imagen de un conjunto
por una aplicacién, esto es, el resultado de trasladar todo el segmento o todo el tridngulo.

Denotaremos los triangulos por sus tres vértices escritos en orden antihorario. Por ejemplo, los 3
triangulos que aparecen en la figura 2.1 se pueden denotar por ABC, AMC' y M BC.

En la seccién 4.4 del anexo recordamos un par de definiciones y resultados que usaremos con
frecuencia en este capitulo.

2.3 Construccion base

En el siguiente lema recogemos una serie de propiedades que agilizaran la construccién general.

Lema 2.1 (Perron). Sea ABC un triangulo arbitrario, colocado en el plano de forma que AB sea la
base, es decir, de forma que AB esté en el eje x con el punto A a la izquierda del B. Sea M el punto
medio de A y B, de forma que MC', la mediana de AB, divide el triangulo en otros dos: Ty == AMC
y Ty = MBC.

Figura 2.1: Triangulo de partida.

Dado a € (3,1), definimos los siguientes conjuntos:

1. Sea
(I)a(ABC) = T1 U Tf(lfa)|AB\(T2)

con T_(1—a)aB|(MBC) = M'B'C" en la figura 2.1.
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Figura 2.2: Operacion bésica ®(ABC).

2. Llamamos

®"(ABC) := AB'P
con P=AC n B'C".

3. Denotamos por

®*(ABC) := &,(ABC)\®"(ABC) = QPC" U RCP
con Q=C'M nAC, R=CM n B'C".

Entonces, el triangulo AB'P es semejante a ABC' con factor de proporcionalidad «. Ademds, su
lado derecho, que es B'P, es paralelo a BC'; y el lado izquierdo, AP, estd en la misma recta que AC.
Por otro lado, se cumple que:

0" (ABC)| = a?|ABC| y  |8°(ABC)| = 2(1 — a)*|ABC]

Yy por tanto:

|®,(ABC)| = [a® + 2(1 — a)*]|]ABC|.

Observacién 2.2. Es decir, ®,(ABC) es el resultado de trasladar en ABC el tridngulo M BC
horizontalmente (1 — a)|AB| unidades a la izquierda, dando lugar al tridngulo M’'B’'C’. De esta
forma, |AB'| = a|AB|.

A partir de ahora, abreviaremos ®,(ABC) por ®(ABC) si a queda claro del contexto.

La notacién ®" y ®2 es la que sigue E.M. Stein, donde la h viene de heart vy la a de arms, re-
firiéndose asi al corazon y alos brazos de la figura. Esta notacion volvera a aparecer en la construccion
general.

Demostracién. En primer lugar, ®"(ABC) = AB'P es semejante a ABC porque sus lados tienen las
mismas direcciones.

Como AB = AB’ U B’B (unién disjunta), tenemos que |AB| = |AB’| + |B'B|. Sabemos que
|B'B| = (1 — «)|AB| puesto que B’ es la traslacién horizontal a la izquierda de B de distancia
(1 — «)|AB|. Asi que

|AB'| = a|AB|.
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Por tanto, la constante de proporcionalidad entre los tridngulos ®"(ABC) = AB'P y ABC es .
Esto implica que
|®"(ABC)| = |AB'P| = o*|ABC)|.

Ahora pasemos a estudiar ®*(ABC'). Definamos Pr como el corte de la recta horizontal que pasa
por P con el segmento MC', y Py como el corte de esa misma recta con M'C".

Para empezar, PPrC' es semejante a AMC' por tener sus lados las mismas direcciones.

Como |AP| = a|AC| y AP U PC = AC (unién disjunta), tenemos que |AP| + |PC| = |AC| y
por tanto |PC| = (1 — «)|AC|. Asi que la constante de proporcionalidad entre los tridngulos PPrC
y AMC es (1 —a). Por ello:

2 [ABC]

PPaC| = (1= a)? - [AMC| = (1 - a)*- 55

Ademas, QPP es congruente con PPrC, luego tienen la misma area:

|ABC|
—
Razonando igual con los tridngulos Py PC’ (que es semejante a C'M'B’) y con PR P, obtenemos:

[QPP| = |PPrC| = (1 — a)* - |[AMC| = (1 — o)

ABC
|PRPR|=|PQPC’|=(1fa)2-‘ 5 ’.

Como
P*(ABC) = PPrC v QPPy v PoPC" U PRPg

siendo estas uniones disjuntas, tenemos que:

|ABC|

[®(ABC)| = |PPRC| + |QP Pl + [PoPC'| + |[PRFg| = 4(1 — a)* - ==

2(1 —«a)*- |ABC|.

Luego, como ®(ABC) = ®"(ABC) u ®*(ABC) (unién disjunta), tenemos que:
®(ABC) = |®"(ABC)| + |®*(ABC)| = o*|ABC| + 2(1 — a)?|ABC| = [a® + 2(1 — a)?]|ABC|.

Por tltimo, el lado derecho de ®"(ABC), que es B'P, es paralelo a BC por ser B'C’ una traslacién
de BC y estar B'P en la misma recta que B'C’; y el lado izquierdo de ®"(ABC), que es AP, estd
en la misma recta que AC pues P = AC n B'C". O
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2.4 El arbol de Perron

De cara a obtener el resultado que necesitamos en el capitulo 3, vamos a proceder del siguiente modo:
construimos un conjunto formado por 2" tridangulos con bases en la misma recta y trasladados de tal
forma que su medida es menor que €. En cada uno de esos tridngulos encajaremos un rectangulo.
Como los rectangulos estaran dentro de los triangulos y estos se solapan de forma que su area es
estrictamente menor que €, el area de los rectangulos solapados serd también menor que €. Sin
embargo, los tridangulos habran sido trasladados de tal forma que al reflejarlos sobre sus vértices
seran disjuntos y, por tanto, los rectangulos reflejados también seran disjuntos.

Observaciéon 2.3. Aunque acabemos de decir que reflejamos los rectangulos y en el enunciado que
daremos pondra que los trasladamos, veremos que son equivalentes en este caso.

Teorema 2.4. Sea ABC un tridngulo cualquiera, con A = (20,0) y B = (21,0) con zy < .
Consideremos la particion de AB

— AB
Aj = <I0 +7- $12nl'070> = (.To—i-] |2n |70)

conj=0,1,...,2", y llamemos T; = A;_1A;C para j=1,...,2".
Dado € > 0, existe un conjunto K que es union de traslaciones horizontales de los T; tal que
K| <e.

Demostracion. Primera etapa.

Con la particién del enunciado, el lado AB queda dividido en 2" segmentos A;_1A; de la misma
longitud:
|AB|
Ton

Consideremos entonces los 2" tridngulos disjuntos 7; = A;_1A;C con j =1,...,2".

Para empezar, aplicamos la construccion del lema a los tridngulos AgjAsj2C = Thipq U Thjp.
Como Ay, Ay, ..., Ay estan equiespaciados, el punto medio de la base AgjAsj o es Ay (para todo
j=0,1,...,2"1 - 1).

Dado a; € (%, 1), hacemos ®,, (Az;Asj42C) para todo j = 0,1,...,2"" 1 — 1. Es decir, para cada

|AB|
: oan—1

|A;_1A;] = para todo j =1,...,2".

j=0,1,...,2"1 — 1 trasladamos los tridngulos Thj 2 = Ag;j11A42j42C a la izquierda (1 — ay)
unidades.

Consideramos entonces los 2"~ hearts y los 2" arms de las 2"~! construcciones D (A Azj12C)
(j=0,1,...,271 —1).

Los arms de los diferentes ®(As;A2j12C) se van a solapar entre si. No vamos a determinar su
solapamiento, ya que acotaremos su area superiormente por la suma de las dreas (como si fueran
disjuntos).

Por el lema 4.45, el lado derecho de ®"(Ay;A;.2C') es paralelo a Ay oC y mide v - |Ag;12C].

Por el mismo lema, el lado izquierdo de ®"(Ay; 249, 4C) es paralelo a Ay 2C, y mide también
aq - |A2j+20|.

Asi que el lado derecho de ®"(Ay; Az, 2C) tiene la misma direccién y longitud que el lado izquierdo
de ®"(Ayj19A2;44C). Esto es vélido para todo j = 0,1,...,2""! — 1. Por tanto, podemos trasladar
todos los ®(AzjAs;+2C) de forma que los hearts forman un tnico tridngulo que serd semejante a
ABC, ya que el lado més a la izquierda estara en la misma recta que AgC' = AC' y medira oy - |AC/;
el lado més a la derecha serd paralelo a AenC' = BC'y medird a4 - |BC|; y la base estd en la misma
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Figura 2.3: Primer paso de la primera etapa para n = 3.

recta que AB y mide

an—l_1 an—l_q an—l_1
|AB| |AB| |AB| _,_
Z aq - ‘AZjA2j+2| = Z agq - on—1 =Q1 - 7 Z I=a- on—1 L2nh = 041|AB‘-
j=0 Jj=0 Jj=0
Es decir, los lados de ABC' y del triangulo formado por la unién de los hearts una vez trasladados
los ®(Ag;As;12C) (j = 0,1,...,2"1—1) son paralelos dos a dos, y por tanto son tridngulos semejantes
con razéon de semejanza «;.

Podemos dar explicitamente qué traslaciones hacemos:

e El tridngulo ®(AA>C) no se traslada.

e El tridngulo ®(A2A,C) se traslada —(1 — al)lg’:,Bl‘ unidades, ya que el punto Ay (que no se

ha trasladado al aplicar ®), tiene coordenadas (xy + 2";‘5 ‘), y el vértice derecho de la base de

D(AgAsC) es T y1a8] (A). Por tanto, para juntar el lado derecho de ®(AgA2C) con el

—(1—aq

izquierdo de ®(A;A4C) tenemos que trasladar este tltimo conjunto —(1 — ay) |2’3],31| unidades.

e Sisuponemos como hipétesis de induccién que ®(Ag;A2j42C) es trasladado —(j—1)(1—aq) |2’:_Bl|
unidades para j = 2 (lo hemos comprobado para j = 2), entonces el triangulo ®(Ay; 9A4;44C)

deberd ser trasladado —j(1 — ozl)‘ﬁi' unidades, pues el vértice derecho de ®(Ay;A2;42C) es
el resultado de trasladar As; o primero —(1 — oq)'Qf_Bl‘ unidades al aplicar ®, y luego ha

sido trasladado otras —(j — 1)(1 — al)‘;ﬂ unidades para juntarlo con el vértice derecho de
D (Agj_9A5;C). Por tanto, para pegar el vértice izquierdo de ®(Agj1242;14C), que es Agjyo,
con el vértice derecho del corazén que tiene a la izquierda, lo tenemos que trasladar

[AB|

2n71

H G- -an 2B = o628

—(1 — 041)

unidades.
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Denotamos entonces
B;(Agj Asj12C) == T_j(1-ay a8l (P(Azj Azj42C)).

A la figura formada por todas estas traslaciones la llamamos ¥;(ABC'). Es decir:

2n—l_1
\Ifl(ABC) = U @j(AQjAQjJ,_QC).
§=0
Nota: solo hemos realizado traslaciones de los tridngulos originales T3, ...,To. En concreto,
los tridngulos con subindice par han sido trasladados —(1 — ;) - ;‘_Bl‘ unidades, y los tridangulos con

subindice 2j + 1, 2j + 2 han sido trasladados —j(1 — al)gé_Bl‘ unidades (j = 0,1,...,2"!). Fin de la
nota.

Vamos a acotar la medida de U, (ABC). Sea

on—1_1
UMABC) = U O (A5 Asj12C),

j=0

refiriéndonos con (%?(AszQj_A,_QC) AT_(1_qylanl (®"(AzjAzj4+2C)). Como hemos explicado ya, U"(ABC')

es un triangulo semejante a ABC' con factor de proporcionalidad «;, que estd formado por los
(P?(AngngrgC’) puestos uno a continuacién del otro (para eso hemos elegido las traslaciones concre-

tas que dan lugar a los i)) Por tanto, la uniéon de arriba es disjunta. Luego:

2n—l_1 an—l_q
[WHABC) = | | @)(A240420) = > [®5(Az;45515C)).
j=0 j=0

Como la medida es invariante por traslaciones, y ®; es una traslacién de ®(As;As;42C'), tenemos
que:

on—1 1 on-1_1 on—1 1
S B (A AsyaC) = Y [0 (AnyAsyaC) = 3 02+ Ay AgyaC
j=0 7=0 j=0
on—1_1
ABC _ ABC
- 3 o B e e
7=0
Sea
2nml-1
U§(ABC) == U1 (ABO)\WIH(ABC) € | ] ©4(AzjAs420)
j=0

donde con @(AQjAszC)) nos referimos a T_i(1_olABl (®*(AgjAs;+2C)). La inclusién se tiene porque
2'!'1

an—l_1 an—1_1
Ui(ABC) = | ) §;(AyAsaC) = LJ[@ﬁA%A%HC)UQﬂA%A%mCﬂ

J=0 J=0

on—1_1 on—1_1 on—1_1
= U @?(AQJ‘AQJ‘J,_QC) U U @;(AQjAQj_;,_QC) ZIIJ}IL(ABC)U U (I)(;(AngQj_;,_QC)

j=0 j=0 Jj=0
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Y por ello

|
U§(ABC) = Uy (ABC)\WHABC) € | | ®5(As;A42;150).
j=0

No podemos asegurar que haya igualdad porque U"(ABC) puede tener interseccién no vacfa con
n—1_1 o
U2 ! ®%(Ag;Azj42C) (de hecho, tiene interseccién no vacia). Por tanto, al quitar a U1(ABC) el

=0
conjunto U (ABC) nos vamos a quedar con un conjunto igual o més pequeiio que U?l:_l DY (Ag;Agj42C).

Entonces, como la medida es subaditiva:

gn—1_1 on—1_1
[UHABO) < | | ®4(AgAzja0)| < Y |B2(AgjAzjaC)
Jj=0 j=0

y al ser la medida invariante por traslaciones, queda:

2n—171 2n—171 2n—171

D@0 Ag Az aC) = Y 0 (AgAzjiaC)| = Y 2(1 — a1)* Az Ag;2C =
j=0 j=0 j=0
JABC] , . [ABC| 2
= > 2(1-a) o = 27201 —an)? e = 2(1 - a)*ABC.
j=0
Por tanto:

U, (ABCO)| = |[¥"(ABC) u W$(ABC)| < | (ABC)| + [V(ABC)| <

< A?|ABC| +2(1 — an)?|ABC| = [a? + 2(1 — ay)?] - |ABC|.

En realidad, ¥; depende de oy y de n, asi que serfa Wy, 4, .

C

Figura 2.4: Primer paso del caso general con n = 3.
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Segunda etapa.

Definimos ahora Wy(ABC) = Wy, 1 0,(¥}, (ABC)), donde ay € (3,1) es un nuevo factor de
proporcionalidad y ponemos n — 1 porque ahora tenemos la mitad de tridngulos que antes: 2"~!. Es
decir, consideramos la divisién de U*(ABC) (tridangulo semejante a ABC con factor de proporcional-
idad a4) dada por los &J?(AngngrgC). Razonamos como antes intercambiando ABC por ¥ (ABQC)

y queda:
[03(ABC)| = a3|UH(ABC)| = a3 - (af - |[ABC|) = ajaj - |[ABC]

|WS(ABC)| < 2(1 — ap)?| W (ABO)| = 2(1 — an)?a?|ABC.

Aclaracién importante: ahora debemos tener en cuenta que cuando traslademos &)?(Agj Agji2C)
(con j € {0,1,...,2""1 — 1}) para construir W5(ABC'), no se traslada sélo este tridngulo, sino que

trasladamos también los arms correspondientes. Es decir, al trasladar @?(AngngC’) para formar

Uy (ABC), vamos a entender que se traslada todo &Dj(AQjAgj+QC), que recordemos que es una unién
de traslaciones de Th; 11 = AgjAgj11Cy Thj10 = Agji1A2j412C. Por tanto, se trasladan las traslaciones
de Tyji1 y de Tajio.

Esto es lo que debemos tener en cuenta a partir de ahora en todas las etapas: cuando digamos
que se traslada parte de una figura, se trasladan todos los tridngulos cuya interseccion da lugar a
esa figura. Esto no va a dar lugar a confusiéon porque en cada paso cada triangulo estarda en una
unica figura de las que se traslade en ese paso.

Hacemos esto asi para que el conjunto obtenido al final sea una unién de traslaciones de los Tj.

El motivo de no razonar con toda la figura sino de decir que trasladamos sélo parte de ella
es porque es mas facil seguir la construccién asi, centrandonos en los hearts y “olvidandonos” de
los arms. Esto no influye en el cdlculo del drea porque siempre acotamos superiormente el drea
que cubren los arms (D?(AQJ-AQJ»HC’) considerandolos como si fueran disjuntos. Asi que cualquier
solapamiento que pueda perderse con nuevas traslaciones no influye en nuestra acotacién del area.
Fin de la aclaracion.

Figura 2.5: Segundo paso del caso general con n = 3.
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FEtapa k-ésima.
En general, definimos W, (ABC) = Uy ,,_(5-1),0, (¥}, (ABC)). Procedamos por induccién: nues-
tra hipotesis es que para el paso k — 1 se tiene:

U (ABC)| = a2a3...ai - |ABC)|

|0 (ABC)| <2(1 —ap_1)*a?...af_, - |ABC|

Queremos probar que se cumple la férmula andloga para el caso k-ésimo (es decir, intercambiando
k — 1 por k en la férmula de arriba). Haciendo uso del caso k = 1 conseguimos reducir el problema
al caso k — 1, y aplicamos entonces la hipdtesis de induccion:

|‘I’Z(ABC)| = |‘I’1,n—(k—1),ak(‘I’Zq(ABCm ? ozi : |\I/Z,1(ABC)]
Construccién de ¥y
= ai-aj...ap - |ABC|=ai...a; |ABC|

Hipdtesis induccion

(WY (ABC)| < 2(1 — ag)? - |V} _(ABC)| = 2(1 — ag)’af...aj_1|ABC)|
Hipétesis induccién
Sea
K = U"(ABC) u ( L wi( ABC))
k=1
Entonces:
K| <|Uh(ABC)| + | [W(ABC)| =
k=1
= <a2 % —1—222042 o (1—-a )2) -|ABC|
k=1
Si tomaramos a; = ... = a,, = «, entonces la expresion de arriba quedaria
|K| < o®"|ABC| + Z — a)20?* V| ABC| < o®'|ABC| + Z )2a?*DABC|
k=1 k=1

_ |20 EAVER. ] _ |20 2(1*04)‘ 2n _ ]
—[oz + 2(1 a)l—a2 |ABC| = [a™" + i+ a |ABC| < [a™" +2(1 — a)] - |ABC|

Asi que dado € > 0, existe o = a. y existe n = n,_ tales que

2n 4 9(1 — _c
a4+ 2( &)<|ABC\
con lo que |K| < e. O

Observacion 2.5. Las traslaciones exactas que aplicamos sobre cada rectangulo a lo largo del proceso
se describen en el anexo 2.5.1 para no interrumpir la lectura de la prueba.
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Figura 2.6: Tercer y ultimo paso del caso general con n = 3. Conjunto K.

Encaje de los rectangulos en la construccion

Teorema 2.6. Dado cualquier € > 0, existen un entero N = N, y 2V rectdngulos Ry, ..., Ry~, cada
uno de ellos de dimensiones 1 x 27N tales que:

2N
U R]‘ <€
7j=1

y las traslaciones de dos unidades en la direccion del lado mayor de los R;, que denotaremos por

{ﬁj}?il, son disjuntas dos a dos y cumplen

2N
U Rj| = 1.
j=1

Demostracion. Consideremos la construccién de K de la demostracion del teorema 2.4: sea ABC
un tridngulo con base AB, sea T = A;_1A;C, con 1 < j < 2", uno de los tridngulos que conforman
ABC, y sea TJ’ la traslacién horizontal de T a la izquierda que forma parte de K. Los 7} tienen un
vértice comun, C. Llamemos C}; al vértice correspondiente a C' en T]’

Entonces, definimos T} como el tridngulo obtenido al reflejar T} a través de Cj. O, lo que es
lo mismo, definimos T} como el tridngulo obtenido al reflejar T} a través de C'y luego aplicarle la
misma traslacién que hay que aplicar a Tj para llevarlo a TJ’ Esta segunda forma de verlos nos sera
mas util para razonar.

Aunque hemos visto que los tridngulos T} se solapan mucho, los tridngulos reflejados T3 son
disjuntos dos a dos.

Veamos por qué. Sea TjR la reflexion de T} a través de C. Si j; < ja, entonces T}, estd a la
derecha de Tj,, por lo que T} estd a la izquierda de 7).

Para obtener T7" a partir de TjR, lo iinico que tenemos que hacer es aplicar a TjR la misma traslacion
que hay que aplicar a T para obtener T7.
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{Ci}
W/

XA AR

Figura 2.7: Conjunto K y las reflexiones de los tridngulos que lo forman.

Como cuanto mayor es j, mayor es la longitud de la traslacién que hay que aplicar a T; para
obtener T}, resulta que cuanto mayor es j, mayor es la traslacion que hay que aplicar a TjR para
obtener T7'.

Pero el TjR estd mas a la izquierda cuanto mayor es j, siendo los {T]-R}j disjuntos. Por tanto,
como las traslaciones son todas a la izquierda y son de mayor longitud cuanto mayor es j, tenemos
que los tridngulos 77 seran disjuntos y estaran mds a la izquierda cuando mayor sea j, quedando sus
vértices Cj todos en la misma horizontal.

Tras todas estas consideraciones, pasemos a la prueba.

Fijemos como triangulo ABC' un tridangulo equilatero de altura 2.

A continuacién, supongamos que Tj’ es uno de los triangulos que conforman K. Dibujamos su
mediana, es decir, la recta que va del vértice C; al punto medio de la base, marcando los puntos P
y P, a distancias 1/2 y 3/2 del vértice (existen tales puntos pues la altura de ABC es 2, asi que la
altura de T} es 2 y, por tanto, la mediana desde C; en T} medird al menos 2).

Sea R; el rectdngulo cuyo eje mayor es PP, con lados 1y 27V,

En el anexo 2.5.2 se justifica lo siguiente: como el angulo en el vértice C; es mayor que ¢y - 27"
para alguna constante positiva ¢y, existe un entero positivo ¢; constante tal que elegiendo N = n+ ¢,
se tiene R; < T7.

Ahora, sea fx’j < T} lareflexion de R; a través de C. Se tiene fij < T7 pues la reflexion conserva
la inclusién. Tenemos por tanto 2" recténgulos R; de dimensiones 1 x 27 de forma que sus reflejados
ﬁj son disjuntos.

Pero nosotros buscdbamos 2V = 2° . 2" rectangulos. Como K junto con los tridngulos reflejados
es compacto, podemos tomar 2° copias de K disjuntas obteniendo asi 2V rectdngulos de lados 1 y
2~V que estan contenidos en un conjunto de medida a lo sumo

2° . [0 + 2(1 — a)] - [T, (2.1)
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Figura 2.8: Rectdngulos 1 x 27 dentro de los tridngulos.

mientras que los correspondientes rectangulos reflejados son todos disjuntos y la medida de su unién
(que no es més que la suma de sus éareas) es 1.

Dado € > 0, existen « lo suficientemente préximo a 1 y n € N (dependiente de «) lo suficientemente
grande tales que la medida (2.1) es menor que €, completando la prueba del teorema. O

Veamos un resultado sobre la construccién que hemos hecho del arbol de Perron.

Al final de la demostracién del teorema 2.4 observabamos que la medida del conjunto K tendia
a 0 si eleglamos el mismo factor o € (%, 1) en todos los pasos suficientemente cercano a 1 y hacfamos
n — oo.

Ahora vamos a cuantificar la acotacion del area de K eligiendo unos «; concretos en cada paso.
De hecho, después daremos una referencia en la que se establece que la acotacion realizada en la
siguiente proposicion con los «; diferentes es 6ptima.

Vedmoslo:

Proposicién 2.7. Para todo € > 0 existe un conjunto plano P. de medida menor que C - |log 8|_1
(donde C' es una constante fija e independiente de €) que contiene un rectangulo de dimensiones 1 x &
en todas las direcciones del plano.

Demostracion. Al acabar la demostracién del teorema 2.4 tomabamos
U (ABC) = Wy (V) (ABC))

usando en cada paso el mismo factor de proporcionalidad « para las traslaciones.

Sin embargo, vamos a ver que podemos afinar més los factores elegidos en cada paso, de forma
que el drea del conjunto obtenido sea atin menor:

Si definimos Vi (ABC) = \Ifl,n,(k,lmk(llfgfl(ABC)) con un factor «ay distinto en cada paso,
entonces, como ya hemos visto, la cota del area de K es:

K| <[af .. .-l +2[1—a)’+af(l—)’+...4+0af ... a1 (1—a)?]] - [To|
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Tomemos en concreto

1 n+1-—k
=1 = k=12 ...
A nt2—k n+to2_f M 1Sl

Entonces tenemos un producto telescopico:

k

n+l—j n+l—k
al""'ak_gn+2—j_ n+l
Ademés:
(1 ) n+1—Fk 1 n+1—~k 1 1 ]
ai(l —« = : = : = =1-«
g MU w2k n+2—(k+1) n+2—-k n+l—-k n+2—k b
Aplicando esta tltima relacién repetidas veces:
1 ? 1
a%-...-ai-(l—akﬂ)z=a%-...-az_1(1—ak)2:...:(1—a1)2=(n+2_1> :(n—l—l)Q'
Asi que:
\Kyg'og....-ai+2[(1_a1)2+a§(1_a2)2+...+af-...-ag_1(1_an)2]]-\ABC\:
[ n+1-n\>
_ <—) +2[(1—a1)2+(1—a1)2+...+(1—a1)2]]-|ABC’|:
n+1
[ 1 1 2n +1 2n + 2 2
=|—=+2n-— | |ABC|= —— - |ABC| < ——— - |ABC| < —— - |ABC|.
_(n+1)fL " (n—l—l)Q} | | (n+1)2 | | (n+1)2 | | n+1 | |

n+1)

Dado € > 0 (con € < 1), es posible elegir n suficientemente grande para que 27 < ¢. Entonces

2t > &1 Tuego (n+ 1)logy(2) = n + 1 > logy(e™!). Asf que:

2
n+1

K| < |ABC| <
lo

2
go(et)

El conjunto del plano buscado P. sera entonces una unién finita de conjuntos como el K rotados. [

[|ABC].

De hecho, se puede demostrar que la cota hallada es la éptima:

Proposicion 2.8. FExiste C' > 0 tal que st un subconjunto del plano contiene a un rectangulo de

dimension € x 1 en cada direccion, entonces su drea debe ser mayor que Toge]*

Demostracion. Ver los articulos de Antonio Cérdoba [4] y [5]. O

A continuacién, explicamos algunos de los detalles que hemos quitado del desarrollo del capitulo
para agilizar su lectura.
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2.5 Anexos

2.5.1 Traslaciones realizada en las construccion del conjunto K

En resumen, el conjunto K no es mas que aplicar una serie de traslaciones consecutivas a los tridngulos

T, = Ap_1A,C con k = 1,...,2". Estas traslaciones son las descritas a continuaciéon. Cuando un

triangulo aparezca en varios casos, se entiende que las traslaciones se componen unas con otras.
Para empezar, estan las traslaciones correspondientes a aplicar ®. Son las siguientes:

AB
Ty con k=1 (mod 2) se traslada (1 — 04)|2n—_1‘ unidades a la izquierda
ya que en el primer paso para cada par de tridngulos T, 1, Toj+2 (7 = 0,1,...,2" 1 —1), el tridngulo

. o AB
T;+o se traslada hacia la izquierda (1 — «) veces la base, que es ‘2,1—_1|

AB
Ty con k = 3,4 (mod 4) se traslada (1 — o)« ’2712‘ unidades a la izquierda
va que en el sequndo paso para cada cuatro tridngulos Ty; 1, Ty, Thjrs, Tajsa (5 = 0,1,...,2"72=1),
los dos tridngulos més a la derecha, que son T3, Ty, se trasladan hacia la izquierda (1 — o) veces
a|AB|

la base, que es 5=
En general, en el paso h € {1,2,...,n—2}:

AB
Ty con k=2""141,... 2" 42" (mod 2") se traslada (1 — a)ah%% unid. a la izq.
ya que en el paso h-ésimo (h € {1,2,...,n—1}), para cada 2" tridngulos tridngulos Ton; 1, Tonjya,. - -,
Tonjion_ty, Tonjyon (j=0,1,..., 277" —1), los 2"~ tridngulos més a la derecha, que son Tonj on—141,. . .,

. . . h=11AB
Tynjion se trasladan hacia la izquierda (1 — o) veces la base, que es = znlh L

Ademas, tenemos también las traslaciones que se realizan para "pegar” los ® de forma que sus
hearts formen un tnico heart, que es semejante a ABC'. Estas traslaciones son las siguientes:
-En el primer paso, para j = 1,2,...,2" L

[AB|

2n71

Ty con ke {2'-j—1,2" - j} se traslada (j — 1)(1 — a)

unidades a la izquierda

pues el par de tridngulos j-ésimo se trasladaba j — 1 veces (1 — ) por la longitud de la base original
de cada par de triangulos, que era |2’:]_31|

-Para j =1,2,...,2" 2

alAB)|
Qn—2

Ty con ke {2%-j—3,2%j—2,2%. 71,225} se traslada (j —1)(1—a) unidades a la izquierda

pues la cuaterna de tridngulos j-ésima se trasladaba j — 1 veces (1 — «) por la longitud de la base

. . AB
formada por dos pares de tridngulos consecutivos, que era O;‘n,gl.

-En general, en el paso h € {1,2,...,n — 1} para j = 1,2,...,2"

"1 AB|

Ty con ke {2".j— (2" —1),...,2" - j} se traslada (j — 1)(1 — ) Sk

unidades a la izquierda

pues el conjunto j-ésimo de 2" tridngulos se trasladaba j — 1 veces (1 — «) por la longitud de la base

. _ ., . h—1 AB
formada por dos conjuntos de 2"~! tridngulos consecutivos, que era O‘Qn—Ll'
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2.5.2 Calculo de las constantes de los rectangulos.

Probamos en esta seccién que existe ¢; > 0 constante (no depende de n) tal que el d&ngulo del vértice
C; (ver figura 2.5.2) cumple CA’]- > ¢y -2 " paratodo j =1,...,2™

Para empezar, como la altura de ABC'es 2, las medianas desde C; de los T son mayores o iguales
a 2, con lo que tiene sentido definir P y Ps. R

Como queremos acotar inferiormente los dngulos C; de manera uniforme (es decir, sin depender
del j) y sin que ¢y dependa de n tampoco, vamos a considerar el méas pequeno de ellos.

Como estamos considerando ABC' equilatero y estamos dividiendo en 2" tridngulos (ntimero par),
hay simetria. L L

Los angulos mas pequenos son C; y Cs,. Esto es asi por el teorema del coseno, ya que Cy y Cs,
son los angulos correspondientes a los tridngulos de los extremos T} y Thn, v estos tienen la misma
base que el resto de los T pero sus otros dos lados, que son los que determinan el angulo, son méds
largos. Por tanto, el coseno de estos angulos sera mayor y por tanto el angulo serd menor.

Es mas, repitiendo este argumento, tenemos:

Cl = an < Cg = an,1 < ... < CQn—l = 0277.—1_;’_1

Como la altura es 2 y ABC es equilatero, sus lados miden |AB| = |BC| = |CA| = %g‘
pC
B
o
AO Al AQn,—]

Por tanto, |A;A;1| = 4Bl _ 43 hara todo i = 0,1,...,2" — 1.

2n 2n.3

Asi que
23 43
3 2n .3

Por el teorema de Pitagoras:

2
24/3  44/3 4 1\
_ 2 _ — —. _
| A, C| 22 + ( 3 2n-3) \/4+ 3 (1 an) .

Como ya conocemos |AgA;|, |A1C| vy |CAp|, podemos calcular § = C; = /A,CA, aplicando el
teorema del coseno:

|AoC? + |A1C> — |Ag A |?

cosf =
2-1A0C| - |ALC|




2.5. ANEXOS 37

Esto es:

<\_f) <\/4+ )> _<3£)2 g—6+4+4(1—2n1)2—312%

cosf = = =

4 2
43 .9 \/1 — 5i7) \/3+ =

n—1 2n n—1 2
_ 2_38 + (2 22n— 21) 3. 22n _ 282 +163(§2n 1) —10 _ 7 * 22n + 4 : (2n_1 - ].)2 - 4 _
m\/3.22n72+(2n71_1)2 32.\/3.2%72_,_(27171_1)2 ].9n. \/3 92n—2 1 92n-2 _9on 1 |
3 22n—2 3.9n
7.22 4 2% —g.on! 822 —g. 2! 2" — 3

Tg.on. 2 _gny 1 8.n.2n_oni] Ao _onil

Tiene sentido pues tiende a 1 cuando n — +00, lo que concuerda con que # — 0 cuando n — +00.
Queremos acotar # inferiormente.
Sabemos que si |z| < 5, entonces

lel
/2

siendo la primera desigualdad cierta porque en [0, 7/2] el seno es céncavo, asi que esta por encima
de la recta que une (0,sin0) con (7/2,sin 7) = (7/2,1), y esa recta es y = +73: la segunda igualdad
es cierta en todo R.

Por tanto, usando que |sin x| = v/1 — cos? z, tenemos que

< |sinz| < |z

K

72 /4

<1—cos’x < |z|%

Como nos interesa acotar el angulo inferiormente, de la segunda desigualdad de la cadena anterior

deducimos que
|z| = V1 — cos? x.
Por tanto, podemos acotar 6 (que seguro que estd entre (0,7/2) al tender a 0 cuando n — +00) por

v/1 — cos? f, pues ya conocemos cos 6.

Tenemos que:

0 2
0>+v1—cos?0 = 1—(—2 1/2 > —
V22 —2n 1

\/22n—2n+1—(22n—2n+§)

22— 9n 4 ]

\/ 3/4 \/3/4 V3o
RV S——— SR S
22n _9n 41 22n 2
V3

Asf que podemos elegir como constante c; = 5°.

Una vez probado esto, podemos completar los razonamientos hechos con los rectangulos.

La longitud del arco de centro C; y radio 1/2 es % - C} que es mayor o igual que %9 (recordemos
que 6 era el dngulo mas pequenio). Asi que para que el rectangulo R; quepa dentro de T} (triangulo
de dngulo més pequeno) basta que la longitud [ de su lado més corto cumpla

11 /3 nt,
l<4<22 )[2
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pues }L (% . ‘/73 : 2*”> < 411 : (%0) < %CA']- Vj = 1,...,2" Es decir, nos vale | < /3 -27""* pues es

menor que i de la longitud del arco mas pequeno, que a su vez es menor que %1 de la longitud de
cualquier otro arco.

Como nos vale cualquier [ < +/3-27"7* tomando [ = 27*"" se cumple que R; esté dentro de T}
para todo j.

Para esta eleccién, N = 4 + n, con lo que ¢; = 4.



Capitulo 3

El problema del multiplicador de la bola

En este capitulo usaremos lo estudiado en los dos capitulos anteriores para probar el resultado
principal del trabajo: el contraejemplo del multiplicador de la bola.

3.1 Contexto histérico del problema

Uno de los principales problemas del Analisis Armoénico ha sido estudiar en qué sentido las Series de

Fourier cumplen R
flz) =) f(n)- ¥ (3.1)
neZ

si es que lo cumplen, donde f(n) = §, flz) - e d.

Se presentan muchas cuestiones: jconverge la serie? ;En casi todo punto? ;Converge a f7 ;Para
qué tipo de sumas, sumas simétricas Z]_VN?

Podemos enunciar con mas precision algunos de los problemas que se han ido planteando sobre
estas cuestiones.

1. Si fe C(T), ses cierta (3.1) para todo x € T?
La respuesta es que no, y el primer contraejemplo se debe a Du Bois-Reymond (1884). Una
prueba mas sencilla se sigue del principio de acotacién uniforme (ver teorema 1.5 del libro de
Duoandikoetxea [6]).

2. 4Es cierta (3.1) en casi todo punto x € T si f e C(T)?

La respuesta es que si, y viene dada por el Teorema de Carleson (1966). De hecho, la conver-
gencia en casi todo punto se tiene para toda f € LP(T) con p > 1 (ver el libro de L. Grafakos
[10], Teorema 4.3.16).

3. Si fe LP(T), ses cierto que (3.1) converge en LP(T)?

Si, siy s6lo si p € (1, +00), por el teorema de Marcel Riesz de 1927 (ver el libro de L. Grafakos
[10], Teorema 4.1.8).

Por otro lado, se plantean teoremas completamente analogos para la transformada de Fourier.
En este caso, queremos ver si

f(z) = lim F(€) - i€ dg (3.2)

R—+00 B(0,R)

y en qué sentido (ver discusion en el libro de Duoandikoetxea [6], seccién 1.9). Es decir, queremos
ver si se cumple la férmula de inversién. Los problemas que se plantean entonces son:

39
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1. Si fe LY(R™) n C(R"), ses cierta (3.2) en todo punto x € R"?

No es verdad, incluso en n = 1, por una variacién del argumento para series de Fourier.

2. ;Y en casi todo punto x € R"?
Es un problema abierto (problema de Carleson) para n > 2.

En el caso n = 1, la respuesta es positiva (ver el libro de L. Grafakos [11], Teorema 11.1.1).

3. ¢Y la convergencia en norma LP? Si f € LP(R™) n LY(R™) (la primera para que tenga sentido
|fl, y la sequnda para que tenga sentido puntual f), ;se tiene (3.2) entendida como conver-
gencia en LP? Es decir, svale la formula de inversion en norma LP?

Para p = 2 es cierto por ser F: L? — L? un isomorfismo isométrico.
Y para p # 27

Sin = 1, es cierto para p € (1,+) por el teorema de M. Riesz sobre series de Fourier y un
argumento de transferencia. (ver el libro de L. Grafakos [10], Corolario 4.13.11).

Sin embargo, para n = 2 no es cierto por el contraejemplo del multiplicador del disco, encon-
trado por Charles Fefferman (1971). Este sera el objeto de nuestro estudio.

3.1.1 La conjetura del disco

Para entender la relacion que hay entre el problema que acabamos de explicar y la acotacién del
multiplicador de la bola (o del disco si estamos en dimensién n = 2), necesitamos el siguiente
teorema de Anélisis Funcional.

Teorema 3.1 (Relacién entre convergencia y acotacién). Sea X un espacio de Banach, sea D un
subespacio denso de X . Sea {Tn}nen con Tx: X — X una sucesion de operadores lineales y acotados
en X. Son equivalentes:

1. Se cumple:

(a) |[Tnz| < C - |z| para todo x € D, para todo N € N.
(b) limy |Tyz — x| x = 0 para todo x € D.

2. limy_ o0 [Tz — || = 0 para todo x € X.

Observacion 3.2. La condicién 1(a) de acotacién en el denso es equivalente a tener acotacién en
todo el espacio X por el lema 1.26 de densidad. Asi que es lo mismo suponer que los operadores Ty
estan uniformemente acotados en un denso o que suponerlo en todo el espacio. Ponemos la condicién
del denso porque en principio es mas débil (aunque por el lema 1.26 sabemos que no) y, por tanto,
mas sencilla de comprobar.

Demostracion. (1. = 2.) Seax € X, e > 0. Como D es denso en X, existe y € D, con y = y(x,¢),
tal que |z —y| < 3.
Entonces

|Tve =Tyl + Ty =yl + [y — 2| <

C o=yl +Tvy =yl +lly — 2] <
g £ g g

C o4-+-=(C+2
R I I

[Tz — =

NN

N
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donde el primer paso viene dado por la desigualdad triangular; el segundo paso viene dado por la
primera hipétesis de 1. extendida a todo X; y el tercer paso se tiene por la segunda hipétesis de 1.,
pues nos garantiza que existe Ny = No(e,y) tal que [Ty —y| < § para todo N > N.

Como y = y(x,¢), en realidad Ny = Ny(z,¢).

Por tanto, fijado e > 0y x € X, existe Ny = Ny(x,¢) tal que si N = Ny, entonces |Tyx —z| < e.

Asi que limy_, ;o |Tnz — 2| x = 0 para todo x € X.

(2. = 1.) Como Tyx — x para todo z € X, y sabemos que las sucesiones convergentes en
espacios métricos estan acotadas, tenemos que para cada x € X existe C, > 0 tal que

sup |[Tyz| = Cp < +c0.
N>1

Por el Principio de Acotacién Uniforme (teorema 4.10), existe C' > 0 tal que

sup |[Tn| < €
N=1

Asi que |[Tyz| < |Twn| - [|z]| < C - |z| para todo z € D (o X) y todo N € N. O
Veamos la definicién formal de multiplicador de la bola antes de continuar.

Definicién 3.3. Sea R > 0, y sea f € X. Se define el operador Si como

Srf(z) = f f(&) - emire dg

lEI<R

Este operador se suele llamar multiplicador de Fourier de la bola B(0, R) o simplemente multiplicador
de la bola B(0, R).
En el caso R = 1, denotamos Sgi por S, y lo llamamos simplemente el multiplicador de la bola:

Sf)=|  f&)- e de.

l€l<1

Sea { Ry} nen © RT una sucesion tal que lim Ry = 4. Sea Ty = Sk, paratodo N e N, D = X
y X = LP(R™).

Sabemos que limy |Tnz — x| x = 0 para todo x € D por el teorema 1.32.

Por tanto, por el teorema 3.1, que se cumpla la relacién (3.2) para toda f € X = LP(R") equivale
a la acotacion uniforme en | - ||Lr—» de los operadores Ty = Sg,: Xo — LP.

No es complicado ver (serd lo primero que demostremos) que la acotacién uniforme de los Sg
equivale a la acotacion del multiplicador de la bola unidad

Sf(x) = F(€) - e*miz g,

l§l<1

Por tanto, para ver si se cumple (3.2) sélo hay que comprobar si el operador S era o no acotado como
operador de L? en un denso' de LP(R™).
A finales de los anos 60, ya se sabia que el multiplicador de la bola no era acotado en LP(R™)

para p ¢ (n2—f1, %) La conjetura del disco afirmaba que el operador del disco era acotado en LP(R™)
con p € (nz—fl, %), pero sélo se habia demostrado el caso trivial p = 2.

'Da igual en qué denso porque, por un lema de densidad, la acotacién de operadores entre espacios de Banach
en un denso equivale a la existencia de una unica extensién acotada en todo el espacio; nosotros trabajaremos en X
porque nos parece el mas natural.
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Sin embargo, en 1971 Charles Fefferman public6 en Annals of Mathematics su articulo The
Multiplier Problem for the Ball, en el que demostraba que el multiplicador de la bola no esta acotado
para p # 2.

Lleg6 a una contradiccién con la relacion de acotacion para multiplicadores de semiespacios en la
norma LY, (que veremos més adelante) actuando sobre las funciones caracteristicas de los rectangulos
dados por el teorema 2.6 del capitulo anterior. Para eso necesitabamos la construccién del arbol de
Perron.

Hemos seguido la demostracién del libro de E.M. Stein ([14] paginas 450-454), fragmenténdola en
diferentes lemas para facilitar la lectura y generalizando algunos pasos. También ha sido consultada
la demostracién de L. Grafakos ([11] paginas 339-350).

3.1.2 Consideraciones previas

Tomaremos como subespacio denso ? para trabajar D = X, que sabemos que es denso en LP para
p € [1,+0) por el teorema 1.24.

El motivo de trabajar en X es que en ¢l estd bien definida la transformada puntual ]? que por
estar en un subespacio de L' n L? coincide con la transformada Ff. Ademas, f=Ffel? por
Plancherel, y como f € X, f e L'. Por tanto, f e L' n L%, con lo que la transformada inversa de f
coincide con F~1f.

Por tanto, podemos escribir el multiplicador de la bola como

Srf(x) = J|§|<R F(©) - e dg = FNF - xpo.m)) ().

con la notacién de la transformada de L? o como:

Srf(z) = (XBO,R) - f)v(m)

que es como escribe habitualmente usando la notacién de transformada puntual. Por esta tultima
forma de escribirlo es por lo que se le llama multiplicador de la bola.

El contraejemplo dado por Charles Fefferman se obtiene por reduccion al absurdo: consiste en
suponer que S es acotado para llegar a una contradiccion.

Una vez que tengamos que S: X — LP no estd acotado en norma | - ||r—z» para p € (1,2) y
dimensién n = 2, razonaremos de forma directa paran =2y p > 2.

Pasamos a la prueba del contraejemplo.

3.2 Primera parte: acotaciéon superior

Procederemos por reduccién al absurdo suponiendo que S es acotado y llegaremos a una con-
tradiccion.

La prueba consiste en encontrar una acotacion inferior y otra superior la norma LIZQ del mul-
tiplicador del semiespacio (definiremos estos conceptos més adelante) y ver que estas cotas son
contradictorias.

Para ello, necesitamos varios pasos previos, que dividimos en diferentes secciones.

2Como ya hemos dicho, da igual la eleccién del denso. Se podrian elegir otros como CZ, clase de Schwartz S o

el ya mencionado Xc. Nos valdria cualquiera en el que tenga sentido la definicién puntual J? de la transformada y
podamos usar tanto el teorema de Plancherel como la férmula de inversién.
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3.2.1 Acotacién de S equivale a acotacion uniforme de los Sp

Para empezar, vemos en el siguiente resultado que la acotacién uniforme de los Sg (R > 0) equivale
a la acotacién de S = S;. En concreto, demostramos que si el multiplicador de la bola unidad estd
acotado, entonces lo esta el multiplicador de la bola de cualquier radio y ademds con la misma cota.

Por tanto, como comentabamos en la contextualizacion del problema, es lo mismo suponer que
los Sp(o,r) estan uniformemente acotados que suponer que S estd acotado.

Lema 3.4. Sea R > 0. Si |Sg|rr < Apllg|rr para g € X, entonces
ISrglLr < ApllglLe

para toda g € X.

Demostracién. Como siempre, sea §7 la dilatacién 6%(g)(z) = g(R - ).
Veamos que (§V/7)71 o S o §E = Sp.

e Para empezar, (§/5)71 = §%.

o Ademés:
z=¢R
k2

S@Mg@)) = | Tgle) mecdg = [ R g By emeag

€< l€l<1

. 1
S I C R B (f) — [0VR(Sre)](@).
I2|<R R" R

Aplicando entonces 6% a ambos lados, nos queda:

6H (S0 (g(@)))) = 67[0V(Srg))(x) = Sy(x)

(5R) :51/R

para toda g € X y todo x € R".
Por tanto, (6¥/%)~! o S o 6% = Sg, como habifamos dicho. Asf que:

[Sr(9)2e = [(8YF)7H(S@E))(9)l e < (8F)H] - 1S - 6] - gl =
1
= WHSH [8YE - Nglee = ISH - Iglze < Ap - lglze
donde el 1ltimo paso se tiene de que por hipétesis |S|| < A,. Hemos obtenido entonces la acotacién
de los multiplicadores de las bolas de radio arbitrario. O

Observacion 3.5. En todo el calculo, | - | representa la norma de operadores de LP(R") — LP(R™).

3.2.2 Espacios L? con valores vectoriales

Para dar un salto en la acotacion, veamos que si S estd acotado, entonces su correspondiente operador
con valores vectoriales estd acotado con la misma cota.

La probamos en un contexto més general.

Para empezar, definimos los espacios LP con valores vectoriales. Son espacios en los que consid-
eramos funciones con valores vectoriales f: R" — (R (%) con M > 1 en lugar de funciones con
valores escalares f: R"™ — R. Se define entonces la norma siguiente:
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Definicién 3.6 (Norma L}, ). Sea f:R® — (RM ¢2) una funcién medible con n, M > 1 enteros. Se
define

p 1
b p

nﬂg,—(L<ﬂpm)1— | S| 4| - [

j=1 j=1

Wl

p

Es decir, la norma de una funcién con valores vectoriales esta dada por la norma L” de la norma
euclidea de los valores de la funcién.
Se puede comprobar que es una norma. Con ella se define el siguiente espacio normado.

Definicién 3.7 (Espacios LP con valores vectoriales). Se define el espacio LP con valores vectoriales
como

L, = {(f: R" — (RM %) | f es medible y H‘]FHLZQ < +oo}

Este espacio es un espacio de Banach, hecho que damos por conocido sin demostracion.
Dado T': IL” — L? un operador lineal, podemos definir su operador lineal con valores vectoriales

asociado como
T: Li’Q — LIZQ

f=1f} = Tf=ATf}L
Es decir, se toma la imagen componente a componente.

Teorema 3.8. Dado T: LP — LP, son equivalentes:

1. Emiste A, > 0 tal que
HTf”p < Ap : Hpr Vf:R" - R.

2. Existe A, > 0 tal que
HTfHLf;Q <A, ||fHL52 Vf:R" —RM

para todo entero positivo M. Es decir

N|=

M

Z |Tfj|2 < Ap 2 |f]|2

j=1
p

Demostracion. La demostracion de (2. = 1.) es directa: es el caso M =1 de 2.

Veamos entonces la demostraciéon de (1. = 2.).

Recordemos que dado 7 € RY, || 7], = sup|z -, [{Z,d)|, donde (-, -) es el producto escalar euclideo.
Pero esto es soélo el caso p = o de la siguiente propiedad, que nos da una expresién de la norma
euclidea en funcion de p:

Lema 3.9. Dado p € (0, +0], existe una constante v, > 0 que depende de p y de M tal que

W@—Wh:%[f @B do(@)
sM-1

para todo T € RM.

Demostracion. La demostracion se da en el anexo al capitulo 3 (ver lema 3.20). O
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Con este lema podemos probar (1 = 2). Tenemos:

1/2

;A:(TW :(f “Tﬂx)uzzdx)”p = [ [ U KTﬂx%w%@))p@ dxr/p

Aplicando el teorema de Tonelli (que podemos usar por ser el integrando no negativo) y viendo que

(Tflw), @) =Y Tfiw) @5 =TQ f; - @5)(x) = TUF.)(@),
la expresion de arriba queda:

1/2
v /

Spr) | - [%’5 [ ([ acsanar ) da@)rp

j=1
p

Por hipétesis, || T((/, Wy)[p < Ab- I<F, @)|P. Por tanto:

1/2
v /

. 1/p
Sanr) | <], 4 oke@] -

7=1
p

Tonelli y Lema

-y | [ 17| = Ay 171 =

Aplicacién al multiplicador de la bola

Aplicamos el resultado anterior al multiplicador de la bola.

Corolario 3.10. Si |Sg|» < Aplg|zr para g € X, entonces:

1/2 1/2
M M
2sefil | | <A [ D16 (33)
j=1 j=1
p p
para todas fy,..., far € X.
Demostracion. Es consecuencia del lema 3.4 y del teorema 3.8, tomando 7' = Sk. [

3.2.3 Multiplicador de bolas de centro y radio arbitrario

Hemos probado la acotacion en L§2 del multiplicador Sk de una bola de radio arbitrario centrada en
el origen. A continuacién, veremos que esto garantiza la acotacién en L}, del multiplicador de una
bola de radio y centro arbitrarios.
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Probaremos la acotacion para el multiplicador de la bola de radio R centrada en u - R, con u un
vector unitario fijo. Es decir, dado u € R™ consideramos el multiplicador de la bola:

B(Ru,R) = {z € R" : |x — Ru| < R}

dado por
Spr) = | i) e

para todas f € X.

El sentido de considerar estas bolas es que cuando R — 400 cubren el semiespacio {£ - u > 0},
como veremos mas adelante.

Para empezar, veamos que el multiplicador de la bola B(Ru, R) es una composicién de modula-
ciones con el multiplicador de la bola B(0, R).

Lema 3.11. Sea R > 0 y u € R™ un vector unitario. Para toda f € X se tiene:
Sif () = 27 Sp(f - e 2 ) () = [(Mpy © Sr o M_gy) f](@).

Demostracion. Haciendo el cambio A = £ — uR que lleva B(Ru, R) — B(0, R).

S}éf(.]]) = f f(f) . 627”'23-5 df — J f()\ +u- R) . eQﬂ'ix(A+uR) d\.
éeB(Ru,R) Az{T—wR AeBg

A~

Usando que f(§ —n) = (M,f)"(§) (recordemos el teorema 1.12), nos queda:

Sif () = e JB(O R) (M_ga)~(A) - €™ dX = Mpu(Sr(M_yrf)). O

Corolario 3.12. Si [Sg||r < A,|g|ze para toda g € X, entonces:

2

M 2
<Ay | 1A (3:4)
j=1

Lr(Rr) Lr(R")

M
D 1SE ()
j=1

Demostracion. Usando el lema 3.11 que acabamos de probar en el primer paso que hay a continuacion,
tenemos:

M 2 M 2
DUSE )P = || D 1) Sp(fy - e O 2 =
j=1 j=1

LP(R™) LP(R™)

1

2

M .
= || D3 I8r(f; - e 2mims 02
=1

LP(R™)
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Por el corolario 3.10 tenemos que si S es acotado, entonces:

1
2

M 2 M

D ISe()P <A, D151

j=1 j=1
Lp(R") Lp(R")

Asi que, aplicdndoselo a la expresion anterior:

N]]
[SIE

1
2

M M ' M
DS (F)P <Ay || D)1y e ROP = Ay || D152
j=1 Jj=1

j=1
Lp(R™) Lr(R™) Lr(R™)

3.2.4 Multiplicador de semiespacios

Denotemos por
H* ={zxeR":z-u>0}.

Lema 3.13. La funcidn caracteristica de B(Ru, R) converge puntualmente a la funcion caracteristica
de H* cuando R — 0.

Demostracién. Tenemos que B(Ru,R) ={x eR?>:|[r — R-u|< R}y H*={xeR?: 2 u > 0}.
Sea x € H", es decir, (u,z) = (x,uy > 0. Queremos ver si existe un R > 0 tal que x € B(Ru, R).
Tenemos que:

v e B(Ru,R) «— |v— Ru> < R*> — {(z — Ru,z — Ru) < R* —
— (z,2) — {(x, Ru) — {Ru, ) + {(Ru, Ru) < R* <
K
2(u, )’

— |z|* < 2R{u, ) = R>

{u,xy>0

donde el dltimo paso se tiene porque {(u,z) > 0 al estar x € H".
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Asi quesi R > 5. ol S YTE H", entonces = € B(Ru, R).

Ademés, cualquler vector z € B(Ru, R) esta también en H* (B(Ru, R) < H") pues © € B(Ru, R)
equivale, por lo que acabamos de ver, a que |7%| < 2{u, )R <= {(u,z) > % > 0 (donde el > 0 se
tiene porque si z € B(Ru, R) entonces x # 0).

Por tanto, X p(ru,r) converge a x g« puntualmente cuando R — +o0. O]

Denotemos el multiplicador del semiespacio H* por
s'fa) = | fie)emag
&-u>0

para f € X.
Proposicién 3.14. Dada f € X, S&f — S*f en L? cuando R — +0.

Demostracion. Por definicidn:

Sk f(x) = f F(6) - e*mizt de = F(E) - 2™ . g gy (€) dE
feB(Ru R) &eRn

R I R I (R RO

£eRn

asi que
15 57 = [ o€~ xin(©F - [FOP de.

El integrando esté acotado por

(X8R ()] + D () - 1T (©P < 4-[F(OP

cota que no depende de R. R R
Como f € L?, por Plancherel f € L?, asi que |f|*> € L' y por tanto podemos aplicar el teorema de
la convergencia dominada. Nos queda entonces que:

A 1857 SU < [t e (© - i ©F - [FOPds = [ 0- IR -0

I n R—>+00
T.C.D.

estando la segunda igualdad justificada porque X p(ru,r) — Xm+ puntualmente cuando R — +co.
En resumen: |S%f — S“f|3 — 0 cuando R — +o0. O

Teorema 3.15. Si |Sg|r < A9l para toda g € X, entonces:

1/2

é‘Sujfj(w)‘z < A,- ' (2%’\2)1/2

p

p

Demostracion. Consideremos ahora una coleccién de vectores unitarios {us, ..., up} y una coleccion
de funciones {fi,..., fu} < X.

Por la proposicién 3.14, ||[SE fi — S f1|3 — 0 cuando R — +c0. Asf que la proposicién 4.21 nos
garantiza que existe {R(1,n)}, sucesién con lim R(1,n) = +o0 tal que

S i = S
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en casi todo punto.

De la misma forma, |S§fa — S“2fa]3 — 0 cuando R — +00 y lim, o R(1,n) = +00, asi que
existe una subsucesién de R(1,n), que denotamos por R(2,n), tal que SI“%Q(M)fQ — S"2 f5 en casi todo
punto cuando n — +o0. Es mds, como R(2,n) es subsucesiéon de R(1,n), tenemos S}%?j,n)fj — S f;
en casi todo punto cuando n — o para j = 1, 2.

Iterando hasta uy y far, tenemos finalmente {R(M,n)}, < R* tal que lim,, R(M,n) = +o0 con

Saarm s = 5" f; (3.5)
en casi todo punto cuando n — o para todo j =1,..., M.
Asi que
o 1/2|P " p/2
[ NERIE IS I I 3 DOIE WIS
HAVE! am VR i=1 !
Por (3.5) Fatou
p
u 1/2
< 1 . f U5 ) 2 <
im ind ; [Sptarny () T

» S} acotado

1/2||P
M
<A Y151
j=1
P

pudiendo aplicar el Lema de Fatou (ver teorema 4.10) por ser las funciones que conforman la sucesién
del integrando no negativas; y siendo S§ acotado por el lema 3.12. O]
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3.3 Segunda parte: acotacién inferior

El teorema anterior constituye el primer ingrediente para probar el teorema: nos da la acotacién
superior.
Ahora vamos a conseguir acotaciéon inferior mediante el siguiente lema:

Lema 3.16. Sea R un rectdngulo del plano R? cuyos lados tienen longitudes 1 y 2Ny sea u un
vector unitario en la direccion del lado mds largo de R. Sea R = 2u + R.
Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que:

1" (xr)l = ¢ X
Antes de demostrarlo, necesitamos introducir un poco de notaciéon y probar un resultado previo.

Definiciéon 3.17. Vamos a denotar por St el multiplicador del semiespacio para n = 1. Es decir,
S* es el multiplicador de la semirrecta & > 0:

st = [ e emra

para f € L' n L?(R").

Necesitamos que esté en L' para poder definir la transformada de Fourier puntual f
El resultado previo que necesitamos es el siguiente:

Lema 3.18. Si f = X[q] con a,b€e R, tenemos:

1
— . |ln
m

b—=z

a—2T

(ST f) ()] =

Demostracién. En general, dada f € L' n L*(R"), tenemos:

S+f f f 27rzac £ dg _ hmf f 27rz (z+ie)€ dg

donde la convergencia es en L?. R
Vedmoslo. Llamando (S.f)(z) = §,* f(£)e™ @+ d¢ | tenemos que

A~

1S F = Sefla = [F1F - Xjoseo) (@) = F(F - X[o.40) €77 ()] r2(au) n

F isometria

~

+oo 1/2
= 1U©- o+oo><€>-(1—e—2mf>||m<dg>=(L |f(€)|2'|1—6‘2”5|2d5> 20,

por el teorema de la convergencia dominada, ya que:
o |1 —e 2™ =1 — e 2™ < 1 pues estamos considerando € > 0y £ € [0, +0).

e fe L? por el teorema de Plancherel, asf que ]ﬂ2 e L'
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Por tanto, S.f — S*f en norma L% Asi que existe una sucesiéon {e,}, con lime, = 0 tal que
Se, f — St f en casi todo punto (por la proposicién 4.21 del apéndice).
Por otro lado, dado ¢ > 0:

f f 27rz (z+ie)-€ dE J (J f 727r1§y d:g) 27rz(m+zs)§ df ?
Fubini
+00 +00
_ J f(y) . (J 627rz(ac—y+za)§ dg) dy _
—a0 0

2m§(m y+ie) =t
[

9 _
mi(x —y + ie) o

_ f) _
B %fw y—x—iedy'

dy =

Asi que

(S* M) = tim | J(€) - emion gg = lim - j IOy,

n—w J, n—w 2m J_ Y — T — i,
Recordemos que nos interesaba f = x[4,], con lo que la expresion se simplifica, quedando:
(s =i o [l
r)=lm — | ———
n—w 271 J, Y — T — iy, Y

en casi todo punto z € R.
Si z ¢ [a,b], podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada pues

1 1
=z —ie| Mo " X[a LY (dy).
ly— z — ic| X[ ’b](y><|y—x| X[ ,b](y)e (dy)
Por tanto:
ST = lim —— —d = —. dy = — ‘
st -tmst [y o o [ g =t
T.C.D
Asi que
1 b—x 1
' = |5 ! = -\ 1 bl. O
|(S f)(@‘ o7 na,—:v o na—x Sll’¢[a’]

Ahora si que podemos demostrar el lema que enunciamos de acotacién inferior.

Demostracion del lema 3.16. Caso particular.
Consideremos el rectdngulo R = [—3, 1] x [~ 55+, 77|, que tiene sus lados paralelos a los ejes.
Tenemos que

](xl) " X[ oxbr #]@2)

SNFI1'5N+1I

XR(I1,$2) = X[-

11
272
Si una funcién F' se puede escribir como F(x1,25) = fi(x1) - fo(z2) y u es un vector unitario en la
direccién de xy (es decir, u = (1,0)), entonces:

(S“F)(x1,22) = ST f1(x1) - fo(z2).
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Esto es asi por la transformada del producto tensorial y porque u = (1,0), luego {-u > 0 < & >0

€2m’(£1x1 +&222) df _

O R IR Gl o A SV :

u>0 1>0
¢ ¢ Fubini

+00 ~ ) +0o0 N )
= f fi(&) - M g, - J fa(&s) - 2282 ¢, =
0 —0 1

Teorema de Inversién

= ST f(x1) - falwa).

Asi que:
(S"Xxr) (@1, 22) = [STX_1 yl(@1) - X[-2-v-19-n-11(22).

Sea R = R + 2u la traslacién de R de 2 unidades a lo largo de su eje mayor, que en este caso es el

eje 1. Bs decir, R = [3/2,5/2] x [-2 V-1 2-N-1],
Queremos ver que |S*(xr)| = ¢ - xp para una constante ¢ > 0.
Como xj = 0six; ¢ [2, 5] la acotacion es trivial fuera de [;’, %]

Para x; € [5, 5], usamos el lema 3.18 que hemos probado con a = —% y b= % Nos da que:

w
ot

1 +l — I 1 T + 3
STz = —  |In|—2——|| = — -1 2 si x| > =.
(5 )| = g | =t = 5o | sl = g
En particular, nos sirve para x; € [% g] Para x1 = x en este intervalo tenemos:
T+ 3 T+ 3 1 1 3
g T T3 L A
>3 s<z<3
donde la desigualdad se tiene por ser — 1 ey estrictamente decreciente.
Luego:
1 T+ 1 1 3 3 5
STf)(x)] = =—-|In 2 —-In-=¢ s -<z<-. 3.6
Como

(S"“XR)(21,72) = [S+X(_%,%)]($1) ) X(727N71,27N71)($2)

tomando valores absolutos tenemos que:

|(S"Xr) (@1, 22)| = [(STX(1, 1) (@)] - [X(—o-n-1 g1y (@2)| = ¢ x (@, 22)
donde la dltima desigualdad se tiene trivialmente si (x,z5) ¢ R al ser el miembro izquierdo mayor
o igual que 0 y ser el derecho 0; y si (x1,22) € R se tiene por la desigualdad (3.6).

Asi que [S"(xr)| = ¢ - X como querfamos probar.

Caso de un rectangulo arbitrario.

Podemos obtener la misma desigualdad para un recténgulo cualquiera R; de lados 1y 27, Sea
u; un vector unitario en la direcciéon del lado mas largo.

Sea R la rotacién que lleva u; a u = (1,0).
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Tenemos que

Sivn, (x) = f TR E) - 2 de.

H"i

Haciendo el cambio n = R de forma que n e H* <= £ € H"%, nos queda:

J @(R_ln) . 6271’1'%(7%7177) d77 — f (J ] XR]' (y) . 6—27Tiy(7?,*177) dy) 6271’2'68(7%7177) d/)f]
u ” R

Haciendo el cambio z = (7, c R)(y), combinacién de la misma rotaciéon que antes con una traslacién
para que y € R; <= z € R, nos queda:

f (J , XRj((Tv ¢) R)_l(z)) . 6_27”'(7—1/07%)71(2’)'(7?‘7177) dZ) 6271'1'56(737177) d77 _
u R

:J <J XR(Z) ) 6—2m’(z+v)-77 dz) e27rim(72_117) dn
u RZ

habiendo usado en el dltimo paso que y = (1,0R) () € R; <= z € Ry que por la proposicién 4.11,
podemos aplicar R y 7, a ambos lados de (1,0R) () = R o7, (2)-(R7'n) = 7,1 (2)'n = (z+v)n.

Tenemos ahora que:
f (J XR(Z) . e—27ri(z+v)~77 dZ> 627riac(72’1n) dT/ _
u R2

r

= | e J Xr(z) - €2 dz ) 2R dy =
JHu R?

" .

_ )@2(77) . €2m(721—'u)~77 d77 _

JHu

~

j— ﬁ(n) . 627”(7—’007?’)(50)'77 d/]’/ —

Hu

= (8"xr)((r 0 R)(2))

(-

Tomando valores absolutos y aplicando lo que sabemos para Ry S, queda:
1S xR, ()] = |(S°xr) (T, 0 R)(2))] = ¢ - xz((70 0 R)(2)) = ¢ - x5, (2)

teniendo la ultima igualdad porque (7, o R)(z) € R <= x € R;, asi que aplicando traslaciones de
vector 2u; a ambos conjuntos, tenemos que x € R; «<— (1,0 R)r € R. ]
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3.4 Contraejemplo del multiplicador de la bola

Teorema 3.19 (Contraejemplo del multiplicador de la bola). Supongamos que n =2 y p € (1, +00),
p # 2. El operador S no es acotado en LP(R™).

Demostracion. Sean Ry, ..., Ryn los rectangulos obtenidos en la construccién del teorema 2.6 (los
que se intersecan).
Vamos a buscar una contradiccién con que |Sf|r» < A, - | f|r», primero para p <2y n = 2.
Como hemos visto, si |Sf|r» < A, - | f]Lrr entonces:

3 " 3
<A || LIP (3.7)
j=1

Le(R™) Lr(R™)

M
PNERIEDIE

Tomemos M = 2N f; = Xg; Y u; el vector en la direccién “positiva” del eje mayor de R; para
j=1,...,2". Es decir, la direccién tal que los ﬁj = R; + 2u; son disjuntos dos a dos como en el
teorema 2.6.

Como |S% (xg,)| = ¢ - Xfz,» tenemos que:

M 2 y 3 Ny 1
S} | o (Sear) | e[S
LP(R™) LP(R7) Lp(RM) {R;} disjuntos

— ¢ Iyl = ¢

1
=< o), e
Hemos usado que x* = x para k # 0 y que lUj‘il EJ’ =1
Por otra parte, vamos a intentar acotar superiormente el miembro derecho de (3.7). Para ello,
vamos a emplear la desigualdad de Hoélder (teorema 4.18) con exponentes p; — % >1ypy—q=
(1 —2)7" (exponente dual de 1—2))
Como sop Z;‘il IXr,(z)|* = Ujjvil R; =: E se tiene:

1 D 1 p 1 p -
M 2 M 2\” M 2|7 M 2 i
S =Sl | =l ST TN BV
j=1 " o\g=1 j=1 So T—E J=1 H"le
Lp Lt P= 1,1 Holder
p.1
p ey 2 zp
M 2 ) M 2\” 1.1
< (D hwl| | Ixsl; el | | de| (] tde) " =
~ XRJ XE La XRj X €T
J=1 12 ! J=1 i
P
1
2
M a1
p-q 1
= f Z IXr,|* | da | - <J 1dx) — 1% .¢pa
no\ 4 E

donde el iltimo paso se tiene porque
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1. Por el teorema 2.6:
M
f Lde = |E| = || JR;| =<
E j=1

2. Adems3s:

M M
| Sl e =3 | lde = SR = 1
Br\g=1 j=17R"

Asi que juntando la cadena de desigualdades obtenida, nos queda:

2

2

M M
¢ < || R I8P <4, || DI <A, 1w
J=1 j=1

LP(R™) LP(R™)

Como p < 2, entonces & < 1, luego ¢ = (1 — &)~ > 0 luego pg = p(1 — §)~' > 0, asi que e#i tiende

2
a 0 cuando € — 0.
Tomando ¢ suficientemente pequerio para que A, - €72 < ¢, llegamos a una contradiccién.
Asi que S no es un operador acotado de LP, esto es, con la norma de operadores de LP para

pe(1,2).

Dimensién n > 3.

Para dimensiones mayores, tomemos la misma coleccién de rectangulos {R;} en el plano R?, con
u; = (uj1,uj2) los vectores en el sentido positivo de la direccién del eje mayor. Considerémoslos
inmersos en R” = R? x R"2 con n > 3, es decir, con u; = (u;1,u;2,0,...,0).

Definimos entonces

_Pp
2

fj($1,$2,l‘,) = XRj($1,$2) . f(xl)
con x1,z2 € R, 2/ e R"2, f € X (para poder aplicar la férmula de inversion) tal que | f| zon-2) # 0.
Sea 5" como siempre el multiplicador del semiespacio

HY ={zeR":2-u; >0} ={xeR": 2y uj; + - u;2 > 0}.

Tenemos que

‘Sujfj(xlyxzyml)’ =

fj (517 527 6/) : 627”'95-5 dé-‘ ?

TF de ®

) f N (€1,6) - f(€]) - 2minerime) 2 dg
:E1~uj71+x2‘uj’2>0

HY

=
Rn—2

- f Xr, (61, &) - TN (g &) f F(&) - '€ e
T1-uj1+T2u;2>0

\Y

| xg, (21, 22)] - [ f ()]
para toda f e X(R"?).
Procediendo entonces como antes, se obtiene:

(i) =

(e v @ 1)

p
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1/2
M

—¢ [ Digl?| ol =<
7j=1

p

N i PR R i

LP(R?)

siendo el pentltimo paso cierto por el teorema de Fubini.
Por otro lado, aplicando el teorema de Tonelli tenemos:

p\ 1/p
2

I
LS

1
2 2

S 1/p M
|2 - 2 2 _ » _ )
2 | Db fols (L) L Sl

Tonelli
Lp

El primer factor del dltimo miembro no es mas que | f|e®n-2y. Asi que, usando la acotacién del
caso 2-dimensional para el otro factor, queda:

[NIE

M
Z ’fj‘2 < ”fHLP(Rn—z) . 1P/2 . gl/pq‘
j=1

Lr
Asi que:
1/2
u; 2\ /2 N ) .
<Z|S (f3)] ) < Ay Z\fj\ <A [ flr@n) €
p 1

p

que podemos hacer tender a 0 cuando € — 0 por las mismas consideraciones que en el caso n = 2,
teniendo en cuenta que | f||, # 0.

(Por qué el resultado para p > 2 se tiene por dualidad?
Para empezar, el operador del disco es autoadjunto:

st = [ ([ 7@ e ae)ae) -gas -

(L ([ st emray ) e )<_
JR \ JR” R

-1 < fly) - T xp(€) - g(a)
R7

JR™ \ JR™

\_/v

{' [
= <Rnf(y)‘xB(§) e2misv=o) . g(x

JR" JR™
( ) A
- Fy)xp(&)e ey J ety (x) dx) dy =
JR™ \ JR™ Rn

- [ (] soaoe i) ay -
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r

([ rwreeEem@) -

£0)- | xa(@)ermengie) de dy -

r

f(y)Sg(y) dy =

R™

J
e
J
¢

para toda f,g € X.
Por la proposicion 4.23 del apéndice, si p y ¢ son exponentes conjugados, se tiene:

lglle = sup {Uf@’ Hflp =1, f € 36}

tomando f € X por ser denso.
Asi que, si S es un operador acotado de LP, tenemos:

1Sglle = sup [{f,Sg)| = sup [(Sf, )l f

Hpr=1 . Hpr:l .
S autoadjunto Holder
< sup 1S f1p - lgllq S s Ay 1£ - lglle = Ap - lgllq
I£1p= S aeotado I£ 1=

o7

Asi que si S estuviera acotado en LP con p > 2, entonces estaria acotado en L7 para q € (1,2),

llegando a una contradiccién con lo que hemos demostrado antes.
Asi que S no puede estar acotado en L? para p € (1,40), p # 2.

]
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3.5 Anexo

3.5.1 Lema de la norma euclidea

Veamos ahora la demostracion del lema que hemos usado de caracterizacion de la norma euclidea en
términos de la integral de la esfera.

Lema 3.20. Dado p € (0, +|, existe una constante v, > 0 que depende de p y de M tal que

s = 7 - [ [, w w>|f’da<w]
sM—1

para todo ¥ € RM

Demostracion del lema. Vamos a probarlo para ||Z], = 1, ¥ € RM.
Como |Z|| = 1, existe R € SO(RM) rotacién (si lo quisiéramos hacer en CM se usa una rotacién

del grupo unitario SU(C™)) tal que ¥ = Ré;.

Entonces:
-

|, 1@orde@ -] (rasre@ -

SM—1 Jsm—1 1
Uv=R~1&
-
_ (Rél, RO do(d) =
Jsm—1 T
R isometria,
-
= (€1, [P do (V) =

Jsm—1
=cte >0

donde la segunda igualdad se tiene haciendo el cambio ¢ = R¥ y teniendo en cuenta que do(J) =
do (V) (pues la medida de la esfera es invariante por rotaciones); la tercera igualdad se tiene porque
las rotaciones son isometrias, y por tanto (Rej, RU)y = (€1, v); y la tltima desigualdad se tiene porque
hay un conjunto de medida > 0 donde el integrando es positivo.

Llamando p, as a la constante, para obtener el enunciado queremos que ocurra
1

pov = — - |25 = =
P Y

§@| =

donde el 1ltimo paso se tiene por ser ||Z] = 1.

Asf que tomamos v, = ﬁ y queda:
D,

f (T, &) do(@) = 5 = [Tl =1="- (f <7, @)l da(w))
sM—1 Yp SM—1

iz

Iz

= 1. Por tanto, por lo que

Si ||z # 1, con Z # 0 (el caso & = 0 es trivial) entonces

acabamos de probar:

1=, (LM y<%,@>\p da(o?)); - @ Yo (L (%, ) da(ﬁ)) ;

= ([, KEDPao@)
gM—1

como queriamos probar. O

Luego



Capitulo 4

Apéndice

4.1 Resultados previos

4.1.1 Teoria de la medida e integracién

Teorema 4.1 (Teorema de la Convergencia Mondétona). Sea {f,} es una sucesion de funciones
medibles no negativas, f, =0, tal que f; < fj41 para todo j, y f = lim, o fn(= sup, fn). Entonces:

sz lim | f,.

n—oo

(Ver [8], Teorema 2.14, pagina 50.)

Teorema 4.2 (Lema de Fatou). Si {f,} es una sucesion de funciones medibles no negativas, entonces

J(lim inf f,) < lim inf J fa.

En particular, si ademds existe lim,, f, = f en casi todo punto, entonces § f < liminf § f,,.
(Ver [8], Teorema 2.18 y Corolario 2.19, pagina 52.)
Teorema 4.3 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea {f,} una sucesién en L' tal que
1. f, — f en casi todo punto y
2. existe una funcién no negativa g € L' tal que | f,| < g en casi todo punto para todo n € N.
Entonces fe L' y { f =lim, o { f,..
(Ver [8], Teorema 2.24, pagina 54.)

Teorema 4.4 (Tonelli). Sean (X, M, u) e (Y,N,v) espacz'os de medida o-finitos. St f es una funcion
medible no negativa en X x'Y, entonces las funciones g(x) = § f(z,y) dv(y) y h(y) = § f(z,y) du(x)
son funciones medibles no negativas de X eY respectwamente y, ademas:

ff:ty (1 xv)(z,y) = f“fxde()]du JUfrvydu( )]dV(y)-

(Ver [8], Teorema 2.37 a), pagina 67.)

29
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Teorema 4.5 (Fubini). Sea f: RP x R? — K una funcion medible. Sean f,(y) = f(x,y) y f,(x) =
f(z,y) donde x € RP e y € R%. Denotemos con my,, mg, m, conr = p+ q las correspondientes
medidas de Lebesque. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e La funcion f es integrable sobre RPT2,
e FExiste al menos una de las integrales iteradas de |f].

Si se da alguna de estas condiciones, entonces las integrales iteradas conmutan.
(Ver [3], Teoremas A.3.8 y A.3.9, paginas 355-356.)

Teorema 4.6 (Lema de derivacién de integrales paramétricas). Supongamos que f: X x [a,b] — C,
con —0 < a < b < w©yque f(-,t): X — C es integrable para cada t € [a,b]. Sea F(t) =

Sx fl@,y) du(z).

1. Supongamos que eziste g € L'(u) tal que |f(z,t)| < g(x) para todo z,t. Silimy ., f(x,y) =
f(z,to) para todo x, entonces lim,_,,, F(t) = F(to); en particular, si f(x,-) es continuo para
cada x, entonces F' es continua.

of

ot

F es diferenciable y F'(x) = § at Wz, t) dp(x).

2. Supongamos que <= existe y hay una g € L' (u) tal que

%—{(:B,t)‘ < g(x) para todos x,t. Entonces

(Ver [8], Teorema 2.27, pagina 56.)
Teorema 4.7 (Teorema del Cambio de Variable). Supongamos que T € GL(n,R).

1. Si f es una funcion medible Lebesque de R™, entonces foT tambiénlo es. Si f =0 o f € L'(m),
entonces

ff(x)d:v: |detT|ffoT(x) dr

2. Si Ee€L" entonces T(E)e L ym(T(E)) = |detT|-m(E).
(Ver [8], Teorema 2.44, paginas 73-74.)

Lema 4.8 (Integral gaussiana). Si b > 0, entonces:

Jnexp(—b]x\Z)d:U - <%>n/2

Demostracion del lema. El caso n = 1 se tiene porque:

=] e do =,/
Jooae=yf
Para verlo calculemos I2.

o (s () (va)

Aplicando Tonelli (por ser el integrando positivo) queda:

I? = f (J e~ e’ dx) dy = J (J e @ +y?) dx) dy.
n R n R

[
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Haciendo el cambio a polares © = rcosf, y = rsiné, r € [0, +0), 6 € [0, 27), nos queda:

=00

27 —+00 —bT‘2 0
]2=J f roe = 9. | & —op. & T
o Jo —b/2 . b/2 b

r=

obteniendo asi el caso n = 1.

2.
n

n/2
R™ R R ® : b

donde la ultima igualdad se tiene por el caso n = 1. O]

Para el caso n genérico, aplicamos Fubini y usamos que |z|? = 22 + ... +

4.1.2 Espacios de Banach

El primer apartado del siguiente teorema caracteriza los operadores continuos, también llamados
operadores acotados.

Teorema 4.9 (Caracterizacién de operadores continuos). Sean X e Y espacios normados.

1. SiT: X —Y es lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es continua en 0.
(b) La imagen por T de un conjunto acotado en X es un conjunto acotado en'Y .
(c) sup{IT(@)] : 2] = 1} < o,
(d) |T(x)| < M|z| para algin M >0 y para todo x de X.
(e) T es uniformemente continua en X.
(f) T es continua.
2. Si denotamos por L(X,Y) el conjunto de las apliicaciones lineales y continuas de X enY,

entonces L(X,Y") es un espacio vectorial y la funcion definida para cada T de L(X,Y") mediante
la formula

|7 = sup{|[T ()] : ] < 1} = sup{|[T(2)] : || = 1} = sup{[T(x)] : || < 1}
es una norma en L(X,Y'). Ademds, siY es un espacio de Banach, entonces lo es (L(X,Y),|]).

3. La composicion de aplicaciones lineales y continuas es lineal y continua.

(Ver [3], Proposicién 1.1.5, paginas 13-14.)

Teorema 4.10 (Principio de Acotacién Uniforme). Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea
A un subcongunto de L(X,Y). Si X es un espacio de Banach y suppey |Tx|| < o0 para todo x € X,
entonces suppe 4 |T] < 0.

(Ver péagina 163, teorema 5.13 de [8])
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4.1.3 Espacios de Hilbert

Proposicién 4.11. SiT: H — H es un operador lineal en un espacio de Hilbert (H,{,-)), entonces:

Demostracion. Es el caso particular x = y.
Para ver que (T'xz, Ty) = {x,y) para todo x,y € H basta ver que sus partes reales e imaginarias
son iguales.

[Tz + Ty||> = (Tx + Ty, Tx +Ty) = {Tx,Tx) + {(Ty,Ty) +{Ty, Txy + {Tx,Ty) =
_ (T, Tay + (Ty, Typ + T, Tgy + (T, Tyy = [Tl + [Tyl + 2R(Tz, Ty)

Por otro lado
| Tz + Ty|* = |T(x+y)|> = |= + y|* = |=* + |yl* + 2Rz, y)).

Asi que R((z,y)) = R((Tx, Ty)).

Para las partes imaginarias, hacemos:

Tz +iTy|* = (Tx + iTy, Tz +iTyy = (Tx, Tx) + (iTy,iTyy + (Tx,iTy) + (iTy, Tx) =
= |Tx|? + |Ty|* + 2R(Tx,iTy)) = |2|* + |y|* + 2R(Tw,iTy)).

Por otro lado:
|Tz +iTy[* = |T(x +iy)|* = | +iy[* = |2]* + [y]* + 2Rz, iy)).
Asi que R((x,iy)) = R((Tz,iTy)). Es decir, S({(z,y)) = STz, Ty)).
Por tanto, (T'z, Ty) = {z,y). O

4.1.4 Espacios L*
Fijemos un espacio de medida (X, M, p).

Definicién 4.12. Sea f una funcién medible en X y sea p € (0, +o0). Definimos:

1/p
£l = [ j P du]

permitiendo la posibilidad de que | f|, = +0.
Definicién 4.13. Definimos
LP(X, M, ) :={f: X — C|f es medible y ||f|l, < oo}

Abreviaremos LP(X, M, u) por LP(u) o LP(X) o simplemente LP si esto no genera confusion.
Como hacemos con L', consideramos que dos funciones definen el mismo elemento de L? cuando son
iguales en casi todo punto'. Esto lo hacemos para que | - ||, sea una norma.

!Para hacerlo con todo rigor hay que tomar el conjunto cociente con la relacién de equivalencia ”ser igual en casi
todo punto”.
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Definicién 4.14. Si f es una funcién medible en X, definimos:

[l = inf{a = 0 p({z: |f(z)] > a}) = 0},

con la convencion de que inf @ = c0. Observemos que el infimo se alcanza pues
e}
{z:[f(z)| > a} = U{x f(@)] > a+nt,
1

y los conjuntos de la derecha son de medida nula, asi que también lo es el de la izquierda. |f|s se
llama el supremo esencial de |f| y a veces se escribe como

1 f o = ess sup,ex|f(2)].
Definicién 4.15.
L% = L2(X, M, 1) i= {f: — CIf es medible y | f].. < o},

con la convencion de que dos funciones que son iguales en casi todo punto definen el mismo elemento
de L*.

Asi que f € L® siy sélo si existe una funcién medible acotada g tal que f = g en casi todo punto.
Se puede tomar g = f - xg con E = {z:|f(z)| < |flx}-

Proposicion 4.16. LP es un espacio vectorial normado, que de hecho es un espacio de Banach, para
todo p € [1,4+x].

(Ver [8], Teoremas 6.5, 6.6 y 6.8, paginas 181-184.)

Teorema 4.17. Sea f € LP(R™), 1 < p < 0. Dado € > 0, existe una funcion simple ¢ = Zjlv aj- XR,
donde cada R; es un producto de intervalos, tal que §|f — ¢[P < e, y existe una funcién continua g
que se anula fuera de un conjunto acotado tal que S|f —glP <e.

(Ver [8], Proposicién 2.41, pagina 70 para una prueba del caso p = 1, que se adapta facilmente al
caso general p € [1, +0).)

Teorema 4.18 (Desigualdad de Hélder). Si1l <p <y % + % = 1, entonces para todo par f,qg de
funciones medibles en X se tiene:

1f - gl <[ flplglq
(Ver [8], Proposicién 6.2, pagina 182.)
Proposicién 4.19 (| - |z» invariante por traslaciones). Si f € LP(R"), 1 < p < 400, entonces
1@ = 9) o) = |flee

Demostracion. Haciendo el cambio z(x) = x — y, tenemos:

1 i = ([ 150 —wpae)” = ([ wrewas)” = it

donde la tltima igualdad se tiene porque la variable de integracion no influye en el valor de la integral
(es s6lo cambiarle el nombre). O
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Por 1ltimo, tenemos que la norma LP es continua respecto a traslaciones:

Teorema 4.20 (Continuidad en LP). Si f e LP, 1 < p < +0, entonces

lim |[f(z +h) = f(2)|Lr(ax) = O

|h|—0
(Ver [8], Teorema 8.5, pagina 238.)

Teorema 4.21. Supongamos que (X, M, p) es un espacio de medida y 1 < p < 0. Supongamos
que f € LP(pn) y {fn} es una sucesion de funciones en LP(p) tal que lim,_,o | f, — f|, = 0. Entonces
existe una subsucesion {f, }r tal que

lim f, () = ()

k—o0
en casi todo punto x € X.

(Ver [1], Teorema 7.23, pdgina 205.)
Proposicién 4.22. 5i 0 < p < q¢ < r < o, entonces L? n L" < L y | fl, < |f]) - |f]}~ donde
A€ (0,1) se define como

g =X+ (1= es decir, A =

(Ver [8], Proposicion 6.10, pagina 185.)

Supongamos que p y g son exponentes conjugados. Por la desigualdad de Holder, cada g € L9
define un funcional lineal acotado ¢, en L? dado por

o(h =13

De hecho, la aplicaciéon ¢ — ¢, es casi siempre una isometria de L? en (LP)*, como muestra el
siguiente resultado.

Proposicion 4.23. Supongamos que p y q son exponentes conjugados y 1 < q < +00. Si g € L9,

entonces
lgllq = llgg]l = sup {Uf @‘ Sl = 1} :

(Ver [8] Proposicién 6.13, pagina 188)

4.1.5 Convoluciones

A continuacién, siguiendo el libro de Folland [8] y los apuntes [9], enunciamos las propiedades mas
destacadas sobre convoluciones y aproximaciones de la identidad en los espacios LP(R™). Muchas de
estas propiedades se vieron el curso de EDP’s y Series de Fourier de 3° de grado, si bien restringidas
al caso p = 1. Las demostraciones para el caso L” general no son muy diferentes, pero hemos decidido
incluir las de aquellas proposiciones que o bien no se vieron, o bien van a ser fundamentales en el
desarrollo del trabajo.
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Definicién 4.24. Sean f,g: R® — C funciones medibles de R". La convolucién de f y g es la
funcion f = g definida por:

(f=g)(x) = . flx—y)gy)dy

para todos los x € R™ tales que la integral existe en el sentido de Lebesgue, es decir, siempre que
S 1f(z =) - g(y)| dy < +o0.

Las propiedades elementales de las convoluciones se resumen en la siguiente proposicion.
Proposicion 4.25. Suponiendo que todas las integrales consideradas existen, tenemos:

1. fxg=g=[f (Conmutatividad)

2. (c1-f+eca-g)«h(x)=c1-(f*h)(x)+ calg * h)(x) (Bilinealidad)

3. (fx=g)=h=f=(g=h) (Asociatividad)

4. Para zeR", 7.(f + g) = (7.f) g = [+ (1.9)

5. Si A es la clausura de {x +y :x € sop (f),y€ sop (g)}, entonces sop (f =g) < A.

Demostracion. 1. Haciendo el cambio z = z — y tenemos:

(f=g)(x) = Rnf(x*y)g(wdy = Rnf(Z)g(xf'Z)dZ=(g>'=f)(flf)-

2. Se deduce directamente de la linealidad de la integral:
(e f ez g)ehle) = [ (- f4eag)(o— g)hly)dy -

= f(x —y)h(y) dy + sz glx —y)h(y)dy = c1 - (f = h)(z) + c2(g * h)(x).

n

3. Se sigue del primer apartado y del teorema de Fubini:
(Frg)em@) = | | Fwgte—z-ph) dydz -
R JRrn
| | i@t =z - by dzdy = 7 (g0 b)a)
n ]Rn

Fubini estda justificado porque suponemos que existen todas las integrales iteradas involu-
J porq p q g
cradas.)

4. Tenemos
n(f )@ = (Fra)e—2) = | oz pgl)dy -
= f T fx = y)g(y) dy = [(7.f) * g](x)

Combinando esto con el primer apartado (la conmutatividad), obtenemos que:

([ 9) =g+ [) = (1.9) = [ = [ = (729).
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5. Recordemos que dada una funcién medible f: R™ — C, se define su soporte sop (f) como el
cerrado tal que:

(sop (f))" = U{U abierto | f =0 en casi todo punto de U}.
Notese que es una buena definicién porque la unién de abiertos es abierta.
Sea x € A®. Entonces f(z — y)g(y) = 0 para casi todo y € R", pues:

(a) Para cualquier y € sop (g) tenemos © —y ¢ sop (f) (si z —y € sop (f), entonces
(x —y) +y = x estarfa en A, llegando a una contradiccién). Por tanto, por estar z —y €
(sop (f))%, f(x —y) = 0 para casi todo y € sop (g) (por la definicién de soporte).

(b) g(y) = 0 en casi todo y € ( sop (g9))° (por definicién de soporte).
Luego f = g(x) = 0 para todo = ¢ A. Asi que sop (f*g) < A. O

Se pueden imponer varias condiciones sobre f y g para garantizar que f =g esté definida al menos
en casi todo punto. A continuacién veremos un par de proposiciones de este estilo que ademés nos
dan resultados bésicos sobre convoluciones de funciones de L”.

Teorema 4.26 (Desigualdad de Young). Si f € L' yge LP (1 < p < @), entonces f = g(x) existe
para casi todo x € R™, y ademds f = g € LP pues

If = glp < [flilgll,  (Desigualdad de Young)

Demostracion. Llamemos G(x) = {.. [f(z —y) - g(y)| dy € [0, +0]. Veamos que G € LP(R™).
Tenemos

Gl = | [ 1000 sla] = [ 150 o =

=f|fm—wumwwmwMy=f 1Fler - 19(y)| dy =
Rn R
— 1l - Il

donde en el paso a la segunda linea hemos usado que g(y) es una constante con respecto a = y la
puedo sacar multiplicando en médulo fuera de la norma; y en el paso intermedio de la segunda linea
hemos usado que la norma LP es invariante por traslaciones (teorema 4.19).

Por simetria, cambiando la f por la g, tendré |G (2)||zr(az) < | f|rr - |9]zr que eralo que habiamos
enunciado realmente.

Ademas

(el =|[ se=n-swar) < [ 1e=n)-gwlds - G

Luego | f * glr» < |GlLr < [ flzr - gl
En particular, si f € L' y g € L, entonces (f * g) € LP y por tanto (f * g) es finita en casi todo
punto, es decir, existe (f * g)(z) para casi todo z € R™. ]

La proposicién anterior lo que nos dice es que si g € LP, el operador T,: L' — LP con T,(f) = f+g
estd bien definido pues | £ + gl, < | f]: - Igl,
Veamos que T,: L1 — L*, T,(f) = f=g estd bien definido pues | f+g[» < | fll4- 9], con %+% =1.
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Proposiciéon 4.27. Sea 1 < p,q <+ con % + é =1. Si fe LP(R™) y ge LYR") entonces:
L fxge UCR") n LPR") y [ f * gloo = supsemn [ = g(@)| < | flze - 9] La-
2. Si1<p< -+, entonces limy—4o f * g(x) = 0 (decae en el infinito).

Es decir, la convolucién es una operacion reqularizante, pues aunque f y g son funciones genéricas
de espacios LP duales, su convolucion es uniformemente continua y acotada. Y si ademés p # 1, +00,
entonces la convolucion decae a 0 en el infinito.

Demostracion. Primer apartado.
Para ver que f = g(z) estd bien definida en todo x € R™ basta que

L |f(z —y)g(y)|dy < +oo.

para todo x € R™.
Por Holder:

|[f+g(x)| =

Rnf(fff —y)-9(y) dy‘ <J |f(x—y)-g9(y)|dy < 1f(@=)re-lglLe = [ fllp-llgly < +o0

n

Holder

donde la ultima igualdad se tiene por ser la norma de LP invariante por traslaciones (proposicién
4.19).
Luego

1F# glke = sup £+ g(@) < |flp - gl < +o0
TeR™

Asi que f*ge L*(R").
Veamos ahora la continuidad uniforme. Para ello, estudiamos la diferencia

|f=g(z +h)— f=*g(z)|

que queremos ver que tiende a 0 cuando h tiende a 0 uniformemente en x (es decir, independiente-
mente del x).
Tenemos:

|fxglx+h)—fxg(z)| =

. flx+h—y)gly)dy — . flx—y)g(y)dy| <

<Jn|f<x+h_y>—f<m—y>|-|g<y>|dy<

< |f@+h=y) = f@ =yl - gl =

h|—0
— £z + k) = F(2)l e - lgle 2250

donde la convergencia a 0 se tiene por la continuidad de la norma LP (1 < p < +00) respecto a
traslaciones (proposicién 4.20).
Asi que limjp o | f * g(x + h) — f * g(z)| = 0 uniformemente en x € R".

Observacion 4.28. Cuando p = +o0, no funciona el lema de la continuidad de la norma L” respecto
de traslaciones. Sin embargo, en el enunciado hemos incluido el caso p = +o0.

Cuando p = 400, entonces g = 1, asi que podemos cambiar el rol de f y g en la demostracion y
funciona igual.
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Sequndo apartado.

Sabemos que el resultado es cierto para f y g con soporte compacto por el ultimo apartado de la
proposicion 4.25.

En particular, es cierto para funciones simples, pues tienen soporte compacto.

Como las funciones simples son densas en LP (proposicién 4.17), dadas f € LP, g € L%, como Cg
es denso en LP para todo p € (1, +00), existen {f,},{gn} sucesiones de funciones simples tales que
|f = falp = 0y |g = gully = 0. Como f,, * g, tiene soporte compacto por ser f, y g, simples, t.

Pero

”fn #Gn — [ * gHOO < an - f”p”gan + Hf“pHgn - g”q — 0,

cuando n — 0.

Asi que, como limjg|— 4o (fn * gn)(2) = 0 para todo n € N (por tener soporte compacto), debe ser
limz 100 (f * g)(x) = 0 también (si fuera distinto de 0, no se tendria | f, * g, — f * g|oc — 0 cuando
n — o). O

Proposicién 4.29. Si f € Ck,_,(R™) (es decir, f, 0*f con |a| < k son continuas y acotadas) y
g€ LY(R"), entonces f + g e CF, ,(R") y se cumple

0%(fxg)(x) = [(0%f) x gl(x) VzeR"

Demostracion. Basta ver que

(g = 0| [ s matiy| = [ @0t =) sy = [0+ o)

n

donde la igualdad estd justificada por el lema de derivacién de integrales paramétricas® (proposicién
4.6). O

De nuevo, esta propiedad nos recuerda que la convolucion es reqularizante: por muy mal com-
portamiento que tenga la funcién g € L', al hacer la convolucién con una funcién suave f, f * g gana
toda la regularidad de la f.

4.1.6 Aproximaciones de la identidad

Definicién 4.30. Una familia de funciones de L', {¢i}i~0 = L'(R") se dice que es una aproxi-
macién de la identidad regular (abreviado A.L.R.) si cumple:

1. f pi(x)dr =1 Vt> 0. (Estdn normalizadas.)

2. supf lo¢(z)] dx = A < +00 (Es decir, las normas L' estédn acotadas.)
t>0 n

t—0" . / .
3. V6 >0, J loi(y)| dy —— 0 (Las colas tienen édrea que tiende a 0.)

ly|=6

Veamos algunos ejemplos

Lo podemos aplicar porque existe 0%[f(x — y)g(y)] = g(y) - 0% f(x — y) por ser f € C¥(R™), y porque

02 [f(x—)gW)]] = lg(w)| - |05 f(x — )]

estd acotado como funcién de y por el producto de |g(y)| por una constante (pues 0% f estd acotado para todo e con
|a| < k por hipétesis), que es integrable pues g € L'(R™).
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Teorema 4.31. Sea p € L'(R") fija, con §g, p(x)de = 1.
Definimos:

1
oi(x) = i © <%> para todo x € R".

Entonces {p;}i=0 es A.LR.

Demostracion. Vedmos que cumple la definicion:

fngot(x) dr = fRntin-w @) dr = fw p(2)dz =1

habiendo hecho el cambio ¥ = 2 en la penultima igualdad.

1.

2.
| o= [ telds = lelus <40
donde la desigualdad se tiene por estar ¢ € L*(R") y la igualdad se tiene por el mismo cambio
de variable que en el apartado anterior.
Ast que sup;.q @ = o]z < +o0.
3.

x 1 N
J SDt(JT)\dl‘:f @(;)"t—ndﬁ:f [(2)] dz =5 0
2|5 S 2|6/t

habiendo hecho en la ultima igualdad el mismo cambio de variable que en los apartados ante-
riores y habiendo aplicado al final el teorema de la convergencia dominada por ser la cola de
una integral de una funcién de L'. O

El siguiente teorema es fundamental en el desarrollo de toda la teoria. Las AIR se definen asi
precisamente para que se pueda demostrar este teorema.

Teorema 4.32 (Convergencia LP de AIR). Si {¢;}i~0 es AIR, entonces:

1. Si fe LP(R™), con 1 < p < +0o0, entonces [ = ¢, =07 f en norma LP.

Esto significa que
lim | « ) = ()] =0

2. Si fe L*(R™) nUC, entonces limy_,o+ [ = ¢ (x) = f(x) uniformemente para todo x € R™, es
decir, converge en norma L*: limy o+ | f * @r — f|oo = 0.

(Es decir, el caso p = +00 necesita la hipdtesis adicional de que f sea uniformemente continua,).
Demostracion. Primer apartado. Tenemos que ver que f = ¢i(x) — f(x) tiende a 0 en norma LP.

Podemos escribir su médulo como |f * ¢i(x) — f(z) - 1| y sustituir el 1 por {¢; por la primera
propiedad de ser AIR. Esto nos permite agrupar las integrales como se muestra a continuacion:
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e ad - @) [ e -

<

| (=)= @) )y

< [ 156 =)~ 1@ el -
= f' |<5‘f(95—y) — f(x)] - IWt(y)’dy+f 1flz—y) — f(@)] - e(y)] dy

ly|>3&
Hemos separado en estas dos integrales para intentar aprovechar ahora después la propiedad 3 de
AIR (que las colas de las integrales tienden a 0 cuando t — 0).
Tomando normas en LP(dz) a izquierda y derecha (pues lo que queremos ver es que hay conver-
gencia en L), tenemos:

Lf = o) = f(2)] 2r(de) <

jkgﬂx—w—fuﬂw%www+j @ —9)— F@)] - le)| dy

ly|>d

< <

LP(dx)

<J f(x—y)—f(x)Lp(dm)'\wt(y)!dy+f [f(z =) = (@) o) - le(y)| dy
lyl<5 |

y|>o

donde la ultima desigualdad se tiene por la desigualdad integral de Minkowski (ver [8] Teorema 6.19,
pégina 194).

Por el lema de continuidad de la norma LP respecto a traslaciones (proposicién 4.20), tenemos
que dado £ > 0, existe § = (e, f) > 0 (que no depende de x; el z es la variable de la funcién) con
I£(z — ) — £(2)] aay < £ para todo Jy| < 0.

Ademds, por la propiedad 3 de la definicién de AIR, dado € > 0, existe ty = to(e,d) tal que

S\y|>5 lo(y)| dy < e site(0,t).
Luego:

IF + (o) = @)l < € [Nl dy + 20l <

Por la propiedad 2 de la definicién de AIR, §,, |¢:(y)|dy < A para alguna constante A, esto para
todo t > 0. Asi que

|f = eu(x) = f(@)|r(any < €A+ 2] f|Loe
site (0,ty). Es decir:
[f o= fllr < (A+2[f]r)e

para todo t € (0,ty). Haciendo ¢ — 0, tenemos el resultado.

Sequndo apartado.
La demostracion es anédloga.
O

Observacion 4.33. La demostracion del primer apartado falla en p = +00 porque el lema de
continuidad de la norma LP respecto a traslaciones no se puede aplicar en ese caso. En realidad, la
prueba vale en cualquier espacio de Banach en el que se cumpla lim,_,o || f(z —y) — f(z)| = 0.

Corolario 4.34. Si 1 <p < 400, entonces CZ(R") es denso en LP(R").
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Demostracion. Vamos a dar una forma constructiva de aproximar funciones de L” por funciones
C& (es decir, no sélo voy a ver la densidad, sino que voy a tener una sucesién concreta con la que
aproximar).

Sea f e LP(R™). Dado € > 0, existe R > 0 tal que

[IRERIEE
|z|>R

porque por el teorema de la convergencia dominada

lim |f(z)]Pdx = lim | f(@)]P - Xjosr(2) do < J lim |f(2)” - Xjg>r(z)dx =0

R—+0 |z|>R R—>490 Jpeprn 1 zeRn B+

TCD

Llamo entonces J? = f - XBgro) € L. (estdn en LP y tienen soporte compacto, al estar contenido en
la bola Br4+1(0)).

Para regularizar la f, la convoluciono con una AIR: tomo ¢, * f donde {¢;(z) = & - @©(£)}i=0 €5

tn
AIR como ya vimos, siendo ¢ € CZ fija con {¢ = 1.
Como p # 40, por el primer apartado del teorema de convergencia de AIR tenemos:

-~ o
lge* f— flloe =0

v Faop e CZ(R™) para todo t > 0 (por el dltimo apartado de la proposicién 4.25: por tener fvo
soporte compacto, su convolucién también).

O

Corolario 4.35 (Lema C® de Urysohn). Si K < U < R" con K compacto y U abierto, entonces
existe W € CE(U) (es decir, C* con soporte compacto contenido en U) tal que

ogsv«<l1
Wl =1
W|UC’EO

(Ver [8], Teorema 8.18, pdgina 245.)
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4.2 Formulas de Leibniz

Las siguientes féormulas son necesarias para demostrar en la siguiente seccion la férmula de la transfor-
mada de Fourier de una derivada. Incluimos la demostracion por no haber encontrado una referencia
en la que se demuestre de forma completa.

Proposicién 4.36.

k=0

Demostracion. Procedemos por induccion sobre m.
El caso m = 1 es la regla de derivacion del producto ya conocida. Simplemente la tenemos que
escribir con al forma del enunciado:

daf ~dg \d'f d 1 dof dlg G (m\df dmrg
(f N=g 9+l g (0) ar a0 T \1) aw dtl_;:;) k) dik dgmr

Supongamos ahora que la férmula es cierta para m > 1. Queremos ver que entonces también es
cierta para m + 1.

dm+1 d [ d"
W(f‘ﬂ)Z@(ﬁ(f'g) n
Hip. Induccién
Ayt )
Cdt | S \k) dtk o dtmF 1
- Linealidad
:i(m)g[dk_f@m%] _
k) dt|dtk dtm—k 1
k=0 Caso m=1
_i m dk+1f dm—kg+dkf dm—k:—Hg B
_k=0 Lk dtk+1  Jpm—Fk dtk  dm—k+1 -
_m+1 m djf dm—itlg +i m dk_f dm—k+1g_
_j:1 j—1)dti  dtm—i+! k) dtk  dgm—k+l
m do_f dm+1 m dk_f dm—k+1g+ m dm+1f dO B
0)aw gt dtk  dtm—k+1 m)  dtmtl G0
fas m+1 d'f dm+1 kg
Z Atk dem+)—k
como queriamos probar. O

Proposicién 4.37.

0=% () () @nesa) wrgectim

donde 5 < « significa oy = B; = 0 para todo i = 1,...,n. (siendo a = (aq,...,q,) y 5 =

(Bs-- - Bn))-
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Demostracion. Aplicamos n veces la proposicion anterior:

a(al,O ,,,,, 0)(f g) i <51)(a (81,0,..., O)f) ( al—,Bl,O ..... O)g)

a(ocl a20 ..... _ a(o 0620 ..... 0) ( ) a(ﬁl,o ----- 0) . 6(01—51,0 ..... 0) —
O(f-g) = Z 5, £ 9)

-3 (%)

s

1 <O(1) ( ) (0,,82,0,..,,0)(6(&,0 ..... O)f)) . (6(0,042—62,0 ..... O)(a(al—ﬁl,ﬂ ..... 0)9)) _

0

Q

0 (0,c2,0,..., 61,0 ..... O)f> . (a(al—ﬂl,o ..... O)g)] _

»

1

Q

B

<“1
B

a2

»

1

( ) 6(,31 B2,0,. )f) . (a(a1—ﬁ1,a2—5270 ----- 0)9) _

||D4Q WMQ

o
ﬁi) ( > 6(51 B2,0 )f) . (a(al—ﬁhaz—,@g,o ,,,,, 0)9)

0 B2=0

donde el paso de la tercera a la cuarta linea estd justificado porque f,g € C1® asi que da igual el
orden de derivacién.
Iterando asi hasta a,,, llegamos al resultado:

_ EZ . ; () () @n @0 =3 (5)@n @)

B<a

donde (g) = (gi) e (g:) O]
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4.3 Transformada de Fourier de una derivada

En realidad, la férmula para el calculo de la transformada de Fourier de la derivada de una funcion se
puede hacer con las hipdtesis minimas para que existan las derivadas y sus transformadas de Fourier.
Estas hipdtesis son f € CN(R") (para que existan las derivadas) y 0 € L'(R") para todo o con
la| < N (para que estén bien definidas las transformadas).

La prueba en este caso requiere algo mas de trabajo.

Lema 4.38 (Integracion por partes en R"). Si f e CZ(R"), g € C*(R™), entonces:

| @nw-sas =0 | 1) @)@

para todo o € Njj.

. o . ‘ o f1sii=j .
Demostracion. Basta probar el caso a = e; = (01,...,0,;) con d;; = {Osi iy Y luego aplicar
induccién sobre |a|.

Caso |a| = 1.

Supongamos, por simplificar la notacién, que j = 1. Llamando x = (z1,2’) € R x R""!, tenemos:

f"(amlf)(x) -g(x) dz = L/ERn_l [LlER(ﬁmf)(xl,x’) ~g(xy,2") dxll dr’

En la integral que tiene dimensién 1, leem(awl )z, 2") - g(x1,2") dzq, podemos aplicar integracién
por partes para obtener:

J R(al‘lf)(xl7x/) 'g<331, )dxy = J f Ty, X mg)(xl,x/) dxy

Veamos por qué tiene sentido aplicar integracién por partes y por qué es ese el resultado.

Para empezar, como f € CZ, entonces 0 f € C¢ para todo multiindice c.

Por tanto, existe N > 0 tal que sop (0%f) - g < [~Na, No|". En particular, para o = 0, existe
Ny > 0 tal que sop [f - g] & [—No, No|".

Asi que tomando como limite de integracién N > max{N,, Ny} en la férmula de integracién por
partes habitual para un cerrado y acotado, se obtiene:

N
fwmf)(xl,x')y(m')dwl=[f<x1,x'>g<x1, ) j F (1, ) (@ g) s o) iy

-N

siendo [f(xl, ') g(xy, x’)]xlzg = 0 por estar sop f & [—Noy, No|™ y ser N > Nj.

xr1=
Asi que tomando lfmites cuando N — o0, esta formula queda:

J (amf)(xbx/) ’ g(-’lh, dxl = J f T, Ilg)<x1’ l’/) dxl
r1€ER

como deciamos arriba.
Sustituyendo en la integral de R", obtenemos:

| @un@ gy [— Hon) - (ag)(on, ) dw1] i’ =~ | f@) @ug)(a)da.
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Caso |a| = N arbitrario.
Supongamos ahora que la férmula es cierta para |a] = N con N > 1 (hip6tesis de induccién).
Queremos ver que entonces es cierta para |a| = N + 1.

Sea a = (ov,...,0p). Como |a| > 1, existe j € {1,...,n} tal que a; > 1. Supongamos, por
simplificar la notacién, que j = 1 (para j # 1 el razonamiento es el mismo).
Definamos o’ == a —e; = (g — 1, aa,...,a,), con los que |@'| = |a] —1 = N. Se tiene:

| ene s - (0| @ap@- e -
Hip. Induccién Caso N=1

— (~1)- (~1)l @ [021(0% 9)) () dax =

= (-Dl [ fx) - (0%9)(x) da. O

R”

'l

Este lema en realidad lo que me dice es que (0*f, g) = (f,(—0%)g), siendo {f,g) = §,. f - g. Es
decir, (—0)* es el operador adjunto de 0¢.

Corolario 4.39. Si f € CZ(R™), entonces

0o f(€) = (2mie) > f(€).

Demostracion. Llamando e¢(z) = e*™* tenemos:

(&) = (0% free) = {f, (0)™(eg), » = (2mi€)*(f, e, ) = (2mi&)* F(€). =

Lema 4.40. Si f € CN(R"™) tal que 0*f € L*(R™) para todo |a| < N.
Dado € > 0, existe ® € CZ(R™) tal que

|0%f —0%®||r < €
para todo || < N.

Demostracion. Sea x € CF con 0 < x <1, X‘B(O,l) =1, X’B(O,Z) = (. Sabemos que tal funcién existe
por el lema C* de Urysohn 4.35.
Definamos® x., () == x(£). Entonces

IxXm - f = fler =0

por el teorema de la convergencia dominada al ser |x,.f — f| < |xmf| + |f| < |f| + |f] = 2|f] € L .
Nétese que X, - f € CY pues fe OV y x,, € CZ.
Ademads:
[0%C¢m - f) = 0% flle, — 0
cuando n — 0.

Para justificarlo, es necesario aplicar el teorema de la convergencia dominada.
Por la desigualdad triangular,

|0%Otm - ) = 0% f1 < 10%(xm - N +10%F-

3Nota: las x., se llaman truncaciones, pues lo que hacen es truncar f de forma suave con la bola de centro 0 y
radio n.
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Como 0*f € L', basta ver que |0%(xmf)| < h(z) € L.
Por la férmula de Leibniz n-dimensional (4.37), tenemos:

%o f)| = }](“)a%mau»«avxm <

B<a B
< [xm(@)| - 0% f @)+ Y] 10°00m)(@)] - [0* P f ()]

0#B<a

habiendo separado en el paso de la primera a la segunda linea el caso § = 0 del caso § # 0.
Por un lado

Xm(2)] - 0% f ()| < [0%f(2)] € L' (dx)

por hipotesis.
Por otro lado:

B

Pn)@) = —

T
Regla Cadena

(@x) (%)

siendo el dltimo paso cierto por ser m > 1 (recordemos que m € N), || = 1 y por ser ||0Py|, < o
por tener 0Py soporte compacto para todo (3,

Tenemos entonces que [0%*(xmf)| < h(z) € L.

Por tanto, como veiamos antes, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada, de
forma que para € > 0, existe mg € N tal que

[0%(f Xomy) — @ fl11 < =

2
para todo |a| < N (cogiendo el minimo de los mg de cada a, que como son un niimero finito, existe).
Llamemos ahora g = f - xp,-
Tomemos la A.LR. (proposicién 4.31) {p; = 7= - ¢(%)}i=0 para ¢ € CF con §o = 1.
El teorema 4.32 de convergencia de las A.LR. garantiza que ¢ * ¢; — g en L' cuando t — 0.
De hecho, asegura que:

(0%9) = g: — (0%9)
en L' cuando t — 0 para todo |a| < N. (Recordemos que 0%g € L')

Luego, dado € > 0, existe ty = to(g, g, N) > 0 tal que

max ||(0%g) * o1, — (0%9) |12 < /2.

|a|<N

con g * ¢y, = (Xno f) * @1, € CE(R™) y esta es la ¢ del enunciado.
Ademas, 0P = 0%(g * ¢y,) = (0%g) * ¢r,, luego

[0%f = 0%@)[z = 10%(f = )|z < NO*(f = @zr +[0%(g = )l < 5 + 5

obteniendo asi el enunciado. O

Observaciéon 4.41. En realidad, todo esto vale también LP, pues el teorema de A.I.R. vale en LP y
la convergencia dominada se mantiene si elevamos el integrando a una potencia p.
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Teorema 4.42. Sea f € CN(R") tal que 0*f € L*(R™) para todo « tal que |a| < N.
Entonces:

— A~

0o f(§) = (2mi&)* f(£)

para todo |a] < N.

NOTA: este enunciado tiene las hipdtesis minimas para poder definir 0*f y (?/‘17” .

Demostracion. Sabemos que el enunciado es cierto para f € CZ por el corolario 4.39.
Por el lema 4.40, existen {¢,,}men tales que
jale’] Ll le%
0 POy — 0 f
cuando m — oo para todo a con |a| < N.
Importante: estamos eligiendo una sola sucesion que aproxima la funcién f y todas sus
derivadas. La existencia de esta sucesion nos la garantiza el lema anterior.

En tal caso, por el corolario anterior, @n(f) = (2mi&)*om(&).
Como

| (0%m) (&) = (@) ()] = [ (%pm — ) () < [0%om — 0 f1 — 0
cuando m — oo, para todo a € Nj} tal que |a| < N y todo £ € R™.
Asf que limy, 0@, (€) = 02 f(£).
(Nétese que aqui estd incluido el caso a = (0, .. .,0), es decir, lim,, p,,(§) = ]/”\(5)
Tomando entonces el limite cuando m — 0 en @n(ﬁ ) = (2mi)*@m(§), obtenemos el resultado
buscado. O
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4.4 Resultados de geometria elemental

Los siguientes conceptos y resultados estéan extraidos de [13], paginas 8, 9, 55 y 56.

Definicién 4.43. Decimos que dos tridngulos ABC' y A’B'C’ son congruentes (y lo denotaremos
por ABC = A'B'C") si son exactamente iguales salvo movimientos rigidos del plano. Es decir,
si se pueden renombrar los vértices de forma que |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C'|, |BC| = |B'C"|,
LA=/A, /B=/Bvy/C=/C"

En realidad, para comprobar que dos tridngulos son congruentes, basta comprobar uno de los
siguientes criterios:

e Tienen dos lados iguales (es decir, de la misma longitud) y el &ngulo que forman estos dos lados
también es el mismo. Es decir, se pueden renombrar los vértices de forma que |AB| = |A'B/|,

|AC| = |A'C"| y se tenga LA =LA’

e Tienen dos angulos iguales y el lado comtun sobre el que se apoyan los angulos es el mismo. Es
decir, se pueden renombrar los vértices de forma que ZA = /By |AB| = |A'B/|.

e Todos sus lados son dos a dos iguales, esto es, se pueden renombrar sus vértices de forma que
|AB| = |A'B'|, |[AC| = |A'C"| y |BC| = |B'C"|.

Definicién 4.44 (Tridngulos semejantes.). Dos tridngulos ABC'y A’ B'C” son semejantes (denotado
ABC ~ A’B'C") si tienen la misma forma. Mds precisamente, son semejantes si se puede pasar de
uno a otro mediante una homotecia y un movimiento rigido, o lo que es lo mismo, si todos los dngulos
correspondientes son los mismos y todos los lados correspondientes tienen la misma razon. Esto es,

/A=/A,/B=/B, /C=/C"y
AB  AC  BC

fyfy - fycy lycy'

Al cociente &2 1o llamaremos razén de semejanza entre los tridngulos A'B'C" y ABC (en ese

A
AB
orden).

En realidad, para comprobar que dos tridngulos son semejantes es suficiente con comprobar una
de las tres condiciones siguientes:

e Que tengan sus tres angulos iguales (lo que, en realidad, se reduce a comprobar que dos dngulos
son iguales, pues los angulos de un tridngulo siempre suman 180). Es decir, ZA = LA/,
/B=/By/C=/C"

e Que tengan dos lados con la misma razén de proporcionalidad y que el angulo entre ellos sea

el mismo. Es decir, % = f,—g, y/A=/LA.

AB AC BC

AB T ACT T BICT

e Que los tres lados tengan la misma razén de proporcionalidad:

Notese que dos tridngulos son congruentes si y sélo si son semejantes con razon 1.
Si en un triangulo uno de sus lados estd en el eje z 0 en una paralela a éste, nos referiremos a
este lado como la base del triangulo.
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4.4.1 Demostracion detallada del lema 4.45

Lema 4.45 (Perron). Sea ABC un triangulo arbitrario, colocado en el plano de forma que AB sea
la base, es decir, de forma que AB esté en el eje x con el punto A a la izquierda del B. Sea M
el punto medio de A y B, de forma que MC, la mediana de AB, divide el tridngulo en otros dos:
Ty = AMC y Ty := MBC.

Figura 4.1: Triangulo de partida.

Dado o € (%, 1), definimos los siguientes conjuntos:

1. Sea
CI)Q(ABC) = T1 U T—(l—a)|AB\(T2)

con T_—a)a|(MBC) = M'B'C" en la figura 2.1.

2. Llamamos
®"(ABC) := AB'P

con P=AC n B'C’.

3. Denotamos por

d*(ABC) := ®,(ABC)\®"(ABC) = QPC’ U RCP
con Q =C'M' nAC, R=CM n B'C".

Entonces, el triangulo AB'P es semejante a ABC' con factor de proporcionalidad «. Ademds, su
lado derecho, que es B'P, es paralelo a BC; vy el lado izquierdo, AP, estd en la misma recta que AC.
Por otro lado, se cumple que:

8" (ABC)| = a?|ABC| y  |9%(ABC)| = 2(1 — a)?|ABC|

Yy por tanto:

|®,(ABC)| = [a® + 2(1 — a)?]|ABC|.

Demostracion. Antes de empezar, hagamos un par de consideraciones: el punto M’ = 7_(;_q)ja|(M)
estd entre A y M y el punto B’ = 7_(1_q)ap|(B) estd entre M y B por estar o € (3,1) y ser
|AM| = [MB| = £|AB|. Con lo cual, la situacién va a ser siempre la descrita en el dibujo 4.2.

Sea @ el corte de M'C" con AC'y R corte de B'C" con MC. ;Por qué se cortan C'M’ y AC? ;Y
B'C" y MC? Se cortan porque « € (1/2,1), asi que a|AB| = |[AB'| > |M'B'| = |MB| = 1/2|AB|,
donde la ultima igualdad se tiene porque M es el punto medio de AB y la penitltima porque M’B’ es
una traslacién de M B, por lo que la longitud no cambia. Asi que M’ y M estéan entre Ay B’. Como
C' es una traslacién horizontal de C, estan a la misma altura sélo que C” desplazado a la izquierda,
asi que M'C’ cortara a AC porque M’ estd a la derecha de A y C” a la izquierda de C. Se razona
igual para C'B’ y MC (C" esta a la izquierda de C'y B’ estd a la derecha de M).
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B (1—a)-|AB| \\’B

Figura 4.2: Operacion bésica ®(ABC).

Aclarado esto, comencemos con la demostracion.

En primer lugar, ®"(ABC) = AB'P es semejante a ABC porque sus lados tienen las mismas
direcciones. Esto es asi porque A, B’, B son colineales, luego AB y AB’ estdn en la misma recta;
A, P,C también son colineales, con lo que AC'y AP estéan en la misma recta; y B’, P,C’ también
son colineales, con lo que B'C" y B'P estan en la misma recta. Como B’C” es una traslacion de BC,
tenemos que B'P y BC' son paralelos.

Como AB = AB’ U B’'B (unién disjunta), tenemos que |AB| = |AB'| + |B'B|. Sabemos que
|B'B| = (1 — «)|AB| puesto que B’ es la traslacién horizontal a la izquierda de B de distancia
(1 — «)|AB|. Asi que

|AB'| = a|AB|.

Por tanto, la constante de proporcionalidad entre los tridangulos AB'P y ABC es a. Esto implica
que
|®"(ABC)| = |AB'P| = o*|ABC)|.

Ahora pasemos a ®*(ABC).

Definamos Pr como el corte de la recta horizontal que pasa por P con el segmento MC, y Py
como el corte de esa misma recta con M'C".

Para empezar, PC Py es semejante a AC'M por tener sus lados las mismas direcciones.

Como |AP| = a|AC| y AP v PC = AC (unién disjunta), tenemos que |AP| + |PC| = |AC| y
por tanto |PC| = (1 — «)|AC|. Asi que la constante de proporcionalidad entre los tridngulos PC Pg
y ACM es (1 — a). Por ello:

|ABC|

|PPRC| = (1 — a)*- |[ACM]| = (1 — a)*- 5

QPP es congruente con PPrC. Vedmoslo.

Son semejantes porque tienen los mismos angulos: el angulo del vértice P es el mismo en ambos
por ser opuestos por el vértice y los dngulos de los vértices Py y Pg son iguales por resultar de corte
de la recta Py Pp con los segmentos paralelos MC'y M'C".

Es més, son congruentes. ;Por qué? Porque razonando como hemos hecho arriba con el triangulo
PPrC pero ahora con PoPC" (semejante en este caso a B'M’'C’), tenemos que su area también es
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(1—a)?- @. Como Py PC"y PPrC tienen la misma altura (sus bases estdn en la misma recta, y
sus vértices superiores, C'y C’, estdn en una misma paralela a esta recta) y la misma érea, concluimos
que tienen la misma base. Es decir, |[PPy| = |PPg|. Como PP es el lado correspondiente al angulo
del vértice ) en el tridngulo QPPy y el lado PPg es el lado correspondiente al angulo del vértice
C' en el tridngulo PPgC, y ambos dngulos son iguales (como ya hemos razonado més arriba) y los
lados también, los tridngulos deben ser congruentes.

En particular, tienen la misma area, con lo que:

IPePQ| = |PPRC| = (1- o A2CL

Razonando igual con los tridangulos PoC'P ~ C"B'M' y con PRPg, obtenemos que

ABC
|PRPR|:|PQPC'|=(1—a)2-—‘ 5 |

Como
P*(ABC) = PPrC v QPPy v PoPC" U PRPg

siendo estas uniones disjuntas, tenemos que:

(1-a)?

|®(ABC)| = |PPrC| + |QPPo| + |PoPC'| + |PRPg| = 4 - |ABC| = 2(1 — a)? - |ABC|

Luego, como ®(ABC) = ®"(ABC) u ®*(ABC) (unién disjunta), tenemos que
®(ABC) = |®"(ABC)| + |®*(ABC)| = o*|ABC| + 2(1 — a)?|ABC| = [a® + 2(1 — a)?]|ABC|.

Por tltimo, el lado derecho de ®"(ABC'), que es B'P, es paralelo a BC por ser B'C’ una traslacién
horizontal de BC'y estar B'P en la misma recta que B'C’; y el lado izquierdo de ®"*(ABC), que es
AP, es coincidente con AC pues P = AC n B'C". O
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