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Resumen

El objetivo de este trabajo es introducir la teoria matematica relacionada con
la Transformada de Fourier Discreta, asi como algunas de sus aplicaciones mas
relevantes. Entre ellas pretendemos dar una descripcién detallada del formato JPEG
que habitualmente se utiliza en la compresion de imagenes.

A principios del siglo XIX, J. B. Fourier postul6 que toda funcién f(x) definida en
un intervalo, digamos (—, ), puede escribirse como una suma infinita de funciones
trigonométricas

f(z) = Zan cos(nx) + b, sen(nz), —-7m<z<m,
n=0

para ciertos coeficientes a,,b, que dependen de f. En la terminologia moderna,
usando notacién compleja, se tiene

1 o )
(0.0.1) fl) = 5= " Fme™, o€ (~mm),
donde los coeficientes f (n) vienen dados explicitamente por

(0.0.2) f(n) = /_7r fye ™dt, n€Z.

De forma similar, toda funcién f(z) definida en la recta real = € R se debe poder
representar como una “integral trigonométrica”

(0.0.3) flx) = % /Z fw)e“ dw, z€R,

a partir de una funcién adecuada de “coeficientes” f (w), dada por

(0.0.4) flw) = /OO f(te ™“tdt, weR.

A esta ultima expresion f (w) se le denomina transformada de Fourier de f.

La transformada de Fourier ha resultado ser una herramienta extremadamente
util para analizar y extraer propiedades de una funcién f, tanto desde el punto
de vista del Analisis Matematico, como de muchas aplicaciones de la Fisica y la
Ingenierfa. En el terreno aplicado es habitual que la funcién f(x) modelice a una
“senal analdgica” que contiene informacién sobre un determinado fenémeno fisico:
intensidad de corriente eléctrica, densidad electrénica de una molécula, posicion de
una cuerda o membrana vibrante, intensidad luminosa de una imagen, etc... En
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esos casos, f(w) nos da una representaciéon alternativa de la senial f que a menudo
contiene informacion relevante sobre las frecuencias de ésta.

A partir de 1950 las senales analégicas, tanto audititivas como visuales, han sido
sustituidas por senales digitales sobre las que es mas facil realizar manipulaciones
numéricas, y ademas los calculos pueden realizarse de manera muy rapida. Este
ha sido el caso en aplicaciones a telefonia digital, camaras digitales de fotos, de
television, etc... Tanto para una senal de audio como para una imagen, la forma
mas extendida de obtener una senal digital es mediante un muestreo. Es decir, en
lugar de trabajar con una funcién continua f(z), trabajamos con la “senal discreta”
{f(nT)}1<n<n, para un cierto paso 7', y un nimero prefijado de datos V.

Se hace pues necesaria una nocién de transformada de Fourier de un conjunto

discreto de datos x = (z1,...,2zx) € CV, que definimos a continuacién
N k
- 2mikn
(0.0.5) X[k:]:ane_ N k=1,...,N.
n=1
A menudo denotaremos al vector (X[1],...,X[N]) por DFT(x), que denominaremos

Transformada de Fourier Discreta (TFD) de x.

El objetivo de este trabajo es describir las propiedades principales de la TFD, y
desarrollar especificamente aquéllas que tienen relacion con el algoritmo JPEG de
tratamiento de imagenes digitales. Para ello estructuramos los diferentes capitulos
de este trabajo como sigue.

En el capitulo 1 introducimos las propiedades principales de la transformada
de Fourier continua, asi como las herramientas matematicas que usaremos en este
trabajo. Entre ellos el concepto de convolucién y el de aproximacion de la identidad.
Ambos juegan un papel importante a la hora de probar los dos principales resultados
de este tema: el Teorema de Inversion de la Transformada de Fourier, y el Teorema
de Plancherel. Concluimos con el Teorema de Muestreo de Shannon, un resultado
clasico que justifica el paso de senales analdgicas a senales digitales.

El capitulo 2 lo dedicamos al estudio de senales discretas. En particular los
conceptos de convolucion circular y Transformada de Fourier Discreta, asi como los
analogos de los resultados del capitulo 1 en el caso finito dimensional. El teorema
mas relevante es el algoritmo FFT, para el cdlculo de la Transformada de Fourier
Répida, asi como su aplicacién a las convoluciones rapidas.

En el capitulo 3 consideramos las bases de cosenos para representar funciones
en un intervalo, y sus analogos discretos. Estas bases, aunque son sélo pequenas
variantes de la base de Fourier, juegan un papel importante en las aplicaciones, pues
permiten eliminar los efectos de las discontinuidades en los bordes del intervalo.
Esta caracteristica es importante en el tratamiento de imagenes, y debido a ello las
bases coseno se usaran posteriormente en la descripcién del algoritmo JPEG. Los
resultados principales son pequenas variaciones de los obtenidos en el capitulo 2.
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En el capitulo 4 introducimos algunos conceptos algebraicos sencillos de Teoria
de Codigos que se utilizan en el algoritmo JPEG. En particular, se prueba con detalle
el Teorema de Entropia de Shannon, que muestra cémo una codificacion adecuada
de los datos puede reducir considerablemente el tamano de un fichero. Ademas,
construimos con detalle el Cédigo de Huffman, y demostramos que minimiza la
entropia de Shannon.

Por ultimo, en el capitulo 5, utilizamos las herramientas de los capitulos 3 y 4
para describir con detalle los pasos que constituyen el algoritmo JPEG. Este algorit-
mo permite analizar y comprimir imagenes digitales, reduciendo considerablemente
el tamano de los ficheros sin apenas perder calidad visual. Ilustramos los pasos con
ejemplos explicitos, y mostramos algunas imagenes antes y después del proceso de
compresion.






Abstract

The aim of this work is to introduce the mathematical theory related to the
Discrete Fourier Transform, as well as some of its most relevant applications. Among
them we intend to give a detailed description of the JPEG format that is usually
used in the compression of images.

At the beginning of the 19th century, J. B. Fourier postulated that every function
f(z) defined in a range, say (—m,7), can be written as an infinite sum of trigono-

metric functions
0

f(z) = Zan cos(nzx) + by, sen(nz), —7m<xz<m,
n=0
for certain coefficients a,, b, that depend on f. In modern terminology, using com-
plex notation, we have

(0.0.6) o) = % S e,z e (=),

where the coefficients f(n) are given explicitly by
(0.0.7) fn) = / fB)emtdt, n e 7.

Similarly, every function f(x) defined on the real line z € R may be represented
as a “trigonometric integral”

(0.0.8) @) = % /_ : f@)e™ dw, z€R,
from an adequate function of “coefficients” f (w), given by
(0.0.9) flw) = / N ft)e ™ dt, weR.
This last expression f(w) is called the Fourier transform of f.

The Fourier transform has turned out to be an extremely useful tool to analyze
and extract properties of a function f, both from the Mathematical Analysis point of
view, as from many applications of Physics and Engineering. In the applied terrain it
is usual for the function f(z) to model an “analog signal” that contains information
about a certain physical phenomenon: electric current intensity, electron density of a
molecule, position of a string or vibrant membrane, luminous intensity of an image,
etc ... In those cases, f (w) gives us an alternative representation of the signal f that
often contains relevant information about its frequencies.

X



Since 1950 analog signals, both auditory and visual, have been replaced by dig-
ital signals on which it is easier to perform numerical manipulations, and also the
calculations can be done very quickly. This has been the case in digital telephony
applications, digital photo cameras, television, etc ... Both for an audio signal and for
an image, the most widespread way to obtain a digital signal is by sampling That
is, instead of working with a continuous function f(z), we work with the “discrete
signal” {f(nT)}i<n<n, for a a certain step 7', and a prefixed number of data N.

A Fourier transform notion of a discrete set of data is therefore necessary. If
x = (71,...,25) € CV, we define

N
(0.0.10) R[] =3 wae Y, k=1, N.
n=1

We will often denote the vector (X[1],...,X[N]) by DFT(x), which we will call
Discrete Fourier Transform (TFD) of x.

The objective of this work is to describe the main properties of DFT, and to
develop specifically those related to the JPEG algorithm of digital image processing.
For this we structure the different chapters of this work as follows.

In chapter 1 we introduce the main properties of the continuous Fourier trans-
form, as well as the mathematical tools that we will use in this work. Among them
the concept of convolution and approximation of the identity. Both play an impor-
tant role when it comes to testing the two main results of this topic: the Fourier
Transform Inversion Theorem and the Plancherel Theorem. We conclude with the
Shannon Sampling Theorem, a classical result that justifies the passage of analog
signals to digital signals.

Chapter 2 is dedicated to the study of discrete signals. In particular, the concepts
of circular convolution and Discrete Fourier Transform, as well as the analogs of the
results of chapter 1 in the finite dimensional case. The most relevant theorem is
the FFT algorithm, for the calculation of the Fast Fourier Transform, as well as its
application to fast convolutions.

In chapter 3 we consider bases of cosines to represent functions in an interval, and
their discrete analogs. These bases, although are only small variants of the Fourier
basis, play an important role in the applications, because they allow to eliminate the
effects of the discontinuities in the edges of the interval. This feature is important
in the treatment of images, and because of this the cosine bases will be used later in
the description of the JPEG algorithm. The main results are small variations from
those obtained in chapter 2.

In Chapter 4 we introduce some simple algebraic concepts from Code Theory
that are used in the JPEG algorithm. In particular, Shannon’s Entropy Theorem is
proved in detail, showing how proper coding of data can greatly reduce the size of
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a file. In addition, we carefully build the Huffman Code and show that it minimizes
Shannon’s entropy.

Finally, in Chapter 5, we use the tools in Chapters 3 and 4 to describe in detail
the steps that make up the JPEG algorithm. This algorithm allows analyzing and
compressing digital images, considerably reducing the size of the files without hardly
losing visual quality. We illustrate the steps with explicit examples, and show some
images before and after the compression process.



Capitulo 1

La transformada de Fourier continua

1. Convolucién y Aproximaciones de la identidad

El concepto de convolucién aparece en varios lugares de este trabajo en relacién
con el procesamiento de senales. Ademas es una importante herramienta del Analisis
Matematico, que necesitaremos en las demostraciones de algunos teoremas sobre la
transformada de Fourier. Por ello recordamos en esta secciéon su definicién y las
propiedades principales, y referimos al libro [2, §8.2] para més detalles.

1.1. Convolucién y propriedades.

DEFINICION 1.1.1. Sean f,g : R — C funciones medibles Lebesque. Definimos
la convolucion de f y g como:

[*g(x /fx— y)dy, ze€R

siempre que la integral sea absolutamente convergente (es decir, [ |f(z—y)g(y)|dy <
00).

Veamos ahora algunas propiedades de las convoluviones que usaremos a lo largo
de este trabajo:

PROPOSICION 1.1.2. Sean f, g, h tales que todas las convoluciones que siguen
estan bien definidas en el punto t. Entonces

1 fx(g+h)(t) = f*g(t) + [ *h(t).
2. (ef)xg(t) =c(f = g)(t) = f = (cg)(t), para cualquier c € C.
3. (fxg)(t) = (g* F)(1).
4. (fxg)*h(t) = [+ (g h) (D).
DEMOSTRACION. Tenemos:

1. Esta propiedad es trivial se sigue de la linealidad de la integral.
2. Este caso tambien se sigue de la linealidad de la integral.
3. Aplicando la definicién de convoluciones viene:

(f * 9t t/ft—- y)dy,

haciendo el cambio de variable t — y = u,dy = du en la integral anterior
resulta:

(f * g)(t /f gt — u)du = (g% f)(2).



4. De la definicién resulta:
[U*m*muwa/U*m@—ymwm%

sabemos que (f * g)(u) f(u — 2)g(z)dz por eso se sigue:

[(f*g /[/ft— — 2)g mﬁh(m.

Haciendo el cambio de variables z = u — y, du = dz resulta:

[(F9) * B](t) = A{éf@—umw—ymwﬂﬂdy

= [sa=o ([ stu-wrar) au

= /ft—u (g *h)(u)du
= [f*(g*n)(t).

En la integral anterior hemos usado el teorema de Fubini ya que si suponemos
el primer término definido se tiene |f(t —y — 2)g(2)h(y)| € L' (R3).
O

PROPOSICION 1.1.3 (Desigualdad de Young). Si f € L',g € LP,1 < p <
00, entonces:

1+ gllp < A1l
Por tanto fxg € LP.

DEMOSTRACION.

1f*gllp < II/If (= v)9(y)ldyllLran < / 17t =)l Lranlg@)ldy = [ Flpllgll:

donde hemos usado en el segundo paso la desigualidad integral de Minkowski.  [J

PROPOSICION 1.1.4. Sean 1 < p,q < oo tales que zla+% =1. Sea f € LP(R) y
g€ LINUC(R), la clase de funciones uniformemente continuas en R. Entonces:

1. fxgeUC(R)

2. (1 * glloo < I fllpllgllq
3. Si1 < p < oo entonces limy o0 [ * g(x) =0

Para la demostracién de esta proposiciéon haremos uso del siguiente lema:

LEMA 1.15. Sil<p<ooy f € LP(R), entonces
Jim 7+ 1) = FOll, =0

DEMOSTRACION. Usaremos la densidad de C2°(R).
Dado € > 0, existe ® € C2° tal que ||f — @, < ¢

[FC+R) = Ol = IfC+R)=@(+h)+O(-+h) =P+ f[,
< fCHR) = ¢+ )y + 120+ 1) = @[, + (| = fll,
2@ = fllp + [|B(- + h) — @[,



3

El primer sumando del tltimo miembro sabemos que es < €, nos queda ver que
el segundo sumando es menor que ¢, si |h| es suficientemente pequeno.
Como Sop(®) C (—R, R) para R suficientemente grande, se tiene que

Sop(®(- +h) — () € (2R, 2R)

si |h] < R. Como ® € UC(R), existe dg = 0o(P, R,¢) tal que si |[h| < Jpyt € R
entonces |®(t + h) — ®(¢)| < ¢/(4R)"/P. Por tanto, si |h| < &,

(- + ) — &(), = ( / Z D(t+ 1) - <1><t>|pdt)’1’ < ( / Z %dt); _.

Por tanto,

[FC+h) = FOllp <32, si |h] < o

Estamos ahora en condiciones de probar la proposiciéon anterior.

DEMOSTRACION. ahora demostremos por orden de enumeracién

1. podemos suponer 1 < p < co. Usando la desigualdad de Holder

|[f*g(t+h)— f*g(t) ’/ (t+h—y)—flt—y)gly)dy
< fE+h =) = ft—=)llglly = (1)

Haciendo el cambio de variable u = t — y y usando el lema anterior vemos
que:

(1) < 1f(u+h) = F@)|zoanllglle "= 0

independientemente de t. Por tanto, f * g es uniformemente continua.
2. Aplicando la desigualdad de Holder

|[f*g(t)] = /f(t—y)g(y)dy‘

< (fue-wr dy)’l’ (/ |g<(z/>|(1dy)é = £l gl

3. Sea 1 < p < o0. Fijamos € > 0.

Tomamos F, G € C,(R) tales ave |~ Flly < &/lglles  llg—Glly < /171y v Gl <
2||g/|4, lo cual implica que F' % G tiene soporte compacto en (—R, R).
Vamos a ver que si |t| > R. Entonces

((Fxg) @] < [f*(g =GO +[(f = F) = G(1)]
< N fllollg = Gllg + 11f = FllplGllg
&

ce+e—1 lo < e+ 2 = 3e.
9llq

IN



1.2. Aproximaciones de la Identidad.

DEFINICION 1.1.6. Decimos que {®.}.~0 € L'(R) es una aprozimacién de la
identidad regular (AIR) cuando € — 0 si

n fq)€:1
. Sup5>0f|<1)5| < 0

s Vo > 0, h/meg,ofl |(D5‘ =0

t>5

LEMA 1.1.7. $i ® € L'(R) y [® = 1, entonces {P.(t) = 1®(L)}eso es una
aprorimacion de la identidad regqular.

DEMOSTRACION. Haciendo el de variable é = u tenemos lo seguiente:

/é@ G) dt:/@(u)du:l Ve,

por lo que verifica la primera y la segunda condicién de la definicién de aproximacién
de la identidad regular. Veamos la tercera condicién. Haciendo de nuevo el cambio
de variable £ = u, se tiene

d_(t)|dt = d(u)|du
Azﬁ (t)l at [@g (w)
)

por lo que como ¢ — oo cuando € — 0", por el Teorema de la Convergencia
Dominada tenemos:

/ |®(u)|du — 0 cuando & — 07
[t|>2

O

Pasamos ahora a estudiar algunos teoremas sobre convergencia de aproximacion
de la identidad regular.

TEOREMA 1.1.8 (Covergencia en norma LP de AIR). Si {®.}.~oes aprowi-
macion a la identidad regular, entonces:

a) Si1<p<ooyfelP(R) entoces O, * f =0 f en LP(R).
b) Si f € UChea(R) (uniformemente continua y acotada) entonces se tiene
lim._o ®. x f(x) = f(x), uniformemente en todo x € R.

DEMOSTRACION. a)

CDa*f(t)_f(t)

/f@—@@@ﬂy—ﬂﬂ/©4w@
- /Xﬂv—w—fu»@@My

donde la primera igualdad se da ya que ®. es AIR. Por tanto se tiene:

.5 = Floay = || [ (5= 0) = 70 0.
y aplicando la Desigualidad Integral de Minkowski resulta

1@ f = flloo@n < / 1t =) = )| o(an | P=(y)|dy

Lr(dt)



é/ 1F(E =) — £ Loogan |- (0) [y + / VFCE =) — F)Loo(an | ®-(9)
ly| <8

ly|>d
< / 1f(t = y) = f(O)lloan|P=(y)|dy + / 2([fllp|®<(y)|dy = (1)
ly|<é ly|>6

Dado 1 > 0, sabemos que existe d > 0 tal que || f(- +y) — f]l, <nsi |y| < I (por el
Lema 1.1.5). Por tanto:

1) < / el / 127 11,1%. ()] dy

ly|>6
< psup |9l +21f, / 1. (y)|dy = (2)
€>0 ly|>d

donde sup,., ||®.||1 es finito por la segunda condicién de la difiniciéon de AIR. Por
la tercera condicién de la misma definicién, Jeg = g¢(n,d) tal que f\ylz 5P| <
n, Ve < g, con lo cual

() < n(sw @]l +2]f]), sie<zo
e>

y por tanto , lim._o ||®. * f — f|, = 0.
b) Aqui el resultado es andlogo usando || - ||« en lugar de norma LP, y usando la
continuidad uniforme de f en lugar del Lema 1.1.5. U

Usando una prueba parecida se extrae el siguiente resultado, que garantiza la
convergencia en un punto tg:

PROPOSICION 1.1.9. Sea {®.}.~o una AIR. Si f € L®(R) y f es continua en
un punto ty € R, entonces existe

Con condiciones ligeramente mas fuertes en la AIR, es posible demostrar también
la convergencia puntual en casi todo punto.
TEOREMA 1.1.10 (Convergencia ctp de AIR). Sea {®.(t) = 1®(t/e)}.so donde
¢ € L'(R) cumple [ ® =1y, para algin v > 0,
C
()< ——" teR.
OIS T
Entonces, si 1 < p < oo, para toda f € LP(R) se tiene

3 11’1(1)1+ f*x®(t) = f(t) en casitodot € R.

Como no utilizaremos este resultado en el trabajo, omitimos su demostracion,
que puede consultarse en el texto [2, Theorem 8.15].

2. Transformada de Fourier de funciones en L'(R)

En esta seccion vamos a tratar la transformada de Fourier y sus propiedades prin-
cipales. Para ello seguimos la notacién del libro de Mallat [3, §2.2], complementada
en parte con resultados del libro de Folland [2, §8.3].



2.1. Definicién y primeras propriedades.

DEFINICION 1.2.1. Para f € L'(R), la transformada de Fourier de f se define
como

(1.2.2) f(w) = /OO ft)e ™'dt, weR.

La integral en 1.2.2 converge por

oo

|f(w>|§/ F(0)]dt < oo.

Ademas, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos que
f(w) es continua, es decir, si w,, — w, entonces

(1.2.3) Im f(w,) = lim [ f(t)e ™ndt = f(w)

n—oo n—oo R

PROPOSICION 1.2.4 (Propriedades algebraicas de la transformada de Fourier).
Sean f,g € L'(R).
i) Linealidad

(aF +89) (@) = af(@) + 5jw), a,BeC.

ii) Conjugacion

Fw) = fl-w)
iii) Traslacion: Llamo Ty f(t) = f(t + h), tenemos:

T f(w) = e f(w).

iv) Dilatacién

{f (3)] = Rf (Rw)
v) Modulacién: Sea g(t) = e f(t), entonces
w) = flw—h).

DEMOSTRACION. i) Se prueba trivialmente usando la linealidad de la integral
de Lebesgue y sacando las constantes fuera de la integral.

i)
/ f(t) _“"tdt / f(t)etdt = ( w).

Thf /f (t + h)e~“!dt

Haciendo el cambio de variable u =t + h, la integral anterior se queda:

Tf(w / Fluye ) du = / flu)e e = e )

"h|)

iii)

iv)

i —iwt gr —iwRu — Y
/Rf(R)e dt R/Rf(u)e du = Rf(Rw),



i

donde en la integral hemos hecho el siguiente cambio de variables

=Uu.

G(w) = /R g(t)e ™tdt = /R et F(t)e W dt = /R Ft)e @it = f(w— h).
L]

2.2. El Teorema de Inversion de la Transformada de Fourier. El teore-
ma principal de esta seccién nos dice como obtener f(t) a partir de su transformada

~

f(w). Ver [3, §2.1], o bien [2, §8.3].

TEOREMA 1.2.5 (Inversién de la transformada de Fourier). Si f € LY(R) y
f € LY(R) entonces se tiene

(1.2.6) f(t) = % /_00 flw)e™tdw, ctpt €R.

Para demostrar el teorema necesitaremos algunos resultados auxiliares.
w2

LEMA 1.2.7. Si ®(t) = e~ entonces $(w) = /me™ T

DEMOSTRACION. Obsérvese que

dlw) = / @(t)e_iwtdt—/ e~ et

_ / e—(t2+iwt)dt:/ ol it ()2 (122) o,
—w? o0 wi\2
= e 1 e gy,

Ahora, haciendo el cambio de variables ¢ + % = 2. entonces tenemos dt = dz, y por
tanto:

A w2 o0
(1.2.8) O(w) = 64./ e dz.
Veamos a continuacion que
(1.2.9) —/ e Fdz =7

En efecto, tenemos

]2:/ e‘"Qdu./ e‘”zdv:/ / e dudw.

Cambiando variables, hacemos u = rcos,v = rsen ), tenemos : —u? —v? = —r?y
O(u,v 9u Ju —rsenf cosf
(u, v) = o |= = | —rsen’f —rcos’f| =r,
a(0,r) 5% 90 rcosf senf
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Resulta:

I’ = / / e dudu
27 2 0o ) 1
= / / rd&dr:27r/ e "rdr = 275:77.
0

Esto demuestra (1.2.9). Combinandolo con (1.2.8) tenemos:

d(w) = \/Ee_%.

Considero ®(t) = e~**, como en el Lema 1.2.7, y la familia de funciones
D (t) = '®(t/e), e>0.
Obsérvese que { f(D }eo es una AIR, por el Lema 1.1.7. La normalizacién con f es
debida a que fR P = <I)( ) = /m, por el Lema 1.2.7. Ademds, usando las propiedades

de la transformada de Fourier tenemos,
2 2

D (w) = P(ew) = Ve T

Sea

2tw dw

L) = 5= [ Fw)e
Es claro que :

Fwe = et| < |f(w)| € L'(R).

Por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue tenemos :

1 o .
(1.2.10) —/f(w)ert = limI(#)
27T R e—0

2 2
_ _ —75 o itw
- ting [ f s e ] o
Fubini . i(t—y)w _¥
e~>0 27r/f (/ .€ dw) dy.

Considero la integral de dentro del paréntesis, que escribo como

(1.2.11) J= / R VY
R 2
Cambiando variables < = £ entonces dw = %d& , y tenemos:
To= E/QQM?%QMf=&§F@_O]
€Jr € €

m 2 _w=t?
bemal 2 e "E = 2nd(t — )
€

Por tanto, podemos escribir

uwzﬁﬁéﬂw@@—w@:;%fmaw

Como {\/L;@e(t)}€>0 es una AIR, usando el Teorema 1.1.8 (con p = 1), obtenemos



1 e—0
I.(t) = —=f*xP(t) = [ x k.t t) .
(t) Nl () = [ xke(t) = (1)
La convergencia es en la norma L'(R), pero existe una subsucesiéon que converge
en casi todo punto t € R. Insertando esta expresién en (1.2.10), obtendremos la
férmula (1.2.6) buscada. 0

La férmula de inversién del Teorema 1.2.5 podria interpretarse como una de-
scomposicién de f como “suma infinita” de ondas ™' con amplitud f(w).

Como consecuencia de (1.2.6), obsérverse que las hipdtesis f, f € L*(R), implican
que f es continua (tras modificarla, si fuera necesario, en un conjunto de medida
nula), usando el mismo argumento que en (1.2.3). Existen también variantes de la
formula de inversiéon para funciones f discontinuas a trozos, aunque aqui no las
usaremos.

3. Transformada de Fourier en L?(R) y Teorema de Plancherel

Ademas de la definicién dada en (1.2.2), se puede extender la definicién de trans-
formada de Fourier a funciones del espacio L?(R), es decir, funciones f : R — C
medibles tales que

17112 = / () dt < oo,

o0

En las aplicaciones a la teorfa de sefiales, a la expresion || f||% se le denomina “energfa”
de la senal f, y el espacio L? es el conjunto de todas las sefiales de energia finita.

Consideremos el siguiente ejemplo fr = %X[—T,Ty Entonces, un calculo sencillo
da

. 1 (" . 2sen(Tw)

Es posible demostrar que fr ¢ L'(R), y por tanto el Teorema de Inversién no es
aplicable en este caso. Sin embargo, si se tiene que fr, fT € L*(R). A continuacién
veremos que la transformada de Fourier puede definirse en L*(R) y que hay una
formula xde inversion también en este caso.

Para ello, utilizaremos que L?*(R) es un espacio de Hilbert. En particular, la
norma proviene de un producto escalar

IFI2=(f. ). donde (f.g) = / o

La extensién de la transformada de Fourier de f a L?(R) se hace usando la densidad
de LY(R)NL*(R) en L*(R). Es m4s, la transformada de Fourier tiene la propiedad de
ser una isometria en L?, o en lenguaje de teoria de senales, de conservar la energia.
Este importante resultado se conoce como Teorema de Plancherel.



10

TEOREMA 1.3.2 (de Plancherel). Si f € L' N L2(R), entonces f € L2(R) y
ademdas se tiene

(1.3.3) /R]f(w)|2dw P /R|f(t)]2dt.

DEMOSTRACION. Utilizamos la funcién auxiliar ®(t) = e~ del Lema 1.2.7, y
la AIR asociada ®.(t) = 1®(L). Calculamos en primer lugar

L= [ 1f)re

Usando que |f(w)|? = f(w)f(w) v la propiedad de conjugacién de la transformada
de Fourier, se sigue:

L— /R ( /R f(t)e_”wdt) ( / @ewdy> e du.

Como |f(t)e‘““’f(y)e”ye#| = |f(O||f(y)|le”T € L*(R?) podemos usar el teore-
ma de Fubini en la integral /., y tenemos:
) dtdy.

L= [ [ et ([ e

La integral dentro del paréntesis es la integral J que nos aparecié en (1.2.11), y cuyo
valor calculamos en la demostracién anterior J = 2,/7®.(t — y). Entonces tenemos:

ol
- Zﬁ/l%f(t)®€*f(t)dt:2ﬁ<f,@e*f>.

Como \/L#I)g*f—> f € L*(R) por el Teorema 1.1.8 de convergencia de AIR, tenemos

I

que existe

m I = 2V/m/T < f, f >= 271'/ |F(0)] dt.
e—0 R

Es decir, hemos llegado a:
~ —w 52
h’m/ Fw)2e™5" dw = 27?/ F(0)dt
e—0 Jp R
Por otro lado, usando en la primera integral el Teorema de Convergencia Mondétona
de Lebesgue, queda:

s 2
g%/u e

Por tanto,

dw—/|f \211me . dw—/|f )P dw.

fel’® y |Ifll5=2rlfll5
O

Utilizando la densidad de L' N L? en L%*(R), podemos considerar la siguiente
definicién.
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DEFINICION 1.3.4. Si f € L*(R), definimos su transformada de Fourier como
(1.3.5) Ff= L2 lim f,,
donde {f,}52, es una sucesion cualquiera en L' N L*(R) tal que L*lim,, .o, fr, = f.

La definicién anterior no depende de la sucesién elegida, pues si f,,, g, € L' N L?
con L2-lim,, o fn = L*lim, .o g, = f, entonces la igualdad de Plancherel (1.3.3)
nos da

1 fn — f]nH% = [[(fa — gn)”g = 27| fn — gﬂ”% — 0,
y por tanto L2-lim,, ., f, = L*lim, .o §, = Ff. Ademds es claro que Ff € L*(R)
y se tiene R
Il = tim (£ = V2R lim [ £l = V3RS

que es una extension de la férmula de Plancherel (1.3.3) a funciones f € L*(R).

COROLARIO 1.3.6. El operador F : L*(R) — L*(R) es un isomorfismo que
cumple

(1.3.7) IFfllz = V2r||fll, ¥V feL*R).
Ademas, el operador inverso viene dado por

1
(1.3.8) Flf(w) = ﬁff(—w), f € L*(R).

DEMOSTRACION. La férmula (1.3.7) ya la justificamos antes del corolario. En
particular implica que F es inyectivo, pues si F f = 0, entonces f = 0. Falta ver que
F es sobreyectivo, y que la inversa viene dada por (1.3.8). Considero el conjunto

D:{feLlﬂLz(R) : feLlﬂLQ(R)}.

Este conjunto es denso en L? pues contiene a las funciones C°(R). Si f € D, el
Teorema de inversion 1.2.5 nos da

(139)  f(t) = %/Rf(w) e o — %/Rf(—w) et = F| )

Utilizando la densidad de D, y la continuidad de F, la férmula (1.3.9) se extiende a
toda f € L*(R). Esto implica la identidad buscada (1.3.8). O

Ff(=w)

2T

Nota: En el resto del trabajo usaremos indistintamente la notacién f = Ff
cuando f € L'(R) U L*(R).

4. El teorema de muestreo de Shannon

Una funcién f € L*(R) se dice de banda limitada B cuando su transformada de
Fourier f cumple sop f C [—B, B], es decir
flw)=0, VY]|u|>B.
Intuitivamente, la funciéon f sélo “contiene” frecuencias < B, y por tanto no puede
oscilar demasiado. El siguiente teorema garantiza que para tales funciones se puede
recuperar cualquier valor de f(t), t € R, a partir de un conjunto discreto de muestras
{f(nT)}nez, donde el paso T estd relacionado con B mediante la relaciéon

T =m7/B.



12

F1GUuRrA 1. shannon

TEOREMA 1.4.1. (Whittaker (1915), Shannon (1948))
Si f € L*(R) ysop f C [-B, B] (es decir, f(w) =0,V |w| > B), entonces

(1.4.2) Zf(m) %, tER,
ne”Z

donde la serie anterior converge en la norma de L?, y también absoluta y uniforme-
mente en todo t € R.

DEMOSTRACION. Desarrollamos la funcién f(w) € L2([—B, B]) como serie de
Fourier en el intervalo [— B, B] es decir:

27rzn£ 2mwiné
(1.4.3) =55 Z w)e - xp.p)(W)

ne”

donde la serie convege en la norma de L?[—B, B]. Notar que la igualdad (1.4.3) es
cierta en todo w € R, y la convergencia se tiene en L*(R), porque sop f C [—B, B].
Ademas, podemos escribir

(1.4.4) (f, ezygw / flw e B dw = / flw)e™
por la férmula (1.2.6) de inversién de la transformada de Fourier. Es decir, tenemos:

= 2> () e xpaW),

neZ

(=22), nez,

con convergencia en L?(R). Tomando la transformada de Fourier inversa F~ !, y
usando el Corolario 1.3.6, tenemos

0= 53 F(3) F e Fxinm| 0)

ne”

con convergencia en L*(R). Por tltimo, usando las propiedades de la transformada
de Fourier tenemos

Fe BN nn|() = & e Fxnn|(-0) = £ Cam(F - 1),
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y usando X[_p p)(z) = 2sen(Bz)/z ahora tenemos:

(tB
=3 f(em u, LER,
mn

nez
como queriamos demostrar.
Por 1ltimo, para justificar que la convergencia es uniforme obsérvese que, por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, las colas de la serie pueden acotarse por
1
2) 5

sin( tB ™) 2

)= J4(%) \—(Z\f”” ) s (3
In|>N 2eR ez

Por un lado, la teoria de series de Fourler y la férmula (1.4.4) nos dicen que

{f (%)} € (*(Z). Por otro lado, por m-periodicidad, tenemos que

sin(x — mn) sin(z — mn)
sup E — = sup E
T —7mn T —7n
n

sin(x — mn)

r —Tn

< 1 =ct
= sup +Z mrP = Z ]mr/2|2 cte,

.’Ee[ 2 5 2 n;ﬁO
usando en la tltima desigualdad que |x — nz| > |n7r| —|z| > |nw| = 7/2 > |n|r/2.
De estas observaciones se sigue que

lim sup En(t) =0,

N—0o cR

y por tanto la convergencia uniforme (y absoluta) de la serie en (1.4.2). O






Capitulo 2

La transformada de Fourier discreta

En este capitulo desarrollamos la teoria de Fourier cuando las funciones f(t) son
discretas y finitas, es decir cuando la variable ¢ tiene como dominio un conjunto finito
de N puntos. En este capitulo seguimos en parte la notacion y las demostraciones
del libro de Mallat [3, §3,3].

1. Senales Finitas

Llamamos senal discreta de tamano N a cualquier vector

f = (f[0], f[1],..., f[N—1]) e C".

El conjunto de las senales discretas de tamafio N es el espacio vectorial CV, que
dotaremos con la norma euclidea habitual

1" = [F[O]* + [£LI[* + -+ LAV = 1%

A la expresion anterior se le llama a veces energia de la senal f. Esta norma proviene
del producto escalar

(2.1.1) (f.g) = > [Inlgln], fgeC.

En particular, el conjunto de las senales discretas de tamano N se identifica con el

espacio de Hilbert /2(N) = (CV, (-,-)).

Sea {E, }o<n<n la base canénica de CV, es decir E,,[j] = 0sin # j y E,[n] = 1.
Entonces
f=f0]Eg+...+ fIN —1Exn_;.
En la préxima seccién construimos una base alternativa, de tipo trigonométrico,
para representar las sefiales de CV. Los coeficientes en esta nueva base permitiran
definir la transformada de Fourier de f.

2. Transformada de Fourier Discreta (TFD)

DEFINICION 2.2.1. Si f = (f[0],..., f[N —1]) € C¥, definimos su Trans-

formada de Fourier Discreta (TFD) como la serial f = (f[O], L fIN - 1]) con
coeficientes:

i

- _ 27mikn

(2.2.2) flk] = flnlem v, 0<k<N.

A veces se escribe f = TFD(f).
15
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Consideramos la siguiente familia de vectores Ey = {eg,eq,...,ey_1} de CV,
donde
(2.2.3) ex[n] = N 0<n<N.
Obsérvese que
(2.2.4) flk] = (£, ep).

TEOREMA 2.2.5. La familia {eg,e1,...,exy_1} definida en (2.2.3) es una base
ortogonal de (CV, (-,-)).

DEMOSTRACION. Como la dimensién del espacio es N, cualquier familia ortog-
onal de N vectores es una base ortogonal. Por tanto basta probar que

<ek,ez> = 5k,l-
= Si k =1, el produto interno queda
N-1 N-1
(2.2.6) (e, ) = e N e N = 1 =N.
n=0 n=0
= Si k # [, el produto interno queda

2mi(k—1)

N-1
2mi(k—1)n 1-— (6 N )N
<eka el> = § e v = ) 2mi(k—1)
_ — € N
1 — 627rz'(k—l) 1—1
= omi(k—1) omih—1) 0,
l—e N~ 1—e ~

usando la formula de sumacion de una progresién geométrica, y que el de-
nominador no se anula (pues |k — 1| < N y k #1).

O

Como consecuencia obtenemos

PROPOSICION 2.2.7. Sea f € CN una senal discreta. Entonces

s Férmula de inversion:

f[] ¥ 0<n<N

(2.2.8) fmz%

TTMZ

s Férmula de Plancherel:
=
(229) 1111 = = D TR
k=0

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.2.5, cualquier senal f € C puede descom-
ponerse como
f=2 0<cnen A€,
con
N-1

(Frem) = (O Meren) = Anllenll
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Con eso tenemos:

N-1
(2.2.10) gy i e’“g e
— el
Usando (2.2.6) y (2.2.4) tenemos
(foe)  fIK]
e N
y por tanto
1 S . 2o
fin =+ 3 flkle™ .

— |l
o
0]
—
D
e
oY
Q.
@)
=
[}
»n
(oW
D
@]
=
-+
o
[0}
@)
=
<
=
(oW
o
o,
o,
@,
—+
D
o
=
£
s

k
que es la férmula para invertir la TFD. De
2.2.5 también se deduce

N-1 N-1
f,en) (f ex)
[P = (66 =( UL er)
I = @0 = (X jeres T pagre
N-T oy | N1
=3 |71 ten e = S 11K,
k=0 k=0
que es la formula de Plancherel. O

DEFINICION 2.2.11. Se define la Transformada de Fourier Inversa de una senal
g € CY como

=

-1
2mikn

glkle~, 0<n<N.
0

(2.2.12) IDFT(g)[n] =

=2l
il

Como corolario de (2.2.8) se obtiene

(2.2.13) IDFT(TFD(f)) = f, VfeC".

3. Convoluciones Circulares

Dadas dos sefiales f,h € CV, nos gustaria definir la operacién de convolucién

como

fxhln]= Y fm]hln—m],

0<m<N

pero para ello es necesario tener valores de f[n] y h[n] fuera de 0 < n < N . Una
posibilidad es extender las senales f € CV como sucesiones N-periédicas con indices
en 7, es decir

fIn] :== f[n, méd N|, n € Z.
En esta seccién utilizaremos esta extension, identificando asi (CV,(-,-)) con el es-
pacio de Hilbert ¢*(Zy). Por ejemplo, las exponenciales discretas e, de la seccién
anterior son autométicamente N-periddicas, pues ex[n| = e ™ tiene el mismo valor
en [n méd NJ.
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DEFINICION 2.3.1. Dadas f,h € CV, se define su Convolucién Circular como
la senal f ® h € CV dada por
(2.3.2) f ® hn E:f —m] ,0<n<N.

Nétese que (2.3.2) define autométicamente una senal de N-periddica, cuando
consideramos f[n] y h[n] como senales N-periddicas. Ademads, es facil comprobar
que

2

f ® h[n }:f —h®f[ln] ,0<n<N.

=0

3

Dada una senal h[n] de periodo N, consideramos el operador de convolucién Ly,
definido por

f e CV +—— Luf[n] = f ® h[n).

PROPOSICION 2.3.3. Las exponenciales discretas {ey,...,ex_1} forman una
base de autovectores de Ly,. Es mds

Luey = hlklep, 0<k<N

DEMOSTRACION.
N-1 N-1
Luexfn] = ex®hn] =Y hlplesln —p) = Y hlple™
p=0 p=0
N-1
= % hlp eV = ex[n] h[k]
p=0

TEOREMA 2.3.4. Si f,h € CV, entonces la senial convolucion g = f ® h cumple
(2.3.5) glk] = flkJA[k], 0<k <N -—1.

DEMOSTRACION. Aplicando la definicién tenemos

N—-1 N—-1[N-1
~ 2mwikn 2mwikn
glk] = glnle = [ fmhm—p1€ N
n=0 n=0 [ p=0
N—1[N-1 amib(np) ik
= fmhm—pde NTe
n=0 [ p=0
N—-1 [N-1 amih(n—p) ik
(2.3.6) = hln—ple” ~ ] flple™ "~ .
p=0 Ln=0
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Haciendo el cambio m = n — p en la suma de dentro del paréntesis de la expresion
anterior tenemos:

_ 27mik(n—p) 27'rzkm
g hin —p N = E hlm
N—-1-p
27rzkm 27Tzkm
= E hm] + him

m=—p m=0
N-1-p
_ Z him + Nle _ 2rik(me+N) . Z him _ 2ikm

m=—p
usando en el ultimo paso la N-periodicidad de las senales. Cambiando de nuevo
variables [ = m + N en el primer sumando resulta:

N-1 N-1-p
h[n _p]e_%rik](\;bfp) _ Z h 27rzkl i h —27mkm
I=N—p

m=0

n=0

= 2_: hllle™ ™" = hk].

1=0
Sustituyendo lo que obtenemos en (2.3.6) se obtiene finalmente

k] =" h[k]flple

2
2
L

2wkp

3
I
=)

3
I
=)

4. La Transformada de Fourier Rapida (FFT)

Para una sefial discreta £ € CV el célculo de su sefial transformada f puede ser
operacionalmente muy costoso. En efecto, para obtener todos los coeficientes

(2.4.1) Z flnle ™%,  0<k<N

es necesario hacer O(N?) operaciones de numeros complejos. Para ser mds preciso,
se necesitan N2 multiplicaciones y N(N — 1) sumas.

EJEMPLO 2.4.2. Por ejemplo, si la senal tiene tamaiio N = 22 ~ 10° y un
ordenador hace 23° ~ 10° operaciones por segundo, se tardaria aproximadamente
2 % 240 _ 220
9230
en calcular la TFD usando (2.4.1).

~ 2 x 2! = 2048 seg ~ 34 min

La trasformada rapida de Fourier (FFT) es un algoritmo que permite calcular
la TFD reduciendo considerablemente la complejidud de los cédlculos, hasta llegar a
sélo a O(N log, N') operaciones. El tinico requisito es que el tamano de la senal sea
una potencia de 2, es decir N = 2.
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TEOREMA 2.4.3. (Cooley, Tukey, 1965).
Si N = 2!, entonces existe un algoritmo que calcula la TFD de cada f € CV
utilizando a lo sumo kN logy, N operaciones complejas, pudiendo tomarse k = 3/2.

EJEMPLO 2.4.4. Asi, en el ejemplo anterior, si N = 2% y el ordenador que hace
230 operaciones por segundo, este algoritmo tardaria

15 x 2%%10g, 2 30x 2% 30 30
230 T 7930 T~ 910 © 106

Ahora expliquemos con detalles el algoritmo de la transformada rapida de Fouri-
er. Sea N = 2!, Para frecuencias pares agrupamos los sumandos que definen f[2k]
como sigue:

N
N

N-1
A~ _ 2mi(2k)n _ 27i(2k)n
fl2k] = ) fllem N7+ ) flnlem N
n=0 n:%

Haciendo en el segundo sumando el cambio n = m + % tenemos:

51 N1 - N
5 : _2mihn 2 N - Zmiktmts)
2 = -
f[2K] flnle = +Zf m+2 e >
n=0 m=0 L J
%71 _ 27ikn %71 B _ 27km 7271'1"6(%)
= Y flle ¥ 4> flmtSle T ¥
n=0 m=0 L |
%_1 _2ﬂ]irkn %_1 r _gﬂ],i,kn ]
= Zf[n]e T o+ Flma—|e ¥ e2mik
n=0 m=0 - -
¥
(2.4.5) = (f[n] + f {n + 51) e T
n=0

Esta formula muestra que cuando las frecuencias son pares, f [2k] puede calcularse
haciendo la TFD de la senal

folnl = flnl + fln+ 5], 00 < N2

que es N/2 periddica. Si el indice de frecuencias es impar hacemos el mismo tipo de
reagrupamiento para obtener:

) c+1)n N T 1)n
f2k+1 = flale R 4 3 flaje ET

n=0 _N
n=s5
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y con el cambio n =m + % en la segunda suma obtenemos:

N i — 2mikn N 2mi(2k+1) (m+ )
fl2k+1] = e N flnle ¥ o4 f m+ 5 R e
n=0 m=0 L _
3 N .
_ 2min — 2mn N7 _emihinm _2miek+1) ¥
= e~ flnle 2 +Zf m+56 N e N
n=0 m=0 L |
3 -
rin _ 2mikn i N _ 2mikm
= e N flnle > - e~ N f {m—i— 5] e
n=0 m=0
81
win N _ 2mikn
(2.4.6) = e <f[n] — fin+ 5]) e T .

[en]

n=

La expresién anterior muestra que cuando las frecuencias son impares, f 2k + 1]
puede calcularse haciando la TFD de la senal

filn] = e %" <f[n] —f {n+gD , 0<n<N/2

que también es N/2-periddica. En efecto,
N srn 1 N
fi {n + —} = e 2mily+a) (f {n + 5] — fin+ N])

2
— e " (f {nJr g} —f[n]) = filn].

Las férmulas (2.4.5) y (2.4.6) muestran que la TFD de una senal discreta de
tamaiio N = 2! puede calcularse haciendo dos TFD de sefiales de tamafo % =271
Denotaremos por C'(N) el nimero de sumas y multiplicaciones complejas que
es necesario para calcular TFD usando el algoritmo FFT descrito arriba. Dada

f € CV, la construccién de £, y f; require de N sumas complejas y % multiplicaciones

complejas, es decir % operaciones, que denotaremos por x/N. Por tanto tenemos:

C(N)zQC(g)+;N:2C(g)+ﬁN ., N=2

Iterando esa férmula se obtiene
c(2) = 20027 + k2
= 2[20(27?) + k27| 4 k2
22C(2"7%) + k2! + k2’
22C(2'7%) + 2k2!
= 2°[20(27%) + k2'7?] + 2k2'
= 23C(2"7?) + 32’



22

Pero C(1) = 0 porque si f € C es una sefial de una sola muestra, entonces f[0] = f[0].
Por lo tanto,

3
C(N) =C(2") = k2"l = kN log, N, K=y
NOTA 2.4.7. Para calcular la transformada inversa, IDFT, basta observar que
| V-l . N
2mikn _ —2mikn e ——
(24.8)  IDFT(g)n] = + > glkle™ v = ~ > glkle=r " = ~ TFD(@)[n].
k=0 k=0

Por tanto la TFD inversa se puede calcular como el conjugado de una TFD, para lo
que se puede usar el algoritmo de la FFT.

5. Convoluciéon Rapida

Si recordamos la definicion de convolucién en (2.3.2), es decir
N-1
f ®hin] = Zf[m]h[n—m] ,0<n<N,
m=0

vemos que son necesarias N2 multiplicaciones y N(N — 1) sumas para poder deter-
minar la senial f ® h, es decir, O(N?) operaciones. Usando el algoritmo FFT y el
Teorema 2.3.4 puede desarrollarse un algoritmo para calcular la convolucion de dos
senales con O(N log, N) operaciones.

TEOREMA 2.5.1. Si f h € CVN con N = 2°, entonces se puede calcular la
convolucion circular £ ® h utilizando 3xN log, N + 4N operaciones complejas.

DEMOSTRACION. Sea g = f ® h. Usando la férmula (2.3.5) tenemos que
gkl = TFD(f @ h)[k] = f[k] h[k], 0<n < N.

Por el Teorema 2.4.3, para calcular todas estas expresiones necesitamos N multipli-
caciones mas 2k N log, N + N operaciones para las transformadas. A continuacion,
podemos utilizar la férmula de inversién (2.2.13) y (2.4.8)

f®h =IDFT[TFD(f ® h)] = 1 TFD(g),

lo cual requiere otras kN log, [N operaciones para la transformada, y 3N operaciones
para la multiplicacién por 1/N y las conjugaciones. En total 3xN log, N + 4N op-
eraciones complejas. 0



Capitulo 3

Bases de cosenos

En esta seccion introducimos las bases de cosenos, y la transformada coseno
discreta, que en procesamiento de senales es mas habitual que la TFD. Seguiremos
para ello el libro de Mallat [3, §8.3], y los apuntes [1].

1. Bases de cosenos en L?|0,1]

Sabemos que la coleccién de funciones {ey(z) = e***12° _ es una base ortonor-
mal de [0, 1). En particular, toda funcién f € L?[0,1) se puede escribir como

o0

(3.1.1) fa)= S fedal) = 3 fk)er

k=—o00 k=—o00

con convergencia en L?[0,1), donde

A~ 1 .
f(k):(f,ek>:/0 f(z)e 2™k edy k€ Z,

se denomina coeficiente de Fourier k-ésimo de f.

Supongamos que f(z) es suave en [0,1), de modo que podemos integrar por
partes, y obtener, para k # 0,

]E(k,) _ [f( —27rzkac /f —27rzkac

2m zk
B f( —27rzk:p
N —2mk / f
_ a7 f(O) L,
(3-12) B —2mk + (2mk) +/0 (27m'k)2f (w)dz

Cuando f(17) = f(0), es decir, cuando la extensién 1-periddica de f es continua,
entonces la férmula (3.1.2) muestra que

5 C
01 < G con Cr =2l + 1"y

y por tanto la serie en (3.1.1) converge uniforme y absolutamente. Es mdas, podemos
aproximar la serie por una truncacién

SNf Z f 27rzkx

lk|<N
y el error sera relativamente pequeno
Cy c’
E = |9 < —_— < —.
|k|>N \k\>N

23
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F1curaA 1. Extensién de f de [0, 1] a R para las bases coseno-I

Sin embargo, cuando f(17) # f(0), es decir, cuando la extensién 1-periddica de f

no es continua en x = 0, entonces los coeficientes f(k) pueden decaer de forma muy
lenta, y los errores de truncacién ser grandes.

1.1. Bases Cosenos [ y IV en L?0,1]. El efecto no deseado producido por
la discontinuidad de f en la frontera se puede reducir utilizando las llamadas bases
de cosenos. Dada una funcion f en [0, 1], consideramos su extension par

~ o Jf(=x) si xze[-1,0]
(3.1.3) f(x)_{f(q;) si @€ [0,1]

y a continuacion su extensién 2-periddica a todo R; ver Figura 2. Si f es continua

en [0,1], es claro que f(—1) = f(1) y que f es continua en todo R.
Usando la base trigonométrica en el intervalo [—1, 1]

2rkx 2mkx
{1, cos , sen }
2 2 k=1,2,...

podemos escribir f como:

(3.1.4) Flz) =ao+ Z ay, cos(mkx) + Z bpsen(mkzx), —1<uz<1,

k=1 k=1

al menos con convergencia en L?*(—1,1). Como f es par con respecto al origen, los
terminos b, son todos cero (porque sen(mwkz) es impar). Ademas, siendo f(z) = f(x)
cuando z € [0, 1], observamos que (3.1.4) quedaria

flz) =ao+ Zak cos(mkz), 0<uxz <1,
k=1

al menos con convergencia en L2[0,1]. A esta expansion se le llama serie de Fourier
coseno de f.

TEOREMA 3.1.5 (Base coseno I). La coleccion {1, /2 cos(krx)}32, es una base
ortonormal de L*([0,1])
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FIGURA 2. Extensién de f de [0,1] a R para las bases coseno-1V

DEMOSTRACION. Y4 sabemos que esta colecién es una base, y sélo necesitamos
probar que es ortonormal. Para ello, si k& > 1,

(V2 cos(krx), V2 cos(kmz)) = 2 /01 cos? (knz)dr = 2/0

Y14 cos(2k;7rx)dx _ 2><1 1,
2 2
y si k # [ acontece:

(V2 cos(kmz), V2 cos(lrx)) = 2/0 cos(kmx)cos(lrz)dz

1
= / [cos(k — l)mx + cos(k + l)mz]dx = 0.
0

Los célculos son similares si k& = 0, usando la funciéon constante 1. O

Otras bases de tipo coseno pueden construirse por este procedimento, pero ha-
ciendo diferentes extensiones de f en R. Ahora describimos la llamada base coseno
IV, que luego aparecerd en algunas aplicaciones numéricas.

Dada una funcién f € L?[0,1], consideramos su extensién, primero simétrica con
respecto al origen y después antisimétrica con respecto a 1 y —1, definida por:

f(z) sizel0,1]
~ f(—x)sixe|—1,0
floy= U osie e L
—f(2—x)six e (1,2]
—f2+42x)sixe (—-2,—1]
que finalmente extendemos de forma 4-periddica a todo R; ver Figura 2.
Si f(1) # 0, f es discontinua en los enteros impares, por tanto esta extension es

menos regular que la asociada a la base coseno I. Como f tiene periodo 4, se puede
escribir como serie de Fourier en la base trigonométrica de [—2, 2]

{1 o 2rkx o 27rk::v}°°
n
’ 4 7 4 Jr=1

es decir tenemos

. kr k
(3.1.6) f(x) =ao+ Z akcos% + Z bwen%, —2< <2
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con convergencia en L?[—2,2]. Como f es par, by = 0. Ademés, la antisimetria de f

en 1 y —1 produce
1 [? 1 [?
o = 3 [ Fwis=3 [ Foy
-2 0

%[/Olf(z)der/j—f(Q—x)dx]
%[/Olf(y)dy—/olf(y)dy] =0

y de forma similar

1 [? - o (2k)x 2
Aok 2/_2 f(z) cos 1 x /0 f(z) cos(mkx)dx

= /01 f(z) cos(mkx)dx — /12 f(2 — x) cos(mkx)dx

1 1
= / f(y) cos(mky)dy — / f(y) cos(mky)dy = 0.
0 0
Por tanto de (3.1.6), restringido a [0, 1], deducimos
(3.1.7) f(z) = Za2k+1 cosm(k+ )z, 0<z<1,

k=0

con convergencia en L?[0, 1].

TEOREMA 3.1.8 (Base coseno IV). La coleccion
(3.1.9) {ur(z) = V2 cosm(k + Tk,
es una base ortonormal de L?[0,1].

DEMOSTRACION. Como antes, basta probar la ortonormalidad.
msik=1,
Y14 cos(2k + 1)mx

1
(ug, ug) = 2/0 cos2(7r(k+%)x)d:c:2/0 i dx

B sen(2k + 1)mx 1_1
- [ (2k + D) }0_
wmsik#£I
U, U) = cos(m(k + 1)) cos(m(l + L)x)dx
() =2 [ cos(rll+ 3)a) cos(a(l + b))

1
= / [cos(k + {4+ 1)z + cos(k — l)mz]dx
0

B [sen(k +1+ Drx  sen(k — l)ﬂx] 1

(k+1+ 17 (k—Dr Jo
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F1GUurA 3. Extension par de una senal con N = 6 para la base coseno
I discreta

2. Bases de cosenos discretas [ y IV

Sea Fy el espacio de senales f = (f[n])o<n<n de tamano N. Por el Teorema 2.2.5
una base ortonormal de Fly viene dada por la familia de vectores

1 wikn
(3.2.1) {el = —=(*F)ocnen }

En estd seccion construimos bases coseno discretas por procedimentos parecidos a
los usados anteriormente.

N-1

k=0

2.1. Base coseno discreta I. El senial discreta f = (f[n])o<n<n € Fy se
extiende por simetria con respecto a —% a una senal f € Fyy dada por:

= ) fln] st 0<n<N-—1
fln} = fl[Fm—1] s —N<n<-1

Ver Figura 3.

TEOREMA 3.2.2. Para el espacio de senales Foy con tamano 2N, la coleccion

(ZN) 1 kmi, 1 1Y\ N—1 N—-1
(3.2.3) [ul) = (e A

es una base ortonormal.

DEMOSTRACION. Usando la férmula de la suma de una progresiéon geométrica
tenemos

w sik#£I,
1 N-1 1 N—
<u(2N) u(QN)> _ Z R +3)  ~ R (nt3) Z (=Dt (4 1y
n—— n=—N
(k=)mi(N+3) (k=l)mi(~N+1)
e N — e N
= (k=D
2N A |

( 1)k U (k= 1) _ elk— 1) Fe 0
2N e(k ]\l])ﬂ'z . 1 )
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ya que el denominador no se anula, pues 0 < |k —[| < 2N.

wsik=1

Por tanto, con esta prueba si g € Fyy entonces
N—
(3.2.4) gln) = Y M) . n=-N,.,N-1

Usando € = cos + isenf deducimos que cualquier g € Foy puede ser escrita
como combinacién linear de elementos de la coleccién:

(3.2.5)

(2N) km 1 Nt A (2N) km 1 N
N - — 2 — 1 - p—
{Ck = (cos N (n+ 2))n__N} U {Sk (sm N (n+ 2)>n__N}

k=0

N

k=1

Como f € Fyn deducimos

~1 N
(3.2.6) fln] = Z akaN) [n] + Zka,(fN) [n], para — N<n<N-1.

Las senales (S,(fN) [n])2~!y son antisimétricas con respecto a —1 porque
k 1 k 1
S,(fN)[—l —n] = sen WW(—l —n+ 5) = sen Nﬂ(—n — 5) = —S,?N)[n],

por tanto los elementos en by, = 0,k = 1,2, ..., N. Por tanto, restringiendo en (3.2.6)
a0 <n < N tenemos

fln] = akC,(fN)[n], 0<n<N.
TEOREMA 3.2.7 (Base Coseno Discreta I (DC-I)). La coleccion

{Ak[ (2N) )\k\/7<cos—n+;)>0§n<N}

con g = \/Li yM=1s1<k<N, es una base ortonormal de F.

N-1

k=0

DEMOSTRACION. Ya sabemos que esa coleccién es una base, ahora probemos
que es ortonormal. Usando la férmula

— 7k 1
3.2.8 — =) =0, k=1,2,...,2N —1
(3.25) S eos(pnry)) =0 k=12
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sigue que C(()ZN)LC,(CQN), k=1,2,..,N—1. La férmula (3.2.8) se puede probar como
sigue:

= 7wk, 1 = b e 1
cos(—(n+=)) = R e N M) | = R eI :

Para mostrar que Cl(fN)LCl(QN), sil<Il< k< N—1,usamos 2cosacosf3 =
cos(a + (3) + cos(a — 3) y la férmula anterior (3.2.8):

o "N 277N 2
N-1
! k:+l 1 (k—Om, 1]
= = E [ (n+§)+cosT(n+§)}—0,

vique 0<k—I<Ny0< k + 1 < 2N por lo cual (3.2.8) es valido.
Por dltimo, es claro que ||C(()2N)||2 = N, por lo que ||/\0\/%C82N)|| =1.8511<
k < N, entonces usando 2cos?> @ = 1 + cos2a y (3.2.8)
N-1 N—1
k 1 1 2k 1
(CECY) = Do 5 =53 (1 +o0s - (n+ §>)

n=0 n=0

de donde H\/%C,(fN)H =1. O

Usando bases coseno discretas DC-1 cualquier £ = (f[n])o<n<n € Fv puede ser
escrita como

(3.2.9) fln]=4/2 Z Frlk] A\ cos[%(n + %)], n=0,1,...,N —1,

donde los coeficientes vienen dados por la férmula:

(3.2.10) f[ \/7)\02N) =\ [Zf COS %)], 0<k<N.

El vector (f;[k])o<ken denomina transformada coseno discreta-I de f, y se suele
denotar por DCT(f).

Al igual que ocurria con la TFD, para obtener DCT; con (3.2.10), el nimero de
operaciones requeridas es O(N?), porque hay N coeficientes f 1[k] y cada uno necesita
2N operaciones. En las secciones siguientes mostraremos un algoritmo réapido que
permite compilar DCT; con un nimero de operaciones del orden O(N log, N).
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La fomula (3.2.9) sugiere definir una Transformada Coseno-I Inversa mediante

N-1
km 1
_ /2
(3.2.11) IDCT, (g)[n] = \/;]; glk v cos[ 7 (n+ 3] 0<m < N,
de modo que se tiene la formula de inversion:
(3.2.12) f = IDCT, [DCT,(f)], Vfe Fy.

Ambas férmulas (3.2.10) y (3.2.11) se pueden escribir en forma matricial con una
misma matriz:

1 1 1
COS 55 cos 2% e cos (2]\;]_\,1)“
(3.2.13) Cr=14/2 . _ . .
cos (NZ—J\})W cos 3(1\;;)7r o cos (N—1)7r2(2N—1)

Asi, mirando f y g como vectores columna, tenemos:

donde CY es la matriz traspuesta de C;. Ademads, (3.2.12) nos dice que CtC; = 1,
y por lo tanto C; es una matriz ortogonal de tamano N x N.

2.2. Base coseno discreta IV (DC-IV). Un procedimento parecido al us-
ado en la construcién de la Base Coseno IV en L?[0, 1], puede ser usado aqui para
obtener la Base Coseno Discreta IV (DC-1V') para senales de tamano N. Para ello,

dada una senal f = (f [n])N=! € Fy consideramos su extensién f de tamafio 4N

tal que f sea simétrica con respecto a —% y antisimétrica con respecto a N — % y
—N — %, es decir

fln] st 0<n<N-1

fl[F1—-n] si —N<n<-1
—f2N—-1—-n] si N<n<2N-1
—f2N+n] si —2N<n<-N

(3.2.14) fln] =

Ver Figura 4. El Teorema 3.2.2, con 2N en lugar de N, nos da el siguiente
resultado.

TEOREMA 3.2.15. El siguiente sistema es una base ortonormal en Fyy:

- oN_1 ) 2N-1
(3.2.16) ult) = (—egﬁ("+z>>
’ VAN ne2N

k=—2N

Por tanto, razonando con partes reales e imaginarias, como en (3.2.4) y (3.2.5)
(con 2N en lugar de N) podemos escribir f € Fyy como

2N—-1

2N
(3.2.17) finl =" anCiV ]+ bS], —2N <n < 2N.
k=0 k=1
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FiGURA 4. Extensiéon de una senal con N = 5 simétrica en —% y
antisimétrica en £N — %

o AN Ce g
Como antes, b, = 0 por ser f simétrica y S,(c ) antisimétricas con respecto a —%.

, .y P .. . 4N . sy .
Ademas, también tenemos aq, = 0 por ser f antisimétrica y Cgk ) simetrica respecto
a N — 1. En efecto,

k k
Cg,tN) [2N—1—n| = cos (%(QN—n—%)) = cos (%(n—i—%)) = CSZN) [n], 0<n<N.

Por tanto, restringiendo (3.2.17) a 0 <n < N — 1 obtenemos

N-1

fln] = Z a2k+1cgfi)1[n], 0<n<N.
k=0

Veamos que estos vectores forman una base ortonormal de Fly.
TEOREMA 3.2.18 (Base Coseno IV Discreta, DC-1V). El sistema
N-1
2 (4N) 2 T 1 1
\/iC ol = \/j <COS—(k3 +=)(n+ —))
{ N “2k+1 N N 2 2 0
es una base ortonormal en Fy.

DEMOSTRACION. Para 0 <[ < k < N — 1, tenemos

msik £
N-1
(4N) (4N) . ™ 1 1 ™ 1 1
(OO = X eos | Tkt 5)0n+ 5)eos | T+ it
N-1

1 1 1
= 3 2 |:COS %(k: +1+1)(n+ 5) + cos %(k — ) (n+ 5)}
=0

porque para cada una de las sumas se puede aplicar (3.2.8).
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wsik=10(0<k<N-—1), tenemos:

(4N) ~(@AN)\ — 7T 1 1
(Cors1r Copy1) = cos® )(” +3)
— N 2
N-1

1 1 N

= En {1+cos—2k:+1)(n+§) =3

0J
El Teorema 3.2.18 permite escribir cualquier £ = (f[n])o<n<ny € Fx como

N-1

. 1 1
(3.2.19) fn] = \/% ik cos (30 +5)(n+3)), 0= <N,

donde los coeficientes f[v[k vienen dados por la férmula:

(3.2.20)
N-1
Fivlk = (F/2CH0) = /23 fln) cos [%(/H%)@H%)}, 0<k<A.
n=0

A esta senal f;, la denominamos transformada coseno discreta IV de f, que a veces
denotaremos por DCTy (f). Como antes, la transformacién se puede escribir en
forma matricial, usando

]f[V(O) COSs g( %) f(())
(3'2'21) fIV(l) _ % COS—F —|—§) f(l)
fIV(N—]_) COSW(H_F%) FIN=1)

La matriz asociada se suele denotar Cjy, y como antes es una matriz ortogonal
de tamano N x N.
3. Transformada Coseno Discreta: Algoritmos Rapidos

En esta seccién describimos algoritmos rapidos para el célculo de las transfor-
madas coseno, que son similares a los usados para la FFT.

3.1. Algoritmos Répidos para DCT;. Fijamos N = 2'. Paraf = (f[n])o<n<n
en Fl, denotamos sus transformadas coseno por

(3.3.1) DCTY flk] = )\k\/% i fln] cos[l%(njL %)}
(3.3.2) DCT, flk] = /2 i f[n] cos [%(k + %)(n%— %)

donde A\g = 1/\/§ y A = 1si1 <k < N. Estas son las formulas para la transfor-
mada coseno que usa el programa informatico Matlab. Como hicimos con la FFT,
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separamos los sumandos
DCTﬁVf[k]:Ak\/%[ S+ > ]
0<n<N/2 N/2<n<N

Cambiando variables n = N — 1 — m, el segundo sumando podemos escribirlo como

0<§N/2f[]\7 -1- ]cos[ljv (N —m — %)]
y como cos[E (N —m — 1)] = (- l)kcos[ﬁ(m + 1)], tenemos
DCTY f[k] = )\k\/7 Z —1)*fIN —1—n]) cos[%r(n + %)]
0<n<N/2

Si definimos las senales de Fi/o

fln] = fln] + fIN=1—=n], vy filn] = fln] = f[N-1-n], 0<n<N/2

entonces vemos que, para 0 < k < N/2,

DCTY f2k] = 23 DCTf,[k]
DCT f2k+1] = DCTN?filk].

Por tanto, si AI(N )y AIV(N ) denotan respectivamente el nimero de operaciones
para calcular DCTY y DCTY,, entonces tendremos

(3.3.3) Ar(N) = A;(N/2)+ N/2+ Arv(N/2) + N/2
Por tanto, si conociéramos un algoritmo rapido para DCT?]V, digamos con
(3.3.4) Ay (N) < aNlog, N + BN,

entonces iterando en (3.3.3) tendriamos
!
Ar(N) = > [An(N/2) +2N/27] < aNlogy N + (8 +2)N
j=1

Por tltimo, hay varios algoritmos que permiten probar (3.3.4), incluso con el valor
a = K/2, donde k es la constante para la FFT; ver Teorema 2.4.3. Por ejemplo, con
célculos similares no es dificil ver que, para 0 < k < N/2,

(3.3.5) DCTY, f2k] = m[e ”’“g[k]}
(3.3.6) DCTY, f[N — 2k — 1] = —s[e—% g[k]}

donde g[n] = e~ D% (f[2n]+if[N—2n—1]),0 <n < N/2, es una seﬁal en Fiys
(los detalles se pueden consultar en [3, §8.3.4]). Por tanto necesitaremos x4 log, N
operaciones complejas para calcular § (con FFT), mds 5N /2 operaciones compleJas
para construir g y calcular (3.3.5) y (3.3.6).






Capitulo 4

Codificacién y cuantizacion

La compresién es necesaria para almacenar y transmitir senales utilizando el
menor espacio posible de memoria. Los algoritmos de compresién suelen constar de
varios pasos. Por un lado, los denominados pasos de compresion con pérdida realizan
procesos irreversibles de aproximacion o redondeo en la senal, introduciendo una
inevitable pérdida de informacion.

Por otro lado, los pasos de compresion sin pérdida buscan la forma de “codificar”
la informacion, asignando a cada simbolo un cédigo binario que minimice el niimero
de bits necesarios para almacenar la senal. Este proceso es reversible, y si se realiza de
forma eficiente puede implicar compresiones en torno al 15 % (como en los algoritmos
zip, png, etc...).

En este capitulo explicaremos las técnicas habituales de codificacion en la com-
presién sin pérdida, asi como algunas técnicas de redondeo (o cuantizacién) de la
compresién con pérdida. Para ello seguiremos como referencia la seccién §10.2 del
libro de Mallat [3], asi como las notas de curso de E. Herndndez [1].

1. Codificacion y Entropia de Shannon

1.1. Alfabetos y cddigos binarios. Suponer que tenemos una fuente de
informacion cuyas “palabras” se construyen a partir de un alfabeto finito de simbolos
A = {x1,x9,...,xx}. Por ejemplo, los textos literarios, libros, etc... se representan
mediante sucesiones consecutivas de letras {a,b, ..., z} (y algunos simbolos bésicos
de puntuacién). Por otro lado, las imdgenes se pueden representar como sucesiones
consecutivas de los digitos {0, 1, ...,255}, que representan los tonos de gris de cada
pixel.

Fijado un alfabeto A, llamemos X a la variable aleatoria que extrae un simbolo
del alfabeto al azar. En un alfabeto dado, puede ocurrir que ciertos simbolos sean
mas frecuentes que otros, ver por ejemplo la Figura 1.

Para almacenar “palabras” en un ordenador, es necesario reemplazar los simbolos
xx por numeros binarios wy, es decir sucesiones finitas de los bits 0 y 1. El objetivo
es buscar un “codigo”, es decir una asignacién

T = Wk

que minimice el nimero medio de bits por letra L. Por supuesto, la asignacién
debe hacerse de manera que a cada palabra zy, ...z, le corresponda una wnica
sucesion de bits wy, . ..wg,, de modo que a partir de estos podamos reconstruir sin
ambigiiedad la palabra original. Por ejemplo, los simbolos {0, 1,2, ...,255} pueden
codificarse cada uno de ellos con un nimero binario de 8 digitos, que es su repre-
sentacién en base 2. En este caso L = 8, pero ;puede conseguirse un cédigo mejor?

35
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14 -

10 A

Frecuencia relativa
|

KLMNNOPQRSTUVWXY Z
Letra

FIGURA 1. Frecuencia de las letras del alfabeto espanol. Fuente: wikipedia

Para formular este problema matematicamente necesitamos conocer la distribu-
cion de probabilidades de cada simbolo

pr=Prob (X =x), k=1,..., K.

El objetivo es encontrar un codigo C: xp — wy que minimice

K
L= Zpk ly, donde ¢, = Long wy.

k=1
EJEMPLO 4.1.1. En el alfabeto AOES solo hay cuatro simbolos. Podriamos usar
la siguiente codificacién

Ci: A=00, O=01, E=10, S=11,

donde todos los niimeros binarios tienen longitud 2. La palabra “aoesiana” AASAEEAO
se codificaria

0000110010100001,

usando un total de 16 bits, es decir 2 bits/letra. Asignemos ahora el codigo
Ca: A=0, E=10, S=110, O=111
La misma palabra se codificaria ahora como

00110010100111,

con so6lo 14 bits, y un nimero medio de % = 1,75 bits/letra. El segundo codigo

parece entonces mejor que el primero, y esto sera asi si la distribucién de letras en
el alfabeto AOES cumple

(4.1.2) pa=3, PE=7%. PO =DPS=%

como ocurre con la palabra anterior. En este caso palabras como SSSSSSSS serian
mas largas con el cédigo Cy, pero son muy poco frecuentes.

JExiste un cédigo mejor que el codigo Co? Por ejemplo podriamos definir

(4.1.3) C;: A=0, E=1, O0=10, S=11,
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Wy W W,
100 101 110 111

Figura 2. Construccion en arbol de un cédigo binario con la condi-
cién del prefijo para un alfabeto de 6 simbolos. Fuente: Mallat, Fig
10.1

y en este caso la palabra anterior se codifica con sélo 10 bits, y una media de 1’25
bits/letra. Pero este codigo es ambiguo: la sucesién 101 podria corresponder a EAE o
bien a OE, y no podemos descifrar de manera tnica la palabra. En los cédigos C; y Cy
no ocurria esto, y las palabras podian recuperarse de manera tinica sin informacién
adicional.

Para garantizar que toda sucesion wy, wy, - - - W, se puede descodificar de manera
Unica, es necesario imponer la siguiente condicién:

DEFINICION 4.1.4. Condicién del Prefijo. Decimos que {wy, . .., wx } cumple
la condicion del prefijo si ningiin nimero w; puede ser el “comienzo” (prefijo) de
otro nimero de la familia wy, para k # j.

Los codigos C; y Cs del ejemplo anterior cumplen la condicién del prefijo, pero
el codigo C3 no la cumple porque wy es un prefijo de los digitos w3 y wy.

Una forma practica de construir codigos con la condicién del prefijo es mediante
arboles binarios de K hojas, cada una de las cuales corresponde a los simbolos
x1, ..., T Bl cédigo binario wy asociado a xy se obtiene seleccionando el camino que
une la raiz con la hoja z; del arbol y escogiendo por orden los digitos 0 6 1 segun el
camino gire a izquierda o derecha; ver Figura 2.

Obsérvese que la longitud [, de la palabra binaria wy es la profundidad de la
rama correspondiente del drbol binario. Para minimizar L es necesario encontrar un
arbol binario optimo donde los simbolos méas probables correspondan a hojas de los
primeros niveles, y los simbolos menos probables a hojas de los ultimos niveles.

1.2. La entropia de Shannon. Sea A = {x,...,xx} un alfabeto cuya vari-
able aleatoria X tiene probabilidades

(4.1.5) pr =Prob (X =), k=1,... K.
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Consideramos un cédigo
C: xp+— wp, con [f:=Long wy,

y estudiamos la funcién nimero medio de bits/letra:

K
L= Zpk Uy,
=1

., Cual es el valor mas pequeno que podria tomar esta funcién? El teorema de Shannon
que veremos abajo muestra que una cota inferior viene dada por la siguiente funcion
de entropia

DEFINICION 4.1.6. Dado un par (A, X) con distribucién de probabilidad (4.1.5),
se define su funcion de entropia como

K

1

(4.1.7) H(X) =) pilog, o
k=1

con el convenio de que un sumando es cero si py = 0.

EJEMPLO 4.1.8. En el ejemplo AOES tenemos

pa=1 pe=1 po=ps=1
Entonces
1 1
B 14_14_3 3 4+4+3+3 14_175
T2 2 8 8 8 8
Por tanto el cédigo Cy cumple que Ry (Ce) = H(X), y como veremos después, por

el Teorema de Shannon 4.1.11, serd un cédigo minimal.

La entropia H(X) mide la “incertidumbre” al seleccionar simbolos de la fuente

de informacién X. En el caso extremo
p1:1, pkzo, k:2,3,...,K,
no hay incertidumbre porque siempre se producira x1, y tenemos H(X) = 1log, 1 =
0. En el otro extremo, si
1
pl:pQZ"':pK:?a ]{321,2,...,K,

entonces la incertidumbre es maxima porque todos los simbolos tienen la misma
probabilidad de aparecer, y se tiene

K

k=1
El siguiente lema nos garantiza que estos dos casos son en efecto extremales.
LEMA 4.1.9. Para todo par (A, X) con K simbolos se tiene
0 <H(X) <log, K.
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DEMOSTRACION. Es claro que 0 < H(X) ya que 0 < p;, < 1. Tenemos pues que
maximizar H(X) = S5 py log, pik con la condiciéon 0 < pp, < 1y S8 pp = 1.
Usando la teoria de los multiplicadores de Lagrange escribimos

K K
1
F(pip2, ..., pr, A) = Zpk log, o + )\(Zpk —1).
k=1 k=1

. K
Para buscar los extremos con las restriciones py > 0, >, pr = 1, se resuelve el
sistema:

i o
mzzkzlpk—lz()

De las K primeras ecuaciones se deduce

OF _ - B
(4.1.10) {—logzﬁk—ﬁjwo, k=01,. K

logQLZL—)\é i:254‘:246
pe In2 Pk

por tanto p; = ... = px = 2*/e. La restricién Zszl pr = 1 entonces implica que

p=...=px=1/K.
Este valor da un méximo, porque

0*F K

OprOp; lpp=— N jk(_m>7

que produce una matriz hessiana negativa. O

A continuaciéon probamos el principal resultado de la seccién.

TEOREMA 4.1.11 (Shannon). Para todo par (A, X) con probabilidades {p, ... ,px}
y para todo cddigo C con longitudes {1, ..., 0k}, se tiene

(4.1.12) Rx(C) = ipkfk > H(X)

Ademds, siempre existe un codigo C con la regla del prefijo tal que
(4.1.13) Rx(C) < H(X) + 1.
Para la demostracion del teorema de Shannon necesitamos el siguiente resultado.

LEMA 4.1.14 (Kraft). Si un cddigo binario {w1,...,wk} estd formado por digi-

tos de longitudes {l1,..., Lk} y cumple la condicidn del prefijo, entonces
L

(4.1.15) d o<l
j=1

Reciprocamente, si unos nimeros naturales (1, ls, ..., L cumplen la desigualdad (4.1.15),
entonces existe un codigo binario con la condicion del prefijo formado por digitos de
longitudes €1, ¥y, ..., VK.
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DEMOSTRACION. Sea C un cédigo binario con la condicién del prefijo; ver Defini-
cién 4.1.4. Sea T el arbol binario del que proviene, cuyos vértices 07 etiquetamos
con {w;}/<,, y cuya profundidad es M = méx{/y, ..., (x }.

Colgando de cada vértice w;, definimos un nuevo arbol 7; de raiz w; y profun-
didad M — /;. Por la condicién del prefijo, los subdrboles 73, ..., 7 no tienen nodos
en comun, y la unién de todos ellos 7* =7 U7, U. ..U 7k sigue siendo un arbol de

profundidad M. Por tanto,
N
anrd(@’]}) < card(97*) < 2M.
j=1

Pero cada subérbol 7; tiene profundidad M — ¢; y por tanto card(97;) = 2M-4.
Insertandolo en la férmula anterior resulta:

K K K
Z2M—fj < oM — QMZWJ' < oM — 22—@ < 1.
j=1 j=1 j=1

Probemos ahora el reciproco. Admitamos que se cumple (4.1.15) y ordenamos
las longitudes 1 < ¢y < ... < { =: M. Considero el arbol binario completo 7* de
profundidad M . Sean S; los 2Y =% primeros vértices del nivel M de 7*; sean S5 los
2M—=t2 yértices siguientes y asi sucesivamente. Como

K

Z oM—t; < oM

j=1

los conjuntos Sy, Sa, ..., Sk (que son disjuntos por construccién) tienen juntos menos
de 2M elementos y por tanto pueden elegirse con el algoritmo descrito.

Obsérvese que asociado a cada conjunto S; se construir hacia arriba el subarbol
7; de T tal que 97; = S; y cuya profundidad es M — ¢;. Llamamos v; al nodo
raiz del subarbol 7). Entonces el &rbol 7 = 7\ (7; U. ..U 7k) tiene como vértices
los puntos vy, ..., vg, con profundidades /1, ..., k. Por tanto 7 genera un codigo
binario {w,...,wk} con la propiedad del prefijo y con Long w; = ¢;. 0

Ahora podemos probar el Teorema de Shannon.

DEMOSTRACION. Tenemos que minimizar la funcién

K
Rx(ly,.... k) = ijgj
=1

en las variables naturales /4, ...,k sujeto a la condicién Z]K:1 274 < 1 que da el

Lema de Kraft. Vamos a comenzar resolviendo un problema un poco més general.
Se trata de minimizar

K
Rx<(L’1, ,l‘[() = ijxj
j=1
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en las variables reales xq, o, ...,z > 0, sujeto a la condicion Z]K=1 27% =1 —¢,
con 0 < e < 1. Usamos el método del multiplicador de Lagrange. Sea

K K
F(zy,...,xk,\) = ij:cj—i—)\(ZQ*xj—l—i—g).

Los extremos de Rx deben ser solucién de

BF_ m2)\27% =0, j=0,1,...K
(4116) { pj (n ) ? ] )y 9

—.Z' i J—
= Zk:l I=1+e=0
De las primeras K ecuaciones se deduce

Dj
Aln2

Poniendo este resultado en la dltima de las ecuaciones de (4.1.16) se deduce

(4.1.17) pj = (IN2)N27% = 27% =

1 1
l—e=S 27 = - —_— A=
°T Z )\ln2 An2 (1—o)ln2
Substituyendo en (4.1.17) se obtiene 2% = (1 — ¢)p; y por tanto

—x;j = logy[(1 — &)p;] = z; = log, ( ;o J=12 K

1-— 8)]9]'

., .. PF 3 i
Esta eleccién corresponde a un minimo porque g0z, = Di In 20;; que da una matriz

definida positiva.
Por tanto, para ¢ € [0, 1] fijo, el minimo de Ry es Z] L pjlog, o 6) . De todos
estos valores de ¢, el menor corresponde a € = 0, y por tanto

K
Rx(x1,...,2K) > X:pjlog2 , Va9, ..., >0 : 22’% <1

Esto resuelve el problema cuando tenemos valores reales. Para el caso entero

mlen Rx(l1,....,0lx) > min Rx(zi,..,7x),
> 271 271
porque en la derecha se toma el minimo sobre un conjunto mas grande que en la
izquierda. Por tanto

K
R gla"'; Z logQ - (X)a

lo que demuestra (4.1.12). Para probar que siempre existe un c6digo C con la pro-
priedad del prefijo que satisface Rx(C) < H(X) + 1, elegimos los nimeros

1
_-‘ 3 j:1727"'7K7

bj

(4.1.18) ;= [logQ
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donde [x] denota la parte entera por arriba de x, es decir el menor entero mayor o
igual que z. Observar que

K K —[bg N w Koo K
SERES SER L I SRS S
j=1 j=1 j=1 j=1
Entonces el lema de Kraft garantiza que existe un cédigo binario {wy,...,wxk} con
la condicion del prefijo. Entonces el codigo C: xy +— wy cumple

K 1 K 1
Ry(©) = S p, [1og2 ]<ij<logze+1>
j=1 P j=1 b;

J
K L
= Y pilogs—+> p;=H(X)+1,
j=1 p; 53

porque la parte entera por arriba cumple [z] < z + 1. Esto demuestra (4.1.13). O

2. El Cédigo de Huffman

Dado un alfabeto A, denotamos por €(.A) la familia de todos los codigos C: zy, +—
wy. con la condicién del prefijo. Decimos que Cy es un cddigo minimal para (A, X) si

Rx(Co) = Cre%f(% Rx(C) = RY™.

El teorema de Shannon 4.1.11 nos dice que, si Cy es un cédigo minimal, entonces

El algoritmo utilizado en la demostracion, ver (4.1.18), en el caso en que todos los
pj = 27" para ciertos enteros k;, nos permite elegir {; = x; y obtener un cédigo
C con Rx(C) = H(X) que por tanto serd minimal. Pero en general, Rx(C) no
coincidira con H(X) porque log, pij no es necesariamente un numero entero.

Por tanto se plantea la pregunta de si dado un par (A, X) existe algiin algoritmo
constructivo para obtener codigos minimales. O de forma equivalente, si dada una
familia de probabilidad P = {p1,...,px} existe un K-arbol binario 7, es decir con
K hojas en la frontera {hy, ..., hx}, tal que se minimice la expresién

K
Rp(T) = Zpkfk, donde ¢;, = profundidad (hg).
j=1
A tales arboles 7 los llamaremos K -drboles minimales o drboles optimos para P.

Obsérvese que hay a lo sumo una cantidad finita de K-arboles binarios, por lo que
siempre existird alguno que sea minimal.

El problema de encontrar el cédigo éptimo para unas probabilidades dadas fue
propuesto por R. Fano a sus estudiantes de un curso de doctorado en el MIT. La
oferta era la siguiente: El curso se superaba o bien resolviendo este problema o bien
superando el examen final. David Huffman trabajo en el problema hasta una semana
antes del examen, cuando decidié abandonarlo y ponerse a estudiar sus notas para
el examen final. Unos dias después, cuando recogia papeles de su mesa para tirarlos
a la papelera le surge la idea que le llevo a resolver el problema.
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Es claro que los simbolos con mayor probabilidad deben estar mas cerca de la
raiz del arbol. La idea de Huffman es comenzar a construir el drbol por sus ulti-
mas hojas usando las probabilidades mas pequenas. Comenzamos haciendo algunas
observaciones sobre un arbol éptimo 7:

1. Cada hoja de profundidad méaxima de un arbol 6ptimo tiene al menos otra
hoja hermana en su mismo nivel; si no fuera asi podriamos sustituir el arbol
por otro con Rp menor, simplemente quitando esta hoja.

2. Sean hy y ho dos hojas de un arbol éptimo 7 con longitudes ¢ > ¢ respec-
tivamente. Entonces para sus probabilidades se ha de tener p; < ps. Esto es
asi, porque si se cumpliera p; > pa, a partir del drbol 7" podriamos encontrar
un arbol 7 intercambiando las etiquetas hy y hy. Entonces

K
Rp(T) = ijgj + p1ly + palo
=3
K
= ijfj + pila + paly + (prly + pala — prls — paly)
=3

= Rp(T) +pi(€y — la) + pa(la — 4q)

= Rp(T)+ (p1 = p2) (s = b2) > Rp(T),
y el arbol 7 no seria 6ptimo.
3. Por tanto, en el ultimo nivel de un arbol éptimo siempre deberia haber
al menos dos hojas hermanas h; y hs, correspodientes a las probabilidades
menores p; y pa.

La clave del algoritmo de Huffman reside en el siguiente lema:

LEMA 4.2.1. Sea P = {p1,p2,.--,DK} Y supongamos que p; < pa < ... < pPg.
Suponer que T* es un (K —1)-drbol éptimo para el conjunto P* = {p1+pa, 3, ..., DK } -
Si la hoja que tiene la probabilidad p, + po la separamos en dos subhojas de un nivel
mds cada una con probabilidades p, y ps entonces se obtiene un K-arbol T que es
optimo para P.

DEMOSTRACION. Observar que 7 tiene dos hojas méds que 7* con un nivel de
profundidad mas, por lo que

Rp(T) =Rp-(T") + p1 + po.

Sea S un K-arbol éptimo para P, para el cual podemos suponer que p; y ps son veci-
nas en el dltimo nivel (observacién 3). Eliminamos estas dos hojas de S y las unimos
en una sola de nivel superior con propabilidad p; +ps. Se obtiene asi un (K —1)-arbol
S* para las probabilidades P*. Como 7* era éptimo para estas probabilidades se
tiene que

RP*(T*> S RP* (8*) = Rp(S) — P1 — Pa2.
Por tanto,

Rp(T)=Rp-(T")+p1 +p2 < Rp(S) —p1 —p2 + 01 +p2 = Rp(S).
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0.1 0.05

Figure 11.3: Prefix tree grown with the Huffman algorithm for a set of K = 6
symbols z;, whose probabilities py, are indicated at the leaves of the tree.

FicuraA 3. Construccion de un cédigo de Huffman con K = 6. Fuente:
Mallat, Fig 10.3

Como S era éptimo para P, también tenemos Rp(S) < Rp(7), y por tanto
RP(T) = RP(S)a
lo cual implica que 7 es un K-arbol 6ptimo. 0

El Lema 4.2.1 da un algoritmo para obtener el cédigo éptimo. Suponer que
P ={p1 <ps <...<pg}. Construimos un 1-arbol colocando p; y p» como nodos
finales, y al padre comtin de ambos le asignamos la probabilidad p; 2 = p1 + po.
Reordenamos el conjunto P* = {py 2, ps,...,px} y construimos otro 1-arbol con las
dos menores p, y pp. Si p12 es una de ellas, entonces unimos los arboles anteriores
en un 2-arbol por el nodo comun, asignando al vértice la probabilidad p, s = p, + pp.
Si no, dejamos los 1-arboles disjuntos en el mismo nivel. A continuacién iteramos el
proceso con el (K — 2)-conjunto de probabilidades restante P** = {p,s,...}, y asi
sucesivamente.

EJEMPLO 4.2.2. Se trata de construir un cédigo de Huffman con K = 6 asociado
a las probabilidades

p120a05 p2:071 pdzoal p4:Oa15 p5:072 p6:074

Procediendo como se describe arriba se llega al 6-arbol de la Figura 3. El codigo
binario minimal por tanto sera

{w; = 1111, wy =1110, w3 =110, wy =101, ws; =100, ws =0}
La longitud media por simbolo de este codigo es
L=4-0054+4-01+3-01+3-015+3-02+1-04=235.
Por otro lado, la entropia de P es

H =005log, 55z + ... + 0'4log, 57 = 2/284.
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Por tanto en este caso la longitud media minimal no coincide con la entropia.

3. Cuantizacién

Supongamos que la fuente de informacién es una variable aleatoria continua X,
que toma valores numéricos reales, en principio arbitrarios, en un intervalo [a, b] (o
incluso en todo R). Puesto que los valores de X deben codificarse con un niimero
finito de digitos binarios es necesario aproximar X por un “cuantizador” X = Q(X)
que s6lo toma valores sobre un conjunto finito {z1,...,zx}.

Para hacer la cuantizacién se divide [a,b] en K intervalos {(yx—1, k) }1<k<k, €n
principio de longitud variable, y se aproxima cada x € (yx_1, yx] por un valor zy, fijo,
es decir

Q(r) =x, V€ (Yr—1, Y]
A los intervalos (yx_1, yx] se les llama intervalos de cuantizacion.

EJEMPLO 4.3.1. Redondeo al entero mds cercano. En este caso el cuantizador
y los intervalos de cuantizacion se eligen como

Qz)=k, st ze(k—3k+3], kel
3.1. Cuantizadores y distorsién. Sea p(z) la distribuicién de probabilidad

de la fuente X mirada como variable aleatoria. Decimos que un cuantizador () tiene
alta resolucion si p(x) es constante en los intervalos de cuantizacién. En ese caso,

Pk
4.3.2 r) = ——"—
(4.3.2) p(z) —

donde p;, = fyi’il p(z) dx cumple Zi{:l pr = 1. En la préctica, si los intervalos son

Ve (yk,l,yk], k:1,2,...,K,

suficientemente pequenos, p(x) sera aproximadamente constante en ellos, y podemos
considerar el cuantizador como de alta resolucion.

La proposicion siguiente nos dice cémo debe elegirse el valor x; del cuantizador
para minimizar el error cuadréatico medio o distorsion

(4.3.3) D= / (z — Q(z))*p(x)dw.

PROPOSICION 4.3.4. Para un cuantizador de alta resolucidn, el error cuadrdtico
medio (4.3.3) se minimiza cuando

_ Uk + Yk-1

k=1,...,K
2 ) ) )

Tk

y en ese caso la distorsion vale
K

(4.3.5) D == e — mer)®

k=1
DEMOSTRACION. Para un cuantizador de alta resolucién con Q(z) = xy,
K

Ky Yk
k=1 Y Yk—-1

Yk — Yk—1 ey Ik T Yk—1 Sy
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Basta pues minimizar cada integral

Fi(xy) = (z — x1,)%dz.

Uk
Yk—
Los extremos se alcanzaran cuando Fj(z;) = 0, es decir
U
/ —2(x — zg)dx = —[(z — $k)Z]Z§_1 = 0.
Ye—1
Operando tenemos
—(yr — x)* + (yh1 — 2)* = 0
—Yi + 2ykTk — T+ Yoy — 2Tk + 25 =0
Vi1 — Yo+ 20x(yr — Y1) =0

y por tanto
Yo+ Yrt
5
Como F}/(xr) = 2(yr — yk—1) > 0, el valor obtenido es un minimo. Por tanto, la
distorsiéon minima queda

D — Z/ k+3/k 1)2 Pk 4o

T =

Y — Yr—1
B Yk
_ Z Di y (CL’ yk+§/k 1)3]
— Yp— 3
vy Ik T Yk—1 .
_ 1 Yk T Uk-1\3 Ykt Yk-143
= ; T — 1 —2 ) (yk—l —2 ) ]
1o y Y Y Y
_ - k — Yk—1 k-1 — Yk3
= 32 () ()
K K
_ 1 2<yk_yk—1)3 i 1 2
B 3; Yk — Yk—1 23 12 ;pk(yk Y1)

O

A partir de ahora supondremos que los valores z; de los cuantizadores son los
dados por la Proposicion 4.3.4. Ademas, diremos que () es un cuantizador uniforme
cuando todos los intervalos de cuantizacion tienen la misma longitud

A:yk_yk—la Vk’zl,Q,,K

Para cuantizadores uniformes la distorsion viene dada por

1 & A2
— — 2 = —_—

y por tanto no depende de la distribucién de probabilidad.
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Ax+(1-L)y Y

F1GURA 4. Funcién céncava

3.2. Cuantizadores que minimizan la entropia. En la préctica, fijada una
magnitud D para la distorsién, buscamos un cuantizador X = Q(X) que nos permita
codificar datos minimizando el nimero de bits/letra. El Teorema de Shannon nos

sugiere buscar el cuantizador X = Q(X) que tenga menor entropia

N K 1
X) = Zpk log, —
—1 Pk

Para ello definimos un nuevo parametro, la entropia diferencial de X, como

Ha(X) =

K

’ 1
/a p(z) log, @) dx.

Si p(z) es constante en intervalos, como en (4.3.2), tenemos

Yk

(4.38) Ho(X) =S —*

1 Yk T Yk—1

(logQ

— Yr—1
) — Yk— 1
k

PROPOSICION 4.3.9. Para todo cuantizador X = QX

tiene

(4.3.10) H(X) > Ha(X) — %10g2(12D),

— Yk 1
Z pilog, #— 2

) de alta resolucion se

y la igualdad en (4.3.10) se cumple si y solo si Q) es uniforme.

DEMOSTRACION. Usando (4.3.8) tenemos

K K
1
Hao(X) = > pilogy . > prloga(yk — yr-1)
k=1 k=1

= H(X)+

k=1

K
1
3 > pilogy (e — ys—1)”.
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Recordemos que una funcién ¢(x) es céncava si para todo {as, as, ...,ax} y para
K .
todo pr, > 0 con > ,_, pr = 1 se tiene que

(4.3.11) > peelar) < (> prar),

ver Figura 4. Ademds, si ¢ es estritamente céncava, solo hay igualdad en (4.3.11)
cuando a; = a para todo k = 1,2,..., K. Como p(z) = log,x es estritamente
coéncava se tiene

K

K
1 1
(4312) 3 > peloga(yk — yr-1)” < 510gs(Y  pr(ys — vs-1)?) = 5 logx(12D),
k=1 k=1

N| —

usando la féormula (4.3.5). Por tanto
> 1
Ha(X) <H(X) + 5 log,(12D),

de donde se obtiene (4.3.10). Ademsds la igualdad sélo ocurre si yx — yx_1 son todos
iguales, es decir, ) es un cuantizador uniforme. 0J

COROLARIO 4.3.13. Fijada una distorsion D, el cuantizador X = Q(X) de
menor entropia es el cuantizador uniforme con A\ =+/12D. Ademds se cumple

(4.3.14) H(X) = Ha(X) — %log2(12D) — H(X) + log, %.

Usando el Teorema de Shannon, si codificamos X con un cédigo minimal C
(como el de Huffman), el nimero de bits/simbolo Ry = R%(Co) cumplira

~ 1 ~
(4.3.15) Ry 2 M(X) = Ha(X) +log, . v Ry <H(X)+1.

Alternativamente, usando (4.3.14), tenemos que la distorsién de X cumple

1 3 1 1
4.3.16) D = ——22Ma(X)g=21(X) > _ 92Ha(X)9=2R% D < —2?Ma(X)p=2Rx 1)
(4.3.16) 12 - 12 Y 12
EJEMPLO 4.3.17. Cuantizacion de X con wvalores en [a,b]. En la préctica,
primero se escoge un entero K suficientemente grande de modo que la funcion
de probabilidad p(z) sea (esencialmente) constante sobre intervalos de longitud
A = (b—a)/K. Después se define una “funcién de redondeo”

Qa(z)=a+(k+ 1A, si z€fa+kda+(k+1)D), 0<k<K.

Entonces X = QA (X) es un cuantizador uniforme de alta definicién, con distorsién
A? /12y que codificado con el algoritmo de Huffman tiene un ntimero de bits/stmbolo
R que esencialmente vale H4(X) + log, %.

EJEMPLO 4.3.18. Cuantizacion de X limitada a R bits/simbolo. A veces el
ordenador, o el canal de transmisién, no permiten usar mas de R bits/simbolo. En
ese caso, podemos usar el mismo cuantizador Qo que en el ejemplo anterior, pero
escogiendo A = (b — a)/K de modo que se cumpla

1
R; < 1+Hd(X)+IOgQZ <R.
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Es decir, bastarfa con escoger K de modo que A = (b — a)/K > 2Ma(X)=F+1 (y
suficientemente pequeno para tener alta definicién).

3.3. Cuantizacién de vectores. En algunas aplicaciones (como al cuantizar
senales discretas) las fuentes de informacién serdn vectoriales, es decir

X= > Xnle,

0<n<N

donde cada X[n] es una variable aleatoria escalar (que supondremos de media cero)
y {en}o<n<ny una base ortonormal. Queremos ahora minimizar el nimero medio de
bits/simbolo para todas las fuentes de informacién. Es decir, encontrar cuantizadores

de alta resolucién X = (X[n])o<pen, de modo que minimicen la entropia media

H(X) ::% S H(X[n)).

0<n<N

Por la Proposicién 4.3.9 los cuantizadores X[n] pueden suponerse uniformes con
tamanos de los intervalos A\,,. El objetivo ahora es minimizar entre todos los tamanos
posibles de los intervalos. N N

Definimos la distorsion total de un cuantizador vectorial X = (X [n])o<n<ny como

Dg =E[|X = X|P] = > E[X[n]-X[*] = Y  Dgup

v la entropia diferencial media de X como

Ha(X) = % i Ha(X[n]).

El siguiente resultado generaliza la Proposicién 4.3.9.

TEOREMA 4.3.19. Entre todos los vectores X = (X[n])ocnen de cuantizadores
de alta resolucion, con distorsion total fija D, la entropia media H es minima si son
todos uniformes con

12D

(4.3.20) AN , 0<n<N.
N
En este caso se tiene
N _ _
(4.3.21) D=4 92Ma(X)9=2H

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.3.9 sabemos que los X [n] pueden supon-
erse uniformes. Ademads, por (4.3.14)

~ 1
H(X[n]) = Ha(X[n]) ~ 5 loga(12D,).
Tomando promedios,

N-1

(4.3.22) H(X) = Hao(X) — = Z %log2(12D)}[n])

n=0
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Basta pues maximizar la funcién

N
1
F<x17 B 7'TN) = N210g2<xn)7
n=1

con la restriccién 320z, = D. Usando de nuevo la concavidad de ¢(z) = log, « y
la desigualdad (4.3. 11) (con pp = 1/N y ar = xy,) se tiene

Zlog2 x) < logy(— an = logy(D/N),

n=1

con igualdad si y solo si todos los z,, son iguales. Por tanto debemos tener
DX[R}ZD/N7 anO,...,N—l.
Por otro lado, de (4.3.7) sabemos que
Ay =12Dg;, = 12D/N,
lo que prueba (4.3.20). Ademés, sustituyendo en (4.3.22),
— = — 1
(4.3.23) H(X) = Ha(X) — 5 log,(12D/N),
de donde se obtiene (4.3.21) despejando la D. O

3.4. Cuantizadores vectoriales ponderados. En algunas aplicaciones, in-
teresa utilizar una funcién de distorsion que varie de forma distinta en cada com-
ponente X|[n]. Por ejemplo, cuando las variables aleatorias X|[n| tienen distintas
desviaciones tipicas. Otro ejemplo se da al cuantizar la TFD de una senal de audio
o de una imagen, pues la percepciéon humana es mas sensible a los cambios en bajas
frecuencias (n pequenos) que en las altas (n grandes).

En estos casos es conveniente considerar una funcién de distorsion ponderada

~ 2 D
pri= Y EH—X["ZXW] |= > = donde D, =Dy

w
0<n<N 0<n<N T

[n]®

y donde w = (wy)o<n<n €s un vector de pesos positivos prefijado. ;Cudl sera el
cuantizador vectorial optimo X entre los que tienen DZ = D fijo?

Para determinarlo basta aplicar la construccién de la seccién anterior a
Y = (Y[n])o<nen, con Yin]:= X[n]/w,.

El Teorema 4.3.19 nos da cuantizadores uniformes Y'[n] = Qa(Y[n]), con intervalos

de tamafio comin A = /12Dy /N. Ahora simplemente definimos
(4.3.24) X[n] := w,Y[n] = w,Qa(X[n]/wy) = Qu,a(X[n]), 0<n<N,

como cuantizadores uniformes de los X[n]. Obsérvese que Dy = DY = D. Los

intervalos asociados a X[n] tienen ahora tamanos distintos

A, = w,A =w,\/12D/N.
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Como las funciones de probabilidad cumplen
pY[n]<x> = WpPX][n) (wnx>:

es facil ver que H(Y[n]) = H(Y[n]) +logy(1/w,) (y lo mismo para Hy), de donde se
sigue (llamando @ = 5 o,y l0gy(1/wy))

— ~ — 1
H(X) = H(Y)+w=Hy(Y)+w— 5 log,(12D/N)

— 1

= Hu(X) — 5 log,(12D/N).
COROLARIO 4.3.25. Fijada una constante D, el cuantizador X = (X[n])o<nen

definido por
(4.3.26) X[n] = Qu,a(X[n]), 0<n<N, conA=,/12D/N,

minimiza la entropia media de entre todos los cuantizadores que tienen DI =D.

En las aplicaciones a la codificacién de la DCT, y en particular en el algoritmo
JPEG, se utilizan estos cuantizadores ponderados, escogiendo la familia de pesos
(Wn)o<n<n segun un formato universal adecuado (y segun la tasa de compresién que
se busque). Ver Capitulo 5, seccién 3.






Capitulo 5

La codificacion en el formato JPEG

JPEG, en inglés Joint Photographic Experts Group, es un algoritmo que sirve
para comprimir imagenes, ya sean de colores o en escalas de gris. Fue desarrollado
originalmente en los anos 80 y la primera versién comenzo a ser usada extensamente
en 1992.

Aunque a finales de los 90 se hicieron esfuerzos por mejorar JPG80 incorporando
técnicas matemadticas més sofisticadas (como las bases de wavelets en lugar de las
bases coseno), lo cierto es que por problemas de patentes y de compatibilidad de
software, JPGS80 sigue siendo el més extendido.

En este capitulo explicaremos con detalle el proceso para el tratamiento y la
compresion de una imagen en el formato JPGS80. Para ello seguimos como referencia
el libro de Mallat [3, §10.5], con la adaptacién dada en los apuntes [1].

1. Preparacién de la imagen digital

1.1. El sistema RGB para representar colores. Una imagen digital se
representa con una matriz de datos

f = (f[m, n])0§m<M,0Sn<N

donde cada entrada f[m,n] corresponde a la intensidad de color del pixel situado en
la posicién [m,n|. En la practica M, N son potencias de 2, que suelen variar entre
256 y 2048 (o mas en las cAmaras més modernas).

En las fotografias en blanco y negro, f[m,n| es un nimero entero en {0, ..., 255},
y su valor mide la intensidad de gris del pixel correspondiente (donde 0 es més oscuro
y 255 mas claro). Este niimero se almacena con 1 byte = 8 bits.

En las fotograffas en color, f[m,n] en un vector de R3, donde cada componente
indica la intensidad de un color primario en la escala de 0 a 255 (donde 0 indica
que el color no estd presente, y 255 su intensidad méxima). En el llamado sistema
RGB los colores primarios son rojo, verde y azul (Red, Green, Blue, por sus siglas
en inglés). La combinacién adecuada de estos tres colores permite obtener cualquier
color de la paleta, y representar las fotografias con gran fidelidad.

La Figura 1 muestra la paleta de colores en un cubo 3D, donde los vértices
corresponden a los colores primerios y sus combinaciones. Los colores en la diagonal
del cubo, representados por (A, A, A) con 0 < X\ < 255, corresponden a la escala de
gris, donde A = 0 es negro y A = 255 blanco.

1.2. Transformacién del espacio de color. Para manipular la imagen, es
habitual que el formato RGB sea transformado en otro formato denotado Y Cb Cr,
similar al usado en los sistemas televisivos como PAL o NTSC.

= Y se denomina luminancia o brillo
= Cb y Cr se denominan saturacién, o crominancia, de azules y rojos.

53
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1255,0,0)
@ Red 1255,0,255}
(255,255,0) Magenta
Yellow .

(255,255,255)
White

e

Blue
(0,0,255)

Green
(0,255,0)

Cyan
(0,255, 255)

F1GURA 1. Representacion espacial de colores. Fuente: internet

La ecuacién linear para pasar de un sistema a otro es la siguiente :

Y 0,299 0,587 0,114 R 0
(5.1.1) Cb | = 0,169 —-0,331 0,5 x| G| + | 128
Cr 0,5 —0,419 —0,081 B 128

Los valores (Y, Cb, Cr) obtenidos a partir de los valores (R, G, B) cumplen la
relacion
0<Y, Cr, Cb < 255,

y tras redondearlos se representan con 8 bits cada uno de ellos. En este paso se
pierde un poco de informacién por redondeo, pero esta diferencia es indetectable
a ojos humanos. En el proceso de reconstruccion, los componentes (R, G, B) se
recuperan invirtiendo la ecuacion linear anterior.

1.3. Reduccion de resolucién. JPEG suele ademés aplicar una reduccion
(downsampling) en los canales Cr,Cb. Esto es debido a las cualidades de los re-
ceptores en el ojo humano, que son més sensibles al brillo de la imagen Y, que a
la saturacién de colores Cb y Cr. Los codificadores JPEG aprovechan este hecho
para reducir la informacién de color de la imagen, eliminando una muestra de cada
2 consecutivas en los valores Cb, Cr (downsampling). Después se reconstruye por
interpolacién.

2. Subdivisiéon en bloques 8 x 8
A partir de ahora supondremos que la imagen viene dada por una matriz discreta

f = (f[”a m])ogn<N70§m<M

(que puede corresponder a cualquiera de los canales Y, Cr,Cb anteriores, o al nivel de
gris en una imagen en blanco y negro). Supondremos que M y N son potencias de 2,
una restriccion habitual para poder aplicar los algoritmos de FFT. Por simplicidad
supondremos M = N = 2% [ > 3.
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(52 55 61 66 70 61 64 731
63 50 55 90 109 85 69 T2
62 59 68 113 144 104 66 73
63 58 71 122 154 106 70 69
67 61 68 104 126 88 68 T0
79 65 60 70 77 68 58 75
85 71 64 59 55 61 65 83
[ 87 79 69 68 65 76 78 94 |

FiGuraA 2. Ejemplo de un bloque 8 x 8 de una imagen y su repre-
sentacion en escala de gris. Fuente:[1, Fig 2.13]

Para procesar esta senal el primer paso es dividirla en bloques de tamano 8 x
8, donde cada uno de ellos serd procesado de forma independiente. Esto reduce
notablemente la complejidad de los cédlculos de FFTs, pero a costa de introducir
posibles alteraciones debido al cuadriculado de la imagen. Las bases coseno tratan
precisamente de minimizar este efecto. Un ejemplo de bloque 8 x8 y su representacion
en escala de gris viene dado por la figura 2

Para analizar cada bloque 8 x 8, JPG80 utiliza la transformada coseno discreta
en 2 dimensiones, que denotaremos 2D-DCT;. Esta transformada representa la senal
f en términos de una base de cosenos bidimensional, que se obtiene como producto
tensorial de las bases coseno-I que vimos en el Teorema 3.2.7. Es decir

u; = % (Ck[n]cl[m] = CO8 [%T(” + %)} cos {%T<m i %)D7

n,m=0

con 0 <k, <7,y X\ = 1/\/§ o bien A, =15si1<p<7. Los 64 coeficientes de la
senal transformada, 2D-DCT(f), vienen dados por

filk )= 22 S i m]cosl(n + Dl eos[Em + 1)), 0<k, 1<7,

0<n,m<8
y son compilados con un algoritmo répido (como los vistos en la seccién §3.3.1).
Con este algoritmo, son necesarias aproximadamente 8%log, 8% = 64 x 6 = 384
operaciones para calcular todos los coeficientes f;lk,l], 0 < k,I < 7. Para hacer el

calculo para los (2“3)2 bloques, el nimero de operaciones necesarias es:
O (22(’:_3)82 log, 8%) = O (22L log, 8%) = O (N?).

El primer coeficiente de cada bloque, f; [0,0], juega un papel relevante, y suele
llamarse coeficiente DC. En efecto, su expresién

fl0,0] = £ 33 fln,m),

m=0 n=0
es el promedio de los niveles de gris de todo el bloque (multiplicado por 8), y suele ser

el coeficiente més grande de todos. Al resto de coeficientes f; [k, 1] se les suele llamar
coeficientes AC. Habitualmente, los coeficientes DC no varian mucho de un bloque
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[ _76 —73 —67 —62 —58 —67 —64 —55]
—65 —69 —73 —38 —19 —43 -59 56
_66 —69 —60 —15 16 —-24 -62 -55
65 —70 —-57 -6 26 -22 -58 —59
61 —67 -60 -24 -2 —40 -60 -58
—49 —63 —68 —58 -51 —60 -70 -53
_43 -57 64 —69 -73 —67 -63 —45

[ 41 —49 -59 —60 -63 —-52 —50 -34 |

FicuraA 3. Representacion del bloque en la figura 2 después de restar
128 de cada componente. Fuente: [1, Fig 2.14]

[ —415.38 —30.19 —61.20 27.24 56.12  —20.10 —2.39 046 ]
447 —-21.86 —60.76 10.25 13.15 —-7.09 —-8.54 4.88
—46.83 7.37 7713 -—-2456 -28.91 9.93 542 -5.65
18.53 12.07 34.10 —-14.76 -10.24 6.30 1.83 1.95
12.12 -6.59 -13.20 -3.95 —1.87 1.75 —-2.79 3.14
—7.73 2.91 2.38 —5.94 —2.38 0.94 4.30 1.85
-1.03 0.18 0.42 —-2.42 —-0.88 -3.02 4.12 —-0.66
-0.17 0.14 -1.07 —-4.19 -1.17 -0.10 0.50 1.68 |

FI1GURA 4. Coeficientes ff[k:, [] de los elementos de la figura 3. Fuente:
1, Fig 2.15]

al bloque siguiente, y JPEG sacara provecho de esto almacenando las diferencias
DC* — DO, que por lo general serdn préximas a cero.

Por tltimo, JPEG hace una normalizacion adicional para reducir el tamano neto

de los coeficientes fl[k:, l], y por tanto, poderlos codificar luego con menos digitos.
Para ello, considera la senal

(f[n,m] - 128)0§m,n<N ;
de modo que al restarle el punto medio del intervalo [0,255], la senal tiene ahora
valores en el intervalo [—128,127]. Por tanto,

. 1
(5.2.1) | frlk, 1] < 1 82128 = 2048 = 2!

y los nimeros f;[k, [] pueden codificarse con a lo sumo 12 bits.
. 7
La Figura 4 muestra los valores de los coeficientes { fI[k,l]} asociados al
k=0

bloque 8 x 8 normalizados de la Figura 3. Obsérvese que el coeficiente DC es el
mayor en valor absoluto, y que los coeficientes AC més grandes (en valor absoluto)
estan situados cerca de la esquina superior-izquierda de la matriz.

3. Cuantizacion de los bloques

Este es el apartado donde se produce la mayor compresion de la senal, a costa
de perder la informacion que se considera menos relevante. El ojo humano es mas
sensible a los cambios en bajas que en altas frecuencias. Por ello, a la hora de
redondear (cuantizar) la matriz (f;[k, 1])f.1—o> €8 conveniente usar una cuantizacion
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F'-96 -3 -6 2 2 -1 09]
0 -2 -4 1 1 000
3 1 5 -1 -1 000
-3 1 2 -1 0 000
{t 0 0o 0 0 000
o 0 0 0 0 000
o 0 0 0 0 000
| 0 0 0 0 0 000]

FiGurA 5. Matriz obtenida por la cuantizacion de la Figura 4 con la
matriz de cuantizacion W en (5.3.1). Fuente: [1, Fig 2.16]

ponderada que distinga mejor en la zona de bajas frecuencias, y redondee mas en la
zona de altas frecuencias.
Por ello los coeficientes se cuantizan segun la férmula

Ql(fl[ka l]>’

Wk, 1

donde @ (x) denota el redondeo al entero més cercano, y donde wy; es una colecciéon
adecuada de pesos fijada por el grupo de expertos JPEG. Abajo mostramos una
matriz de pesos especifica del formato JPG80 Standard:

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 108 103 77
24 35 55 64 81 194 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 121 100 103 99

(5.3.1) W=

Después de dividir cada coeficiente del bloque de la Figura 4 por el correspon-
diente elemento de la matriz W en (5.3.1), y redondear el resultado al entero més
cercano, el resultado queda como se ve en la Figura 5. Aqui se aprecia que casi dos
tercios de los coeficientes se han redondeado a cero.

4. Codificacién de cada bloque 8 x 8

Para codificar los valores de un bloque 8 x 8, lo primero que hacemos es ordenarlos
mediante una lectura en zig-zag como en la Figura 6. Es decir, primero situamos el
coeficiente DC y después los coeficientes AC, comenzando por las diagonales méas
cercanas a la esquina superior izquierda. Para la matriz cuantizada de la Figura 5,
este ordenamiento quedaria

—-26, =3, 0, =3, =2, —6, 2, —4, 1, =3, 1, 1
5, 1,2, -1, 1, -1, 2,0, 0, 0, 0, 0, —1, —1, FOB,
donde EOB (End of Block, en inglés fin del bloque) significa que el resto de los

elementos hasta completar los 64 coeficientes son todos cero. La compresion ya se
aprecia aqui pues sélo se necesitan 27 de los 64 coeficientes para codificar el original.
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k=j=0 k=7
DC

=7

F1GURA 6. Orden de lectura en zig-zag de las matrices cuantizadas.
Fuente: Mallat, Fig 10.13.

La codificacién de estos coeficientes cuantizados se hace en dos etapas:

1. Convertir los coeficientes cuantizados en una sucesion de simbolos binarios.
2. Asignar un c6digo minimal a estos simbolos (como el cédigo de Huffman).

El coeficiente DC (frecuencia cero) se codifica de manera diferente a los restantes,
asi que a continuacion describimos cémo representar los 63 coeficientes AC restantes.
Para ello se cuentan solo los coeficientes no nulos, representando el i-ésimo coeficiente
no nulo con la siguiente terna de simbolos

donde
Z; = mnumero de ceros consecutivos que preceden al coeficiente i
L; = longitud binaria del coeficiente i
A; = wvalor binario del coeficiente ¢

Los ntimeros Z;, L; se escogen siempre en [0, 15|, de modo que pueden representarse
con 4 digitos binarios cada uno. Si tuviéramos mas de 15 ceros consecutivos se usaria
el simbolo

(15,0),

que JPEG interpreta como 16 ceros consecutivos, y que puede ir seguido del siguiente
simbolo S;11. Del mismo modo, el simbolo final EOB se escribe como

(070)7

y se interpreta como fin de la codificacién del bloque de 8 x 8.

Respecto al significado de L;, recordemos de (5.2.1) que los coeficientes fl[k’, ],
tras ser cuantizados, toman sus valores en [—2!, 2!1]. Por tanto, la longitud L; de un
coeficiente en sistema binario es a lo sumo de 12 digitos, y el valor de esa longitud
L; € [1,12] se escribe a su vez con 4 digitos binarios. La siguiente tabla indica la
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longitud binaria L; a partir del valor A; del coeficiente cuantizado Q(f;[k,1])

L, A

1 1,1

2 ~3,-2,2,3

3 T =44 T

4 —15,...,-8,8,...,15

5 —31,..,—16,16,...,31
6 —63,..,—32,32,...,63
7 —127,..,—64,64,...,127

Por 1ltimo, el valor numérico de A; en (5.4.1) corresponde a su escritura en sistema
binario, segin la tabla anterior. Por ejemplo, cuando L = 1,2,3 podemos poner

4 — 000 | -4 — 100
1— 0 2— 00]|-2—10 5— 001|—-5—101
-1— 1 3 01|-3—-11 Y 6— 010 —6—110 "

7— 011 -7—111

(5.4.2)

Por otro lado, el coeficiente DC del bloque, que se coloca en primer lugar, se repre-
senta con una pareja de simbolos

SO = (Lo) (Ao)

donde ya no es necesario indicar el nimero de ceros anteriores. La caracteristica
principal es que ahora los valores de Ly v Ay corresponden al niimero DC* — DC* !,
que es la diferencia entre los DCs del bloque actual (i-ésimo) y el bloque anterior
(tomando DC~! = 0 en el caso i = 1). Asi, el bloque completo quedaria representado
como una sucesién de simbolos

SoS1 ... Sk EOB.

A modo de ejemplo, representamos los simbolos correspondientes a la siguiente ma-
triz

15 0 -1 0 0 0 0 07
-2 -1 0 000 0O
-1 -1 0 00 00 O
-1 0 0 0O0O0O0O
0O 0 0 0O0O0O0O0
0O 0 0 0O0O0O0O
0O 0 0 0O0O0O0O
0O 0 0 0O0O0O0 0]

Supongamos que el coeficiente DC' del bloque anterior es DC*~! = 12. Entonces,
DC* — DC*! = 3, cuya longitud es L = 2 y su amplitud A = 3. Asi, el primer
simbolo del cddigo es (2)(3), o en binario (0010)(01), segin (5.4.2). Los coeficientes
AC se representan de manera similar, dando lugar a

(2)(3)7 (1v2)(_2)’ (071)(_1)7 (07 1)(_1)7 (O’ 1)(_1)) (271)(_1)v (07 1)(_1>7 (070)

o las correspondientes expresiones binarias (que no escribimos por simplicidad).
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En esta cadena, a los simbolos (Z;, L;), inicialmente con 8 digitos binarios cada
uno, se les aplica el algoritmo de Huffman. En nuestro ejemplo, las probabilidades
y el codigo de Huffman vienen dados por

(2) — p=1/8 0,1) — 0
(1,2) — p=1/8 (0,0) — 100
(0,1) — p=4/8 (2,1) — 101
(2,1) — p=1/8 (1,2) — 110
(0,00 — p=1/8 (2 — 111

que ahora tiene un promedio de sélo 2 bits/simbolo. Por otro lado, los simbolos (A;)
se codifican segin (5.4.2), quedando

011011111

Por tanto, en total se necesitan 25 bits para codificar los 64 pixels, lo que da una
tasa de 0,39 bits/pixel, en lugar de los 8 bits/pixel originales. Esto corresponde a
una compresion cercana al 95 %.

Nota: En la practica, el cdédigo de Huffman se aplica conjuntamente a los datos de
todos los bloques 8 x 8. A la tasa anterior hay que sumarle los bits que ocupa la
tabla de descodificacién, o bien utilizar las tablas de Huffman sugeridas por JPEG,
y que han sido obtenidas estadisticamente con multiples imagenes.

EJEMPLO 5.4.3. Mostramos ahora la codificacién en el caso de la matriz cuan-
tizada de la Figura 5:

r—26 -3 -6 2 2 —=1 0 07
0 -2 —4 1 1 0 0O
-3 1 5 -1 -1 0 0 0
-4 1 2 -1 0 0 00
(5-4.4) F= 1 O 0 0 0 0 00
0 O 0 0 0 0 00
0 O 0 0 0 0 00
L O O o0 0 0 0 0 0]
y supongamos que DC? — DC"! = —4. La representacién simbdlica en zig-zag de

estos coeficientes cuantizados es

3)(=4),  (0,2)(=3), (L,2)(=3), (0,2)(=2), (0,3)(=6), (0,2)(2), (0,3)(—4)
(0,1)(1), (0,3)(=4), (0, 1)(1), (0, 1)(1), (0,3)(5), (0,1)(1), (0,2)(2)
(071)(_1)7 (071)(1>7 (Ovl)(_D? (O 2)(2)7 ( )( 1 ) ( )( ) (07

En este caso las probabilidades y la codificacién de Huffman de los simbolos (Z;, L;)
queda

)
)

(3)—p=x5 (3) — 11111
(0,2) = p= % (1,2) — 11110
(1,2) = p= é (5,1) — 11101
(0,3) = p= 5 (0,0) — 11100
(0,1)—>p:;81—1 (0,3) — 110
(5,1)—>p:% (0,2) — 10
(an)ﬁp:% (7 ) —0
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r_416 —33 —60 32 48 —40 0 0]
0 -24 -56 19 26 0 00
42 13 80 -24 —40 0 0 0
56 17 44 -20 O 0D 00
13 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 00
] 0 0 0 0 0D 00

| O 0 0 0 0 0 0 0]

FiGurA 7. Matriz de la Figura 4 después del paso de cuantizacién
inversa. Fuente: [1, Fig 2.17]

Es decir, esta parte se codifica con
(5.4.5) 11111 1011110101101011001100011001000010 11101011100

que corresponde a una tasa de 50/21 = 2’38 bits/simbolo. Por otro lado, las ampli-
tudes A; se codifican con

(5.4.6) 100 11 11 10 110 00 1000 100 0000110010100 1 1

que son 36 bits adicionales. En total tenemos una tasa global de 86/64 = 1,34
bits/pixel, que corresponde a una compresion superior al 80 %.

5. Reconstruccion de la imagen tras la compresién

Revirtiendo cada uno de los pasos anteriores se vuelte a construir una senal en
formato RGB, que corresponde a la imagen comprimida. El primer paso es descodi-
ficar las cadenas de bits, como (5.4.5) y (5.4.6), siguiendo las tablas con los cédigos
de Huffman. De este modo se vuelve a obtener la matriz F' en (5.4.4) sin pérdida de
informacion.

El siguiente paso es la cuantizacién inversa, que se obtiene multiplicando los
elementos de la matriz I por los de la matriz de pesos W en (5.3.1). De este modo se
obtiene la matriz de la Figura 7, que aunque se asemeja, es distinta de la original en la
Figura 4. Por tanto en este paso se produce una pérdida irreversible de informacion.

El paso final es para calcular la transformada inversa 2D-IDCT; de la matriz
de la Figura 7, redondear al entero mas proximo, y sumar 128 a cada coeficiente
(si algun coeficiente quedara fuera del rango [0, 255] lo aproximamos por uno de los
extremos). El resultado final se muestra en la Figura 8 .

Las diferencias entre cada elemento de la matriz reconstruida en la Figura 8, y
la matriz original en la Figura 2, nos da una idea de las diferencias globales entre
las imagenes original y comprimida.

La Figura 9 muestra la diferencia entre las dos imagenes en la escala de grises.
Se aprecian diferencias visuales en la esquina inferior izquierda de las imagenes.
Por 1ltimo, la Figura 10, extraida del libro [3, Fig. 10.14], muestra las imdgenes
correspondientes a compresiones con JPEG con tasas 0’5 y 0’2 bits/pixel. Como se
aprecia en las imdgenes, JPEG deja de ser eficiente por debajo de 0’5 bits/pixel.
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[60 63 55 58 70 61 58 B30
|58 56 56 83 108 83 63 T1
|60 52 62 113 150 116 70 67
|66 56 68 122 156 116 69 72
|69 62 65 100 120 86 59 76
|68 68 61 68 78 60 53 T3
[74 82 67 54 63 64 65 33
(83 96 77 56 70 83 83 BY

FicurA 8. Reconstruccién del bloque de la Figura 2 después de
aplicar la 2D-IDCT;. Fuente: [1, fig2.18]

F1GUurRA 9. Imégenes original y comprimida en escala gris. Fuente: [1,
Fig 2.19)]
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0.5 bit/pixel 0.2 bit/pixel

Figure 11.14: Tmage compression with JPEG.

FiGURA 10. Iméagenes comprimidas con JPEG con tasas 0’5 y 02
bits/pixel. Fuente: [3, Fig. 10.14]
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