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Abstract

The concept of infinite product arises parallel to infinite series, but replacing sums with
products, fostering the development of an entirely new theory. They are a relevant pillar in
Complex Analysis, highlighting the Weierstrass Factorization Theorem 2.1.9, which allows to
decompose a holomorphic function as an infinite product from its zeros. Additionally, it is a
powerful tool to study the Euler Gamma function (3.3.7), enabling its complex extension to the
negative real part.

In Chapter 1, we will study the basic notions of infinite products of complex numbers,
offering an initial definition of convergence; and we will strengthen this definition with the
introduction of proper convergence given by 1.1.3. After that, we will illustrate these concepts
with many examples and propose a necessary condition to ensure convergence; see 1.1.7. The
main result will be Proposition 1.1.11, which provides a sufficient condition, },,> |a,| < e, for
the proper convergence of the infinite product [T, (1 + a,) in C; this will lead us to define the
concept of absolute convergence of an infinite product, see Definition 1.1.14.

Based on infinite products of complex numbers, we will move on to the study of infinite
products of functions, offering a definition of uniform convergence, see Definition 1.2.17. With
this in mind, we will study the uniform convergence of the product of functions [],,>1 (1 +gx(2))
in subsets of C; and finally, we will extrapolate the result to the case of infinite products of
holomorphic functions {g, },cn in open sets of C.

Theorem 1.2.21 addresses this last issue, stating that if g, are holomorphic in Q and )~ gx
converges absolutely and uniformly on compact subsets of Q, then [~ (14 g,) also converges,
defining a function g € 57 (Q), whose zeros have the property

Z5(Q) = UL Z144,(Q).

In Chapter 2 we address Weierstrass’s classical results. On the one hand, find a function f €
2 (C) whose zeros are given by a fixed sequence {a, },cn. On the other hand, given a function
f € A(C), find a canonical factorization as an infinite product, such that each factor contains
a zero of the function f.

The first question is introduced in Section 2.1. Notice an immediate case when Z7(Q) =
{a1,...,a,} with multiplicities m; respectively, as it is enough to take the polynomial given by
these zeros and their respective multiplicities

n

f@)=[]—ay™.
=1

However, this expression does not extend obviously when n = oo, and it is necessary to introduce
suitable factors to ensure the convergence of the infinite product.
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We start by defining the elementary factors, 2.1.2. These factors are of the form

2 P
Ep(Z) — (1 _Z)ez+7+... v,

and satisfy that E,(z/a) = 0 if and only if z = a. The first important theorem, Theorem 2.1.6,
tells us that given a fixed sequence {a, },cn (With lim,a, = =), if we choose p, large enough,

the infinite products
— b4
Z) = H Epn <_>
n=1 n

converge absolutely and uniformly on compact subsets of C, and define a holomorphic function
with

Z7(C) = {an}nen-
This theorem solves Weierstrass’s zero problem, which is the first question posed earlier.

The Weierstrass Factorization Theorem, 2.1.9, finally addresses the second question, sho-
wing that any function f with zeros {a, },cn repeated according to multiplicity can be expressed
in the canonical form as

(o)

Z) = Zmeg(z) HEPn (ai) , &€ %((C)

To conclude, we will offer an interesting consequence of these results, the Pringsheim Inter-
polation Theorem, 2.1.10, which states that given two fixed sequences {a, },cn and {b,},en,
there exists a function f € 7#(C) such that

f(an) =b,.

As an application, we will deduce the expansion of the sine function as a product of its

Z€eros,
oo Zz

in(rwz)=rx 1—-—= ).

sin(s) =2 [T (1)

n=1
The proof we will provide for this formula is based on Liouville’s Theorem, A.1.6, and is ex-
tracted from [10]. From this expansion, we can derive a couple of consequences: on the one
hand, the identity that solves the so-called Basel Problem,

=1
To-
and on the other hand, the Wallis formula,

ﬁ 2n-2n z
bl (2n—1)-2n+1) 2~

2

In Chapter 3, we will analyze one of the most important functions in Analysis, the Euler
Gamma function.

We will start by defining a holomorphic function whose zeros are the negative integers,
given by
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This function plays an auxiliary role to get the Gamma function. From it, we will get the value
of the Euler-Mascheroni constant

1 1
Y= lim (1+§—|—...—|—;—ln(n—|—l)).

n—oo

Next, we will formally define the Gamma function as an infinite product given by (3.3.7),

that is,
e V° 2 2\ 2
I =" H<1+Z> er, zeC\{0,~1,...}. 0.0.1)
n=1
This definition will allow us to prove thatI'(1) = 1,I'(z+1) =zI'(z) forallz € C\{0,—-1,-2,...},
and that I" € .# (C), with poles at the negative integers and zero; see 3.3.3, establishing the con-
cept of extension of the factorial operator, 3.3.6.

From the definition of the Gamma function; see 3.3.2, we can prove the Euler reflection
formula, 3.3.7,

T(Z)(1—z) = szrm), vze C\Z.

VT

This result, along with Definition 3.3.6, will allow us to deduce the factorial (%) =3¢,

We conclude the study of the Gamma function by deducing the well-known Legendre du-
plication formula,

VaD(2z) =2%7110(2)r (z—|— %) .

All these identities and properties will be derived fairly simply from the infinite product formula
for I'(z) in (0.0.1).

In Section 3.4, we address the equivalence of the previous definition with the well-known
integral formula, which we define for R(z) > 0, as

- o
['(z) :/ e dt.
0

In order to obtain this identity, we will start proving the Bohr-Mollerup Theorem, 3.4.9,
which states that any function that generalizes the factorial and is logarithmically convex on R
is unique and is given by the expression

n*-n!

fx) :,}iggo(ann)(X%-(n—1))---(“'1))6'

Finally, in Section 3.4.2, it is demonstrated that both I'(z) and I'(z) verify the conditions
of Bohr-Mollerup Theorem; allowing us to prove the equality between them if R(z) > 0. This
equality enables a “holomorphic extension” for the integral definition based on the infinite pro-
duct expansion of the Gamma function.

We conclude by offering the appendix, divided into two sections dedicated to auxiliary re-
sults. The first section, A.1, focuses on traditional definitions and results of complex variable,
as well as convergence results. On the other hand, the second section, A.2, focuses on results of
integration in complex variable.






Resumen

El concepto de producto infinito surge de manera paralela a las series infinitas, pero cam-
biando sumas por productos, y favoreciendo el desarrollo de toda una nueva teoria. Son un pilar
relevante en el Analisis Complejo, destacando el Teorema de Factorizacion de Weierstrass
2.1.9, que permite descomponer una funcién holomorfa como producto infinito a partir de los
ceros de la misma. Asi mismo, es una potente herramienta para el estudio de la funcion Gamma
de Euler (3.3.7), habilitando su extension compleja a la parte real negativa.

En el capitulo 1, estudiaremos las nociones bésicas sobre productos infinitos de nimeros
complejos, ofreciendo una primera definicion de convergencia; asi como fortaleceremos esa
definicién con la introduccién de la convergencia propia dada por 1.1.3. Tras ello, ilustraremos
estos conceptos con numerosos ejemplos y propondremos una condicién necesaria para garanti-
zar la convergencia; ver 1.1.7. El resultado principal serd la Proposicion 1.1.11, que da una con-
dicién suficiente, Y~ |a,| < oo, para la convergencia propia del producto infinito [T;7_; (14 ay)
en C; esto nos llevard a definir el concepto de convergencia absoluta de un producto infinito,
ver Definicién 1.1.14.

Con base en los productos infinitos de nimeros complejos, daremos un salto al estudio de
los productos infinitos de funciones, ofreciendo una definicién de convergencia uniforme, ver
Definicién 1.2.17. Con objeto en la misma, estudiaremos la convergencia uniforme del producto
de funciones [],>; (1 +gx(z)) en subconjuntos de C; para finalmente extrapolar el resultado al
caso del producto de funciones holomorfas {g, },cn en abiertos de C.

El Teorema 1.2.21 responde esta ultima cuestion, afirmando que si g, son holomorfas en Q
Y Ln>18&n converge absoluta y uniformemente sobre compactos de €2, entonces también lo hace
[1.>1(1+gx), que ademds define una funcion g € (L), cuyos ceros tienen la propiedad

Ze(Q) = UL Z144,(Q).

En el capitulo 2 abordamos los resultados clasicos de Weierstrass. Por un lado, encontrar una
funcién f € 72 (C), cuyos ceros vienen dados por una sucesién prefijada {a, },en. Por otro lado,
dada una funcién f € ¢ (C), encontrar una factorizacién canénica como producto infinito, de
modo que cada factor contenga un cero de la funcién f.

Se introduce la primera cuestién en la Seccién 2.1. Notar un caso inmediato cuando Z7(Q) =
{a1,...,a,} con multiplicidades m; respectivamente, pues basta tomar el polinomio dado por
esos ceros y sus multiplicidades respectivas



VIII Resumen

Esta expresion, sin embargo, no se extiende de manera obvia cuando n = oo, y es necesario
introducir factores adecuados que garanticen la convergencia del producto infinito.

Comenzamos definiendo los factores elementales, 2.1.2. Estos factores son de la forma

S

z

Ep(Z) — (1 —Z)€Z+ 5 —0—.‘.7’

y cumplen que E,(z/a) = 0 siy solo si z = a. El primer teorema importante, Teorema 2.1.6, nos
dice que dada una sucesion {a, },en fija (con lim, a, = ), si escogemos p, suficientemente

grande, los productos infinitos
- Z
9= I ()
n=1 An

convergen absoluta y uniformemente sobre compactos de C, y definen una funcién holomorfa
con

Z5(C) = {an}nen-
Este teorema resuelve el problema de los ceros de Weierstrass, que es la primera cuestion plan-
teada anteriormente.

El Teorema de Factorizacion de Weierstrass, 2.1.9, acaba respondiendo a la segunda cues-
tién, mostrando que toda funcién f con ceros {a, },cn repetidos segiin multiplicidad, se puede
expresar en forma candnica de la forma

(o]

flz)= "8 HEP" (é) , geH(C).

Para concluir, ofreceremos como consecuencia interesante de estos resultados, el Teorema de
Interpolacion de Pringsheim, 2.1.10, que afirma que dadas dos sucesiones fijas {a, }en Y
{bn }nen, existe una funcién f € 7(C) tal que

flan) = by.

Como aplicacién, deduciremos la expansion del seno como producto de sus ceros,

sen(7mz) = nzﬁ <1 — ;—Z) :

n=1
La demostracion que daremos de esta féormula se basa en el Teorema de Liouville, A.1.6, y ha
sido extraida de [10]. A partir de esta expansion podemos demostrar un par de consecuencias
derivadas del mismo: por un lado, la identidad que resuelve el llamado Problema de Basilea,

=1
Y=

n=1 n

12

y por otro lado, la férmula de Wallis,

I°_°[ 2n-2n z
bl (2n—1)-2n+1) 2°

En el capitulo 3, analizaremos una de las funciones mas relevantes del Analisis, la funcién
Gamma de Euler.
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Iniciaremos definiendo una funcién holomorfa cuyos ceros son los enteros negativos, dada

por
G(z) = ﬁ (1+%) e

n=1
Esta funcién juega un papel auxiliar para obtener la funcién Gamma. A partir de ella, obtendre-
mos el valor de la constante de Euler-Mascheroni

n—soo

1 1
Y= lim (l+—+...+——ln(n—|—l)>.
2 n

Acto seguido, definiremos formalmente la funcién Gamma como producto infinito dado por
(3.3.7), es decir,

I(z) = ﬁ(H%)_leﬁ, zeC\{0,~1,...}. 0.0.2)

Esta definicién permitird probar que I'(1) = 1,T'(z+1) = zI'(z) paratodo z € C\ {0,—1,-2,...},
y que I' € .#(C), con polos en los enteros negativos y el cero; ver 3.3.3, estableciendo el con-
cepto de extension del operador factorial, 3.3.6.

A partir de la definicién de la funcion Gamma; ver 3.3.2, se puede probar la formula de
reflexion de Euler, 3.3.7,

[(z)I(1—z)=

7.
sen(7z)’ v2e €A

VT

Este resultado, junto a la Definicidn 3.3.6, permitird deducir el factorial (%) | = R

Terminamos el estudio de la funcion Gamma deduciendo la conocida como formula de
Duplicacion de Legendre,

VID(2z) =2%711(2)r (z—|— %) .

Todas estas identidades y propiedades se obtendran de forma relativamente sencilla a partir de
la férmula del producto infinito de I'(z) en (0.0.2).

En la seccién 3.4 abordamos la equivalencia de la definicion anterior con la conocida férmu-
la integral, que definimos para R(z) > 0, como

- o
I'(z) :/ e dt.
0

Para obtener esta identidad comenzaremos probando el Teorema de Bohr-Mollerup, 3.4.9,
el cual afirma que toda funcién que generaliza el factorial y es logaritmicamente convexa en
R, es tnica y viene dada por la expresion

n*-n!

) = i G+ = 1)) . G Dx

Finalmente, en la secci6n 3.4.2, se demuestra que tanto I'(z) como I'(z) verifican las condi-
ciones del Teorema de Bohr-Mollerup; permitiendo probar la igualdad entre ambas si R(z) > 0.
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Esta igualdad habilita una “extension holomorfa” para la definicion integral basada en la expan-
sién en producto de la funcion Gamma.

Concluimos ofreciendo el apéndice, dividido en dos secciones destinadas a resultados auxi-
liares. La primera seccion, A.1, se centra en definiciones y resultados tradicionales de variable
compleja, asi como resultados de convergencia. Por otro lado, la segunda seccién, A.2, se centra
en resultados de integracion en variable compleja.



Conceptos previos

En este primer capitulo, presentaremos las bases principales del trabajo, centrandonos en
el estudio de los productos infinitos de niimeros complejos y de funciones, ofreciendo condi-
ciones para la convergencia de los mismos.

Se han utilizado como referencias principales para este capitulo los textos [9, Chapter 5]
seccion 3.1, [7, Chapter 7] seccion 5, [8, Chapter 15] Infinite Products, 1.2. Productos Infinitos,
[11, capitulo 7], seccion 7.2 y [6, Chapter 2].

1.1. Productos infinitos de nimeros complejos

Definicion 1.1.1 Sea {u,},c una sucesién de nimeros complejos. Diremos que el producto

[Tu
n=1

es convergente si existe, y es finito, el limite de los productos parciales; es decir, si existe

N
lim [Ju.:=1€C. (1.1.1)

N—roo0 X
n=1

En tal caso, diremos que / es el limite del producto. En caso contrario, diremos que el
producto no converge a ningtin limite o que es divergente.

Observacion 1.1.2 Bajo esta definicion, si existe ny € N tal que u,, = 0, entonces el producto
vale 0 y es trivialmente convergente con independencia del comportamiento de los otros térmi-
nos u, de la sucesion. Esto no siempre resulta conveniente, y nos obliga a crear una definicion
algo mas fuerte de convergencia.

Definicién 1.1.3 Sea {u,},cn una sucesion en C. Diremos que el producto infinito [T, u,
converge propiamente o de manera propia al nimero complejo / € C si se cumple (1.1.1) y:

(1) Obienl #0.
(i) O bien ! =0y existe Ny € Ny ¢y # 0 tal que

N
N—yoo
TT w22 6o,

n=~Np

En particular, el conjunto de ceros de la sucesion 2 (uy,) := {n € N:u, =0} es alo sumo
finito.


https://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/1.2%20Productos%20Infinitos%20(Presentacion).pdf

2 Conceptos previos

A partir de las previas definiciones, se siguen las siguientes afirmaciones:
1. La convergencia propia implica la convergencia del producto a [ € C. El reciproco no es
cierto en general, como muestra el Ejemplo 1.1.4 més abajo. De hecho, si el limite del
producto es cero, no implica que haya convergencia propia.

2. Si u,, # 0 para todo n natural y [T,_, u, converge a [ de manera propia, entonces [ # 0.

3. El producto [T, u, es convergente a/ # 0 siy solosi []"_; — - es convergente.

Esta tdltima afirmacién se deduce facilmente tomando hmltes y aplicando que el inverso
del producto es el producto del inverso, es decir, como [ # O:

il 1 1
=lim| | 4, < lim ———:—.
N ,!—[1 N ,!—[1 Un thH],:':] Uy [
Ejemplo 1.1.4 Consideramos {u,},cn C C dada por u, = 47~ Siguiendo nuestra notacion,
deseariamos ver si converge el producto dado por la definicidn anterior:
N 123 N 1

n
1 a=li lim === = lim —— =
LHH i g = im 23 v A

Luego, el producto []"_, u, converge a 0, pero no de manera propia, porque:

N N
Ny No+1 N No
iim [ = lim m_ g 0 Aot 1o — lm —0, YNy € N.
N L T N L i T TN N+ TN+ 2 N1 NSmN I

Ejemplo 1.1.5 Sea {u,},cn C C dada por u, = % paran # 1,y u; = 1. Siguiendo la notacién
de convergencia:

N N 2

lim = lim mN-——
N—>°°n:]un N—>°<=n:2n2 N—>ooHn—1 n+1 N—>oo N+1

=2.

En este caso, [ = 2, por lo tanto, []~_, u, es convergente de manera propia.

Ejemplo 1.1.6 Si tomamos la sucesién u, = +1 , entonces el producto infinito diverge a oo,
puesto que
N
1 23 N+1
im []2 " = 1m 22— m N 1=,
N S 1 T Neee 12 N N—so0

Para garantizar la convergencia del producto a partir de la Definicion 1.1.3, los términos
del producto infinito u, deben converger a 1 necesariamente. Veamos la prueba.

(o)

Lema 1.1.7 Si H u, € C, con convergencia propia, entonces existe lim, u,, = 1.
n=1

Demostracion. Sea Py = Hf;]:l u,. Distinguimos dos casos:
Py

Py_1

1. Sil =0, por hipétesis, limy Py = limy Hln\’:l u,, — [. Consideramos el cociente = uy,

que esta bien definido porque ningtin factor se anula. Entonces:

. By )
lim ——=1<= lim uy = 1.
N—soo Py_1 N—roo
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2. Sil =0, por la condicion de convergencia propia, existe Ny tal que [],,>y, u» no se anula.
Aplicando el apartado anterior a la sucesion i, := up, 4, €s inmediato que

limu, = limi, = 1.
n n

Observacion 1.1.8 La convergencia propia es estrictamente necesaria en este lema.

Contraejemplo 1.1.9 Sea u, = % Claramente,

15 =5 20
n N!

n=1
pero lim, u, =0, lo que prueba la necesidad de emplear la convergencia propia en 1.1.7.

Ahora, necesitamos estudiar qué condiciones deben cumplirse para la convergencia pro-
pia del producto infinito [],>; u,. En el caso de las series infinitas complejas, la convergencia
depende del comportamiento de la sucesion u, y su aproximacion a 0. Andlogamente, cada
factor del producto infinito debe ser suficientemente cercano a 1, lo que implica que u,, debe
converger rapidamente a 1.

Previo a la demostracion, necesitaremos el siguiente lema, en el cual, Log(z) denota el
logaritmo principal de z € C\ {0} (ver Definicién A.1.3).

Lema 1.1.10 Sea z € C tal que |z| < 3. Entonces

3
%g |Log (1+z)| < % (1.1.2)

Demostracion. Expresando en serie de Taylor la funcién logaritmo,

00 (_1)m+lzm
Log(1+z) =Y — (1.1.3)
m=1
Ahora bien, para |z| < 3
Log(1+z) 1 1, 1 5 1 |7 1
=2 T 2 <~ - < -
‘ . ‘ZZ Sk _2(\z|+!z| +...) 21— 572

y multiplicando por |z| en ambos lados, obtenemos la desigualdad

Z

2~ Log(1+2)| < '3’

. - . . 2] 312
Finalmente, de esta ultima expresion deducimos que > <|Log(1+42z)| < ER probando el
lema. U

A partir de ahora, reescribiremos los términos del producto como u, := 1 +a,, con a, € C.

Proposicion 1.1.11 Sila serie ), | |a,| < oo, entonces el producto [1;;_,(1+ay,) converge pro-
piamente. En particular, el producto converge a 0 si y solo si uno de sus factores se anula.
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Demostracion. Comenzamos con la primera afirmacion. Sea {ay } ey tal que Y| |a,| < oo.
Por ser absolutamente convergente, existe ng € N tal que si n > ng, entonces |a,| < %
Supongamos sin pérdida de generalidad que ng = 1, pues en caso de que ng > 1, los
términos previos de la sucesion son finitos. Como la inversa compleja de la exponencial es el
logaritmo, 14z = e02(143) §j |7] < 1.
Desarrollando ahora los productos parciales gracias a la igualdad anterior,

N N N
101 +an) = [ eoettta = eDiLoe(ita) — by, (1.1.4)
n=1 =

donde by :=YN_ Log(1+ay). Cada término de la serie es de la forma Log (1 +a,), con |a,| <
%, por lo tanto, aplicando el Lema 1.1.10 a los términos de by,

N
Z Log(1+a,)| < hm Z|an]<oo

por lo tanto, la serie compleja converge en mddulo y, consecuentemente, la serie original by.
De esta manera, existe b € C tal que by — b. La continuidad de la funcién exponencial junto
a la convergencia de by nos permite ver en (1.1.4) que
N
N—soo
(14a,) =™ R SaNpLY
n=1
lo cual prueba que el producto infinito converge a e”, siendo este valor no nulo; en particular la

convergencia del producto infinito es propia. 0
Observacion 1.1.12 El reciproco de la anterior proposicion no es cierto en general.

Contraejemplo 1.1.13 Sea {a, }nen la sucesion dada por {7, 53 g g 4 ) €8 decir:

2 . .
a _{n+3 St nes impar
n=

_2 .
53 Sinespar.

Claramente, no es absolutamente convergente, pues
a,| =2 - =
Z’ | Z n
n=1 n=2

Sin embargo, el producto infinito con términos 1+ a, converge de forma propia, pues por un

lado
ﬁ<1+an>: (1+3) (1-3) (1+3) (1=3) - (14 5) (=959
() (-2) - (-rtm) -0 ove)

N—+2 1

T2+l 2
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como se comprueba fdcilmente por induccion, y de forma andloga existe el limite de

2Nﬁ1(1+an) = <1+NL+2) ﬁ (1_(11—:—1)2) — %

n=1 n=1
Esto nos da la convergencia propia del producto [[;,_;(1+a,) = %

Este contraejemplo nos motiva a definir una condicién mds fuerte de convergencia para
un producto infinito.

Definicion 1.1.14 Sea {a, },n una sucesion de nimeros complejos. Diremos que el producto
infinito [];>_; (1 +a,) converge absolutamente si se verifica

Y lan] < oo (1.1.5)
n=1

En particular, por la Proposicion 1.1.11, si [T, (1 +a,) converge absolutamente, también con-
verge de forma propia.

Proposiciéon 1.1.15 El producto [1,>1(1 4 an) converge absolutamente si'y solo si existe ng tal
que |a,| < 1 para todo n > nq y la serie ¥, Log (1 +a,) converge absolutamente.

Demostracion. Bastard ver que si converge absolutamente la serie )" a,, entonces converge
absolutamente la serie },,~, Log (1 +a,) y viceversa. Veamos cada implicacion:

Si converge Y~ |an|, entonces a, — 0, luego existe un cierto m € N tal que
|ay| < 3 sin>m. Aplicando el Lema 1.1.10 tenemos:

3
Z [Log (1 +ay)| < ) Z |an| < oo.

n>m n>m

Si converge ¥, | Log (1 + a,)|, entonces el término general Log (1 +a,) — 0,
de donde sigue que
l1+a, = eLog(l—l—a,,) 1,

y por tanto a, — 0; luego existe un cierto m > ny tal que |a,| < % sin > m. Aplicando el Lema
1.1.10,

Z lan| <2 Z |Log (1 +ay)| <ee.

n>m n>m

Corolario 1.1.16 Si {a,},cn C C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. TT7- (1 +ay) converge absolutamente.
2. Y7 |an| < oo
3. Existe ng tal que |ap| <1 paran>ngy Y,>p, |Log (1 +a,)| < oe.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Definicién 1.1.14 y la Proposicion 1.1.15. [
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1.2. Producto infinito de funciones

Estudiado el caso para sucesiones numéricas, consideramos {f,},cn una sucesién de
funciones definidas en un conjunto S C C. En este caso, definimos su producto infinito como
[T, fn- Nuevamente, necesitamos estudiar qué sucede con este producto.

Definicion 1.2.17 Sea {f, },en una familia de funciones definidas sobre un conjunto S C C.
Diremos que el producto infinito [],"_; f» es puntualmente convergente a una funcion f si
para cada z € S el producto

H Jn(2)

n=1

converge propiamente a f(z). Si la convergencia anterior es uniforme diremos que [T, f,(2)
es uniformemente convergente a f(z) en el conjunto S.

Observacion 1.2.18 En el contexto de los productos infinitos de funciones, siempre supon-
dremos que la convergencia de los productos es propia, de modo que los ceros de la funcion
limite f(z) Gnicamente provengan de ceros de los factores f;(z) que la conforman, descartando
posibles escenarios probleméticos.

Ejemplo 1.2.19 Sea f, : D;(0) — C dada por f,,(z) = 1 +z°". Para calcular el producto parcial
hasta el N-ésimo término obtenemos, multiplicando por (1 —z?),

N

lim(1—2) [J(1+2”) =lim(1 = 2)(1+2)(1+2")... (1427)

ZB\

Es decir, tenemos convergencia puntual (propia) en {|z| < 1}, siendo

ﬁ(1+zzn): !

n=1 l—z

5

El siguiente resultado da un criterio que garantiza la convergencia absoluta y uniforme de
los productos infinitos de funciones.

Lema 1.2.20 Sea S C C y sea g, : S — C una familia de funciones tales que Y, ||8,(z)|
converge uniformemente para todo z € S. Entonces

f() = f11<1+gn<z>>

converge absoluta y uniformemente para todo 7 € S.

Demostracion. La convergencia absoluta para cada z € S fijo es obvia por la Definicion 1.1.14.
Resta probar que la convergencia es uniforme. Sea {g, },cn en las condiciones del enunciado.
Entonces dado 0 < & < 3, existe Ny = Ny(€) € N tal que Y7 |gx(2)| < € para todo z € S. En
particular, llamando N; = No(%), tenemos |g,(z)| < % para todo n > N; y todo z € S, y podemos
definir sin problema el logaritmo principal Log (1 + g,(z)).
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Sea G(z) := ¥y, Log(1 + gn(z)), y veamos que converge absoluta y uniformemente
para todo z € S; en efecto, si N > Ny(€) entonces por el Lema 1.1.10,

Y [Log(1+gn()| <3 ¥ Iga(e)| <&, Vze€S.
n=N n=N

Tomando exponenciales y usando el Lema A.1.8, esto implica convergencia uniforme en

M M

G() — [im eXrm Log(1+&(d) _ 4 Log(1+48:(2) — |1 1
e im et dim [7 e Ml{)nwngw( +8n(2)),

y por tanto se tiene
O = TT (1 +8:(2)),
n=Nj

Ny —1
donde la convergencia es uniforme en S. Finalmente, como [],! | (

mos que

1+ gn(z)) es finito, conclui-

Ni—1 oo
= GZ)II_[ (1+gn(z Hl+gn
n=1 n=1

converge absoluta y uniformemente para todo z € S. O

1.2.1. Producto infinito de funciones holomorfas

El siguiente resultado ofrece un criterio para la convergencia absoluta y uniforme de un
producto infinito de funciones holomorfas.

Teorema 1.2.21 Sea Q C C y sea {gn}nen C F(Q) tal que Y, | gn(z) converge absoluta y
uniformemente sobre compactos de Q. Entonces

=JJ(1+gu(z

n=1

converge absoluta y uniformemente sobre compactos de Q. Ademds, [ es holomorfa en Q y
si a es un cero de f, entonces es un cero de una cantidad finita de funciones 1+ g,(z) y su
multiplicidad es la suma de las multiplicidades de estas, es decir,

gk

m(a, f) = ) m(a,1+gn).

1

n

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata del Lema 1.2.20 aplicado sobre
compactos de Q. La holomorfia de f se sigue del Teorema A.1.9 del apéndice. Para la segunda
parte, si a es un cero de f, tomamos r > 0 tal que D,(a) C Q, y por el Lema 1.2.20, el producto
converge uniformemente en D, (a) y, ademas, existe N € N tal que

donde
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Ademas, ¢ no se anula nunca y

N—-1 oo
m(a, f) = Z m(a,1+g,) = Z m(a, 1+ gn).
n=1 n=1

O

Observacion 1.2.22 Este resultado, junto al M-test de Weierstrass A.1.7, permite probar que el
producto infinito del Ejemplo 1.2.19 es uniformemente convergente sobre compactos del disco

unidad, ya que
Y 2> < ) ¥ <o, re(0,1).
n=1 n=l1

Corolario 1.2.23 En las condiciones del anterior teorema, si para todo z € Q se tiene g,(z) #
—1, entonces

) & &
70 " Lite

con convergencia uniforme sobre compactos de 2.

Demostraciéon. Sea K C Q compacto y tomamos f,(z) := 1+ g,(z). Sea

In(2).

—1=

Fy(z) :=

n=1

Por el Teorema 1.2.21, Fy — f absoluta y uniformemente. Por el Teorema A.1.9, de-
ducimos que la sucesion de derivadas converge uniformemente a la derivada de la sucesion,
es decir, Fy, — f’ en K. Como |Fy| estd uniformemente acotada inferiormente en K por una

. . F T
constante no nula, nos permite concluir que ﬁ — f7 uniformemente en K. Como esto vale
para todo compacto arbitrario K en Q, el resultado se cumple para todo z € Q.
En la expresion de Fy, tomamos derivadas logaritmicas, de manera que

Ii(/_ 1::1fr/z(nj#nff) i_fi

Fy ff:lfn =

Por lo tanto, tomando limites:

o B e ef v &
— = lim = = lim n_ n ’
f NoweFy N an an Zl+

probando el resultado. 0




Factorizacion de funciones
holomorfas

Este capitulo estd centrado en la factorizacion de funciones holomorfas en forma de pro-
ducto infinito basado en los ceros de las mismas.

Entre los principales resultados de este capitulo, destacan el Teorema de Factorizacion de
Weierstrass, 2.1.9, el teorema de interpolacion de Pringsheim, 2.1.10, y la expansion del seno
como producto infinito, (2.2.7).

Se ha utilizado como principales referencias para este capitulo los textos [7, Chapter 7]
seccion 5, [8, Chapter 15] The Weierstrass Factorization Theorem, [10, Chapter 6] seccién 6.3
y [4, The Solutions] The Basel Problem - Euler’s Solution.

2.1. Ceros y factorizacion de funciones

Un problema clésico en el ambito del andlisis complejo radica en determinar la existencia
de una funcidn holomorfa cuyos ceros, con sus respectivas multiplicidades, estén en un conjunto
prefijado.

Segun el Principio de Identidad A.1.11, los ceros de una funcién holomorfa no pueden
tener puntos de acumulacién. Por lo tanto, considerando un conjunto abierto €2, una sucesion
{an}nen sin puntos de acumulacién en Q y una sucesion de enteros {m, },cn, buscamos una
funcién f que satisfaga 25 (Q) = {an}nen y m(an, ) = my.

Es evidente que si la sucesion {a, },c es finita, entonces nos encontramos ante un caso
trivial respecto a la cuestién de partida. Si {ay,...,a,} son los ceros y {my,...m,} sus multipli-
cidades asociadas, entonces bastaria tomar

p(z) =c(z—a)™...(z—a;)™,

que es holomorfa en C y cumple las propiedades exigidas.

En el caso infinito, la cuestion necesariamente se complica y no puede resolverse de mane-
ra directa. Para abordar este problema, recurriremos a las definiciones y resultados de productos
infinitos presentados en el capitulo 1. Nuestro objetivo es demostrar el Teorema de Factoriza-
cion de Weierstrass. Antes de ello, enunciamos y probamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.1 Sea h € 7 (C) tal que %3,(C) = 0. Entonces existe una funcion f € 7 (C)
tal que h(z) = /),

Demostracion. En primer lugar, dada una funcién g € 7#(C), existe G € 7 (C) tal que G'(z) =
g(z), pues si g(z) = YL,>0an2", basta considerar la serie

Zn—H 00

G(z):=co+ ) an——, c0€C = G'(2) =) ad"=¢g(2).
n=0 n+1 n=0
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Por otro lado, si suponemos que existe f € .#(C) tal que /(z) = /(2 y tomamos deriva-
das logaritmicas, deducimos que

/
};l (f)) = f'(2),
y como A no se anula nunca, entonces ? € J(C); de manera que tenemos la expresiéon que
deberia de tener nuestra funcion buscada( 3‘)
Juntando ambas propiedades, existird una funcién G € 7 (C) tal que G'(z) = % Sea
G
FO=1

Claramente, F € . (C), ya que es un cociente de funciones holomorfas con denominador
h(z) no nulo para todo z € C. Por otro lado,

/

h
y como G'(z) = %, se sigue que e“@G (2)h(z) — e“@H (z) = 0, luego F'(z) = 0, lo que
z

significa que F(z) = ¢ € C. Finalmente,

ki 16 e
C:mﬁh(z)zze :>h(Z):€' ,
donde f(z) = e¢@~Log() probando el resultado. O

2.1.1. Factores elementales

En este apartado, definiremos una familia de funciones que son fundamentales para la
prueba del Teorema de Factorizacién de Weierstrass. En lo sucesivo, trabajaremos sobre C, a
menos que se especifique lo contrario.

Definicion 2.1.2 Dado p € N, definiremos el p-ésimo factor elemental como:
() Eo(z)=1-—2z.
(i) Ep(z) = (1—z)exp <z+§+...+ %’) sip>1.
Observacion 2.1.3 Sia € C, el tinico cero de E,(%) es z = a con multiplicidad 1.

A partir de 2.1.2 y la Observacién 2.1.3, tenemos lo necesario para construir funciones
holomorfas con ceros de cierta multiplicidad.

Lema 2.1.4 Si |z| <1y p >0, entonces |1 —E,(z)| < |z|PT.
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Demostracion. El caso p = 0 es inmediato, por lo tanto, suponemos que p > 1. Sea E,(z) el
p-ésimo factor elemental. Por ser producto de funciones analiticas, es analitico, luego existe su
desarrollo de Taylor en el origen, digamos

EP(Z) = Z Clka,
k=0
siendo ag := E,(0) = 1. Entonces, derivando la serie del factor:
Ej(z) =Y ka ",
k=1

Por otro lado, derivando la expresion de 2.1.2,

p p
E;,(z) = —exp (z+...+%) +(1—z)(1+z+...+z”_l)exp (z+...+%)

P
Z—Z”exp(er...—i——).
p

Igualando ambas expresiones y empleando la unicidad del desarrollo de Taylor:
l.aj=ay=...=a,=0:

Esto se observa obteniendo el desarrollo de la exponencial exp <z +...+ %) y multipli-
cando por —z”, ya que el desarrollo de la exponencial es de la forma } ;- bz~
2. Sik > p+ 1 entonces a; < 0:

Es evidente a partir del desarrollo en serie de la funcion exponencial anterior, dado que
sus términos son todos positivos. Al multiplicar por —z”, obtenemos términos negativos.

Juntando ambas afirmaciones, obtenemos que

0=E,(1)=1+ Z ay —> Z lag| = — Z ar =1,
k=p+1 k=p+1 k=p+1

luego para |z| <1,
Y ad

k=p+1
k—p—1
Y azs”
k=p+1

oo

(usando 7] < 1) < |Z‘p+1 Z |ak|
k=p+1

[Ep(z) =1 =

= |zt

(usando Yys 1 lax| = 1)
0

Definicion 2.1.5 Diremos que una sucesion de nimeros complejos {a, },cn es admisible si:
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(i) lim,|ay,| = oo.
(i1) a, # 0 paratodon > 1.

(iii) cada término de la sucesion aparece un nimero finito de veces en la misma.

Teorema 2.1.6 Sea {ay, }nen una sucesion admisible de niimeros complejos 'y sea {p, }nen una
sucesion de enteros que satisface:

r pn+1
Z( ) <oo, Vr>0. 2.1.1)

Entonces el producto infinito

f(z)zngn(i), zeC

an
converge absoluta y uniformemente sobre compactos de C. En particular, f € 7€ (C) con

«gﬁf((c) = {an }neNa

con el convenio de que si un cierto ay aparece my veces en la sucesion, entonces f tiene un
cero en ay de multiplicidad my. Finalmente, si seleccionamos p, = n— 1 entonces se satisface

(2.1.1).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que la sucesion {p, },cn satisface

.o\ Pt
Z( ) < oo, Yr>0.

|an

Fijado r > 0, por la divergencia en médulo de {ay, },cn., existird un cierto N € N tal que |a,| > r
para todo n > N. Aplicando el Lema 2.1.4 se sigue que

pnt1 Dnt1
1-E, (=] < < (=
"\ ay |ay|

para todo |z| < ry todo n > N (de modo que |z/a,| < r/|a,| < 1). Por lo tanto,

z b r pn“—l o
1-E, (— )< )Y <o, VYz€Dy0),

Ay n=N |an‘

(e (o)

converge uniforme y absolutamente sobre el compacto D,(0) por el Criterio M de Weierstrass
A.1.7. Como nuestro r era arbitrario, podemos aplicar el Teorema 1.2.21 y concluir que

-1 2)

n>1

<

an

)3
n=N

de modo que la serie
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converge absoluta y uniformemente sobre compactos de C. En particular, f € 57 (C), siendo
sus ceros los términos de la sucesion {ay, },en por 2.1.3.

Para garantizar la existencia de una sucesion { p, },cn, notamos que dado cualquier r > 0,
existe un entero N € N tal que |a,| > 2r para todo n > N. Entonces ﬁ < % siempre que n > N,

luego basta tomar p, = n— 1 para todo n, de manera que

;(W)n< ) <|an|> iN(%)@o

probando el ultimo apartado. U

Observacion 2.1.7 Si {p, },cn es una sucesion tal que p, > n— 1 para todo n € N, se sigue
cumpliendo el teorema anterior acotando dicha sucesion por n — 1.

Usando la notacién .# (C) para el conjunto de funciones meromorfas en C, ver Definicion
A.1.1, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.8 Sea f € .# (C), entonces existen g,h € 7 (C) tales que f(z) = i(—zg.

<

Demostracion. Sea f € .#(C), con polos {ay},eny C C\ {0} repetidos segin su orden, y con
un polo en el origen de orden k > 0. Aplicando el Teorema 2.1.6, 1a funcion

- Z
Z) = Zk HEnfl (_)
n=1 an

es convergente en .7’ (C). Sea ahora

Claramente, los polos de f tienen el mismo orden que la multiplicidad de los ceros de A, de
manera que g se extiende de manera holomorfa a todo C. Luego f(z) = %, con g,h € 7(C),
como queriamos probar. U

2.1.2. Teorema de Factorizacion de Weierstrass

Supongamos ahora que f € 5 (C) es una funcién de la que conocemos sus ceros y sus
respectivas multiplicidades. En este contexto, surge la pregunta de si podemos expresar esta
funcién con un desarrollo “candnico” en producto infinito que factorice sus ceros.

El Teorema de Factorizacion de Weierstrass proporciona la respuesta a este interrogante.
Ademads, nos ofrece una expresion que relaciona esta funcién con cualquier otra que comparta
los mismos ceros y multiplicidades asociadas.

Teorema 2.1.9 (Teorema de Factorizacion de Weierstrass): Sea f € 7¢(C), no idénticamente
nula, y sea Z5(C)\ {0} = {a,}nen el conjunto de los ceros no nulos de f, repetidos segiin su
multiplicidad. Si f tiene un cero en z = 0 de multiplicidad m > 0, entonces existe una funcion
g € J(C) y una sucesion entera { py},en tal que:

f(z) =2"es ﬁEpn (ai) . 2.12)
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Demostracion. Por el Teorema 2.1.6, existe una sucesion {p, },cn de enteros tales que el

producto infinito
o) = T (£
n=1 An

define una funcién h € 7 (C) y, ademds, f y h tienen los mismos ceros con las mismas multi-
plicidades. Sea ahora la funcién
f(z)

0(2):= @

Claramente, esta funcién es holomorfa en C, puesto que al coincidir las multiplicidades de los
ceros de f y h, tiene singularidades evitables en todos los puntos de {a,},cny U {0}. Ademas,
como Q(z) no se anula en C, existe una funcién g holomorfa tal que

0(z) = 19 = f(2) = h(z)etV

por la Proposicion 2.1.1, probando el resultado. U

Una consecuencia interesante del teorema de Weierstrass es un cldsico problema de inter-
polacion, es decir, construir una funcién f € J#(C) tal que en un conjunto predeterminado de
puntos, tome unos determinados valores.

Corolario 2.1.10 (Teorema de interpolacion de Pringsheim) Sea {a,},cn una sucesion que
no repite términos (ap = 0 en caso de existir) y sin puntos de acumulacion, y {wy}nen una
sucesion arbitraria; entonces existe f € 7 (C) tal que f(an) = wy, para todo n € NU{0}.

Demostracion. Por el Teorema de Weierstrass 2.1.6, existe G € 77 (C) tal que ZG(C) =
{an}tnen, y G'(ay) # 0 (considerando los a, como ceros simples). Con esta funcién, construimos
la sucesion de funciones {F; },cn dada por

Wn G( ) :
Fl’l (Z) - { Gl(an) ' Z*Zn S1z # An

\ siz=a,

Z—dap

Claramente, Fy(z) € 7 (C\ {a,}), y como lim 6G) — G(ay), entonces Fy(z) € H#(C).
Z—ap
Ademads, es inmediato que

Fy(ay) w, Sik=n
n\dk) =
Y7 o sik#n

Si encontramos una sucesion { p, },eny C RT tal que

)= Fo@)+ Y F() (i) 2.13)

n=1

converja uniformemente sobre compactos, probamos el resultado. Sea K C C compacto, enton-
ces existe R > 0 tal que K C Dg(0). Por otro lado, que {a, },cn sea una sucesion sin puntos de
acumulacién implica que 1im,, |a,| = oo, luego existe ny € N tal que |a,| > 2R para todo n > ny;
y por lo tanto,

2= an| =lan —2| > |an| = [z| 2 2R— |z = R, Vn>no,z € K.
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Finalmente, para n > ny,

N wl GG
fz) () S 10 o—a

<
An

Pr wa|  sup{|G(z)[:z€ K} 1
~ |G (an)| R 200"

Tomando

~tlogn [ Wal
pn—n+ 02> |G/((Z )’ )
n

nos queda en la ultima desigualdad que

wa|  sup{|G(z)|:z€ K} 1 _ sup{|G(2)|:z€ K}
G/ (an)] R 2 = 2R :

y por la compacidad de K, sup{|G(z)| : z € K} < oo. Aplicando el M-test de Weierstrass A.1.7, la
serie (2.1.3) converge absoluta y uniformemente sobre K. Como K era un compacto arbitrario,
f € #(C) y cumple las condiciones del enunciado. O

Aunque se sale del ambito de este trabajo, no queremos concluir sin mencionar una gene-
ralizacién del Teorema de Weierstrass para abiertos Q C C.

Definicion 2.1.11 Decimos que una sucesion {a, },cn de nimeros complejos es admisible en
Q si:

(1) a, € Q, paratodo n € Q.

(ii) para cada compacto K C Q, el cardinal de {n € N : a, € K} es finito.

A continuacion enunciamos el resultado sin demostracion.

Teorema 2.1.12 Sea Q un abierto de C, sea {ay},cn una sucesion admisible en Q 'y {my},en
sucesion de enteros. Entonces existe una funcion f € (Q) cuyos unicos ceros son a, con
multiplicidad m,, asociada. Ademds, f es tinica salvo producto por funciones de la forma e (),
donde g € 7€ (Q).

Demostracion. La prueba puede consultarse en [7, Chapter 7] teorema 5.15. U

2.2. Factorizacion del seno

En este apartado obtendremos la factorizacion del seno como producto infinito. Este re-
sultado se puede probar de diversas maneras, no obstante, realizaremos una prueba que emplea
solo herramientas elementales de andlisis complejo, entre ellas, el teorema de Liouville. Esta
prueba se ha extraido de [ 10, Chapter 6]. Finalmente, ofrecemos unas consecuencias inmediatas
del producto infinito del seno.

2.2.1. Candidatos a desarrollo

Sea ahora la funcién seno definida por

8(z) == Seny(f@, zeC. (2.2.4)
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Claramente, su dominio son todos los numeros complejos, y su conjunto de ceros (todos ellos
simples) es Z;(C) = Z. Nos gustaria “factorizar” g(z) en términos de sus ceros, es decir, ex-
presar

g(z) =[] fu(2),

nez

donde cada funcién f,(z) es holomorfa en C y se anula tinicamente en el punto z = n. Una idea
intuitiva que nos lleva a un posible desarrollo en forma de producto es tomar f,(z) = z—n. De
esta manera, tenemos una familia de funciones holomorfas que se anula en n, luego

[1G-n)

nez

seria un posible candidato. No obstante, nos topamos con un problema de definicién, y es que
ese producto no es convergente (de forma propia) en ningin z € C, ya que el término general
no tiende a 1 y por tanto no se cumple el Lema 1.1.7.

En consecuencia, podemos pensar en solventar este problema escogiendo una familia de
funciones f,(z) mas adecuada y cuyo producto coincida con la funcién g(z). En este sentido,
definimos nuestro segundo candidato escogiendo la familia de funciones

Fil@)=1== sin#£0, o) ==

Claramente, estas funciones se anulan en n, sin embargo, no estamos en las condiciones ade-
cuadas del Teorema 1.2.21, ya que para z # 0,

y fee

n€Z\{0} n|

No obstante, esto se soluciona facilmente agrupando los enteros positivos y negativos, y toman-
do como nuevo candidato el producto infinito

0 2
P(z) ::zH(l—%), zeC,
n=1

2
Como ), |’Z1—|2 < oo, dicho producto converge absolutamente para todo z € C por el Teorema
1.2.21. Claramente, la funcién g(z) y el producto P(z) coinciden en Z; y faltaria ver que, de
hecho, coinciden en los demads valores z € C.

2.2.2. Factorizacion del seno mediante el teorema de Liouville

Para realizar esta prueba empleando el teorema de Liouville, mostraremos que el cociente
de las funciones g(z) y P(z) es acotado por un polinomio en C y, como consecuencia, obtendre-
mos que g(z)/P(z) debe ser constante.

2
Z

En primer lugar, tomamos P(z) = z[],_; (1 — ?> Para este producto, tenemos:

1. P(z) es uniformemente convergente sobre compactos de C por la Proposicién 1.2.21.

2. P(z+1)=—P(z).
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Demostracion.
P(z—i—l):(z+1)H(l—(Z:2) )
n=1
) N (Z+1)2
:1\171310(Z+1)HI:11<1 " )
. al (z+1)
_&ﬂ(z—'—l)nl——[N (1 n >
n#0
N
—z—1
= lim (z+1) H (n=z=1)
N—soo NN n
n#0

N—soo ey N1 n
n#0,1
Tomando ahora ¢, = [T\_ %, notamos que:
n#0,1
N
-1 N-IN-2 1 -2 —-N-1 N+1
l’mH & = lim T _hm;zl.
N I3y on N N N—-1 2 -1 —N N N
n#0,1

Por lo tanto realizamos el cambio de variable m = n — 1, y tomando limites:

N N
p m—z) m . Z
lim —z(z+1) ] (m=z) m —_ lim —z(z+1) ] (1——)
N—seo me—nN_] m m+1 N—soo M=_N m
m#0,—1 m#0,—1
oo 2
—gm [T (1-2) =TT (1-5).
e [0 =<1 (15)
m#£0
siendo esta dltima expresion —P(z). O

Conociendo dichas propiedades de P(z), definimos la funcién: 4 : C — C dada por:

ne) =L@ _ 2 ﬁ (1 - i) , (2.2.5)

g(z)  g(z) % n?

siendo g(z) la funcion seno definida en (2.2.4). Esta funcion es un cociente de funciones holo-
morfas en todo C. Por otro lado, /(z) tiene singularidades en Z;(C) = Z, pero son evitables
porque P(z) tiene los mismos ceros con misma multiplicidad que g(z), luego h(z) se puede
extender de manera holomorfa a todo C.

Adicionalmente, g(z) cumple que g(z+ 1) = —g(z). Por lo tanto, como P(z+ 1) = —P(z),
deducimos que & es 1-periddica, es decir,

h(z) =h(z+1), zeC.
A continuacién queremos probar que

|h(z)| < A+Blz]. (2.2.6)
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Por la periodicidad de la funcién £ basta hacerlo en la banda S = {z € C: |R(z)| < 1/2}. En
efecto, si se cumple (2.2.6) en la banda S, y tomamos z € C, existirdm € Z talquez e m+ S,y
por tanto

[h(2)] = [h(z—m)] <A+Ble—m| <A+B(;+[3(2)]) SA+3 +Blz],
lo que implica que (2.2.6) es cierto en todo z € C con una nueva constante A’ = A + B/2.
Probemos por tanto (2.2.6) cuando z € S. Para ello demostraremos que:
L. |g(z)| > clz|,siz€ K:=[5 ) 72]"’ [2 ;2]
2. |g(z)| = Ce™! cony=3(z)size S\K.
3. |P(z)] < Dlz|e™, cony =3 (z),siz €S.
La primera afirmacion es consecuencia de que # es una funcién continua que no se
anula en el compacto K, y por lo tanto, tiene un minimo, luego existe ¢ > 0 tal que
sen(7z)
/%4

sen(7z)

>c<— > clz.

Para la siguiente afirmacion, tomamos x e y las partes real e imaginaria de z respectiva-
mente. Aplicando el Lema A.1.5,
‘2

|sen(7z)|*> = sen?(7x) + senh?(7y) > senh?(my) <= [sen(7z)| > senh(x|y|).

Tomando u := x|y| > %, consideramos el cociente

senh(u) 1—e 2

o) =0 = ==

Esta funcion es continua, estrictamente creciente y positiva en [J, ), luego alcanza un minimo,
es decir, existe C > 0 tal que

T 1
senh(u) > Ce", u> = = senh(zly|) > ce™ |y > 5

Para la tercera afirmacién, tomando logaritmos obtenemos

LTI

()
i< L)

n=1

_ /0°°1 (1+ |Z|2) dt = 1(2).

Posteriormente, tomamos el cambio de variable u = H e integramos por partes:

- 1
I(z) = |z\/0 ln(l—i—;) du
NS 1 2
_ |Z\([u1n<1+—2>] —/ u—l—Sdu> (+)
u 0 0 1+u—2u
= 2
- [ -

In

IA

S
IA
IA

1du: |z|7.
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Notar que en (%), [uln (1 + L}_Zﬂz =0, yaque

1 1
lim uln (1—|——2> =0y Ilim uln (1—1——2) =0.
u—0 u U—>o0 u
P(z)

Luego, ln‘T < 7lz|, y por lo tanto, |P(z)| < |z]e™ < |z|e®e™P!. Finalmente, como _7] <

R(z) < %, entonces:

1. Siz € K, entonces |y| < %, y con las previas afirmaciones,

e|z|e™ e o7

IN

czl ¢ ¢

. . . . 3z _
lo que implica que el cociente A(z) es acotado por una cierta constante C' :=eZ2 ¢! en

K.

2. Siz € S\ K, entonces |y| > %, luego por las previas afirmaciones,

(2)
(2)

De esta manera, tenemos que |i(z)| < C'+C"|z|, cuando z € S, y por las observaciones anterio-
res se cumple (2.2.6) para todo z € C. A continuacidn, aplicamos el teorema de Liouville, en la
version dada en el Teorema A.1.6 para polinomios de grado 1, y obtenemos como consecuencia
que

Tyl T

—c C' = e
=9

e’|zle
CeﬂM

o)l =29 < )

h(z) =az+b, cona,beC.

Como 4 era 1-periddica,
h(0)=h(1)<=b=a+b<=a=0<= h(z) =b,
es decir, h es constante, de donde obtenemos que
P(z) = bg(z).

Para obtener dicha constante, basta con dividir por z, es decir,

g(z) senmz P(z) 1"_"1 | 72
z nz 0z L n2)’
Si observamos, @ se extiende holomorfamente al origen al ser cociente de funciones holomor-
fas, luego
. sennmz
lim =1,
z—0 Tz

. . . . z (=] 2
y en el caso del cociente del producto infinito, deducimos que ;gr(l) IT,—, (1 — %) =1,y como

coinciden los limites, necesariamente b = 1, y llegamos finalmente a la igualdad

00 2
sen(mz) = 7z [ | (1 - Z—z) . (2.2.7)

n=1 n
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1A

[FA)
(1

10—

Figura 2.1: Aproximaciones de los productos parciales (azul) de (2.2.7) a sen(nz) (rojo).

2.2.3. Aplicaciones del producto del seno

Una interesante aplicacion de este producto infinito es el calculo de la conocida serie:

=1
Lx-%

Este problema se conoce como el problema de Basilea. El resultado a primera vista
podria parecer sorprendente, pues aparece un nimero trascendente al cuadrado en el resultado,
teniendo en cuenta que estamos trabajando con una serie de ndmeros racionales. Esto nos dice
que la suma infinita de racionales no es racional necesariamente.

Leonard Euler fue el que dio una primera demostracion, empleando el producto infinito
del seno. Pese a ello, la demostracion dada por Euler se consideraba “poco rigurosa” al no
demostrar por qué coincidia el seno con ese producto infinito, pese a estar en lo cierto. Por este
motivo, esta prueba no se tuvo en cuenta, hasta que se probé la igualdad del producto del seno.

Veamos esta demostracion:

Demostracion. Consideramos la serie de Taylor del seno:

2

> (—1 ”z” 2 7 (x) sen(z) = Z
sen(z ; —z—§+§—...<:> ; =1—§+§—.... (2.2.8)

Notar que en (*) hemos dividido por z. Por otro lado, como los ceros del seno son de la forma
n7, de la seccién anterior obtenemos

sen(z):ﬁ(l_nzz_;)

Z n=1

Esta es la parte que Euler no probé con rigor, siendo en nuestro caso consecuencia del
cambio z = 7u : u € C y la igualdad (2.2.7). Agrupando formalmente los términos de z> del
producto,
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Igualando ahora con la serie de Taylor (2.2.8) y empleando la unicidad del desarrollo en
serie, observamos que el término del cuadrado del desarrollo de Taylor es ’3—2!2, luego

2 oo 2

- 1 =
Z :_<:>2_2:?'

l

Otra consecuencia inmediata es la formula de Wallis. Esta formula establece otra igual-

dad proveniente de la funcidn seno. En este caso, gracias al producto infinito del seno se de-
muestra que

T 2-2 44 2m-2m l°—°l 2n-2n
213 357 2m+1)-2m—1) 2 nt1)-@2n-1y

lo cual, nuevamente, resulta llamativo si tenemos en cuenta que hemos obtenido un nimero
trascendente mediante un producto de elementos racionales, sirviendo de contraejemplo para
probar que los racionales no son cerrados para productos infinitos. Para probar este resultado,
utilizamos el desarrollo del producto infinito del seno

y evaluando en z = 2 , tenemos la igualdad

T 1

n=1

. 2_ —1). . e
Finalmente, observamos que 1 — # = 4’:1”21 =& 21,1&"“), y despejando esta ultima

igualdad, obtenemos el resultado buscado, es decir,

- 2n-2n
(2n—1)-(2n+1)"

n:1






I3 La funcion Gamma

Este capitulo esté centrado en el estudio de la funcion Gamma, explorando sus propieda-
des y expresiones derivadas de la misma.

Entre los principales resultados del capitulo, destacan el célculo de la constante de Euler-
Mascheroni, (3.2.6), la funcion Gamma como expansién en producto infinito, la férmula de
duplicacién de Legendre, (3.3.11), y el Teorema de Bohr-Mollerup, 3.4.9.

Se ha utilizado como principales referencias para este capitulo los textos [1, Chapter 5]
seccion 2.4, [2, Chapter 2] y [7, Chapter 7] seccién 7.

3.1. Funcion con ceros en los naturales

Como bien sabemos, la funcién sen(7z) es una funcion holomorfa en C, cuyas raices son
precisamente los nimeros enteros. Es mds, gracias a su factorizacién como producto infinito de
sus ceros, es la més sencilla con esta propiedad; y cualquier otra que tenga esas mismas raices
serd de la forma h(z) = sen(mz)ef(?), con g(z) € #(C) por el Teorema 2.1.9.

En esta seccion abordamos el problema de construir una funcién G € 7 (C) cuyos ceros
sean Unicamente, bien los enteros positivos, o los enteros negativos. En primer lugar, el producto

0=

no seria un candidato vélido, pues no cumple la condicién de convergencia absoluta de la De-
finicién 1.1.14; de hecho, dicho producto ni siquiera converge propiamente en z = 1 por el
Ejemplo 1.1.4.

Restringiéndonos al caso de los ceros negativos, y en vista de la definicién de los factores
de Weierstrass, ver Teorema 2.1.6, podemos considerar la expansion

G(z) ::HEI(—g):H(H—)e : G.1.1)
n=1 n=1 n
y como se cumple que
entonces, por el Teorema 2.1.6, podemos garantizar la convergencia de (3.1.1) de forma absoluta

y uniforme sobre compactos de C. Con un simple cambio de variable, podemos definir G(—z)
como otra funcién dada por un producto infinito, siendo en este caso sus raices los enteros
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positivos. De hecho, basta observar como se definen ambas funciones para darnos cuenta de
que
sen(7z)
T
Por otro lado, la definiciéon de G(z) nos lleva a estudiar otras propiedades. Una de las mds
sencillas es que los ceros de G(z) coinciden con los ceros de G(z — 1) a excepcion del origen,
que solo anula a esta ultima funcion; en efecto, como Z¢(C) = {—1,—2,...}, entonces

=2G(2)G(—2z). (3.1.2)

Gz—1)=0<=(z—1)e{-1,-2,-3,...} &=z€{0,—-1,-2,...}.

3.2. La constante de Euler-Mascheroni

Por lo visto en la Seccién 3.1, los ceros de zG(z) coinciden con los ceros de G(z — 1),
luego empleando el Teorema de Factorizacion de Weierstrass 2.1.9,

G(z—1) = 2G(z)e,

donde ¥(z) es una funcién entera. Nuestro objetivo ahora consiste en determinar la expresion
que tiene Y(z). En primer lugar, tomamos derivadas logaritmicas en ambos lados de la igualdad
y obtenemos:

1. Por definicién de G en (3.1.1),
G(z—1) i ( B 1)
G(z—1) = \z—-1+n n '
2. En el otro lado de la igualdad tenemos

@ammg’

1
Goem — YO+ X

> ( 1 1 )
n—1 z+n n .
Igualando ambos términos llegamos a

- 1 1 1 it 1 1
,;(Z_Hn—;):ﬁﬂ@i(Hn—;). (3.2.3)

n=1

Con la intencién de agrupar en la igualdad, realizamos el cambio en el sumatorio de la izquierda
m = n — 1, de manera que el sumatorio comienza en m = 0, luego

i( 1 1)_2(1 1)_1 1+i(1 1)
n=1 z—1l+n n _m:O z+m m+1 _Z - \z+m m—+1

m=1

1 - 1 1 o (1 1
=-—1+ —— |+ ——— .
Z mz:"l(z—l—m m) Z_: (m m+l>

m=1

Si observamos Y ,>_, (% — m#ﬂ) = 1 porque es una serie telescopica infinita, luego apli-

cando esto en la ecuacion (3.2.3),

T TR P
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lo que se significa que ¥(z) es una funcion constante, digamos ¥(z) := ¥. Por lo tanto,
G(z—1) =2zG(z)e". (3.2.4)
Para determinar el valor de ¥, evaluando en z = 1 tenemos 1 = G(0) = ¢"G(1), luego
- 1 1
e—YzG(U:nf:[l (HZ) e n. (3.2.5)
De hecho, podemos expresar el n-ésimo producto parcial como
G, = fI (1 + 1) et = In] (ﬂ) ek = (n+1)e (Hatt0),
k=1 k k=1 k

y consecuentemente obtenemos, tomando logaritmos, que

1 1
y= lim (I—I—E—F...—F;—ln(n—i—l)). (3.2.6)

n—oo
Este limite define la famosa constante de Euler-Mascheroni, cuyo valor aproximado es 0,57722.

Observacion 3.2.1 En (3.2.6), se puede cambiar In(n+ 1) por In(n); en efecto, esto es conse-
cuencia de que

lim (1n(n+1)—1n(n)) — lim In (”H) —0.

n—oo n—oo n

3.3. Estudio de la funcion I

En esta seccion estudiaremos la funcion Gamma de Euler dada por su expansion en pro-
ducto infinito. Para ello, probaremos las condiciones que caracterizan a la misma, asi como
algunos resultados derivados.

3.3.1. Definicion formal y generalizacion del factorial
En primer lugar, sea H(z) := G(z)e*. Trivialmente, tenemos que
H(z—1)=G(z—1)e"" D) = G(z—1)e " = 2G(2)e" = zH (2).

Como H(z— 1) = zH(z), estamos cerca de una propiedad que nos permitird generalizar el con-
cepto de factorial. A partir de ella, definimos la funcion que da nombre a esta seccion.

Definicion 3.3.2 La funcion Gamma I'(z) es la funcién de variable compleja dada por

1 1

M=) = 6er

al menos en los puntos z € C\ {0,—1,—2,...} donde el denominador no se anula. Su represen-
tacion explicita viene dada por

e_yzﬁ<1+§)_le;7 z€ C\{0,—1,-2,...}. (3.3.7)

n=1

[(z) =

4
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| b,
T ﬁ , ] :

Figura 3.1: Aproximacién de los productos parciales de (3.3.7) a la funcién I'(z) (rojo).

Lema 3.3.3 La funcion I'(z) dada en la Definicion 3.3.2 es una funcion que cumple:
1. T'(z+1) =z[(z) para todo z € C\ {0,—1,-2,...}.
2. (1) =1.
3. T'(z) € #(C) y tiene polos simples en {0,—1,-2,...}.

Demostracion. En primer lugar,

B 1 B 1 B I'(z)
P D= G e D) o1

de donde deducimos inmediatamente que
[(z+1) =z[(2). (3.3.8)

Para la segunda afirmacion, tenemos

por (3.2.5). La dltima condicién es consecuencia de que (3.1.1) es convergente en C y de que

1
I(z)= ——
siendo sus polos los ceros de ze?*G(z), todos ellos simples. O

Observacion 3.3.4 Es inmediato que I'(z) no tiene ceros a partir de esta ultima expresion.

Corolario 3.3.5 Paran € NU{0},
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Demostracion. Gracias a la ecuacion funcional (3.3.8), podemos obtener el residuo de cada
polo simple de I'(z). Sin > 0,

[(z4+n+1)=z(z+1)...(z+n)(2).

De esta manera, deducimos que

L . (zH+n)(z4+n+1)
Res(I', —n) = zg@n(z+n)r(z) N ZLHEn z2(z+1)...(z+n)
TR L €5t k) N Gl (VA

=-nz(z4+1)...(z+n—1) n!

Gracias al Lema 3.3.3, obtenemos los valores:
re)y=1, ra3) =21, ..., I'm)=mn-1).

Esto equivale a que la funcion I'(z) puede considerarse como una generalizacion del operador
factorial. Introducimos este concepto en la siguiente definicion.

Definicién 3.3.6 Dado z € C\ {0,—1,-2,...}, definiremos el “factorial” de z como
7zl =T (z+1).

sen(7z)
T

Gracias a que zG(z2)G(—z) = , ver (3.1.2) , podemos deducir lo siguiente:

Proposicion 3.3.7 Sea z € C\ Z, entonces
T
rzxr(l—-z)=——.
(2)I'(1—2) sen(7)
Esta expresion se conoce como formula de reflexion de Euler.

Demostracion. Dado z € C\ Z, tenemos:

1 1
TR =2) = e (1 =96 — )9~ 261 —2)G(1 —2)
1 T
(1-2)G(z—1)G(1 —2) - sen(m(1—7z))’

y por la identidad del seno de la suma,

(por (3.2.4)) =

sen(m(1 —z)) = sen(7) cos(7z) —sen(nz) cos(mw) = sen(wz),
concluyendo la prueba. U

Gracias a la Proposicién 3.3.7, como I'(x) > 0 six € RT, si evaluamos en z = %

() -er(l) e

de tal manera que la Definicién 3.3.6 junto al valor F(%) deduce la famosa expresion del “fac-

torial” de %:
Dy (3 (D) VA
2 2 2 2 2

de hecho, podemos calcular el factorial de n — % facilmente, ya que por la definicién anterior,

F(H%) _ 1.3.5..2.n(2n—1)r(%) _ r(lz';z;lﬁ
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3.3.2. La Foérmula de Duplicacion de Legendre

Una vez caracterizada la generalizacion del factorial, sean los términos de la expansion
del producto infinito (3.3.7):

Z

[h(z) = (1—|—£> en, VYn>1.
n
Por el Corolario 1.2.23, la derivada logaritmica

re) 1 ahE ol a1 1
F(z)__y__JrZF(Z)__Y__—'—Z(ﬁ_nJrz)

SO S —

converge absoluta y uniformemente sobre compactos de C\ {0, 1,2,...}; y derivando nueva-
mente esta expresion, llegamos a

d (T2 « 1
7 (m) _n;)—&H)z. (3.3.9)

Por otro lado, aplicando la expresion anterior a I'(z)[(z + 3),

d (T'(z) d (Ti+3)) & 1 o 1

d_Z(F(Z)>+d_Z<F<Z+;)_g)(z+”)2+;;)(z+n+%)2
= = 1

:4(r;)(zz+2n)2+,;)(2z+2n+l)2)

e 1 4T
_4m:0 Qerm?  dz <F(2Z) ) '

Integrando esta ultima igualdad,
I'(z)  T'(z+3) I'(22)

Mo ' Terd) TR

Integrando nuevamente respecto de z, y usando en cada bola D (z) una determinacién adecuada
del logaritmo, tenemos que

Log(I'(z)) +Log <F (z%—%)) =az+b+Log(I'(27)),

lo cual, tomando exponenciales, implica que

()T (z-l- %) — " (2z), (3.3.10)

donde las constantes a y b son desconocidas. Como F(%) =y, T(l)=1y F(%) = %F(%) = ‘/TE
evaluando la expresion (3.3.10)enz =1y z= % obtenemos el sistema de ecuaciones

VI ath 1 T
5= a+b=51In(%)
} — 2 4 ,

JT=e3 TP Jat+b=11n(r)
de donde finalmente obtenemos los valores a = —2In(2) y b = %ln(n) +In(2). Con las cons-
tantes obtenidas, despejando en (3.3.10), obtenemos finalmente:
1
VAT (2z) =2%71T0(z)T (z+§>. (3.3.11)

Esta dltima expresion es conocida como la formula de duplicacion de Legendre.
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3.4. Teorema de Bohr-Mollerup y sus consecuencias

Aunque hemos definido la funcion Gamma como una expansién en producto infinito,
como parece natural por la temdtica de este trabajo, existen varias caracterizaciones que son
habituales en la literatura, siendo quiza la mas popular la definicién como integral

~ +oo
[(z)= / e dr. (3.4.12)
0

Para probar que ambas definiciones coinciden, demostraremos primero un teorema de unicidad
debido a Bohr-Mollerup.

3.4.1. Teorema de Bohr-Mollerup

El teorema de Bohr-Mollerup establece una condicion para la funcion generalizadora del
factorial en R* que permite garantizar su unicidad.

Definicion 3.4.8 Sea ZZ C Ry sea f: % — (0,+c). Diremos que f es logaritmicamente
convexa si In (f(x)) es una funcién convexa.

Teorema 3.4.9 (Bohr-Mollerup): Sea f : (0,+00) — (0, 4o0) una funcion continua tal que:
(i) f(1)=1L
(ii) f(x+1)=xf(x)six>0.
(iii) f(x) es logaritmicamente convexa.
Entonces
n*-n!

fo) = Mmoo Y

Demostracion. Sea S(xj,x;) la pendiente del segmento (x,In(f(x1))), (x2,In(f(x2))). Como
f(x) es logaritmicamente convexa,

S(n—1,n) < S(n,n+x) <S(n,n+1), Vxe(0,1]. (3.4.13)

~—

n—1

Figura 3.2: Grafica de una funcidén convexa que ilustra la desigualdad (3.4.13).
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Ahora bien, por la definicion de la pendiente,

1

~ In(f(x2)) —In(f(x1)) 1 , f(x2) I fla)) 2™
S(x1,x2) = 1 (f(x1)> =1 (f(x1)> ,

X2 —X1 _x2_x1

luego, tomando exponenciales,

1 1

S(x1,x2) <S(y1,32) <= (f(x2)> o < (M> =

f(x1) fO1)

Sustituyendo en (3.4.13),

) <f(n+x))’lfgf(n+1) f<”+x>))l‘gn,

<= n—lg(

fin=1) =\ f(n) f(n) f(n)
usando en la equivalencia que f(n+ 1) = nf(n). Elevando a x y multiplicando todo por f(n) =
(n - 1) !7
(n—=1)(n—1)!' < f(n+x) <n*(n—1)". (3.4.14)

La segunda condicién de f nos lleva a la ecuacion funcional
fn+x)=m—1+x)f(n—14x)=...=(n—1+x)...xf(x);
luego despejando para f(x) la anterior ecuacién y evaluando en (3.4.14),
n—1)'n—1<(n—14x)...xf(x) <n"(n—1).
Dividiendo por (n—1+x)...x,

(n—1)y(n—1)!
(n—14+x)...x

n*(n—1)!
(n—1+x)...x

< flx) < , VneN.

La anterior igualdad es vélida para todo n € N, de tal manera que

n*-n! n*-n! X+n
(n+x)...x <f) = (n—i—x)...x'( n )’

y como lim, * = 1, aplicamos el criterio del sandwich y

n*-n!

Probando el resultado si 0 < x < 1.
Para x > 1, supongamos que x € (m,m+ 1] con m € N. Entonces x —m € (0, 1], y eva-
luando en (3.4.15),

X—m

n n!

Samm) = G —m T D). (r—m )
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y empleando la condicién de generalizacion del factorial,
f)=x=1)(x=2)...(x—=m)- f(x—m)
) (x—=1)(x—=2)...(x—m)n*""n!
= lim
n—eo (x—m)(x—m—+1)...(x—Dx(x+1)...(x+n—m)
— lim nn! (x+n—m+1)...(x+n)
Conoex(x+1). . (x+n—mnm (x+n—m+1)...(x+n)
3 n'n! x+n—m+1 x+n
n—oox(x+1)...(x+n) n n
n'n!
= lim ,
n—eox(x+1)...(x+n)
probando la existencia del limite del enunciado para todo x > 0. O

3.4.2. Unicidad de la funcion I

En general, la definicion més usual de la funcion Gamma viene dada por (3.4.12), pero
esta tiene un inconveniente, y es que solo esta definida si R(z) > 0. Por otro lado, (3.3.7) estd

definida para todo C salvo los enteros negativos y el origen.

Nuestro objetivo es claro: probar que, sobre R(z) > 0, (3.3.7) y (3.4.12) son equivalentes
empleando el Teorema 3.4.9. De esta manera, podemos extender la expresion integral de la

funcién Gamma de Euler si R(z) < 0, salvo los enteros negativos y el 0.

Afirmamos que (3.3.7) cumple las condiciones del teorema de Bohr-Mollerup; en efecto,

consideramos la restriccion I": (0, 4-00) — (0, +o0) dada por

E_yx > x\ 1«
H (1 —|——> en.
X n—1 n

I'(x) =

Como bien hemos visto:
1. T'(1) = 1 trivialmente por el Lema 3.3.3.
2. T'(x+1) =xI'(x) por el Lema 3.3.3.

3. In(I'(x)) es convexo; basta observar que por (3.3.9),

d? d (T'(x) > 1
) =5 (F) = ¥ o

n=0
lo que garantiza la convexidad.

Por otro lado, sea I" dada por (3.4.12) restringida a RT, es decir,
teo
[(x) = / rle7tdt, x>0.
0

En primer lugar, f(z) es una funcion que “generaliza” el factorial, ya que:

1. T(1) = 1 trivialmente, ya que
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2. I'(x+ 1) =xI'(x), basta observar que
- oo
Fx+1)= / e ' dt
0

(oo} +oo
(=15 dv=e~tdt) = [tx (—e_t)]ar —/ a1 (—e_’) dt
0

+oc0
= / xt* e dr
0
o0

—x/ e dr
0
=xI'(x).

—+oo
Jo

Notar que [—t*e™ "], =0, ya que

lim te”" =0, limr'e ' =0.
t—r+oo t—0

Solo restaria probar que IN“(z) es logaritmicamente convexa, y estamos en las condicio-
nes del Teorema de Bohr-Mollerup 3.4.9. Para ello, tomando derivadas de segundo orden en

m@@)

~ ~ ~ 2
2 B i) ') —(TV(x)
£ (1) - & (o)) - 450 T (T0),

Esta expresion es no-negativa si y solo si se cumple
~ 2 ~ ~
(r’(x)) < T"(0)T(x), x>0. (3.4.16)

A continuacion, el siguiente lema nos permite afirmar que r® (x) se puede obtener intercam-
biando los 6rdenes de derivada e integral.

Lema 3.4.10 Sea Q = {z: R(z) > 0}, entonces T'(z) € #(Q) y

4R = / T ety g = / () (e di (3.4.17)
dz" o d7" 0 . o

Si damos por hecho el Lema 3.4.10 (después veremos su demostracién), vemos que
(3.4.16) es consecuencia directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz; en efecto,

2

(f’(x))z < (/O+w]1n(t)|tXIe’dt) < (/()erlnz(t)IXIetdt) (/0+ootXIe’dt)

= I"(x)D(x).
Por lo tanto, por el Teorema 3.4.9,

[(x)=T(x), x>0.

Finalmente, podemos hacer una extension para z € C tales que R(z) > 0 por el Principio
de Identidad A.1.12, ya que ambas coinciden en R™, luego
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[(z2) =T(z), R(z)>0,
probando el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Lema 3.4.10: Tenemos que comprobar que se cumplen las condiciones
del Lema A.2.16 de derivacion de integrales paramétricas.
Basta demostrar el resultado para z en los dominios

Qa,b):={z€Cla<R(z) <b}, 0<a<b<oo,

y después hacer a — 0y b — oo, generalizando a Q.

Por un lado, la funcién f(z,¢) :=t*"le™ es continua si (z,7) € Q x (0, 4o0), y cumple que
z+ f(z,t) es holomorfa en Q para cada ¢ > 0 fijo.

Por otro lado, si z € Q(a,b) entonces

f(zn)] = | e = |e Do)

e(%(z)—l)ln(t)e—t _ t‘ﬁ(z)—le—t

< e gy () + 197 e o) (1) =2 8(0),

y basta ver que la funcién g(¢) € L'(0, +). En primer lugar,
+oo 1 oo
/ g(t)dtz/ t“‘le"dt+/ "l dr,
0 0 1

1. Sit €(0,1), entonces

/t"‘ e_tdtg/ 14 dt:{—} = — < oo,
0 0 al, a

2. Sit € [1,+o0), entonces

por lo tanto:

tb-i—le—l

b—1,—t _
e = 2

Observamos que !¢~ es acotada si # > 1, pues es continua y, para todo b > 0,

lim*Tle™" =0,
t—yoo0

luego existe C > 0 tal que C = max{r**'e~ :t > 1}, de donde deducimos que

tb+lefz

y por lo tanto,

Juntando ambas afirmaciones, deducimos que g € L (0,+e0), probando el resultado. UJ






I A Resultados auxiliares

Este apéndice esta dedicado a complementar algunos resultados clasicos del andlisis com-
plejo, asi como otros resultados y herramientas que pueden resultar de utilidad.

A.1. Resultados tradicionales

A lo largo de todo el trabajo se utilizard notacion estandar de variable compleja. En par-
ticular, .77 (Q) denotara el conjunto de las funciones holomorfas f(z) en un abierto Q C C.
Cuando f(a) = 0 diremos que a es un cero de f, y denotamos su multiplicidad como

m(a, f) =min{n € N: f(a) #0}.
El conjunto de los ceros de f € .7 (Q) se denotara por
Zr(Q)={acQ: f(a) =0}.

Sabiendo que los ceros de f son a lo sumo un conjunto numerable, a veces escribiremos este
conjunto como una sucesion

-ﬁpf(g) = {an}nENa

si bien en este caso se entendera que en los términos de la sucesion {a, },cn cada cero de f se
repite tantas veces como su multiplicidad.

Definicion A.1.1 Diremos que una funcién es meromorfa en un abierto Q C C si f es holomor-
fa en Q salvo, quizds, en un conjunto M C Q aislado de singularidades, en las cuales f tiene un
polo. Lo denotaremos como f € .Z(Q).

Definicion A.1.2 Sea I un intervalo conexo y sea f : I — R una funcién real. Diremos que f
es convexa en [ si para todo x,y € [ 'y t € [0, 1], se verifica

flx+ (1 =1)y) <tf(x)+ (1 =1)f ().
Definicién A.1.3 Definimos la funcién logaritmo principal Log (-) : C\ (—e0,0] — C como:
Log(z) = Infz| +iArg_z (),

donde Arg(_; 1)(z) denota el argumento de z en (—7, 7).
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Definicion A.1.4 En C, definimos la funcién seno como la aplicacién sen(-) : C — C dada
por:

sen(z) 1= s
Andlogamente, definimos la funcién coseno cos(+) : C — C dada por:
et ek
cos(z) := —
A partir de la definicién del seno y el coseno, obtenemos el siguiente resultado.
Lema A.1.5 Sea z € C tal que z = x + iy, entonces
|sen(z)|* = sen?(x) 4 senh?(y)

Demostracion. Sea z € C en su forma estandar z = x + iy. Aplicando el desarrollo seno de la
suma,
sen(z) = sen(x+iy) = cos(x) sen(iy) + sen(x) cos(iy).

Ahora, analizando cada sumando por separado, tenemos:

ei(iy) _ e—i(iy) e Y —¢e
1) cos(x)sen(iy) = cos(x)f = cos(x) 5 = icos(x) senh(y).
l l
i(iy) 4 p—iliy) Y oY
2) sen(x)cos(iy) = sen(x)$ = sen(x)e e sen(x) cosh(y).

2
Agrupando ambos términos y tomando médulos obtenemos:

)2 + (sen(x) cosh(y))?
senh?(y) + sen’(x) cosh?(x)

)+sen 2(x)(1 +senh?(y))
sen (x)—l—COS (x))

sen(x >| — (cos(x) senh(y)

—

O

Teorema A.1.6 (Teorema de Liouville). Sea f € 7 (C) y acotada, esto es, existe M > 0 tal
que |f(z)| < M para todo z € C. Entonces f es una funcion constante.
Mas aiin, si |f(z)| < N con C,D > 0, entonces f es a lo sumo un polinomio de

grado N.

Demostracion. La prueba del teorema de Liouville se puede consultar en [9, pag 50]. La
segunda afirmacion la probaremos empleando el desarrollo de Taylor de la funcién f en el
origen:

8

n=

Empleando la Férmula de Cauchy A.2.15 para las derivadas, obtenemos, para todo n € N:
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f70) _ 1/ f(if)é

nl 2 Jig-r M1

de donde se sigue la desigualdad de Cauchy:

/|¢|—Rg3 dé‘ < %/‘:'_R‘ ’(12

Tomando ahora [f(&)| < supjg|_g |f(&)], tenemos:

’f(”)(O)‘gn—!/ SUP|§|:R!f(5)!|d§|

w)ig=r R

1

)|
~ o

n!

|dg].

<n'SuP|g| _r|f(& |/ d&| | n!supgj_glf(E)]
- €| RRn+l o R :

Ahora bien, estamos suponiendo que |f(z)| < C+ D|z[Y, con C,D > 0, por lo que si lo
aplicamos al supremo tenemos que sup;¢|_g [ ()| < C +D|&|N =C+DR", siendo & un valor
que alcanza ese supremo de f(z) en {\% | = R}. Tomando entonces n > N:

n!supje_g |f(S)] _ n!(C+DRY)
R = Rr

’ f(”)(O)‘ < YR >0,

n!(C+DRY) _ 0.

de manera que, si tomamos limites en el dltimo término, se obtiene lim “ 7

R—+oo
Por lo tanto ‘ Jak (0)‘ <0, que implica que f")(0) = 0 para todo n > N.
Sustituyendo en el desarrollo de Taylor:

N
f(Z)Z;f

Que es un polinomio de grado a lo sumo N, lo cual concluye el resultado. U
El siguiente resultado ha sido extraido de [7].

Teorema A.1.7 (M-Test de Weierstrass): Sea { f,},cn una familia de funciones de X a C ta-
les que |fn(x)| < M, para todo x € X. Si Y, | M, < oo, entonces Y., [, es uniformemente
convergente.

Demostracién. Sea Fy(x) = Y¥_, f,(x). Entonces para N > M,

N N
Z fu(x)| < Z M,

|Ev(x) —

para todo x € X. Como Y ; M, es convergente, {Fi(x)}yen es una sucesion de Cauchy en C,
luego existe &, € C tal que
h;{lnFN(x) == §x~

Sea F : X — C dado por F(x) := &,, entonces

Y A< Y IS Y M.

n=N+1 n=N+1 n=N+1

|F(x) —
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Por la convergencia de la ultima serie, si € > 0, existe un entero Ny tal que }..” . | M, < € para
todo N > Ny, lo que nos permite deducir que

|F(x) —Fn(x)| <&
para todo x € X siempre que N > Ny, lo cual prueba el resultado. U

Lema A.1.8 Sea X un conjunto y sea { f, }nen una sucesion de funciones de X a C tal que
fn — f uniformemente para todo x € X. Si existe a € Ry n; € N tal que R(f,(x)) < a para
todo x € X y n > ny, entonces e/» — e/ uniformemente para todo x € X.

Demostracion. Sea € > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que si |z| < &, entonces |¢* — 1| < ge™ .
Por la convergencia uniforme de { f, }.en, sea ng € N tal que | f,,(x) — f(x)| < 6 paratodox € X
y n > ng. Entonces,

efn (x)
ef(x)

se_“>’ef"(x)_f(x)—l‘: —1|, VxeX,n>ng;

y por lo tanto, deducimos que para todo x € X y n > no,

< ge*a ef(x) — 8870 e%(f(x)) S &

Y

’efn () _ pf(0)

donde en el dltimo paso hemos usado que R(f(x)) = lim,—e R(f(x)) < a. O

Teorema A.1.9 Sea {f,},cn una sucesion de funciones holomorfas en un abierto Q C C. Si f,
converge uniformemente a una funcion f sobre compactos de Q, entonces f es holomorfa en
Q. Ademads, la sucesion de derivadas f), converge uniformemente a f' sobre compactos de Q.

Demostracion. La prueba se puede encontrar en [9, Chapter 2] teoremas 5.2 y 5.3. U

Los siguientes tres resultados han sido extraidos de [ 11, capitulo 4], seccion 4.1.

Teorema A.1.10 Sea Q C C un abierto conexo, a € Cy f € 7 (C). Son equivalentes:
1. f"(a) =0 para todo n > 0.
2. Existe V, C Q entorno de a tal que fy, es idénticamente nula.

3. f es idénticamente nula en Q.

Demostracion. Es inmediato que 3. — 2. —> 1.

Si " (a) = 0 para todo n, entonces
G:={zeQ: fM(z)=0,Yn>0}

no es vacio. Veamos que, de hecho, G = Q.
Como las derivadas sucesivas f (") son continuas, cada

G,:={zeQ: f"(z) =0}

es cerrado en Q, y por lo tanto, G =(),,~9 G, también lo es.

Por otra parte, si zg € G, el desarrollo en serie de f es idénticamente nulo alrededor de z,
luego existe r > 0 tal que D,(z9) C Qy f]| D,(z) €S 1dénticamente nula, luego D,(z0) C G, luego
G es abierto. Como Q es conexo y G es abierto y cerrado a la vez, entonces G = Q. U
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Corolario A.1.11 (Principio de identidad 1): Si f es una funcion holomorfa no idénticamente
nula en un abierto conexo Q, entonces todos los ceros de f son aislados y QN Z5(Q)" = 0.
Consecutivamente, Z¢(Q) es numerable y Z¢(Q)" C dQ.

Demostracién. Seaa € 27(Q). Entonces por el Teorema A.1.10, existe n > 1 tal que £ (a) #
0.Sim:=min{n €N : f*)(a) #0}, en un cierto disco D, (a), la funcién f admite un desarrollo
en potencias

f@) =) anz—a)" = (z—a)"g(2),

n>m

donde g(z) = ¥.,>man(z—a)" ™ es continua en D,(a) y verifica g(a) = a,, # 0. Entonces existe
0< 6 <rtalqueg(z) #0si|z—al <&, luego Ds(a) N Z7(Q) = {a}, lo que significa que a es
un punto aislado de 27 (Q).

Si existe a € QN Z7(Q)’, existe una sucesion {a },eny C Z7(Q) que converge hacia a,
con a, # a para todo n € N. Como f(a) =1im, f(a,) = 0, entonces a no seria aislado en Z7(Q2).
Finalmente, 27(Q) es numerable a lo sumo, y como Z7(Q)’ C Q,y 27(Q)NQ = 0, entonces
Z,(Q) C Q. 0

Corolario A.1.12 (Principio de Identidad 2): Sea Q C C un abierto conexo y M C Q tal que
QMM #£0.Si f,g€ H#(Q)y f(z) = g(z) para todo z € M, entonces f = g.

Demostracion. Basta definir /(z) := f(z) — g(z), que cumple @ # QNM' C QN Z,(Q) y
aplicar A.1.11. O

A.2. Resultados de integracion

Teorema A.2.13 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue): Sea {f,},cn una
sucesion de funciones integrables tales que f, — f para casi todo punto. Si existe una funcion
g medible e integrable tal que |f,| < g para todo n, entonces f es integrable y

/fdu = h’m/fndu = /h’mfna’,u.
Demostracion. Se puede consultar la prueba en [3, Chapter 5], teorema 5.6. U

Lema A.2.14 (Lema de integracion paramétrica 1): Sea Q C C un abierto y sean Yy un arco
y f: Qx yx — C continua. Sea

F(z) = /Yf(z,é)d&i, I

Supongamos que:

1. Paratodo &y € y*, g(z) := f(z,&o) es holomorfa en Q.

2. 88_12‘(Z7§) es continua en Q X Y.
Entonces F € 7 (Q), siendo

Fle= g[8 = [T e
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Demostracion. Sea zp € Qy sea D = D,(z9) C Q. Nuestro objetivo es probar que existe

im © (Z°+h F(z) / f(z
h—0 0z 0:6

En primera instancia,

F(z0+h) —F(z0) :/f(ZoJrh,&)—f(Zo,ﬁ)dé
Y h ’

i (A.2.1)

por lo que si conseguimos intercambiar limite e integral, lo tenemos probado. Sea {/, },en C
D,(0) tal que lim, i, = 0. Aplicando la regla de Barrow,

f(ZO+hn,ii_f(ZOaé)‘ i Oh 5 (z0+h, é)dh‘
‘/ Flzo+h,€) )rdhr
g {’ ay)seenhyy [

Por la compacidad de yx, maxgcy, {

‘ z€ D} =: M < oo, de manera que

1 hy 1 hy,
méx{ :ZED} / |dh| <M / |dh| =M < oo,
Seyx |hn| Jo | Jo

y aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada A.2.13 en (A.2.1),

i a0 =F (o) [ o f(aot &) =S e0.8)

n—oo hy, yn—ee hy,

)
= | 32 Go.8)dt,

probando el resultado. O

d
a_zf(zvé)

Teorema A.2.15 (Formula de Cauchy para discos). Sea [ € 7 (Q), con Q un abierto en C.
Consideramos 79 € Q, R > 0 tales que Dg(zo) C €. Entonces:

fl2) = thl /BDR(Z()) 5(6) 45, vz € Dr(z0).

Mads aiin, si f € 7 (Q), entonces existe f ") para todo n € Ny, en las condiciones anteriores,

f@) 1 f(8)

nl 2_7U/90R(Zo) W

Demostracion. La primera parte puede consultarse en [7, pag. 70]. Para la segunda parte, sea
Y% = dDg(z0) y sea g : Q x yx —» C dada por

d&, VZEDR<Z0).

k,.;

o(0,£) = (5)

l!\r\‘
N

Claramente, tenemos:
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1. g(z,&) es continua en Q X x, por ser cociente de funciones continuas y ser & — z # 0 para
todo z € Dg(z0) y § € y*.

2. Para todo &, g(z,&p) es holomorfa por ser cociente de funciones holomorfas y el previo
argumento.

3. 3—‘5(175) = L) 5 continua en Q x Y+ por los argumentos anteriores. De hecho, fijado

(E—2)?

" _ L f&)
(-)—an(z,é)—w(g_z)n

es continua y holomorfa para todo n € N, generalizando a las derivadas parciales de g de
cualquier orden.

Por induccién, si n = 1, entonces por el Lema A.2.14,

oy 1 f(&)
f(Z)_Z_TCi/t?DR(Zo)Wd§7 VZGDR(Z()).

Suponiendo cierto el argumento para n, entonces para n -+ 1, sabemos que

" (2) 1/81) Lﬁ)d&, Vz € Dg(20),

nl 2mi (z0) (§ — 7)™+

y como ¢ 5{ (5)’,), - cumple las condiciones del Lema A.2.14, podemos aplicar el mismo y concluir

que

f(n+1)(Z) l/aD( )Md&, Vz € Dg(zo),

nl 2mi (€ —z)m+2

es decir,
Sz 1 f(6)

T = 20 oy oS o€ Dale)

O

Lema A.2.16 (Lema de integracion paramétrica 2): Sea Q C C un abierto, f: Q x (0,00) — C
continua y sea
—+oo
F(z):= A flz,t)dt, zeQ.

Supongamos que:

1. Paratodo ty >0, f(2) := f(z,t0) € F(Q).
2. |f(z,1)| < g(t) para todo z € Q, con g € L'(0, +oo).

Entonces F € 7 (Q) y
~+o0 n
Foe = [T pend, e
0 0z

Demostracion. Sea zo € Q y sea r > 0 tal que D,,(z9) C Q. En primer lugar, gracias a la
segunda condicion y la desigualdad de Cauchy, para cada ¢t > 0 fijo se tiene

n

2-n! 2-n!
5l (@)

mix [f(z,1)] < =2-g(1). (A22)

r' 2€D7,(z0)

<

max
2€Dr(29)
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Por otro lado, veamos para n = 1 que

_ +o0
tim TG0 TR~ F (z0) :/ if(zo,t)dt
h o d

h—0

Escribimos el cociente incremental como

F(zo+h)—F(z0)  [* f(zo+h,t)— f(z20,1)
h —Jo h

dt. (A.2.3)

Si conseguimos intercambiar limite e integral, lo tenemos probado, luego sea {A, },cry C D,(0)
tal que lim, &, = 0. Aplicando la regla de Barrow,

+h 7t - 7t 1 h" a
f(ZO nh) f(ZO ) — " / —f(ZO+h l)dh‘
n
hy
|/ f(zo+h,t)| |dh]
(A.2.2 paran= |dh| g(t)

|h|

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada A.2.13 en (A.2.3),

dt

_ oo —

fm F(z0+ hy) — F(z0) :/ lim f(zo+hn,t) — f(z0,1)
n—oo h, 0 n—ee hy

+oo 9

= 0 zf(Z(),t)dt

probando el resultado para n = 1. Para n > 2, es consecuencia inmediata de aplicar el cason =1
n—1 .
agn(z) = %f(z,t) junto a (A.2.2). ]
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