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Introduccion

El principal objetivo de este trabajo es probar el teorema de Beurling-Landau al que hace
alusién su propio titulo. Concretamente, hablamos del teorema que permite caracterizar los
conjuntos de muestreo estable sobre los espacios de Paley-Wiener PWy, en términos de una
determinada nocién de densidad D* (A) desarrollada por el mismo Beurling (ver Teorema 0.1).

La inspiracion que motivo este estudio fue mi Trabajo Fin de Grado del pasado afio [1], en el
cual se trabajo el teorema cldsico de Paley y Wiener que caracteriza y fundamenta los espacios
PWs que estudiaremos en este trabajo.

Estos espacios se definen como
PWo = {f € L*(R) | sop () € [-$. 9]}

Es decir, consisten de aquellas funciones (o sefiales) en L?(R) cuyo espectro de frecuencias
estd limitado a una banda simétrica de longitud o. Este tipo de funciones, también llamadas de
banda limitada en algunas ramas de ingenieria, juega un papel importante en muchas aplicacio-
nes, especialmente en Teoria de la Sefial y en Telecomunicaciones, donde es habitual trabajar
con bandas precisas de frecuencia, bien para facilitar la transmision, o bien porque solo estas
son audibles para el receptor (por ejemplo, para el oido humano, que solo percibe frecuencias
inferiores a 20.000 Hz).

Los teoremas de muestreo estudian cudndo es posible describir estas funciones f(t), para todo
t € R, solo a partir de su valor en un conjunto pequeio de muestras

{f(A)}rens

donde A C R es un subconjunto discreto adecuado. Cuando esto es posible, basta transmitir la
muestra discreta { f(4)},ca para recuperar de forma tnica la sefial completa. En las aplicacio-
nes, ademds, se requiere estabilidad en el proceso, de modo que pequeiios errores de muestreo
impliquen pequefios errores en la reconstruccion. Esta propiedad, denominada muestreo estable,
y denotada por A € SS(PWs ), se cuantifica mateméticamente con la desigualdad

Il fm <C Y FA)P, Y fePWo, (0.0.1)

AeA

para una cierta constante C > 0.

A lo largo del trabajo encontraremos condiciones necesarias y suficientes en A que garantizan
la propiedad (0.0.1). EI teorema cldsico de Shannon dice que podemos tomar A = %Z. La
contribucion de Beurling es dar una caracterizacion esencial para este problema, a partir de una
nocién adecuada de densidad para conjuntos discretos, denotada D*(A), que describimos mds
adelante (ver Definicién 3.1).
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Resumen

Teorema 0.1. (Caracterizacion de Beurling-Landau para los S.S. de PW;) Sea
o > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces se tiene:

a) Si D~ (A) > o, entonces A es un SS(PWy).
b) Si D™ (A) < o, entonces A no es un SS(PW).

Beurling prueba este teorema en un curso en Princeton en 1959-60 (con una formulacion algo
diferente, en términos de espacios de Bernstein By, que enunciamos mas adelante; ver Teorema
3.11). Landau da una demostracién independiente de la condicién suficiente (b) en un articulo
en Acta Math en 1967 (y también en un contexto mds general en R"; ver [8]).

Nuestra finalidad dltima, es, por tanto, dar una demostracion autocontenida del teorema arriba
enunciado, utilizando para ello la referencia de Olevskii y Ulanovskii [10], que evita algunos
de los aspectos més técnicos de las pruebas originales de Beurling y Landau.

Para lograrlo, es necesario desarrollar multiples nociones del Anélisis Armonico, la Teoria de
Muestreo, el Andlisis Funcional, el Andlisis Complejo y varias otras ramas del Andlisis. Por
esta razon, cada uno de los tres capitulos que componen este trabajo estd dedicado a desarrollar
una base tedrica en torno a los tres conceptos descritos en el teorema de Beurling-Landau: los
espacios de Paley-Wiener, los conjuntos de muestreo estable y las densidades de Beurling.

Antes de comenzar a describir las caracteristicas principales de cada capitulo, cabe resaltar
algunos aspectos de nuestra principal referencia, el libro de Olevskii y Ulanovskii Functions
with Disconnected Spectrum [10]. Este manual estd basado a su vez en 150 referencias distintas,
lo cual lo convierte en una de las principales guias para estudiar la Teoria de Muestreo en el
espacio de Paley-Wiener, y dedica sus cinco primeros capitulos a desarrollar gran parte de la
teoria que expondremos a lo largo del trabajo, llegando a demostrar el Teorema de Beurling-
Landau en sus capitulos 3 y 5.

Sin embargo, a pesar de su claridad expositiva y su tratamiento completo del tema, el hecho
de tomar [10] como principal referencia ha condicionado enormemente este trabajo. En primer
lugar, el teorema de Beurling-Landau que probamos se apoya en la estructura geométrica de la
recta real. Esto hace que todos los conceptos desarrollados en el trabajo se definan sobre R, y
no sobre dimensiones superiores, ain cuando sea posible hacerlo.

En segundo lugar, como bien indica el titulo del libro [10], su centro de interés son los espacios
de funciones con espectro disconexo. El nuestro, en cambio, son los espacios de espectro cone-
xo0, puesto que dicha conexién es necesaria para que el teorema de Beurling-Landau funcione.
A pesar de que [10] comience desarrollando el tema para espacios de espectro conexo, al tener
el foco puesto en la extension de la teoria a espectros disconexos—Ia cual desarrolla a partir
del capitulo 5—, los resultados que nos interesan adquieren un caracter mas introductorio y es-
cueto. Es por ello que muchos se enuncian sin demostracion, como ejercicios, razon por la cual
en este trabajo pueden encontrarse muchas pruebas de elaboracion propia. Ademds, muchos
de los objetos relevantes para nosotros, como las densidades de Beurling, los limites débiles de
conjuntos o el espacio de Paley-Wiener, han tenido que desarrollarse con mayor profundidad de
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cara a la demostracion del teorema de Beurling-Landau. Es por ello que la mayor parte de los
ejemplos encontrados en este trabajo también son de elaboracion propia, con el fin de clarificar
los conceptos presentados.

Por tultimo, el libro [10] concede gran importancia a la relacion entre los problemas de la Teoria
de Muestreo y sus equivalentes en el contexto del Andlisis Funcional, puesto que les serd ne-
cesario para tratar el caso disconexo. Nosotros reduciremos, en cierta medida, este enfoque,
desgranando sus resultados en distintas partes entre los tres capitulos, en vez de presentarlo
todo como una teoria conjunta como ocurre en [ 10, Capitulo 1].

Esta pluralidad de conceptos y enfoques presentes en [ 10] invita a dejar a un lado, momentéanea-
mente, la prueba del teorema de Beurling-Landau para adentrarnos en otros problemas simila-
res. Es por ello que, a pesar de cumplirse al final del Capitulo 3 el objetivo de este trabajo, se
establece como propésito secundario del trabajo presentar una primera aproximacion a algu-
nos conceptos y resultados cercanos a nuestro teorema en cuestion. Asi, a lo largo del trabajo,
podran leerse algunos apuntes histéricos e introducciones a temas adyacentes como los espacios
de Paley-Wiener generalizados (seccion 1.3), el problema de interpolacién (seccidn 2.4) u otros
teoremas de tipo Beurling-Landau (seccién 3.2).

Dicho esto, pasamos a detallar los aspectos mas resefiables de cada capitulo.

El capitulo 1 estd dedicado a introducir y desgranar nuestro espacio de trabajo, el espacio de
Paley-Wiener.

Para poder dar su definicién, se introduce, en primer lugar, el operador transformada de Fou-
rier (seccion 1.1.1), una herramienta béasica del Andlisis Arménico que ya trabajamos en [1] y
en el curso de Mister. Se comienza dando su definicién para funciones de L! (R):

&)= [ e ™ ax, e,

y extendiendo, por densidad, el operador a f : L?(R) — L?(RR), donde es isométrico y biyectivo:

» Teorema de Plancherel: || f||> = |||, Vf € L*(R).
» Identidad de Parseval: (f,8) = (f,g), Vf,g<€L*(R).
= Férmula de inversion: f(x) = [ f(E)e¥™5dE, Vf e L*(R), cr.px€R.

Se termina la seccién definiendo el espectro de una funcién f € L>(R) o f € L'(R) como

spec (f) := sop (f),

donde el soporte se toma de forma esencial (Definicion 1.8).

Seguidamente, en la seccion 1.1.2, se define el espacio de Paley-Wiener con espectro compacto
S C R como
PWs:={f € L*(R) : spec (f) C S};

Trabajo Fin de Mdster v José Avilés Pérez



Resumen

motivando esta definicion en el contexto de la ingenieria de sefales [6].

Aunque definido de forma general, gran parte del trabajo se centra en los espacios con espectro
simétrico y conexo. Denotamos por PW; el espacio con espectro S = [—6/2,6/2] (¢ > 0).

En primer lugar, la transformada de Fourier nos muestra que cada PWs es isométricamente
isomorfo a L(S), lo cual permite trasladar propiedades entre ambos espacios y otorga mayor
relevancia al estudio del espacio de Paley-Wiener. Una consecuencia directa de este hecho es
que PWs es un espacio de Hilbert separable (Corolario 1.17) y es invariante por traslaciones
(Proposicion 1.18).

Puesto que PWs es un espacio de Hilbert separable, en la siguiente seccion (1.1.3) nos centramos
en construir una base ortonormal para él. Definimos, en general, una base ortonormal para
un espacio de Hilbert separable H como un sistema {e,},cz que cumple (e,,e,) = 0 para
n,m € N,n # m, ||le,|| = 1 para todo n y permite un desarrollo de Fourier para cada f € H:

f= Z (fen)en

nez

En los corolarios 1.25 y 1.27 demostramos, respectivamente, que:

NG
= Elsistema {\/0sinc (xo +n) : n € Z} es una base ortonormal para PWj.

= Elsistema Eq(Z) := {Le_zm%t ‘né€ Z} es una base ortonormal para L*([—6 /2,0 /2]).

Esto nos lleva a introducir el Teorema de muestreo de Shannon 1.30, el cual permite recons-
truir toda funcién f € PWs N%'(R) mediante

f(x)sz( )sinc(Gx—n), Vx € R,

n
nez c
esta dltima convergencia en la norma || - || y uniforme sobre todo R. Ademads se tiene la identi-
dad )
1= X |7 (%)

c nez
Es a partir de este punto, que comenzamos a abusar de notacion y escribir en todo el resto del
trabajo PWy para el espacio PWs N % (R), ya que toda funcién de PW; posee un representante
continuo en su clase de equivalencia en L?(R) (Proposicién 1.28).

La seccion 1.2 estd dedicada a enunciar y probar el teorema de Paley-Wiener 1.35, el cual dice
que paratoda M >0y F € 7(C) tal que f := F|g € L*(R) se cumple

F € Expy(C) <= spec(f)C [—%/17%],

donde
Expy(C):={F e #(C): 3A>0/|F(z)| <Ae™Fl vz e C}.
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Este teorema es crucial porque permite establecer, para cada funcién f € PWs, una funcién
analitica equivalente F' en

PW, = {F € Exps(C): F|g € LZ(R)}7

que cumple F|g = f.

El capitulo termina con la seccion 1.3, en la cual se define el espacio de Bernstein para cada
o > 0 como

B, = {F € A(C):IC=C(F) >0/ |F(x+iy)| < CePlvx+iy e C},

donde comprobamos que F|g = f € L”(R) y puede tomarse C(F) = || |- en cada caso.

Al igual que con el espacio de Paley-Wiener, utilizamos la notacién By para referirnos a las
restricciones a la recta real

Bcz{f:F]R: FEBG}.

Para este nuevo espacio, demostramos a través del teorema de Paley-Wiener que se tiene PWs; =
BsNL*(R). Esta inclusion resulta clave en el Capitulo 3, donde se utiliza el espacio de Bernstein
para la prueba del teorema de Beurling-Landau.

El capitulo 2 se centra en presentar los tres problemas mds importantes de la teoria cldsica de
muestreo, la cual nace en los afios 30 a partir del teorema de muestreo 1.30.

Se empieza estudiando los conjuntos uniformemente discretos (seccion 2.1), conjuntos A C R
con constante de separacion 8(A) positiva:

O(A) = inf [A—A%|>0.
AAEA, AEAF
Estos conjuntos son numerables y, a diferencia de los conjuntos meramente discretos, carecen
de puntos de acumulacion. Ademds, el numero de puntos de A en cada intervalo I C R de
longitud finita L estd acotado por |L/S8(A) |+ 1 (Proposicion 2.5), lo cual resulta clave en la
prueba del teorema de Beurling-Landau.

La seccién 2.2 estd dedicada al estudio del problema de unicidad, el cual pretende determinar
si cada funcion f en un espacio funcional esta totalmente determinada por sus muestras f/|A.

Diremos que un conjunto A es un conjunto de unicidad para un espacio vectorial X de fun-
ciones f : R — C —abreviaremos diciendo que A es un US(X)—, si las condiciones f € X y
fla = 0 implican f = 0.

Comenzamos demostrando que, si A es un US(X), entonces cualquier A C A lo sigue siendo
(sobremuestreo). Lo mismo aplica a traslaciones de A si el espacio X es invariante ante ellas
(Proposicion 2.7), como es el caso del espacio de Paley-Wiener.
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Terminamos la seccién mostrando la equivalencia entre el problema de unicidad en PWs y el
problema de completitud en L>(S) (Teorema 2.15). Este tltimo problema consiste en encontrar
un sistema completo para L?(S), es decir, un sistema {u, } € L?(S) que cumpla span(u) = L*(S).

La seccioén 2.3 define, al fin, el segundo de los conceptos clave en el teorema de Beurling-
Landau: el problema de muestreo estable.

Aunque en el texto completo puede encontrarse una definicion més general, decimos que un
conjunto A C R es un conjunto de muestreo estable para PW; (abreviamos diciendo que A es
un SS(PWs)) si existen constantes A, B > 0 tales que

AlfIE< Y IFA)P<BIfI5, Vf €PWs.
AEA

En la Proposicion 2.24 demostramos que la desigualdad superior siempre se cumple si A es
uniformemente discreto. Ademads, si A es un SS(PWs ), también es un US(PWs).

Estas mismas dos propiedades aplican también a B, para el cual un conjunto A C R es un
SS(B¢) si existen constantes A, B > 0 tales que

Al flleo < sup [f(A)] < B||fllw, Vf € Bg.
AEA

A continuacion, se desarrolla un ejemplo en el espacio By (Proposicion 2.27) para mostrar que
un conjunto de unicidad no tiene por qué ser de muestreo estable.

De forma andloga a la seccion anterior, en esta se muestra la equivalencia entre el problema de
muestreo estable en PW; y el problema de encontrar un frame para L>([—0/2,6/2]) (Teorema
2.31).

Un sistema u = {uy }, A es un frame en el espacio de Hilbert H si existen constantes A, B > 0
tales que
Allx® < Y [xun) P < Bllx|?, vxe H.
AeA

Terminamos la seccion utilizando técnicas de Andlisis Funcional para mostrar un teorema de
reconstruccion (Teorema 2.37) de elementos del espacio de Hilbert H utilizando el frame u:

x=85"lx= Z (S™Ux,up) g uy = Z (x,8 'y g uy, VxcH,
AeA AeA

donde S : H — H es el llamado operador de frame, definido en 2.34, y el sistema v ={v; },ca
definido por
vy = Silu;L, VA €A

es un nuevo frame, conocido como el frame dual canonico de u.

La tltima seccion del capitulo introduce el ultimo de los problemas cldsicos de muestreo: el
problema de interpolacion. Dado A C R, definimos:
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= A C R es un conjunto de interpolacion para PWg (abreviado IS(PWys)) si para toda f €
I2(A) existe una funcién F € PWs tal que F|, = f.

= Andlogamente, A C R serd un conjunto de interpolacion para Bs (abreviado IS(Bg)) si
para toda f € [”(A) existe una funcién F € By tal que F |5 = f.

A lo largo de la seccién mostramos una serie de propiedades para esta clase de conjuntos andlo-
gas a las mostradas antes para los conjuntos de unicidad y de muestreo estable. También enun-
ciamos, en este caso, una equivalencia entre el problema de interpolacién en PWs y su problema
dual, el problema de encontrar una sucesién de Riesz para el espacio L*(S) (Teorema 2.48). No
obstante, no entraremos aqui en mds detalles de esta seccion, ya que el problema de interpo-
lacién se introduce en este trabajo con caracter divulgativo, siendo innecesario para probar el
teorema de Beurling-Landau.

Por tltimo, el capitulo 3 introduce los principales conceptos desarrollados por Arne Beurling
en sus investigaciones de los anos 1959-1960.

Comenzamos definiendo la densidad uniforme en la seccién 3.1. Para cada conjunto A unifor-
memente discreto, se define su densidad uniforme inferior como

D (A) = lim inf TAD(@atl)

[—o0 g€R l

Definimos también su densidad uniforme superior como

#(A
DT (A) := lim sup ( ﬂ(a,a—kl))‘

=00 4eR [

Cuando se verifica D~ (A) = D' (A), decimos que el conjunto A estd distribuido regularmente
y tiene como densidad uniforme

D(A):=D(A) =D (A).

Estos limites siempre existen (Proposiciéon 3.4) y cumplen una serie de buenas propiedades
heredadas de sus andlogas para cardinales (Proposicién 3.5), como, por ejemplo, la invariancia
por traslaciones.

Conocidos todos los elementos que conforman el teorema de Beurling-Landau 0.1, este se enun-
cia formalmente en la seccidén 3.2, junto a otros teoremas similares aplicables a conjuntos de
interpolacion o el espacio de Bernstein By .

En las paginas que restan de trabajo, se desarrolla finalmente la prueba para el teorema de
Beurling-Landau.

En primer lugar, la seccién 3.3 ofrece una demostracién para el segundo punto del teorema, es
decir, prueba que D~ (A) > o si A es un SS(PWy ). La demostracion presentada se debe a Nitzan
y Olevskii [9] y se basa en la equivalencia del problema de muestreo estable con el problema
del frame en L.>([~6/2,6/2)).
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Finalmente, la seccidn 3.4 busca probar el primer punto del teorema. La demostracion, en este
caso, se divide en cuatro pasos que culminan en la ultima pagina del trabajo.

El primer paso consiste en probar el Teorema 3.19, el cual dice que
D (A)>0c = AesunUS(By).

La demostracion de este teorema precisa de un resultado ampliamente conocido del Analisis
Complejo: la formula de Jensen (Teorema 3.20). Este teorema dice lo siguiente: sea Q = Dg(0)
el disco abierto de radio Ry f € 7 (Q) una funcion tal que f(0) # 0. Tomamos 0 < r < R
y sean {a,..., 0y} los ceros de f en D,(0), repetidos segiin su multiplicidad. Suponemos
adicionalmente que dichos ceros estdn en el interior del disco, en D,(0). Entonces

£(0)] INIL = eXp{%/Oznlog|f(re"9)|de}.

a0l

La subseccion dedicada a este primer paso culmina demostrando esta formula de Jensen—a
partir de otros resultados de Andlisis Complejo como la férmula de Cauchy para el disco (Lema
3.25) o la propiedad del valor medio (Proposicién 3.26)—, asi como el teorema asociado al
primer paso.

El segundo paso de la prueba consiste en desarrollar un concepto de limite para las sucesiones
de conjuntos. Se comienza definiendo que A C R es una e-perturbacion de B C R si existe una
biyeccion f: A — B tal que

|f(a)—al <&, VacA.

A partir de esta idea, y dada una sucesion (A, ),cn de conjuntos uniformemente discretos en R
que cumplen
0(Ay) >d >0,

decimos que A es limite débil de la sucesion si para todo € > 0 y todo intervalo abierto I =
(a,b), tal que a,b ¢ A, el conjunto ANI es una g-perturbacién de A, N1 para casi todo n (es
decir, para todo n € N, excepto una cantidad finita). O, equivalentemente, si existe un N € N tal
que ANI es una g-perturbacioén de A, N1 para todon > N.

En concreto, estamos interesados en la siguiente definicidon: sea A C R un conjunto uniforme-
mente discreto. Denotaremos por W (A) al conjunto de limites débiles de traslaciones de A. Es
decir,

A e W(A)
si existe una sucesion (A — a,),en de traslaciones de A que converge débilmente a A*.

Hay en esta subseccion dos propiedades claves de estos limites débiles para la demostracion del
teorema de Beurling-Landau. La primera es el Corolario 3.35, el cual establece la existencia de
una subsucesion convergente para toda sucesion de traslaciones de un conjunto uniformemente
discreto A.

La segunda es la Proposicion 3.36, que prueba para cada conjunto uniformemente discreto A 'y
cada conjunto limite A* € W(A) las desigualdades

D (A) <D (A") y DT(A") <D'(A).
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Resumen

Una vez probadas estas proposiciones, se continda con el tercer paso de la prueba, el cual
consiste en demostrar que para todo conjunto uniformemente discreto A C R se cumple:

Si VA*eW(A) A"esunUS(Bs;) = AesunSS(Bg).

Este resultado se aborda empleando el Teorema de Montel 3.38, otro resultado clasico del
Analisis Complejo.

El cuarto y tltimo paso de la demostracion es aquel que relaciona por fin los espacios de Paley-
Wiener y Bernstein a través del teorema de Paley-Wiener 1.35. El ultimo resultado que se prueba
antes de la demostracién final del teorema de Beurling-Landau es el Teorema 3.41, el cual
establece para cada A C R uniformemente discreto la implicacién

Aesun SS(Bsre) = AesunSS(PW).

El trabajo concluye con la prueba final del primer punto del Teorema de Beurling-Landau, la
cual queda breve y concisa tras haber desarrollado cada uno de los cuatro pasos anteriores con
profundidad.
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Capitulo

Espacios de funciones holomortas

Este capitulo se dedica integramente al estudio de los espacios de Paley-Wiener.

La historia de este espacio funcional comienza en el afio 1934, cuando el matematico estadou-
nidense Norbert Wiener publica, por invitacion de la American Mathematical Society, el libro
Fourier Transforms in the Complex Domain [11]. En él, Wiener recopila sus multiples investi-
gaciones desarrolladas durante su estancia en el M.I.T. (Massachusetts Institute of Technology)
junto al joven matematico inglés Raymond E. A. C. Paley, tragicamente fallecido poco antes de
la publicacion.

El libro, segtin describe Wiener en su prefacio, se enfoca en la aplicacion de la transformada de
Fourier al Andlisis Complejo. Tanto es asi que en su primer capitulo introduce y demuestra los
posteriormente conocidos como Teoremas de Paley-Wiener, los cuales permiten caracterizar y
dar sentido al espacio de Paley-Wiener.

En cuanto al desarrollo del capitulo, como punto de partida, formalizaremos el operador trans-
formada de Fourier y la nocién de espectro dentro del marco del Andlisis Arménico. A partir
de estas definiciones, estableceremos la profunda conexién geométrica existente entre los espa-
cios de Paley-Wiener y los subespacios de L?(RR). Esta relacién nos permitira construir bases
ortonormales y enunciar el Teorema de Muestreo de Shannon, un resultado que motivard la
teoria que desarrollaremos en los proximos capitulos. Posteriormente, revisaremos los teore-
mas homénimos de Paley-Wiener, los cuales caracterizan estas clases funcionales a través del
crecimiento de sus extensiones analiticas en el plano complejo C. Esta perspectiva analitica
motivard, finalmente, la introduccién de una familia mas amplia, pero de naturaleza andloga: el
espacio de Bernstein, cuyo rol serd determinante en el Capitulo 3.
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Espacios de funciones holomorfas

1.1. El espacio de Paley-Wiener

1.1.1. La transformada de Fourier

Uno de los principales objetos de estudio en el Andlisis Armoénico, y que Paley y Wiener utiliza-
ron para definir su espacio, es la transformada de Fourier'. En el presente trabajo, estudiaremos
su version en la recta real, ya que, aunque la mayor parte de los resultados de este capitulo
también son ciertos en el caso general R", con n € N, la Teoria de Muestreo y densidades de los
siguientes capitulos utiliza la geometria de R.

Definicién 1.1 Sea f € L' (R) una funcién integrable. Se define su transformada de
Fourier como

f(&):= /_J:Of(x)e_zmxé dx, &eR.

Ejemplo 1.2
a) Sea f(x) = X|_aq)(x), con a > 0, la funcion indicadora en €l intervalo [—a, a]. Entonces
f e LY(R)y se tiene

a —2mix& —2mia __ ,2mia&
p _ —2mix¢ _ € _ € ¢ 7 _
7(6) /—ae dx —2mi& - —2mi& , ¥e#0, y f(0)=2a

a

Esta expresion puede ser simplificada si se tiene en cuenta la definicion en el plano

complejo de las funciones seno

et —e
2i

y seno cardinal normalizado, cuya extension continua a todo C es

sin(z) := VzeC,

sinc (z) := %, Vz e C\ {0}, sinc(0):=1.

De esta forma, nos queda

pgy sin(2wal) ng. sin(2mwaé)

(&) e = 2aE = 2asinc (2a€), VE €R.

2 . ., .
T conocida como funcion gaussiana. Este caso es

b) Consideremos la funcién ¢ (x) = e~
particular porque su transformada coincide con ella misma, es decir,

$(E) =9(&) =
(ya demostrado en el TFG [1, Corolario 2.1.9]).

"Los resultados de esta seccién forman parte del curso de Master Analisis Matematico Aplicado I, y los con-
sideraremos conocidos. Las demostraciones, junto con un desarrollo completo del tema, pueden encontrarse en el

libro de Gerald Folland [6, Cap. 7]. También pueden consultarse algunas propiedades basicas en el TFG [1].
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1.1 El espacio de Paley-Wiener

De la propia definicion integral (Definicién 1.1) puede comprobarse directamente lo siguiente.

Proposicion 1.3 Si f € L' (R), su transformada de Fourier f es una funcién acotada
y uniformemente continua que satisface la desigualdad || f||. < ||f||1. Por lo tanto, la
transformada de Fourier define un operador .7 : L' (R) — L*(R) lineal y continuo.

Aunque la transformada de Fourier de una funcién en L'(R) N L?(R) no pertenece necesa-
riamente a L'(R) —basta ver el Ejemplo 1.2 (a)—, el Teorema de Plancherel garantiza que
pertenece a L>(RR) y que conserva la norma, es decir, || f|» = ||f||2. Puesto que L' (R) N L?*(R)
es un subespacio denso en LZ(R) [12, Teorema 3.14], el teorema de extensién de operadores
lineales continuos [7, Teorema 2.7-11] permite prolongar de forma tnica la transformada a todo
el espacio.

Teorema 1.4. ([6, Seccion 7.2])
Existe un tinico operador lineal y continuo .7 : L*(R) — L*(R) tal que

= F(f)=F, VfeL(R)NL(R)
o | Z(Nl2=Ifll, VfEL*(R) (Teorema de Plancherel).

Por lo tanto, si f € L*(R), basta tomar una sucesién de funciones (fy)neny C L'(R) N
L?*(R) que tienda a f con la norma || - ||2 y definir su transformada como el limite en
dicho espacio:

f=Z(f) :=L>lim f,*.

n—oo

“Con esta notacién indicamos que el limite se entiende en el sentido de la métrica de L?(R). Es decir,

f es la funcién de L*(R) que satisface 1im,, .. || f;, — f|l» = 0.

Observacién 1.5 A diferencia de lo que ocurrfa en L' (R), donde la transformada de Fourier
es siempre continua y las imagenes f (&) quedan bien definidas en todo punto, la transformada
en L?(R) est4 definida salvo conjuntos de medida nula.

La segunda condicién en el Teorema 1.4 garantiza que la extension de la transformada de Fou-
rier a L?(R) es una isometria. De hecho, se puede demostrar que el operador .% es suprayectivo,
lo que lo convierte en un isomorfismo isométrico (operador unitario) sobre el espacio de Hilbert
L*(R).

Proposicién 1.6. ([6, Seccién 7.2])  La transformada de Fourier F : L*(R) — L*(R)
es un operador unitario. En particular, satisface las siguientes propiedades:

» Conserva el producto interno (Identidad de Parseval):

(Z(f),F(2)=(f.8), Vf.gecL*R). (1.1.1)
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Espacios de funciones holomorfas

» Su operador inverso F~ se puede expresar en términos de la propia transfor-
mada mediante la formula de inversion

F ) (x) = .Z(f)(—x), para casitodo x € R. (1.1.2)

En caso de que f € L! (R), la formula de inversion adquiere la forma

9_](f)(X):/Rf(§)ezmx€ d&, para casi todo x € R. (1.1.3)

Ejemplo 1.7 Consideremos la funcion f(x) = 2asinc (2ax), con a > 0. Puesto que se tiene
f € L*(R)\ L (R), su transformada de Fourier no se calcula mediante la integral de Lebesgue,
sino como el limite en norma || - ||, expuesto en el Teorema 1.4.

No obstante, sabemos por el Ejemplo 1.2 que %[, 4 = f- Por lo tanto, utilizando la férmula
de inversion (1.1.2), llegamos a

g(f)(é) = g_l(f)(_é) = %[—a,a](_é) = X[—a,a](§)7 para casi todo 6 eR.

Nota. Por simplicidad, en lo sucesivo omitiremos el operador .% y denotaremos como f a la
transformada de cualquier funcién, ya esté en L' (R), en L?(R) o en ambos.

A continuacidn, introducimos el espectro, otro concepto asociado a la transformada de Fourier
que nos permitird definir finalmente el espacio de Paley-Wiener.

Como trabajamos en los espacios L' (R)y L? (R), cuyos elementos son clases de equivalencia
de funciones que coinciden en casi todo punto (c.t.p.), la nocién clasica de soporte topoldgico
no estd bien definida. Por ello, debemos utilizar el concepto de soporte esencial.

Definicion 1.8 Dada una funcion medible f : R — C, definimos su soporte (o soporte
esencial) como el conjunto cerrado

sop (f) :=R\U,

donde U es la unién de todos los conjuntos abiertos V C R tales que f(x) = 0 para casi
todox V.

El soporte esencial es, por tanto, el conjunto cerrado mas pequeiio fuera del cual la funcién se
anula en casi todo punto. Ademds, si la funcién admite un representante continuo f, su soporte
coincide exactamente con la clausura topoldgica usual de {x € R : f(x) # 0}.
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1.1 El espacio de Paley-Wiener

Definicién 1.9 — [10, Cap. 2] Dada una funcién f € L'(R) o f € L*(R), definimos
su espectro como el soporte esencial de su transformada de Fourier:

spec (f) := sop (f).

Ejemplo 1.10 Veamos dos casos con comportamientos espectrales opuestos, basandonos en
las funciones calculadas en los Ejemplos 1.2y 1.7:

a) La funcién f(x) = 2asinc (2ax), con a > 0, tiene espectro compacto ya que
spec () = s0p (¥ uu) = [~ad].

b) Consideremos reciprocamente la funcién indicadora g(x) = ¥|_44)(*). Su transformada
de Fourier es g(£) = 2asinc (2a&). Esta funcién continua se anula dnicamente en los
puntos aislados & = k/2a con k € Z\ {0}. Al no existir ningidn intervalo abierto donde
g sea nula, el conjunto U de la definicion de soporte esencial es vacio. En consecuencia,

spec (X[—a,q) = sop (&) =R.

Las funciones cuyo espectro estd contenido en un compacto, como hemos visto que ocurre con
el seno cardinal, poseen propiedades analiticas muy particulares, hecho que formalizaremos al
definir los espacios de Paley-Wiener.

1.1.2. Definicion del espacio de Paley-Wiener

De acuerdo con Folland [6, Cap. 7], en el &mbito de la ingenieria suelen tomarse funciones del
espacio L?(IR) para modelizar sefiales como ondas electromagnéticas o sonoras. Esto se debe a
que la integral cuadratica representa la energia de la sefial, la cual suele suponerse finita. Asimis-
mo, entendiendo la transformada de Fourier como el paso del dominio temporal al dominio de
frecuencias, es habitual asumir que las sefales fisicas tienen un espectro acotado, es decir, que
su rango de frecuencias estd limitado por el canal de transmision. Este interés practico motivo
el estudio profundo de estas clases funcionales a lo largo del siglo XX°.

Definicion 1.11 - [10, Cap. 2] Sea S un subconjunto compacto de R. Definimos el
espacio de Paley-Wiener con espectro en S como

PWs:={f € L*(R) : spec (f) C S}.

ZEsta secci6n, pese a estar inspirada en algunos resultados y definiciones enunciados en el libro de Olevskii y
Ulanovskii [10, Cap.2], es, en gran parte, de elaboracién propia. Surge con la necesidad de agrupar las demostra-

ciones de algunas propiedades utilizadas mas adelante en el trabajo.
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Espacios de funciones holomorfas

Observacién 1.12 Observemos el siguiente cdlculo para una funcién real f € L!(R):

&) = [ remecax— [ Femerar= [ e ar=f(-£), (.14

extensible, en casi todo punto, al espacio L?(R) por la conmutacién entre la conjugacién y el
limite en su norma.

En las aplicaciones précticas, las sefiales fisicas medidas en el dominio temporal toman valores
reales. En ese caso, a partir de la ecuacion (1.1.4), se deduce que el espectro S de una sefal
real debe ser un conjunto simétrico respecto al origen (es decir, S = —S). Por este motivo, gran
parte del estudio posterior se centra en los espacios con espectros simétricos. En el caso de
suponer, ademads, el espectro conexo, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.13 Para cada ¢ > 0, denotaremos por PW al espacio de Paley-Wiener
que toma S = [—%,9]. Es decir,

PWG = PW[_%7%]

Nota. A lo largo de todo el trabajo, salvo que se indique lo contrario, S siempre denotard a
un subconjunto compacto de R.

En muchas ocasiones resulta més util trabajar directamente en el dominio de las frecuencias.
Observemos que, por definicidn, si f € PWs, entonces su transformada f pertenece al espacio
de funciones cuadrado-integrables con soporte en S. Este espacio puede definirse globalmente
como

L*(S) = {g € L*(R) : sop (g) C S}.

Puesto que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico en L?(R) (Proposicién 1.6),
se tiene también una biyeccién isométrica entre L>(S) y PWs.

Ejemplo 1.14 Teniendo en cuenta que .% (PWs) = L?(S), la forma més directa de construir
funciones que pertenezcan a un espacio de Paley-Wiener es tomar una funcién cualquiera
g € L?(S) y calcular su transformada de Fourier inversa. Por construccion, la funcién resultante
tendra su espectro contenido en Sy, por tanto, pertenecera a PWy.

a) Eso es exactamente lo que hicimos en el Ejemplo 1.2. De él, se deduce que la transfor-
mada inversa de X1/ 1/ es el seno cardinal. Por tanto, corroboramos lo visto en el
Ejemplo 1.10: sinc € PW[_y 3 1/

b) Consideremos ahora la funcién h(E) = =5 Xo,11(&) € L?([0,1]). Su transformada de

Fourier inversa puede calcularse integrando directamente:

. 1 .
e(me—l)é e2min—1 _

yil(l’l)()o _ /16562751')(6 d& _ /16(27[1')61)5 d& — —
0 0 2mix — 1 0 2mwix— 1

eZﬂ,’ixfl —1

Concluimos que la funcién f(x) = S—

se encuentra en el espacio PWy y).
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1.1 El espacio de Paley-Wiener

La correspondencia entre PWs y L*(S) es sumamente importante, ya que permite trasladar las
propiedades geométricas y topoldgicas conocidas de L?(S) directamente al espacio de Paley-
Wiener. Reciprocamente, este hecho aumenta el interés sobre el estudio de PWg, ya que permite
probar propiedades de L?(S) en un espacio en muchos aspectos distinto.

En primer lugar, vamos a comprobar que esta familia de funciones posee una estructura to-
poldgica robusta frente al paso al limite. Para ello, recurrimos a un resultado general sobre los
espacios LP.

Proposicion 1.15 Sea S C R un conjunto cerrado y p > 0. Entonces LP(S) es un
subespacio vectorial cerrado de LP (R).

Demostracion  (elaboracion propia).

Para probar que es un subespacio vectorial, tomamos f1, f> € LP(S) y escalares o, ap €
C no nulos. Sea f := oy f1 + . f>. Como LP(RR) es un espacio vectorial [5, Teorema
6.5], sabemos que f € LP(RR). Solo resta comprobar que sop (f) C S.

El conjunto V := R\ (sop (f1) Usop (f2)) es abierto por ser complementario de una
unién de cerrados. En dicho abierto, tanto f; como f, se anulan en casi todo punto,
por lo que f también se anula en casi todo punto de V. Esto implica que V C R\
sop (f), o de forma equivalente, sop (f) C sop (f1)Usop (f2). Al estar ambos soportes
contenidos en S, concluimos que sop (f) C S, por lo que f € LP(S).

Para demostrar ahora que L”(S) es cerrado, tomamos una sucesion ( f,, ),eny C LP(S) tal
que f, — f, cuando n — oo, en la norma de L”(RR). Debemos probar que sop (f) C S.

Para cada término de la sucesion se tiene
1= Fp = [0t [ IR@—rras a1

Como, para cada n € N, se tiene sop (f,) C S, las funciones f,, se anulan en casi todos
los puntos de R\ S. Asf, el segundo sumando se reduce a [, | f(x)|? dx. Como ambos
términos del lado derecho de (1.1.5) son no negativos, deducimos que:

0< [ e < g £l 0.
R\S

En consecuencia, la integral es nula, lo que implica que f(x) =0 c.t.p.en R\ S. Aqui
interviene la hipdtesis de que S sea cerrado: al ser R\ S un conjunto abierto donde f
se anula c.t.p., este debe estar contenido en el complementario del soporte esencial.
Por tanto, R\ S C R\ sop (f), lo que equivale a sop (f) C S.

OJ

Observacion 1.16 La Proposicion 1.15 deja de ser cierta, en general, si no se toma el con-
junto S cerrado. Como contraejemplo, sea p > 0 y tomemos el abierto S = (—1,1), junto a la
sucesion de funciones f, = X[ 141/n,1-1/n]-
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Espacios de funciones holomorfas

El soporte esencial de cada funcion es el intervalo cerrado sop (f,) = [—1+1/n,1—1/n] C
(—1,1), por lo que f,, € LP(S) para todo n € N. Sin embargo, esta sucesién converge con la
norma de L”(R) ala funcién f = X(—1,1)- Dado que el soporte esencial es siempre un conjunto
cerrado, el soporte del limite es la clausura del intervalo, sop (f) = [—1,1] € (—1,1). Por
tanto, f ¢ LP(S) y el subespacio no es cerrado.

Dado que los espacios LP(R) son completos [7, Teorema 2.2-7], el subespacio L”(S) también
es un espacio de Banach si S es cerrado. En particular, para p = 2, L? (S) hereda la estructura de
espacio de Hilbert. Aplicando el isomorfismo de la transformada de Fourier a L%(S), obtenemos
inmediatamente el siguiente resultado para el espacio de Paley-Wiener.

Corolario 1.17 El espacio de Paley-Wiener PWs, con S C R compacto, es un subes-
pacio vectorial cerrado de L*(R). Ademds, es un espacio de Hilbert.

La dltima afirmacién del Corolario 1.17 se deduce de que L?(R) es un espacio de Hilbert con
el producto escalar usual y de la identidad de Parseval (1.1.1):

(f.8)2i= [ S0gtdx= [ FEFENE = (7.8)2

De esta forma, PWs es también un espacio de Hilbert al heredar este mismo producto escalar
—raz6n principal por la cual hemos tomado, desde un principio, S cerrado—. Ademas, sabemos
que L?(IR) es un espacio separable (basta tomar las funciones escalonadas con nodos y valores
racionales) y, dado que todo subespacio de un espacio métrico separable hereda esta propiedad,
PWs también lo es. Esta separabilidad es la que nos garantiza que el espacio admitird una base
ortonormal numerable, un aspecto clave para descomponer sus sefiales en partes elementales y
que abordaremos en la Subseccion 1.1.3.

Pero antes, veamos una consecuencia inmediata del Corolario 1.17.

Proposicion 1.18 Sea S C R un conjunto compacto y sea f € PWs. Para cualquier
a € R, la funcion trasladada f,(x) := f(x — a) pertenece también a PWs.

Demostracion  (elaboracion propia).

Si f € L'(R)NL*(R) y consideramos su traslacién f,(x) := f(x —a), la transformada
de Fourier clésica se calcula mediante un simple cambio de variable (y = x — a):

/f Y a 27t1§xdx_/f —2mi& (y+a) dy
=27 [ fy)e Ty = o T (g,

Dado que ¢~ MG o5 yna funcién continua que no se anula en ningin punto, la multi-
plicacion por este factor no altera el conjunto donde la funcién se anula. Por tanto, el
soporte esencial coincide: sop (f,) = sop (f) C S.
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1.1 El espacio de Paley-Wiener

Para extender este resultado a cualquier funcion arbitraria f € PWg, tomamos una
sucesién de funciones f, € L'(R) N L?(R) tal que f, — f, cuando n — oo, en la norma
de L?(R). Por la continuidad de la transformada de Fourier (Teorema de Plancherel)
y de los operadores de traslacion en Lz(R), se tiene fn,a — fu, cuando n — oo, Y,
puesto que el espacio de Paley-Wiener es cerrado por el Corolario 1.17, concluimos
que sop ( fa) C Sy, por tanto, f, € PWs.

0J
Por lo tanto, el espacio de Paley-Wiener es invariante por traslaciones. Sin embargo, esto no

ocurre para dilataciones, ya que si se define para f € L'(R) y R > 0 la funcién fz(x) := f(Rx),
aplicando el cambio de variable y = x/R se tiene

u(@) = [ R0 dr= o [ e e Ray = o f (f;) |

Proposicion 1.19 Sean ¢ > 0, f € PWs y R > 0. Entonces, la funcion dilatada
fr(x) := f(Rx) pertenece al espacio PWg.

1.1.3. Una base para el espacio de Paley-Wiener

Introducimos el concepto de base ortonormal siguiendo como referencia el libro de Young [15,
Cap. 1]. En este apartado, todos los espacios H considerados seran infinito-dimensionales y
separables.

En el contexto general de los espacios de Banach, el concepto de base més habitual es el de
base de Schauder.

Definicion 1.20 Una sucesién {e,},cz en un espacio de Banach B es una base de
Schauder si para cada f € B existe una tnica sucesion de escalares {c, },cz tal que

f: Z Cnem

nez

donde la convergencia de la serie se entiende respecto a la norma de B.

Sin embargo, en los espacios de Banach generales, calcular los coeficientes ¢, puede ser una
tarea complicada, ya que no siempre existe una formula constructiva directa para hallarlos.
Aqui es donde los espacios de Hilbert, dotados de su producto escalar, marcan la diferencia, si
exigimos que los elementos de nuestra base sean perpendiculares entre si.

Definicion 1.21 Una sucesion {e, },cz en un espacio de Hilbert H es un sistema
ortonormal si (e,,e,) = 0 paran # m,y ||e,|| = 1 para todo n.
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Espacios de funciones holomorfas

Si, ademas, la sucesion es una base de Schauder, decimos que es una base ortonormal
de H.

La gran ventaja que presentan las bases ortonormales frente a las de Schauder generales es
la inmediatez para recuperar cualquier funcion. Si {e, },cz es una base ortonormal, cualquier
f € H tiene una serie de Fourier, es decir, puede representarse de forma tinica como

f: Z <fyen>en7

nez
donde los escalares ¢, = (f,e,) se denominan coeficientes de Fourier de f.

Ademas, la ortonormalidad nos proporciona la célebre Identidad de Parseval, que relaciona
isométricamente la norma de la funcién con la norma de sus coeficientes en el espacio de suce-
siones £2:

A1 =Y [(f en)]?, (1.1.6)

nez
y puede generalizarse a la identidad

<f7g>:Z<f7€n><g,€n>, Vf,gGH

nez

Todo sistema ortonormal {e, },cz, aunque no sea una base, cumple la llamada desigualdad de
Bessel:

Y [(fee))* < |IfIl, VfeH. (1.1.7)

nez

En cuanto a la posibilidad de uso de las bases, a diferencia de las bases de Schauder, que no
tienen por qué existir generalmente para un espacio de Banach, es conocido que todo espacio
de Hilbert separable posee una base ortonormal. Esto se consigue partiendo de un conjunto
numerable denso del espacio y aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt.

Confirmamos de esta forma la existencia de bases ortonormales para los espacios de Paley-
Wiener, ya que son separables.

Corolario 1.22 Todo espacio de Paley-Wiener PWs, con S C R compacto, posee una
base ortonormal.

El siguiente paso es dar una construccion explicita. Para ello, vamos a trabajar sobre el espacio
L?(S). Una vez construida una base ortonormal sobre este espacio, solo queda aplicar la trans-
formada de Fourier para trasladarla a PWg, puesto que ambos espacios son isométricamente
isomorfos. Vamos a comenzar con el caso mas sencillo y estudiado: el toro.

Definicion 1.23 Sea A C R. Denotaremos al sistema exponencial asociado a A por

E(A):={e 24 . ) e A},
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1.1 El espacio de Paley-Wiener

Proposicion 1.24  El sistema de exponenciales

E(Z):={e *™™ :neZ} (1.1.8)

constituye una base ortonormal para el espacio L* ( [—%, %] )

Su prueba, a partir del teorema de Weierstrass de aproximacion por polinomios trigonométri-
cos, puede encontrarse en [15, Cap. 1]. Este es un resultado clasico bien conocido. Su estudio
configuré el inicio del analisis de Fourier y el desarrollo de una funcién f € L?>([—1/2,1/2]) en
su serie armonica

Z f 72mnt

nez

donde
1/2

f(l’l) — <f’€—277:in(-)> :/ f(l)e27tint dt,
-1/2
supuso el origen de la definicioén de serie de Fourier.
Un reescalamiento del sistema de exponenciales (1.1.8) permite establecer el resultado andlogo
para cualquier intervalo simétrico de la forma [-0/2,0/2].

Corolario 1.25 El sistema de exponenciales normalizado

1 2miltt

Eo(Z) ::{ﬁe_ G :nGZ} (1.1.9)
])-

constituye una base ortonormal para el espacio 2 ( [—%,

©[Q

Observacion 1.26  El resultado sigue siendo cierto para cualquier intervalo cerrado I = [a, b]
de longitud o. Si f € L*(I), observemos que su desplazada al intervalo simétrico [—c /2, 6 /2]
puede desarrollarse, por el Corolario 1.25, en la serie de Fourier

f(t—a——) Y cre” 2migt

nez
de forma que queda
— n —_— J—
f ZC e —27mig t+a+2 Zc e ;s 2migt _ Zke 2mil t
nez nez nez

donde los coeficientes k;, son Unicos y absorben el desplazamiento —dependen de a—. Por
lo tanto, el sistema (1.1.9) constituye directamente una base ortonormal para L>(I) y los co-
eficientes de Fourier correspondientes se obtienen integrando f sobre el intervalo [a,b], sin
necesidad de trasladar la funcion.

Demostracion del Corolario 1.25  (elaboracion propia).
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Para demostrar la completitud del sistema en L* ([—%,9]) a partir del resultado co-
11

nocido en el toro base L? ([—57 5] ) , empleamos un cambio de variable lineal.

Definimos la aplicacién biyectiva ¢ : [—$,$] — [—%, %] dada por:

o (x) =

X
p= .

Esta funci6n induce un operador unitario (isomorfismo isométrico) U : L* ([—3, 3] ) —

L*([-%,%]) definido por (U f)(x) = % f(¢(x)). Al tratarse de un operador lineal
continuo que preserva la norma, traslada las propiedades de completitud y bases del
espacio origen al espacio destino.

— e—27rml

Aplicando este operador a los elementos de la base conocida e, (r) , obtene-

mos: 1 1
(Ue,,)(x) _ _e—277:in% _ _e—2ﬂi§x.

Vo Vo

2mint

Dado que por hipétesis el sistema {e~ :n € Z} es una base ortonormal en L? ( [—%, %] ) ,
o O

su imagen bajo el isomorfismo U heredar dichas propiedades en L? ( [—7, 7} )

O

Finalmente, basta aplicar la transformada de Fourier inversa al sistema (1.1.9) para encontrar la
base del espacio PW, :

F! (Lezﬁm (x) = L/ljeznit"ezﬁm dt
Vo V0 Ja

1 27t (x+n/0)

- o |2mi(x+n/o)
1
- 2mi\/o(x+n/o)

Esta expresion adquiere una forma mas sencilla en caso de tratarse del espacio simétrico.

{ G2Fib(x+n/0) _ 27ia(x+n/o)

Corolario 1.27 Una base ortonormal de PWg viene dada por

{\V/osinc (x6 +n):n € Z}.

Finalmente, quedaria por ver qué ocurre cuando el espectro de las funciones no es un conjunto
conexo. Aunque el Corolario 1.22 nos confirma la existencia de una base ortonormal para el
espacio PWs, con S compacto y disconexo, no resulta sencillo encontrar dicha base. Ademas,
esta deja de cumplir muchas de las propiedades que tanto facilitan el estudio del caso conexo.
Por ejemplo, se sabe que, en general, L?(S) no tiene por qué tener una base formada por expo-
nenciales. Tampoco tiene por qué cumplir el teorema de muestreo que veremos a continuacion,
en el cual los coeficientes de Fourier facilitan la reconstruccion de la funcién al coincidir con los
valores de esta en un conjunto discreto de puntos. Es por ello que descartamos abordar tal caso
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en este trabajo’, si bien en el Capitulo 2 introduciremos algunos objetos del Andlisis Funcional
utilizados para su estudio; a partir de ahora, la mayoria de resultados enunciados supondrén el
conjunto S conexo.

1.1.4. El teorema de muestreo

Histéricamente formulado en el contexto de la teoria de la comunicacién por Harry Nyquist
(1928) y formalizado matemdaticamente por Vladimir Kotelnikov (1933) y Claude Shannon
(1949) —con precedentes previos en los trabajos de E. T. Whittaker—, el teorema de mues-
treo establece la relacion fundamental entre una sefial continua y su representacion discreta.
Precisemos el uso de dicha sefial continua.

Proposicion 1.28 Toda funcion f € PWs, con S C R compacto, posee un inico repre-
sentante continuo en su clase de equivalencia en L*(R). Ademds, dicho representante
es acotado y uniformemente continuo.

Observacion 1.29 Este enunciado no es cierto, en general, en Lz(]R) —basta considerar
funciones con saltos como ¥[o ;j—- Es por ello que el espacio de Paley-Wiener adquiere gran
importancia: es isométrico a L?(S), pero al mismo tiempo se diferencian en muchas de las
caracteristicas de sus funciones.

Nota. A partir de ahora, en todo el resto del trabajo, cada vez que hablemos del espacio de
Paley-Wiener, estaremos realmente refiriéndonos al espacio funcional PWsN % (R). Abusando
de la notacion, lo llamaremos también PWs.

Demostracion de la Proposicion 1.28  (elaboracion propia).

Observemos que, dada la compacidad del conjunto S, se tiene L?(S) C L!(S). De es-
ta forma, si f € PWs, entonces f € L!(S)NL?(S). La Proposicién 1.3 concluye que
Z~1(f) es una funcién uniformemente continua y acotada. Ademds, dicha funcién
pertenece a la misma clase de equivalencia de f porque la transformada es biyectiva
en L2(R), lo cual concluye la prueba.

0J

Una vez garantizada la existencia y unicidad del representante continuo para cada elemento de
PWg, podemos evaluar sus funciones en puntos concretos y enunciar asi el teorema de muestreo.

3Puede consultarse mas sobre el espacio de Paley-Wierner con espectro disconexo en [10] o sobre la teorfa de

series de Fourier no armoénicas en [15].
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Teorema 1.30. (Teorema de muestreo de Whittaker-Kotelnikov-Shannon) 7oda
sefial f € PWgs puede reconstruirse mediante la formula

Z f( )smc (ox—n), VxeR, (1.1.10)
nez
con convergencia en la norma || - ||2 y también uniforme sobre todo R. Mds aiin,
||f||2—12‘f<2>‘2 ara toda f € PW, (1.1.11)
2= c = - y P o -1

Demostracion  (consultada en [6, Cap. 7] y trabajada en el curso de mdster).

Gracias al Corolario 1.27, toda funcién f € PW; se puede desarrollar en serie res-
pecto a su base ortonormal. Trasladando el producto interior mediante la identidad de
Parseval de la transformada de Fourier 1.1.1, tenemos que

f(x) =Y (f,\/osinc (x6 —n)), /osinc (x6 —n)

nez

_Z< Vo

2min(-

= Z<A o > sinc (xo —n). (1.1.12)

nez

27[111(

> Vosine (xo —n)

Los coeficientes de Fourier de la expresion (1.1.12) se calculan como

(765 = [ jeremsag = £ (L),

-0/2
en virtud de la férmula de inversion 1.1.3. Esto demuestra la férmula de reconstruccién
(1.1.10) con convergencia en la norma || - ||o, mientras que la identidad de Parseval

(1.1.6) establece directamente la relacion de energia (1.1.11).
Para ver que dicha convergencia es ademés uniforme, consideremos el error cometido
por las sumas parciales, Ry(x) = f(x) — fy(x), donde

N

=Y f <g) sinc (cx—n), Vx€eR.

n=—N

Como Ry € PW; porque este es un espacio vectorial, su transformada Ry tiene soporte
n [—6/2,0/2], 1o que permite escribir mediante la formula de inversion:

o __
Ry (x) = / G/ZRN(g)em% dE, VxeR.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el producto escalar de LZ(]R) y la
isometria de Plancherel, obtenemos la acotacion puntual:

o< ( [ g|RN<az>|2d5)5(/ glde) = R |2VE= VG~ il VxER,
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1.2 El teorema de Paley-Wiener

Dado que esta cota es independiente de x y sabemos que limy_ ||f — fx|l2 =0, el
error maximo sobre R tiende a cero, concluyendo que la serie converge a f de forma
uniforme.

OJ

Observacion 1.31 Veamos qué ocurre en caso de un intervalo general [a,b] de longitud ¢ =
b —a, pues no hace falta volver a desarrollar la prueba a partir de la base de PW|, ;. Llamemos

al punto medio ¢ = “—;b. En ese caso, [a,b] = [c— Z,c+ Z].
Dada una funcion f € PWy, 1), definimos

g(x) = flx)e 27,

para la cual se tiene
_ /Rf(x)e—Zn'icxe—Zn'i'g'xdx _ /Rf(x)e—Zn'i(é—O—c)xdx _ ]?(é —l—(,‘).

Puesto que f tiene su soporte en [a,b], ¢ lo tiene en [—5,%]. Por lo tanto, g € PW; vy, de
acuerdo al Teorema 1.30, podemos desarrollarla como

Zg( >s1nc (ox—n).

nez

Sustituyendo la definicién de g, se obtiene

fx)e2miex = Z f( ) ~2mi¢ sine (6x —n).

nez

Por lo que finalmente, el desarrollo de f € PW), ;| respecto a nuestra base ortonormal queda

de la forma

=) f( ) 2mie(x=5 ) ginc (ox—n).

nez
Como puede observarse, los puntos de muestreo no cambian, siguen siendo éZ. Sin embargo,
las funciones utilizadas para reconstruir f ya no son simplemente nuestro sistema ortonormal,
sino que se introduce una modulacién afectada por el centro ¢ del intervalo [a, D).

Nota. A partir de ahora, siempre que hablemos de espectro conexo, nos referiremos al in-
tervalo simétrico, es decir, trabajaremos solo con PWs. Como ilustra esta observacion, los
resultados demostrados sobre estos espacios pueden trasladarse a PW), ;| sin dificultad toman-
do traslaciones o modulaciones.

1.2. El teorema de Paley-Wiener

En el libro publicado por Wiener [1 1] se exponen diversos resultados que conectan el Andlisis de
Fourier con el Anélisis Complejo. Entre los més destacados se encuentran aquellos que vinculan
el crecimiento de una funcién holomorfa en el plano complejo con el soporte de su transformada
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de Fourier. A continuacion, presentaremos formalmente uno de estos célebres teoremas, el cual
permite caracterizar los espacios de Paley-Wiener desde una perspectiva analitica.

Antes de enunciarlo, es preciso introducir la clase de funciones sobre la que operaremos.

1.2.1. Funciones holomorfas de tipo exponencial

Observacion 1.32 A menudo, utilizaremos el término de funcion entera para referirnos a
funciones holomorfas en todo el plano complejo, F € 57 (C).

Definicién 1.33 Decimos que F € 7 (C) es una funcién holomorfa de tipo expo-
nencial si existen unas constantes A,M > 0 tales que

IF(z)| < Ae™Fl vz ecC. (1.2.1)

Si se cumple 1.2.1, diremos que F tiene tipo exponencial M, denotado por F &€
Expu(C).

Ejemplo 1.34
» La funcioén F(z) = sin(2nMz) es de tipo exponencial 2M porque

. |6,27er1’ o 67271:Mzi’ |6271:Mzi| + |6727eri|
2nMz)| =
|sin(27Mz)| 21 < >

2TMRe(zi) 4 ,—27MRe(zi)

5 < £27M|Im(2)] < o27M|z|

Sin embargo, esta funcién no pertenece a L(R) por su oscilacién constante.

= En cambio, la funcién F(z) = sinc (2Mz), siendo también de tipo exponencial 2M—
puesto que el numerador ya lo cumple y el denominador es una funcién lineal—, perte-
nece a L*>(R).

P ., . ) . .
= Por dltimo, la funcién gaussiana ®(z) = ¢~™ no es de tipo exponencial, ya que su
crecimiento a lo largo del eje imaginario no puede ser acotado por una exponencial de
la forma (1.2.1).

1.2.2. El teorema de Paley-Wiener en L?(R)

Ya estamos en condiciones de enunciar el teorema.
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Teorema 1.35. (Teorema de Paley-Wiener en L?>(R)) Sean M >0y F € J#(C) tal
que f :=F|g € L>(R). Entonces

M M
F € Expy(C) <= spec(f)C [—3,3}
Ademds, en ese caso, F(z) es de la forma

M2 :
F(z):= /_M/zf(‘g')ezmzédﬁ, zeC. (1.2.2)

La demostracion de este teorema articulé mi Trabajo Final de Grado del pasado afio [1]. Sin
embargo, en él se evité definir la transformada de Fourier para funciones de L?(R) por razones
de extension y, por lo tanto, se probd solamente la version del teorema de Paley-Wiener para
funciones de L' (R).

Teorema 1.36. (Teorema de Paley-Wiener en L' (R)) Sean M >0y F € #(C) tal
que f :=F|g € L'(R). Entonces

F € Expy(C) <= spec(f)C {—%,%]

Ademds, en ese caso, F(z) es de la forma

M/2

F(z) ::/ f(&)e¥™e g, zeC.

—-M/2

Una demostracion del Teorema 1.35 puede conseguirse adaptando las ideas de mi TFG [1] al
espacio L?(R). También puede consultarse la prueba directa del resultado en el propio texto de
Wiener [11, Cap. 1] o en libros mas depurados como el de Young [15, Cap. 2]. Sin embargo, en
este trabajo, vamos a dar una prueba del Teorema 1.35 a partir del Teorema 1.36, suponiendo
este ultimo cierto, como bien qued6 demostrado en el TFG [1].

Como sucedia en el caso de L' (R), la implicacién hacia la izquierda en el Teorema 1.35 es la
mas sencilla. Esta parte puede ser demostrada de forma independiente al Teorema 1.36.

Lema 1.37 Sean M >0y f € L*>(R)N%(R) tal que spec (f) C [-M/2,M/2]. En-
tonces f puede extenderse en el plano complejo a una funcion entera F € Expy(C).

Demostracion  (elaboracion propia).
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Definimos la extension compleja F(z) para cada z = x + iy € C mediante la integral
de la transformada de Fourier inversa:

/2 ,
Fo = [ f@emag

-M)2

Una aplicacion del teorema de Morera anédloga a la realizada en [1, Teorema 3.1.4]
permite probar que F estd bien definida y es una funcion entera.

Resta demostrar que F es de tipo exponencial M. Para cualquier z = x+ iy € C, apli-
cando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la integral, obtenemos:

FaI< [ F@) e ag

—M/2

MR N M 2mixE—2myE |2 :
([, @pa) ([ emtemia ),

donde el primer factor coincide con || f|| por la isometria de Plancherel. En cuanto al
segundo factor, teniendo en cuenta que [¢>**5| = 1 y que

M
e 2|2 = =M < ATDIEI < ATblE — 27Mb g < SVER,

nos queda
M2 3
FI< ([ A0 ag) =l Vare™

Finalmente, tomando A = || f||>v/M, se verifica la cota
IF(z)| <Ae™F vzec,

lo que demuestra que F es de tipo exponencial M, concluyendo la prueba.
O

Observacion 1.38 Si f € PW),, esta demostracion prueba que la extension F dada por la
ecuacion (1.2.2) cumple una condicion mads restrictiva que ser de tipo exponencial M. Ha
concluido que el crecimiento estd acotado uniformemente sobre cada recta horizontal:

IF(z)| <A™V vz=x+iyeC.

La prueba hacia la derecha del Teorema 1.35 es mds complicada y requiere técnicas mas po-
tentes del Analisis Complejo. Como ya hemos adelantado, vamos a mostrar una prueba aprove-
chando la veracidad del caso L' (R).

Demostracion del Teorema 1.35  (elaboracion propia).
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Puesto que el Lema 1.37 ya prueba la implicacion hacia la izquierda, solo resta de-
mostrar el reciproco.

Sea F € Expy(C) tal que su restriccion al eje real f = F|g pertenece a L>(R). Pa-
ra poder aplicar el Teorema 1.36, necesitamos construir una sucesion de funciones
que pertenezcan a L!(R). Para ello, definimos para cada n € N, la funcién truncada
mediante un seno cardinal:
) Z sin(7z/n
Fal2) = F(2)sine (=) = F(z)ﬁ.

Veamos como cumplen estas funciones las hipétesis del Teorema 1.36. En primer
lugar, en el eje real, f,(x) = f(x)sinc (x/n). Dado que f € L*(R) por hipétesis y
que la funcién sinc (x/n) € L*(R), la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales
(también llamada desigualdad de Holder) garantiza que el producto f, € L' (R).

Por otro lado, tenemos la hipdtesis F € Expy(C) y sabemos que sinc € Exp(C), por
el Ejemplo 1.34, por lo que

|Fu(2)] = |F(2)sinc (z/n)] < e™ el < ol 0145)

y las funciones F;, son de tipo exponencial M,, = M + %, respectivamente.

Aplicando el Teorema 1.36 a cada F;,, concluimos que el soporte de su transformada
de Fourier estd contenido en el intervalo correspondiente a su tipo exponencial:

MnMn]_{M 1 M 1

Cl-22 2t == = — 1.
Spec(f”)—{ 272 2 "2 on

Finalmente, debemos deshacer el truncamiento tomando el limite cuando n — o. Ob-
servemos que en el eje real, sinc (x/n) — 1 puntualmente, por lo que f,(x) — f(x)
c.t.p. Como |sinc (x/n)| < 1, la diferencia

[fax) = f(x)[? = [sinc (x/n) = 12 |f(x)]* < 4|f(x)* € L' (R).

El Teorema de la Convergencia Dominada asegura entonces que [g | f,(x) — £(x)|? dx
tiende a cero, es decir, f,, — f, cuando n — oo, en la norma de LZ(R).

Dado que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico en L?(R), se sigue
que fu— fen Lz(]R). Como cada f, se anula c.t.p. fuera de [—7 — 5.5 T E} , su
limite en norma f debe anularse c.t.p. fuera de la interseccidn de todos estos intervalos
decrecientes, la cual es exactamente [—%’, %’}

Por lo tanto, spec (f) C [—%”, %’] , concluyendo la demostracion.

O

Gracias al Teorema 1.35, podemos caracterizar las funciones f del espacio de Paley-Wiener
PW; a partir del crecimiento de sus extensiones analiticas F en el plano complejo. Esto abre la
puerta a la aplicacion de técnicas del Andlisis Complejo para su estudio, algo que serd funda-
mental al final del 3.
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Teorema 1.39. (Caracterizacién del espacio de Paley-Wiener) Sea f € L*(R) y
o > 0. Entonces son equivalentes

1. fePWs
2. f=F|g para alguna F € Expgs con F|g € L*(R).
Ademds, en ese caso se cumple

F(z) = /0/2 f&)e¥cdg, zeC.

—0/2

Nota. En esta caracterizacién, como ya comentamos anteriormente, se estan suponiendo
continuas las funciones de PWs. A veces, abusando de la notacion, identificaremos PWg5 con

el espacio de sus extensiones holomorfas
PW, = {F € Expo(C) : Flg € LZ(R)}, (1.2.3)

dotado con la correspondiente norma ||F ||pw, = ||F|gr|2.

1.3. Espacios de Bernstein

Para terminar el capitulo, vamos a hablar de un espacio mds general que el de Paley-Wiener,
ya que serd en €l donde probemos gran parte de los resultados del Capitulo 3. En esta seccion,
dejamos de un lado el TFG [1] y retomamos nuestra principal referencia [10].

Los espacios de Bernstein —cuyo nombre hace homenaje al matematico ruso Sergei Natanovich
Bernstein—, surgen en un contexto independiente a los espacios de Paley-Wiener: la teoria de
aproximacion de funciones enteras por polinomios trigonométricos. Y, sin embargo, su estudio
acaba uniéndose de forma natural gracias al teorema de Paley-Wiener.

Definicion 1.40 El espacio de Bernstein de pardmetro ¢ > 0, B4, esta compuesto
por las funciones F € 7 (C) tales que

IF(x+iy)| < Ce™P vx+iyeC, (1.3.1)

para alguna constante C = C(F) > 0.

Observacion 1.41  Si tomamos y = 0 en la ecuacion (1.3.1), obtenemos la acotacién |F (x)| <
C, para todo x € R, de forma que las funciones del espacio de Bernstein son funciones acotadas

en la recta real.

De hecho, podemos conseguir una expresion para el espacio de Bernstein que muestra su ana-
logia con la caracterizacion (1.2.3) de los espacios de Paley-Wiener.
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Teorema 1.42. (Caracterizacion del espacio de Bernstein) Sea ¢ > 0. Entonces
Bo — {F € Expo(C) : Flg € L”(R)}. (13.2)

Dotamos este espacio con la norma ||F ||, := ||F|r|| = sup,cp |F(x)].

Demostracion.

La inclusion “C” es obvia. Reciprocamente, para probar que toda funcién acotada y de
tipo exponencial o cumple la ecuacién (1.3.1), debe recurrirse a los llamados Princi-
pios de Phragmén-Lindelof, los cuales extienden el principio del mddulo mdximo pa-
ra funciones holomorfas a regiones no acotadas de C. Una demostracion de este hecho
puede encontrase en el TFG [1, Proposicion 3.1.20]. En dicho resultado, se demuestra,
ademds, que la constante en la ecuacién (1.3.1) puede tomarse C(F) = ||F|r||c-

O

Nota. Ocasionalmente, abusando de la notacidn, identificaremos B4 con el espacio de sus
restricciones a R dado por

BG:{f:FhR: FGBG}, (13.3)
dotado con la norma || ||z, = || f]|e-

Regresando al espacio de Paley-Wiener, de acuerdo con la Observacion 1.38, sabemos que las
funciones de PW4 cumplen la condicion (1.3.1). Por lo tanto, se obtiene la inclusion del espacio
de Paley-Wiener en el espacio de Bernstein. De hecho, podemos establecer una relacién mas
clara, gracias a la caracterizacion del Teorema 1.39.

Proposicion 1.43  Sea 6 > 0. Entonces PWg C Bs. De hecho,

PWs = BsNL*(R).

Ejemplo 1.44 El anterior Ejemplo 1.34 nos permite diferenciar entre ambos espacios, puesto
que en él se comprueba que f(x) = sin(rox) € B \ L?(R). Otro ejemplo sencillo que cumple
la misma propiedad serian las funciones constantes

F(z):=C, VzeC,

las cuales son trivialmente de tipo exponencial M, para todo M > 0, pero no cuadrado-
integrables sobre la recta real.

Para concluir la seccidn, destacamos algunas caracteristicas interesantes de los espacios de
Bernstein que, aunque no usaremos en los capitulos posteriores, guardan estrecha relacion con
el tema desarrollado hasta ahora.
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En primer lugar, podemos decir que el Teorema de Paley-Wiener también se cumple para estos
espacios.

Teorema 1.45. ([10, Cap. 2]) Sea F € 7 (C) tal que f = F|r € L*(R). Entonces se

cumple
P c o
FeBs; <= spec(f)C [—5,5}

Para poder demostrar tal resultado, es preciso definir la transformada de Fourier en el espacio
L>(R), para lo cual es necesario introducir la Teoria de distribuciones. Con el fin de no alargar
en exceso este trabajo y centrarnos en el espacio de Paley-Wiener, no lo haremos —aunque pue-
de consultarse el desarrollo en [10, Cap. 2]4. En vista del teorema anterior, puede identificarse
B¢ con el espacio

{f e L”(R) : spec f C [—%,%]}.

Mis generalmente, tomando como inspiracion el espacio de Paley-Wiener y el Teorema 1.45,
puede definirse también el espacio de Bernstein para conjuntos compactos generales.

Definicion 1.46 Sea S un conjunto compacto de R. Se define entonces el espacio de
Bernstein asociado a § como

Bs:={f€L”(R): spec (f) CS}.

De igual manera, tomando como inspiracion las caracterizaciones (1.2.3) y (1.3.2), pueden de-
finirse una serie de espacios mds generales para los cuales el teorema de Paley-Wiener sigue
siendo cierto —aunque es preciso definir la transformada de Fourier de los espacios L”(R)
usando teoria de interpolacion de operadores si 1 < p < 2, o teoria de distribuciones si p > 2.

Definicion 1.47 Se define el espacio de Paley-Wiener de norma 1 < p < o y parame-
tro 0 > 0 como

PWy, = {FeExpG/z((C): Flg EL”(R)}

o de forma equivalente

IS

PWy, = {feL”(IR%): spec (f) € [,

1}

Un desarrollo completo de esta teoria generalizada puede consultarse en obras mds avanzadas
como [4].

“Una demostracién de la implicacién mas dificil “=", en el caso especial en que f € L' N L*(R) puede con-
sultarse en el TFG [1, Corolario 3.1.23].
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1.3 Espacios de Bernstein

Establecidas estas bases, damos por concluido el andlisis estructural de los espacios de Paley-
Wiener y Bernstein. En el siguiente capitulo abordaremos el problema del muestreo y la recons-
truccion de senales, desarrollando los marcos tedricos y las herramientas del anélisis armoénico
necesarias para su estudio general.
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Capitulo

Problemas clasicos de muestreo en el espacio

de Paley-Wiener

En este capitulo vamos a presentar varios problemas clasicos de muestreo siguiendo como re-
ferencia los cuatro primeros capitulos del libro de Olevskii y Ulanovskii [10]. Para cada uno
de estos problemas, estudiaremos su resolucion en el espacio de Paley-Wiener, mostrando su
equivalencia con varios problemas del Anélisis Funcional. Con tal fin, desarrollaremos algunos
objetos matematicos que generalizan el concepto de base ortonormal para poder trabajar con
una mayor cantidad de sistemas exponenciales. Finalmente, la traslacion de los problemas de
muestreo al espacio L?(S) nos permitird establecer algunos ejemplos y resultados de interés.

Es importante remarcar que a lo largo del capitulo, para que el muestreo tenga sentido, habla-
remos de funciones continuas al suponer f € PWs.

El Teorema de Paley-Wiener (Teorema 1.35) sent6 desde su aparicion la intuicion de que una
sefal cuyo espectro esté acotado queda completamente descrita por sus valores en un conjunto
discreto de puntos. Esto se debe a que la distribucién de sus ceros influye directamente en su
comportamiento analitico.

La confirmacion de esta suposicion llegd con el Teorema de Shannon (Teorema 1.30), el cual
permite reconstruir una funcién f € PWs, donde ¢ > 0, a partir de su valor en A = %Z. Es-
te resultado fundamental, a pesar de la dificultad de su implementacién exacta en la prictica
debido a sus hipdtesis ideales (como el soporte temporal infinito), establecid el puente entre la
interpolacion analitica y el procesamiento de sefiales, siendo el punto de partida de la Teoria
de Muestreo moderna, la cual busca generalizar esta reconstruccién a conjuntos mucho mas
irregulares. El desarrollo histérico completo de esta materia hasta el afio 2000, junto a muchas
de sus aplicaciones a la ingenieria, puede encontrarse en el articulo de Unser [14].

Para enmarcar mateméticamente nuestro centro de interés, recordamos que, en el procesamiento
de sefiales, el muestreo consiste en la restriccion de una sefial a un conjunto A,

f= flas (2.0.1)
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donde A es un conjunto dado (normalmente, discreto), contenido en el dominio de definicién
de las sefiales. Respecto a este proceso, surgen varios problemas de interés matematico, como
los problemas de unicidad, muestreo e interpolacion, los cuales presentaremos en este capitulo.

2.1. Conjuntos uniformemente discretos

En la mayoria de problemas relativos al muestreo, suelen imponerse condiciones sobre el con-
junto A con el fin de evitar aglomeraciones de puntos que comprometan la continuidad del
operador de muestreo 2.0.1. Una de ellas es la separacién uniforme entre puntos'.

Definicion 2.1 Diremos que un conjunto A C R es uniformemente discreto (u.d.) si

O(A) = inf A —A%|>0.
ALEN, AEA*

A la constante 6(A) la llamaremos constante de separacion de A [10, Cap. 2].

Observacion 2.2 El nombre viene justificado por el intercambio de cuantificadores en su
caracterizacion topoldgica. Mientras que un conjunto A C R es discreto si

VAeA Fr>0 talque (A—nrA+r)NnA={A},

la condicién de ser uniformemente discreto exige que exista un radio comun para todo el
conjunto:
Jdr>0 talque VAcA A—niA+r)nA={A}.

. . . . S(A)
En nuestro caso, la constante de separacion nos permite tomar precisamente r = -5

Por lo tanto, todo conjunto uniformemente discreto es, naturalmente, discreto en el sentido
topoldgico. Esto garantiza su numerabilidad, al ser esta una propiedad fundamental de cualquier
conjunto discreto en la recta real.

Proposicion 2.3  Todo conjunto discreto A C R es numerable.

La demostracion de esta propiedad es directa: al estar cada punto A € A aislado, podemos
asignarle un pequefo intervalo a su alrededor de manera que todos estos intervalos sean mutua-
mente disjuntos. Como cada uno de estos intervalos contiene al menos un nimero racional, y el
conjunto de los nimeros racionales (Q es numerable, se deduce que A es, a lo sumo, numerable.

Veamos algunos ejemplos para clarificar la diferencia entre ambos tipos de conjuntos.

'El desarrollo presentado a continuacién es de elaboracién propia y ha sido realizado con el fin de aclarar el

concepto y algunos resultados ampliamente asumidos y conocidos de los conjuntos uniformemente discretos.
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2.1 Conjuntos uniformemente discretos

Ejemplo 2.4

a) Comenzamos con los conjuntos de puntos espaciados periédicamente: A = {an+b:n €
7}, para dos constantes a > 0 y b € R. Mientras b solo indica el centro del conjunto, a
controla la separacion espacial: 6(A) = a > 0, que es constante en este caso.

b) Consideramos los enteros aleatoriamente perturbados A = {n+ &, : n € Z}, donde los
desplazamientos estdn acotados por sup,,.7 |6,| < L < % —de forma que el entero mas
cercano a n + 0, sea siempre n—. En este caso, la constante de separaciéon cumple
O0(A) > 1—2L > 0, y la distancia entre dos puntos consecutivos estd uniformemente
acotada

Mpst — M| = 14 8y — 8, < 142L. 2.1.1)

¢) Tomamos A = {£n?: n € NU{0}}. El conjunto es u.d. porque §(A) =1 >0 —la
distancia minima se alcanza entre 0 y £1—. Sin embargo, a diferencia de los conjuntos
anteriores, en este la distancia entre dos puntos consecutivos es cada vez mayor cuando
nos alejamos |n| — oo.

A continuacion, dos ejemplos de conjuntos discretos, pero no uniformemente discretos.

d) El conjunto A = {i:n € N\ {0}} es discreto, pero no uniformemente, ya que

1 1 1
R = —>O, Sin — oo,
n n+l n(n+1)

e) El conjunto A = {/n: n € N} también es discreto, pero no uniformemente, ya que

1
— —0,
vn+1++/n

A diferencia del ejemplo anterior, donde los puntos se acumulaban hacia el 0, aqui no

Sin — oo,

VAT — V=

dejan de avanzar hacia el infinito. Sin embargo, en ninguno de los casos hay una separa-
cién uniforme entre los puntos.

Para finalizar, presentamos algunas propiedades inmediatas para los conjuntos uniformemente
discretos, pero que en general son falsas para conjuntos meramente discretos.

Proposicion 2.5 Sea A C R un conjunto uniformemente discreto con constante de
separacion 8 = 0(A) > 0. Entonces, A satisface las siguientes propiedades:

1. Topologia: A es un conjunto cerrado en R y carece de puntos de acumulacion.

2. Finitud local: La cantidad de puntos de A contenidos en un intervalo acotado
I C R de longitud L es finita, y estd acotada superiormente por |[L/3 |+ 1.4

3. Ordenacion: Como consecuencia de su numerabilidad y de la finitud local, si
A es infinito, sus elementos pueden ordenarse, bien como una sucesion doble
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estrictamente creciente {Ay}ncz con Ay < Ayt y Ay — Foo cuando n — +oo, 0
bien como una truncacion de esta {An }p>ny 0 {An}n<n,, para un cierto ny.

“En efecto, si I contiene N puntos de A, debe cumplirse que (N — 1)8 < |I| = L. Despejando tenemos

N < L/§+1,y el resultado sigue tomando la parte entera en la expresién de la derecha.

El apartado (d) del Ejemplo 2.4 explica por qué las dos primeras propiedades fallan, en general,
para conjuntos discretos. En cuanto a la tercera, si se le afiade un punto al mismo ejemplo, es
decir, A= {—1}U{l :n € N\ {0}}, este nuevo conjunto discreto no puede ordenarse porque
no hay un sucesor claro para —1.

2.2. El problema de unicidad

2.2.1. Conjuntos de unicidad

El fin dltimo del problema de muestreo es la reconstruccion de una funcién f a partir de sus
muestras f|A. En su proceso de resolucion surgen, de forma jerarquica, tres cuestiones: primero
se estudia si el conjunto de datos f|5 determina univocamente a la funcién (unicidad), luego se
buscan métodos de recuperacion (reconstruccion) y, finalmente, se intenta probar que el proceso
resiste a los errores (estabilidad).

Es por ello que, en primer lugar, vamos a estudiar el problema de unicidad, ya que si dos sefhales
distintas pueden producir exactamente el mismo conjunto de datos discretos, cualquier intento
de reconstruccion universal estard abocado al fracaso. Para ello, se toma la siguiente definicion.

Definicion 2.6 — [10, Cap. 2] Un conjunto A es un conjunto de unicidad (abreviado
U.S., del inglés Uniqueness Set) para un espacio vectorial X de funciones f: R — C, si
las condiciones f € X y f|x = 0 implican f = 0. De forma equivalente, si la aplicacion
de muestreo definida sobre el espacio X y considerando la restriccion a A es inyectiva.
Lo abreviaremos diciendo que A es un US(X).

A partir de esta definicion abstracta, podemos deducir de forma inmediata algunas propiedades
generales sobre cOmo se comportan estos conjuntos ante ciertas transformaciones.

Proposicion 2.7 Sea X un espacio de funciones y A un US(X).

1. Monotonia: Si A C N, entonces N' también es US(X). Es decir, aiiadir mds
muestras (sobremuestrear) preserva la unicidad.
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2. Invarianza: Si el espacio X es invariante ante traslaciones espaciales, entonces
el conjunto trasladado A+c ={A+c: A € A} es un US(X) para cualquier
c € R. Lo mismo aplica para dilataciones si X es invariante bajo ellas.

Veamos un par de ejemplos clédsicos de conjuntos de unicidad para asentar el concepto.

Ejemplo 2.8

= Sea X = Py el conjunto de polinomios de grado menor o igual que N definidos sobre
un cuerpo K. El Teorema del Factor garantiza que cualquier conjunto A C K con N + 1
puntos o mas es un U.S. para &#y. Cualquier subconjunto de exactamente N + 1 puntos
serd un U.S. minimal.

= Si X estd compuesto por funciones holomorfas definidas sobre un conjunto € abierto
y conexo, y el conjunto A C Q contiene algin punto de acumulacion en €, el clasico
Principio de Prolongacion Analitica concluye que A es U.S. para X.

2.2.2. El problema de unicidad en el espacio de Paley-Wiener: sistemas

completos

Centremos ahora nuestra atencion en el espacio de Paley-Wiener. Comenzamos estableciendo
dos propiedades bésicas.

Gracias al teorema de Paley-Wiener 1.35, sabemos que toda funcién en PW es entera para todo
o > 0. Por lo tanto, del segundo caso del Ejemplo 2.8 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.9 Si A C R contiene algiin punto de acumulacion, A es un US(PWg ).

Por otro lado, también sabemos, por la Proposicion 1.18, que el espacio de Paley-Wiener PWg,
con S C R un compacto cualquiera, es invariante por traslaciones, por lo que de la Proposi-
cién 2.7 se deduce lo siguiente.

Corolario 2.10 Sea A un US(PWs) y ¢ > 0. Entonces el conjunto trasladado A+ c =
{A +c: A € A} también es un US(PWs).

No podemos decir, sin embargo, lo mismo para dilataciones del espacio, ya que PWs no es
invariante ante ellas (Proposicion 1.19).

Por ultimo, hablemos de la otra propiedad mencionada en Proposicion 2.7. Sabemos que el
conjunto A sigue siendo un US(PWs) si sobremuestreamos. Sin embargo, esto no ocurre en el
caso contrario, el submuestreo. El siguiente ejemplo muestra cémo quitar un solo punto puede
arruinar la unicidad.
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Ejemplo 2.11
» Del teorema de muestreo 1.30 se deduce que Z es un US(PW).

= Sin embargo, si eliminamos un tnico punto n € Z del conjunto, el mismo teorema nos
dice que Z\ {n} no es un US(PW;), puesto que la funcién f(x) = sinc (x —n) se anularia
en todos los puntos de Z \ {n}, sin ser f idénticamente nula.

Observacion 2.12  El verdadero poder de estudiar el problema de unicidad en PWg reside en
su dualidad, que nos permite traducir el problema geométrico de los ceros de una funcién a un
problema algebraico riguroso. Para ello, utilizaremos nuevamente la transformada de Fourier,
ya que si f € PWg, la formula de inversion (1.1.3) nos dice que:

F(A) = /S F(O) Mdr, VA €R.

Por lo tanto, decir que una sefial se anula en el conjunto A equivale a afirmar que la integral
anterior es cero para todo A € A. Teniendo en cuenta que esta integral es precisamente el
producto escalar ( f ,6*27”"1(')% esto significa que la funcién f es ortogonal a la familia de
exponenciales complejas {e 2%*"}, _ en el espacio L*(S).

Construimos ahora, de manera general en el marco del Anélisis Funcional, el objeto matematico
que responde a dicha propiedad.

Definicion 2.13 Sea H un espacio de Hilbert y u = {uj } ) c un sistema de elementos
de H. Se dice que el sistema u es completo en H si la clausura del subespacio generado
por u es H. Es decir, si span(u) = H.

Nota. Recordemos que el subespacio generado, denotado por span(u) (o spanf{uy }ca), €S
el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos del sistema u. Es decir:
n
span(u) = Z Oyuy, | n€ N, oy € C, 7Lk eEA
k=1

Este conjunto forma un subespacio vectorial de H, pero no necesariamente cerrado; por ello
se toma su cerradura span(u) al definir la completitud.

Demostremos que la definicién de sistema completo puede caracterizarse en términos del pro-
ducto escalar.

Proposicion 2.14  Sea H un espacio de Hilbert y u = {u) }; cp un sistema de elemen-
tos de H. Entonces u es completo en H si 'y solo si ut = {0}, es decir, si

xeH y (xuy)=0 Yuyycu = x=0.
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Demostracion (consultada en [7, Sec. 3.8y 3.9]).

Abreviamos por M = span(u) al subespacio lineal generado por el sistema u.

Supongamos primero que el sistema u es completo en H (M = H) y sea x € H un
elemento tal que es ortogonal a todo elemento del sistema:

(x,uy) =0 VAeA.

Por la linealidad del producto escalar, x es ortogonal a cualquier combinacién lineal
finita de elementos de u, lo que implica que (x,y) = 0 para todo y € M. Por la con-
tinuidad del producto escalar, si la igualdad se cumple en M, también se cumple en
M = H, de modo que x es ortogonal a todo el espacio H. En particular, tomando y = x,
se tiene (x,x) = ||x||*> = 0, de donde se concluye que x = 0.

Supongamos ahora que la condicion (x,u, ) = 0 para todo A € A implica necesaria-
mente que x = 0. Queremos demostrar que M = H. Por el teorema de descomposicién
ortogonal en espacios de Hilbert, el espacio H se puede expresar como la suma directa
ortogonal del subespacio cerrado y su complemento:

H=MaoM" .

Por lo tanto, cualquier elemento de H se descompone de forma tinica como suma de
— =1 o
un elemento en M y otro en su complemento ortogonal M . Si tomamos un vector
—1 . — .
x € M, por definicioén es ortogonal a todo elemento de M, y en consecuencia es
ortogonal a todos los generadores u; € u:

(x,uy) =0 VAeA.

Por nuestra hipdétesis, esto implica que x = 0. Asi pues, el complemento ortogonal es
-
trivial, M~ = {0}, lo que nos lleva a que:

H=M®{0} =M.

Por lo tanto, M es denso en H y el sistema u es completo.

OJ

En consecuencia, de la Observacion 2.12 se deduce la equivalencia entre el problema de unici-
dad en PWs y el problema de completitud en L?(S) —el problema de completitud en un espacio
de Hilbert consiste en encontrar un sistema completo para el espacio.

Teorema 2.15. (Equivalencia de Unicidad y Completitud) Un conjunto A C R es
un conjunto de unicidad para el espacio PWs si, y solo si, el sistema de exponenciales

E(A):={e 7 e A}

es completo en el espacio L*(S).
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De esta forma, el problema original de saber si las muestras contienen toda la informacion
de la seial, se transforma en el problema funcional de estudiar si la familia E(A) genera un
subespacio denso en L?(S).

Por un lado, la estructura de PWg nos proporciona resultados para el problema de completitud
en L?(S). Gracias al Corolario 2.9, por ejemplo, sabemos que E(A) es completo en L*(S) si
A contiene puntos de acumulacion. Por otro lado, también podemos trasladar resultados del
problema de completitud al de unicidad en PWg, como los siguientes, cuya prueba se encuentra
en [15, Cap. 3].

Proposicion 2.16  El sistema E(Z*)" es completo en L*(I) para todo intervalo I C
[—3, 3] contenido propiamente.

9Recordar que Z* :={n€Z:n>0}

Observacion 2.17  Este resultado ejemplifica que el muestreo depende en mayor medida de
la distribucién de los puntos de A que de su cantidad. En este caso, hemos tomado la mitad de
puntos que en el Teorema de muestreo 1.30, reduciendo Z a Z™*. Y, sin embargo, el conjunto
donde es posible muestrear [—%, %] no se ha reducido a la mitad.

Sin embargo, también nos encontramos con lo siguiente.

Proposicion 2.18 Dado un intervalo I C [—%, %] contenido propiamente, es posible

encontrar una funcion f € Lz([—%, %]) tal que ninguna serie que cumpla

ft)= Z cn@®™ pet. tel,
n>0

cumple a su vez (cp)n>0 € I%.

Es decir, que aunque un sistema pueda ser completo en un espacio de funciones, esto no garan-
tiza que la reconstruccion de las funciones a partir de dicho sistema pueda realizarse de manera
estable, lo cual nos lleva al problema de muestreo estable que abordamos en la siguiente sec-
cion.

2.3. El problema de muestreo estable

2.3.1. Conjuntos de muestreo estable

Aun no contamos con las herramientas suficientes para abordar de forma constructiva la recons-
truccion de funciones a partir de sus muestras. Por ello, nos centraremos primero en el requisito
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previo fundamental: la estabilidad. Puesto que en cualquier aplicacion practica vamos a lidiar
con errores y ruido, es necesario introducir una métrica para cuantificarlos.

Para que el proceso de muestreo sea estable, exigimos que la energia o magnitud de la funcion
y la de su sucesion de muestras se controlen mutuamente. Naturalmente, la eleccion del espacio
donde habitan las muestras debe ser acorde a la naturaleza y a la norma del espacio de funciones
X con el que estemos trabajando (por ejemplo, espacios de sucesiones de cuadrado sumable
£2(A) cuando X es un espacio de Hilbert como PWs, o espacios de sucesiones acotadas £=(A)
cuando X se evalda bajo la norma del supremo, como en los espacios de Bernstein).

Definicion 2.19 Definimos los espacios de funciones sobre A como:

m Paral < p < oo

1/p
P(A) = ?A%CWMW:<ZK@W) < oo

AEA

= Para p = oo

() :={é A= C ¢ €]l :=;2;A>|é<x>r<oo}.

Formalizamos esta idea mediante la siguiente definicion general inspirada en [10, Cap. 2].

Definicion 2.20 Un conjunto A es un conjunto de muestreo estable (abreviado S.S.,
por el inglés Sampling Set) para un espacio de funciones X (dotado de su correspon-
diente norma || - ||x) si existen constantes A, B > 0 tales que para toda f € X se cumple
una relacion de equivalencia de normas de la forma:

Allfllx < [1f1allseay < Bl fllx, (2.3.1)

donde || - [|5(5) denota la norma del espacio de sucesiones adecuado sobre A.
Lo abreviaremos diciendo que A es un SS(X).

Particularizando al caso méas habitual de los espacios de Hilbert de sefales, digamos X =
PW, escogemos como espacio de sucesiones £2(A), y la definicién anterior se traduce en:
A € SS(PWy) si existen constantes A, B > 0 tales que

AlFIE< Y IF)IF <BIfI3, VS € PWs. (2.3.2)
AEA

Particularizando al caso de los espacios de Bernstein, donde el espacio de funciones X = Bg

se evalda bajo la norma del supremo, escogemos como espacio de sucesiones de las muestras
¢(A), y la definicién anterior se traduce en: A € SS(By) si existen constantes A, B > 0 tales
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que

Allfll < sup [f(A)] < Bl fllw, Vf € Bo- (2.3.3)
AEA

Ejemplo 2.21

= El conjunto %Z es un SS(PWy) para todo ¢ > 0 gracias a la identidad (1.1.11) deducida

en el Teorema de Shannon 1.30. En este caso, las constantes en (2.3.2) se pueden tomar
A=B=o0.

Tomemos ahora el conjunto A = %Z =ZU(Z+ %) Este conjunto es redundante, en el
sentido de que la base construida para PW; en 1.27 pierde la ortogonalidad, y por tanto
la propiedad de base, si se amplia el sistema utilizando A como conjunto de indices. Sin
embargo, A continda siendo un SS(PW)): basta observar que la cota inferior se hereda
directamente del subconjunto Z, mientras que la cota superior se obtiene sumando las
desigualdades asociadas a Z y a la red desplazada Z + % (puesto que ambas son SS(PW))
y la norma de la funcién se preserva por traslaciones).

Observacion 2.22 Las dos desigualdades en (2.3.2) desempeiian papeles distintos:

= La desigualdad superior establece la continuidad del operador de muestreo (f — f|A).

Garantiza que si f € X, sus muestras pertenecen al espacio de muestras s(A) adecuado
y su energia discreta no se descontrola.

La desigualdad inferior es la que garantiza verdaderamente la estabilidad. Nos asegu-
ra que si dos funciones f, f € X tienen muestras muy parecidas, entonces las propias
funciones son casi idénticas. En la préctica, esto significa que el error en la sefial recons-
truida queda acotado por la energia del ruido de las muestras. En efecto, si evaluamos la
diferencia entre £y f, por la linealidad del espacio y la desigualdad inferior obtenemos:

s 1 s
1f = Fllx < S 1F1a = Flallsa)-

Por tanto, si las mediciones sufren una perturbacién €; = f(1) — f(1), el impacto en la
funcién original queda controlado bajo el factor 1/A.

Observacion 2.23 Si X = B, la desigualdad superior en la ecuacion 2.3.3 se satisface tri-
vialmente para todo conjunto A C R con constante B = 1 ya que

sup |f(4)] < sup|f(x)] = || f]|e-
AEA x€R

De esta forma, el operador de muestreo siempre es trivialmente continuo en el espacio de
Bernstein, propiedad que no es exclusiva de dicho espacio.

Proposicion 2.24 Sea S C R un conjunto compacto y A C R un conjunto uniforme-
mente discreto. Entonces la desigualdad superior en (2.3.2) es cierta para X = PWs,

Trabajo Fin de Mdster 34 José Avilés Pérez



2.3 El problema de muestreo estable

es decir, existe una constante B = B(S) > 0 tal que

Y If(A)? <BIfIB,  Vf€PWs.
AEA

Corolario 2.25 El conjunto uniformemente discreto A es un SS(PWs) si y solo si
existe una constante A > 0 tal que

AlfIE< Y IfFQ)?, Vf € PWs.
AEA

Demostracion de la Proposicion 2.24  (consultada en [ 10, Proposicion 2.7]).

Tomemos un ¢ > 0 suficientemente pequefio para que cumpla al mismo tiempo S C
[—1/(40),1/(40)] y 8(A) > 20. Definimos la funcién

h(x) := "X[-0,0] (x), x€eR,

5=

20
para la cual sabemos que se tiene
1 sin(2noé)
V2o m&
Puesto que hemos tomado 6(A) > 20, el sistema de traslaciones {h(x — 1) : A € A}

es ortonormal en L*(R), lo cual se sigue conservando si aplicamos la transformada de
Fourier. Asi que el sistema {¢?"*$(£) : A € A} también es ortonormal en L(R).

EeR.

Abhora utilizamos que la funcién sin(x)/x es par, positiva y decreciente en el intervalo
[0, /2] para mostrar que

inf h(E) > h <%> _ J5s sin(1/2) _2v20

1 b
Ees /2 T

Asi que, si f € PWg, tomando C := 220 se tiene

T b
A A 212
IF13 = 1713 = €7 /A5
Para finalizar, se utiliza la desigualdad de Bessel para sistemas ortonormales (1.1.7):

IF13=C Y (7 /hh(=2) P =C X 1,2 =c ¥ 1F(A)P,

AEA AEA AEA

concluyendo la desigualdad superior de (2.3.2) con la constante B = %

O

A continuacion, una afirmacién inmediata y esperable del muestreo estable, puesto que || f||x =
0 implica f = 0.
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Proposicion 2.26  Si A es un SS(X), también es un US(X).

No obstante, ambos problemas son diferentes. Por ejemplo, si A contiene puntos de acumu-
lacién, sabemos que es un US(PW¢) por el Corolario 2.9. Y, sin embargo, puede que no sea
SS(PWs) porque falle la desigualdad superior —si los puntos se acumulan, pueden hacer que la
serie de sus muestras no sea sumable porque los términos sean muy parecidos entre si.

En el caso de ser A un conjunto uniformemente discreto, también siguen siendo problemas
diferentes. La desigualdad inferior de 2.3.1 puede ser falsa. Para encontrar un ejemplo de ello,
vamos a recurrir al espacio de Bernstein.

Proposicion 2.27 Tomamos X = B; y consideramos el conjunto de puntos A = 7.U
{%} Entonces A es un U.S., pero no un S.S., para Bj.

Para demostrar que es U.S., probaremos primero el siguiente lema.

Lema 2.28 Si f € By se anula en 7Z, entonces f(x) = Csinnz, para alguna constante
ceC

Demostracion  (elaboracion propia).

La prueba consiste en aplicar el Teorema de Liouville a la funcién

g(z) = Uy

 sin@z

Las hipétesis del teorema consisten en comprobar que g € 77 (Z) y que existe una
constante M > 0 tal que |g(z)| < M para todo punto z € C. De ellas se concluye que g
es una funcion constante, lo cual finalizaria la prueba del lema.

Comencemos comprobando la holomorfia de g. Como f € By, es holomorfa en todo
C, al igual que la funcién sin(z), el dnico problema esté en los ceros del denominador.

Sin embargo, los ceros del denominador estan en Z, que son también ceros del nume-
rador. Por lo tanto, por L’Hopital,

fim Ly L@ S

onsintz  onmcoswz  w(—1)"

Como el limite existe y es finito, g tiene una singularidad evitable en cada numero
entero y, por lo tanto, puede redefinirse en ellos de forma que g € 77 (Z).
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Ahora buscamos acotar la funcién g uniformemente en todo el plano complejo. Pri-
mero, acotamos el sin inferiormente:

) eiTEz _ e—iTL‘Z
sin(7z)| = 5
Hemz| B |€7mz” e™(—1Im(2)) _ ,mIm(z) e®Im(2)| _ ,—7[Im(z)|
> = —
- 2 2 2
e™IIm(2)| _ p—7[Im(z)]
N 2

Con esta acotacion, podemos concluir

e 2 e 2.
|g(Z)| S ’Sin(ﬂ'2>’ S e7r|Im(z)| o efn\lm(z)| S 1— e*2ﬂ|1m(1)‘

_ 2l
— 1 —e2r’

para todo z € C tal que |Im(z)| > 1.

Sin embargo, ain nos queda acotarla en la banda | Im(z)| < 1. Para ello, vamos a con-
siderar para cada n € N el rectangulo formado por las rectas Im(z) = 1, Im(z) = —1,
Re(z) =n+ % y Re(z) = —n— 3. En ese caso, puesto que la funcién g es holomorfa,
el Principio del Modulo Mdximo nos dice que el mdximo de g sobre el rectdngulo se
alcanza en su frontera.

. P 2|| f]leo .
Los bordes horizontales ya sabemos que estdn acotados por la constante % Mien-

tras que para los verticales, tenemos las siguientes acotaciones:
T
2
= |cos (miy)| = |cosh (my)| > 1

) cos (wiy) + sin (7iy) cos (mn + g)

sin (7n + 0 + nzy)’ = ‘sm (mn+
Siendo la acotaci6n andloga para el caso Re(z) = —n— %

Asi que en las franjas verticales de los rectangulos se tiene

8@ < IF@)] < 1 lee™™ ) < | flce”

porque |Im(z)| < 1 en ellas. De forma que la funcién g queda acotada en todo el

rectangulo R, por
2[11 1l
< T
max { 1", 710

Como esta cota no depende de n, sirve para toda la franja |Im(z)| < 1. Pero, como
ademds, dicha cota es mayor que la conseguida fuera de la franja, vale asi para todo
el plano complejo. De forma que g estd uniformemente acotada en todo C, lo cual
termina la prueba.

OJ

Demostracion la Proposicion 2.27  (elaboracion propia).
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Comencemos demostrando que A es un US(Bj). Si tomamos una funcién f € B)
que se anula en A, dicha funcion deberd ser de la forma f(x) = Csin(nz) gracias al
Lema 2.28. Como, ademds, se anula en un punto donde el sin no se anula, z = %,
concluimos que C = 0 y la funcién queda f = 0.

Veamos ahora que A no es un SS(B;). Para ello, vamos a encontrar para cada K > 0
una funcién fx tal que || f|| > K, pero supyca [fxk ()] < 1.

Fijamos K > 0 y definimos, para cada j € N, la funcién

gi(x) _ sin(z XJ: -, xeR\{l,....j}
que en el resto de enteros se define para que se mantenga continua y holomorfa
gi(m)= (=)™ wme{1,...,j}.
Esta funcion cumple .
/ 1

s02)=2% =

Puesto que la serie armdnica diverge, es posible tomar un J € N lo suficientemente
grande para que |g;(1/2)| > K. Por otro lado, para tal J fijo, se tiene |g;(x)| — O
cuando |x| — oo, ya que el seno es una funcién acotada y cada sumando del sumatorio
finito (J términos) tiende a 0. De forma que es posible elegir un N € N lo suficiente-
mente grande para que f(x) := g;(x—N) cumpla |f(1/2)| < 1y || f|l~ > K —puesto
que |f(1/24+N)| > K.

Finalmente, puesto que |g;(n)| < 1 para todo n € Z y, entonces |f(A)| < 1 para todo
A € ZU{1/2}, solo queda ver que f € Bj. Pero esto se cumple por definicién, ya que
la hemos extendido a los enteros para que sea holormorfa y || f||« < oo ya que tiende a
0 cuando |x| — oo.

OJ

2.3.2. El problema de muestreo estable en el espacio de Paley-Wiener:

frames
Al igual que ocurria con el problema de unicidad en PWg, el problema de muestreo estable
también tiene su equivalente en L?(S). Para ello, vamos a definir otro objeto del Andlisis Fun-

cional que generaliza el concepto de base ortonormal, pero sin ser tan amplio como los sistemas
completos.

Definicion 2.29 Sea H un espacio de Hilbert y u = {uy }, c un sistema de elementos
de H. Se dice que el sistema u es un frame (o marco) en H si existen constantes A, B > 0
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tales que
Alx|?< Y [(x,up)]* < Bl|x||?, Vx€H. (2.3.4)
AEA

Las constantes Optimas para la desigualdad anterior se llaman cotas del frame.

Observacion 2.30 Notar que los marcos son sistemas completos por la desigualdad inferior
de 2.3.4. Ademas, toda base ortonormal es un frame gracias a la identidad de Parseval (1.1.6).
Por lo tanto, los frames son un concepto intermedio entre las bases ortonormales y los sistemas
completos.

A continuacion, el teorema que justifica el interés de nuestro estudio por los frames.

Teorema 2.31. (Equivalencia de Estabilidad y Frame) Un conjunto A C R es un
conjunto de muestreo estable para el espacio PWs si, y solo si, el sistema de exponen-
ciales

E(A):={e M L e A}

es un frame en el espacio L*(S).

Demostracion  (elaboracion propia).

Recordemos que A es un SS(PWs) si existen constantes A, B > 0 tales que

AlfIE< Y IFA)IP<B|fI3, Vf € PWs.
AEA

Por otro lado, la definicion de frame nos dice que E(A) lo es si existen dos constantes
A,B > 0 tales que

Allglz < Y g, ™) > < B|gl3, VgeL*(S).
AEA

Tomando g = fA, vemos que cada término en estas expresiones coincide. La igualdad
entre los términos centrales se deduce de f(A) = (f,e 2™*()) por la férmula de
inversién (1.1.3), mientras que para los términos extremos se tiene || f||3 = || |3

0J

De esta forma, al igual que el problema de unicidad en PWs era equivalente al problema de
completitud en L?(S) gracias al uso de la transformada de Fourier, en este caso, el problema de
muestreo estable en PWg es equivalente al problema de frame en LZ(S ) —el problema de frame
en un espacio de Hilbert consiste en encontrar un frame para dicho espacio.

Para terminar nuestro estudio general del problema de muestreo, vamos a abordar el problema
de reconstruccion, el cual dejamos a un lado al principio de la seccion para centrarnos en deli-
mitar los conjuntos que permiten una reconstruccion estable, los conjuntos S.S. Sin embargo,
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gracias a la equivalencia entre el problema de muestreo estable y el problema de frame, po-
demos dar una primera respuesta a la cuestion de la reconstruccién. Lo haremos en el espacio
LZ(S), lo cual es equivalente a hacerlo en PWg gracias a la identidad de Parseval (1.1.1).

Para abordar el problema de reconstruccién en L?(S), comprobaremos que los frames, a pesar
de ser un objeto menos estricto que una base ortonormal, también permiten un desarrollo de
Fourier para todas las funciones del espacio.

Nota. En lo que resta de seccion, desarrollaremos nuestro problema en el marco del Analisis
Funcional y siguiendo en todo momento como referencia [10, Cap. 1]. Fruto de ello son las
siguientes definiciones.

Definicion 2.32 — [10, Cap. 1] Sea u = {u; } 5 un frame en el espacio de Hilbert
H.
Se define el operador de analisis .% : H — (>(A) asociado al frame u como

Fx:=((x,uy)m)ren, VXEH.

Por otro lado, se define el operador de sintesis .7 * : /2(A) ~+ H asociado al frame u
como

Frei= Z cyuy, Vo= (cy)ren € P(A).
AEA

Observacion 2.33 La desigualdad superior de la definicion de frame (2.3.4) nos dice que el
operador de anlisis .% es lineal y acotado con ||.Z|| < +/B. Por lo tanto, tiene un operador
adjunto. Veamos que dicho adjunto es exactamente el operador de sintesis, lo cual justifica su
notacion .% *. Para ello, basta comprobar que

(Fx.c)pny = (%, F )y, Vx€H,Ve={cp}tren € C(A).

Utilizando la definicién de ambos operadores, con un simple célculo para x € H,c € /*(A)
fijos se tiene

(Zx,c)pn) = ((ua)m ) ppy = Y ua)n e = ) (xcaup)n
AEA AEA

= <x, Z clul> = (x,.-Z")m,
H

AEA

lo cual concluye la prueba. Por las propiedades de operadores adjuntos, se obtiene que el
operador de sintesis también es acotado con norma ||.7*|| = ||.Z|| < V/B.

Definicion 2.34 — [10, Cap. 1] Sea u = {u; } A un frame en el espacio de Hilbert
H.
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Se define el operador de frame S : H — H asociado al frame u como

Sx:=F*Fx=F ((x,up)n) = Y, (x,up)m uy, VxeH. (2.3.5)
AeA

Observacion 2.35 El operador de frame es acotado porque .# y .% * lo son:

1Sx][r = | 7" Fxllu < 77|l 7 |[Ixl|m < Bllxllz, V< H.

Cuando el sistema u es una base ortonormal de H, el operador S es la propia identidad S =1, ya
que la expresion (2.3.5) coincide plenamente con el desarrollo de Fourier de cada elemento de
H . Incluso cuando u no es una base ortonormal, puede demostrarse que el operador de frame es
invertible.

Proposicion 2.36  Sea u = {u) }; cp un frame en el espacio de Hilbert H. Entonces el
operador de frame definido por (2.3.5) es invertible.

Demostracion (consultada en [ 10, Cap. 1]).
Observemos, en primer lugar, que la definicion de frame para u (2.3.4) puede escribirse

en términos del producto escalar de H y del operador de frame S como

Alx,x)g < (Sx,x)g < B{x,x)y, Vx€H. (2.3.6)

De esta expresion, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, puede deducirse
también
Allxl < (Svx)n < |ISxlla - [l Vxe H,

lo cual nos deja la siguiente acotacion inferior para la norma de S:

Allx||g < ||Sx||la, Vxe H\{0}. (2.3.7)

Entonces, la inyectividad de S se deduce rdpidamente: si se supone Sx = 0, entonces
de (2.3.7) se deduce que x = 0.

En cuanto a la suprayectividad, por la definicion del propio operador, S = .#*.7 es
autoadjunto, por lo que el espacio de Hilbert puede descomponerse como

H = ker(S) @ Im(S),

donde ker(S) = {0} por la inyectividad ya probada. Por lo tanto, para probar la supra-
yectividad de S, basta comprobar que Im(S) es un conjunto cerrado en H.

Para ello, tomemos una sucesion (y,),en € Im(S) que converja a un elemento y € H
y veamos que y € Im(S). Como cada y, € Im(S), existe una sucesién (x,),eny € H
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tal que Sx;, = y,. Aplicando la desigualdad (2.3.7) a la diferencia de elementos de la
sucesion se tiene

Allxn =Xl < 1SCon = xm)llr = [lyn = Y|, Vn,m € N,

Esta desigualdad implica que la sucesion (x,),cn es de Cauchy, ya que (y,),en lo es
(por ser convergente). Al ser H un espacio de Hilbert, esto concluye que x, — x para
algin x € H. Y como el operador de frame es continuo (Observacion 2.35), Sx =y,
con lo cual y € Im(S) y el conjunto Im(S) es cerrado en H.

O

Gracias a la invertibilidad del operador de frame, si su inverso tiene una expresion sencilla,
podemos llegar a la reconstruccion de los elementos de H a partir del frame u.

Teorema 2.37. (Reconstruccion de elementos con frames) Sea u = {uy})cp un
frame en el espacio de Hilbert H. Entonces todo vector puede reconstruirse a partir
del frame como

x=85"lx= Z (S™Vx,up Vg uy, = Z (6,8 Yuy ) uy, VxeH. (2.3.8)
AeA AeA

Observacion 2.38 La ultima igualdad en la ecuacion (2.3.8) es posible porque el operador
S~! es autoadjunto, lo cual sigue de que el operador S también lo es.

De esta forma, la reconstruccion de vectores a partir de un frame se consigue de manera similar
a como se conseguia usando bases ortonormales. El cambio reside en los coeficientes de Fourier,
donde ahora el producto escalar se realiza respecto a un nuevo sistema {S~'u; }, ca. Por suerte,
este sistema posee buenas propiedades.

Proposicion 2.39. (El frame dual canénico) Sea u = {uy }, ca un frame en el espa-
cio de Hilbert H con cotas de frame A y B. Entonces, el sistema de vectores v={vy }ca
definido por

vy = S_lu;L, YA €A

es también un frame en H, al cual denominamos frame dual candnico de u. Sus cotas
de frame vienen dadas por B~ y A~

De acuerdo con [10, Cap. 1], esto se deduce de la expresion

(Sx,x)g = Z |<x,ul>H]2, Vx€eH,
AEA

y de las desigualdades

1 ’ _ 1 5
glxla = (S Lx,x)y < Flxlz, vxeH,
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las cuales, a su vez, pueden obtenerse a partir de la propiedad de frame de {u) }, <4 y aplicando
resultados de la teoria de operadores positivos.

Observacion 2.40 La descomposicion de un elemento x € H en una serie

x=Y cuuy (2.3.9)
AEA

no es unica, en general, si u es un frame. Sin embargo, la expresion (2.3.8) tiene una ventaja
sobre cualquier otra descomposicién: minimiza la norma /2 de los coeficientes.
En efecto, si x € H puede descomponerse como en la ecuacién (2.3.9), entonces

ST r =Y e, S < Y leal? [ Y [(ua, S x)ul?
AeA AeA AeA

Mientras que para su descomposicion de la forma (2.3.8) se tiene

<x,S*1x>H = Z <S*1x,u,1>H<ux,S*1x)H = Z ‘<Silx,u,1>[-1‘2.
AEA AEA

Uniendo ambos resultados, se concluye

Y 1S up)uwF < Y Jeal®.

AEA AEA

Para terminar la seccidon, demostramos una sencilla propiedad de los frames duales que usare-
mos en el Capitulo 3.

Proposicion 2.41  Sea u = {uy }) e un frame del espacio de Hilbert H y {vy }; ca su
frame dual. Entonces

Y [ v <1, VA€EA.

AEA

Demostracion  (elaboracion propia).

Fijamos A EA. Segun acabamos de comprobar, se tiene

Z | ulvvl Z | u)LaS MA < Z |Cl|2

AEA AEA AEA

para cualquier descomposicién
u;l = Z Crupy, -
AeA

Bastatomarcy = 1siA = A y ¢, = 0 en otro caso para concluir el resultado.
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2.4. El problema de interpolaciéon

24.1. Conjuntos de interpolacion

Vamos a terminar el capitulo presentando otro de los problemas clédsicos del muestreo: el de
interpolacién, que cambia el foco de la inyectividad a la suprayectividad en el operador de
muestreo. No obstante, no nos extenderemos demasiado, puesto que serd el problema de mues-
treo estable el que acapare nuestra atencion en el Capitulo 3.

Definicion 2.42 — [10, Cap. 4] Un conjunto A es un conjunto de interpolacion
(abreviado 1.S., del inglés Interpolation Set) para un espacio de funciones X y un espa-
cio de sucesiones adecuado de llegada s(A) si para todo elemento f € s(A) existe alglin
F € X tal que F|5 = f. Es decir, si el operador de muestreo partiendo de X y llegando
a s(A) es suprayectivo.

Lo abreviaremos diciendo que A es un IS(X).

Como ocurria con el problema de muestreo estable, los espacios de llegada s(A) considerados
para Paley-Wiener y Bernstein son los espacios de sucesiones [?(A) y I°(A).

= De esta forma, A C R es un IS(PWs) si para toda f € [*(A) existe una funcién F € PWg
tal que F |y = f.

= Andlogamente, A C R serd un IS(Bg), con ¢ > 0, si para toda f € [*°(A) existe una
funcién F € By tal que F |5 = f.

A partir de la definicién general de conjunto de interpolacion, pueden deducirse algunas propie-
dades inmediatas semejantes a las probadas para los conjuntos de unicidad en la Proposicion 2.7.

Proposicion 2.43 Sea X un espacio de funciones y A un LS. para X.

1. Monotonia: Si N' C A, entonces A’ también es un LS. para X. Es decir, reducir
el niimero de puntos a interpolar preserva la capacidad de interpolacion.

2. Invarianza: Si el espacio X es invariante ante traslaciones espaciales, enton-
ces el conjunto A+c ={A+c: A € A} es un conjunto de interpolacion para
cualquier ¢ € R. Lo mismo aplica para dilataciones si X es invariante bajo ellas.

Veamos un par de ejemplos cldsicos de conjuntos de interpolacion para comprender el concepto.

Ejemplo 2.44

= Sea X = Py el espacio de polinomios de grado menor o igual que N definidos sobre R,
el clasico resultado de la Interpolacion de Lagrange nos asegura que cualquier conjunto
A C R de exactamente N + 1 puntos distintos es un 1.S. para Zy.
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2.4 El problema de interpolacion

Notemos el contraste con el Ejemplo 2.8. Para tener unicidad en &’y necesitibamos
N —+ 1 puntos 0 mds, mientras que para tener interpolacidon necesitamos N + 1 puntos o
menos. El equilibrio exacto se da en los subconjuntos de N + 1 puntos.

= Sea X = C(R) el espacio de todas las funciones continuas sobre la recta real, y s(A) el
conjunto de todas las posibles sucesiones definidas sobre A, sin ninguna restriccién. En-
tonces, cualquier conjunto A C R que sea cerrado y discreto (sin puntos de acumulacién
en R, como por ejemplo A = Z) es un conjunto de interpolacién para X —basta unir los
puntos con una funcion lineal a trozos.

2.4.2. El problema de interpolacion en el espacio de Paley-Wiener: suce-

siones de Riesz

Centremos nuevamente nuestra atencion en el espacio de Paley-Wiener. En primer lugar, gracias
a que el espacio de Paley-Wiener PWs es invariante por traslaciones (Proposicion 1.18), de la
Proposicion 2.43 se deduce directamente lo siguiente.

Corolario 2.45 Sea A un IS(PWs) y ¢ € R. Entonces el conjunto trasladado A+ c =
{A +c: A € A} también es un IS(PWs).

En general, no podemos decir, sin embargo, lo mismo para dilataciones del espacio, ya que PWg
no es invariante ante ellas (Proposicién 1.19).

Hablemos también de la propiedad de monotonia mencionada en la Proposicion 2.43. Sabemos
que un conjunto A sigue siendo un I.S. para PWs si reducimos su nimero de puntos. Sin embar-
g0, esto no ocurre, en general, en el caso contrario, ya que sobremuestrear puede hacer que el
sistema sea demasiado restrictivo y ya no se puedan interpolar sucesiones arbitrarias.

Ejemplo 2.46
= Del teorema de muestreo 1.30 se deduce que Z es un IS(PW;).

= Por el contrario, si afiadimos algdn punto a Z, como por ejemplo, A = Z U {1/2}, el
nuevo conjunto A deja de ser de interpolacion para PWj, puesto que el valor de f € PW,
en Z determina completamente a la funcién.

De forma similar a como ha ocurrido en el problema de unicidad y el problema de muestreo
estable, el problema de interpolacion en el espacio de Paley-Wiener también puede trasladarse
a L(S) usando la transformada de Fourier. Sin entrar en detalles de la demostracién, ya que no
es nuestro centro de interés, podemos comentar lo siguiente.

Definicion 2.47 — [10, Cap. 1] Sea H un espacio de Hilbert y u = {u }; c un sistema
de elementos de H. Se dice que u es una sucesion de Riesz en H si existen constantes
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Problemas cldsicos de muestreo en el espacio de Paley-Wiener

A, B > 0 tales que para cualquier sucesion de coeficientes finitos ¢ = (¢), )3 ca S€ cumple

2

AY lalP<||Y am| <BY lal-

AEA AEA H AEA

Teorema 2.48. (Equivalencia de Interpolacion y Sucesion de Riesz) Un conjunto
A C R es un conjunto de interpolacion para el espacio PWys si, y solo si, el sistema de
exponenciales

E(A):={e 7L e A}

es una sucesion de Riesz en el espacio L*(S).

Para finalizar el capitulo, es interesante sefalar la dualidad entre los problemas de muestreo
estable e interpolacién. Mientras que la definicién de frame consiste en la acotacion superior e
inferior del operador de andlisis, la definicion de sucesion de Riesz supone lo andlogo para el
operador de sintesis.

Cuando ambas propiedades se cumplen a la vez, se habla de bases de Riesz, un objeto més
restrictivo que los frames, pero que sigue siendo mds laxo que las bases ortonormales. Un
ejemplo de base de Riesz es el dado por el teorema de muestreo 1.30, ya que, Z es a la vez un
S.S.y un LS. para PW;.

No nos adentraremos mds en este tema puesto que, en el proximo capitulo, nos centraremos en
caracterizar los conjuntos S.S. del espacio PW; a partir de una cierta medida de densidad.
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Capitulo

Teoremas de densidad de Beurling-Landau

En este ultimo capitulo vamos a caracterizar los problemas de muestreo mediante una cierta
medida de densidad global de los conjuntos de muestreo A. En concreto, daremos una demos-
tracion completa de la caracterizacion de los conjuntos de muestreo estable en el espacio de
Paley-Wiener. El desarrollo integro del capitulo esta basado en el esquema de trabajo propor-
cionado por la obra de Olevskii y Ulanovskii [ 10, Cap. 3], por lo que obviaremos las referencias
en definiciones y resultados salvo que provengan de otra fuente.

Con el fin de enunciar los anticipados teoremas, veamos, en primer lugar, a qué tipo de densidad
nos estamos refiriendo.

3.1. Densidad uniforme

El concepto de densidad uniforme fue introducido por el matemético sueco Arne Beurling a
principios de la década de 1960, a través de sus conferencias y materiales de investigacion sobre
andlisis armonico en el Institute for Advanced Study de Princeton (recogidos posteriormente en
sus obras completas [2]). La idea fundamental de Beurling, basada en la buena distribucién
de los puntos en Z, consistié en trasladar el estudio local de los conjuntos discretos hacia una
medida global asintética, capaz de capturar la geometria a gran escala de los puntos sin perder
de vista las fluctuaciones locales. Esta nocién, como veremos, resulto ser clave para entender la
frontera entre los conjuntos de muestreo estable y de interpolacion.

Definicion 3.1 Sea A un conjunto uniformemente discreto. Definimos su densidad
uniforme inferior como

#(A
D(A) = lim nf TAD@a+D)
[—o00 a€R [

Definimos también su densidad uniforme superior como

#(A
DT (A) := lim sup ( ﬂ(a,a—kl))‘

[=e0 4R l
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Teoremas de densidad de Beurling-Landau

Cuando se verifique que D™ (A) = D" (A), diremos que el conjunto A esta distribuido
regularmente y tiene como densidad uniforme

D(A) :=D"(A) =D"(A).

Observacion 3.2 La densidad uniforme constituye una medida de la distribucién global de
los puntos del conjunto A. La densidad inferior detecta aquellas zonas “méas pobres” en can-
tidad de puntos, al contrario que la densidad superior, que identifica las regiones de mayor
concentracion de los mismos. Los conjuntos distribuidos regularmente son aquellos que pre-
sentan una densidad global homogénea en toda la recta real.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar el concepto.

Ejemplo 3.3

a)

b)

9

El conjunto de los enteros: A = Z.

Sea [ > 0. Entonces, para cualquier punto a € R, se tienen las acotaciones
I—1<#(Zn(a,a+1)) <I+1,

de forma que

I—1 [+1
l1=1im (—— ) <D (A) <D*(A) < lim GRiL N
Por lo tanto, como cabria esperar, Z estd regularmente distribuido y tiene densidad uni-
forme D(7Z) = 1. Es el ejemplo base sobre el que se construye la idea de densidad unifor-
me, por lo que veamos en los siguientes ejemplos qué le sucede cuando lo manipulamos.

Una contraccién o dilatacidn de los enteros: A = dZ (donde d > 0).

Como para cualquier a € Ry I > 0 se cumple que #(dZ N (a,a+1)) =#(ZN (4,4 + L)),
empleando las acotaciones del ejemplo anterior obtenemos

1 1 1 1
im(—-—-)<D (AVXD"(A)<Ilim|[-+-].
hm(d l)_D (A) <D™ (A) hm(d+l)

[—oo T oo

Asi pues, dZ esté regularmente distribuido con densidad uniforme D(dZ) = %. Cuanto
mayor sea d (es decir, cuanto mas se dilate el conjunto), menor serd su densidad y mayor
su dispersion.

Densidades distintas: definimos A := aNU (—bN) (donde a,b > 0).

Dado que en la semirrecta positiva la densidad es de %, mientras que en la negativa es
de %, se deduce que las densidades del conjunto A son D™ (A) = min cl'w %} yDt(A) =
max { é, %} Si a # b, ambas densidades no coinciden.
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3.1 Densidad uniforme

d) Los enteros con perturbacién acotada: sea A := {n+9, : n € Z,|8,| < L} para algiin
O0<L< %, de forma que los puntos no colisionen entre si ni cambien de orden. Entonces,
paratodo / > 0,a € R, se tienen las acotaciones

[—3<#AN(a,a+1))<1+3,

de las cuales se concluye, al igual que en el ejemplo (a), que A estd regularmente distri-
buidoy D(A) = 1.

Para concluir, veamos dos ejemplos de densidad nula.

e) Supongamos que existe un a € R para el cual (a,0) NA =00 (—e,a) NA = 0. En ese
caso, por definicién, D~ (A) = 0. Esto ocurre por ejemplo si A = N.

f) Un ejemplo de dispersién cada vez mayor: A := {n®> : n € N\ {0}}. Intuitivamente,
DT (A) = 0 porque el denominador en la definicion crece cuadriticamente respecto al
numerador (puede hacerse la operacién para comprobarlo). Por lo tanto, D(A) = 0.

Pasamos ahora a comprobar algunas propiedades basicas de nuestra definicion de densidad
uniforme. En primer lugar, confirmamos que estan bien definidas.

Proposicion 3.4 Sea A un conjunto uniformemente discreto. Entonces los limites que
definen D~ (A) y D" (A) siempre existen.

Demostracion  (elaboracion propia).

Usaremos la notacién n (1) = infaeRw y ni(l) = supaekw pa-

ra abreviar. Para probar la existencia de D~ (A), debemos comprobar que el limite
lim;_,..n, (1) estd bien definido. Para ello, puesto que el limite inferior siempre es me-
nor que el superior, bastara comprobar la desigualdad opuesta. Pero vamos a demostrar
algo mas fuerte:

ny(l) < h’Lnl)iorolan(L), Vi > 0. (3.1.1)

En primer lugar, fijamos / > 0,n € N. Entonces, para cualquier a € R, subdiviendo un
intervalo mds grande en trozos de igual longitud, se tiene

#(Aﬂ(érl;la—i—nl)) Z%[#(Aﬁ(a,a+l)—l—#(/\ﬂ(a+l,a+21))+"‘+#(l\ﬂ(a+(n_1)l’a+nlm
nl _

> En/\ (1) = nK(l),

donde ambos lados de la desigualdad son finitos gracias a que el conjunto A es unifor-
memente discreto.

Como dicha cota inferior funciona para todo a € R, tenemos finalmente

ny(nl) >n, (1), Vi>0,neN.

A partir de esta desigualdad, vamos a deducir el resultado inicial (3.1.1).
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Teoremas de densidad de Beurling-Landau

Fijamos [ > 0,n9 € Ny tomamos L > ngl. Entonces existe un N € N (N > ng) tal que
N <L/l < N+ 1. De estas desigualdades se deduce

#(AN(a,a+L)) _ #(AN(a,a+IN)) _ #(AN(a,a+IN))

> >
L = L = IN+1)
N #AN(a,a+IN) _ N
- > IN
N+l IN = ONCL)
N
> ~().
=SNG,

Como esto es cierto para todo a € R, tomando infimo se consigue

_ N _ no
nA(L) 2 ]V——HnA(l) 2

~(0).

n0+lnA

Por lo tanto,

L no
lglgan( ) > n0+1”,\(1)7 Vnp €N
liminfny (L) 2 lim —=ma (1) =nx (1),

para cada [ > 0. De esta forma queda probada la desigualdad (3.1.1). Finalmente,
tomando limite superior en la parte izquierda de dicha desigualdad, se concluye el
resultado del enunciado.

En cuanto a la existencia de D™ (A), la prueba seria andloga, pero con un factor 1/1
que ensucia la prueba un poco més. Para comprobar ese otro caso, puede desarrollarse
la desigualdad

#AN(@atnl)) ll(#(Am(a,a+l))+#(Am(a+z,a+21))+---

nl n
-+ #AN(a+ (n—1),a+nl))+n— 1)
nl 1 1
= E”X(ZH‘T :”X(Z)‘F?

que, al cumplirse para todo a € R, nos lleva a afirmar
1
ni(nl) <ni(l)+ 7 VI>0,neN.

Fijamos [ > 0,n9 € N y tomamos nuevamente L > ngl y N > ng tal que N < L/l <
N + 1. Entonces

#(AN(a,a+1L)) < #(AN(a,a+1(N+1))) < #(AN(a,a+1(N+1)))
L - L - IN
:N]—Vi-l#(Aﬂ(clz,(]ci,-:—ll(é\’-l-l))) SN;lnX(l(N—f—l))

N+1 1
< N (”X(l)+7>
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3.1 Densidad uniforme

Como esto es cierto para todo a € R, tomando supremo se consigue

N+1 1 no+1 1
+ < - + )< + Z ).
ny (L) < N (”A(l)+ l) =T ("A(l)‘F l)

Por lo tanto,

1 1
limsupn (L) < ot (n}t(l) +7> , VnpeN
no

L—eo
, . np+1 1 1
hznj::pnj{ (L) < n})lgiw ” (nX(l) + 7) =ni(l)+ 7

para cada / > 0. Y, tomando el limite en la parte derecha de la desigualdad

1
limsupny (L) < h’lminf (nj{(l) + 7) = liminfn{ (1),
—yo0

L—o [0

se concluye la existencia de DT (A).

O

Una vez sabemos que estd bien definida, podemos estudiar, inspirdndonos en los Ejemplos 3.3,
como se comporta ante transformaciones basicas.

Proposicion 3.5 Sean A, A1 y A, conjuntos uniformemente discretos. Se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Monotonia: Si A\ C A,, entonces sus densidades guardan el siguiente orden:

Di(/\1> < Di(/\z) y D+(A1) < D+(A2).

2. Subaditividad finita: Si A = A1 UA,, la densidad superior satisface la acotacion

DT (ATUAy) <DV (A1) +D"(A2).
3. Invariancia por traslacion: Para cualquier niimero real x € R
D (A+x)=D"(A) y D" (A+x)=D"(A).
4. Propiedad de escala: Para cualquier ¢ >0

D_(cA):%D_(A) y D+(cA):%D+(A).

Demostracion  (elaboracion propia).

Deducimos estas propiedades a partir de las andlogas para la medida de cardinalidad.
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Teoremas de densidad de Beurling-Landau

1. Como A; C Ay, para cualquier / > 0,a € R se cumple la desigualdad de cardi-
nales #(A; N (a,a+1)) <#(AxN(a,a+1)), de lo cual se deduce la monotonia
de las densidades.

2. Para la union de dos conjuntos, el cardinal satisface #((A; UA2) N (a,a+1)) <
#(A1N(a,a+1))+#(AxN(a,a+1)). De aqui se deduce la subaditividad finita.

3. Contar los puntos de A+ x que caen en el intervalo (a,a+1) es equivalente a
contar los puntos de A que caen en el intervalo trasladado (a —x,a —x+1). Al
tomar el infimo o supremo sobre a € R, el pardmetro de traslacién x recorre toda
la recta real de la misma manera, por lo que los limites coinciden exactamente
con los de A.

4. Finalmente, de la igualdad #(cA N (a,a+1)) = #(AN (4,2 + 1)) se deduce la
ultima propiedad.

O

Comprobamos, para concluir la seccién, una propiedad que nos serd de utilidad més adelante
en la prueba del teorema de Beurling.
Proposicion 3.6  Sea A un conjunto uniformemente discreto. Entonces, para todo € >

0, existe una constante C¢ > 0 tal que

#(AN (=1,1)) > 2D~ (A)(1 —€)t —Ce, Vi > 0.

Demostracion  (elaboracion propia).

Si D7 (A) =00 € > 1, el resultado es trivialmente cierto tomando Ce = 0, ya que el
nimero de puntos es siempre no negativo (|AN (—z,t)| > 0). Por tanto, supondremos
que D~ (A) >0yqueee(0,1).

Por la definicién de la densidad uniforme inferior, D™ (A) = lim;_,e. 1, (1), donde he-
mos denotado

_ . H#HAN(a,a+1))
0= P T
Por la definicién de limite, dado € > 0, existe un Lg > 0 tal que para todo [ > L¢ se
cumple que
nx(l) >D (A)(1—¢).

Para demostrar la desigualdad del enunciado para cualquier # > 0, analizamos dos
casos segun el tamaio de 7.

w Caso I:t > L¢/2 (es decir, 2t > Lg).

Tomamos [ = 2t > L. Evaluando la definicién del infimo para el punto a = —t,
obtenemos
#(AN(—t,1)) #(AN(a,a+2t)) _ _
— 2 > inf =n,(2t) > D (A)(1—¢).
oz i PTG a2 0 A 19

Trabajo Fin de Mdster 52 José Avilés Pérez
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Multiplicando ambos miembros por 2¢, llegamos directamente a
#(AN(—t,1)) > 2D (A)(1 —é€)t.
Dado que 2D~ (A)(1 — &)t —#(AN(—t,t)) < 0, cualquier constante C¢ > 0 sa-
tisface la acotacion del enunciado.
» Caso 2:t < L¢/2 (es decir, 2t < Lg¢).

En este caso, ¢ estd acotado superiormente por una cantidad fija. Dado que
D™ (A)(1—¢€) >0yt <Lg/2, tenemos la acotacion trivial

2D~ (A)(1— ) < 2D (A)(1 — e)%.

Si definimos nuestra constante como
Cg = D_ (A)(l - E)Lg,
entonces se cumple de inmediato que 2D~ (A)(1 — &)t —Ce < 0.
Por otra parte, siempre se tiene #(A N (—z,¢)) > 0. Por lo tanto, uniendo ambas
ideas, se tiene que
#(AN(—t,1)) >0>2D" (A)(1 — &)t — Cg,

lo cual concluye la desigualdad del enunciado para este caso.

Unificando ambos casos, tomando C¢ = D™ (A)(1 —€)Le (0 0 si D™ (A) =0), la
desigualdad del enunciado se cumple para todo ¢ > 0.

OJ

3.2. Enunciado de los teoremas de Beurling

Una vez introducida la nocién de densidad de Beurling para estudiar los problemas de muestreo,
procedemos a enunciar las caracterizaciones fundamentales que é1 y H. Landau obtuvieron para
el espacio de Paley-Wiener.

Teorema 3.7. (Caracterizacion de Beurling-Landau para los S.S. de PW;) Sea
o > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Se cumple:

= SiD™(A) > o, entonces A es un SS(PWg).
» Si D™ (A) < 0, entonces A no es un SS(PWy ).

De forma dual, se obtiene el resultado homodlogo para los conjuntos de interpolacién empleando
las desigualdades contrarias.
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Teoremas de densidad de Beurling-Landau

Teorema 3.8. (Caracterizacion de Beurling-Landau para los LS. de PW;) Sea
o > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Se cumple:

» Si DT(A) < 0, entonces A es un IS(PWs).
= Si DT (A) > 0, entonces A no es un IS(PW;).

Observacion 3.9 En el caso de que la densidad uniforme esté regularmente distribuida con
D(A) = D" (A) =D (A) # 0, el conjunto A resuelve a lo sumo uno de los dos problemas: o
bien es un SS(PWs ), o bien es un IS(PW ), pero nunca ambos simultdneamente.

Observacion 3.10 Las caracterizaciones enunciadas en los teoremas 3.7 y 3.8 son esenciales,
es decir, resuelven el problema salvo en el caso extremo en que D~ (A) o DT (A) es igual a ©.
En esos casos, resulta imposible caracterizar absolutamente los conjuntos de muestreo estable
e interpolacion para PWg. Por ejemplo:

= Los enteros Z tienen densidad uniforme D(Z) = 1 (ejemplo 3.3) y son tanto IS(PWs)
como SS(PWy) por el teorema de muestreo (ejemplos 2.21 y 2.46).

= Sin embargo, si afiadimos un punto, D(Z U {1/2}) =1 sin ser un IS(PWs) (ejemplo
2.46).

= Mientras que si quitamos un punto, D(Z\ {0}) = 1 sin ser un SS(PWs ), porque falla la
unicidad, es decir, no es un US(PW¢) (ejemplo 2.11).

Para abordar las demostraciones de estos resultados, Beurling estudié primero los problemas
equivalentes en el espacio de Bernstein (B4), donde logro caracterizaciones absolutas (no esen-
ciales), siendo Landau quien, posteriormente, traslad6 dichos resultados al espacio de Paley-
Wiener. Concretamente, Beurling demostré los siguientes teoremas.

Teorema 3.11. (Caracterizacion de Beurling paralos S.S.de B5;) Seac >0y A C
R un conjunto uniformemente discreto. Se cumple:

D (A)>0 <= AesunSS(Bg).

Teorema 3.12. (Caracterizacion de Beurling para los I.S. de B;) Seaoc >0y A C
R un conjunto uniformemente discreto. Se cumple:

DT (A)<o <= AesunlS(Bs).

Estos teoremas muestran que las nociones de densidad uniforme introducidas por Beurling,
D*(A), son las correctas para resolver este problema, y justifican su uso también en otros con-
textos.
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3.3 Primera implicacién de la prueba

En lo que respecta al problema de unicidad, se tiene el siguiente corolario derivado de los
teoremas 3.7 y 3.11.

Corolario 3.13 Sea 6 > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces, si
D™ (A) > o, se concluye que A es tanto un US(PWg) como un US(Bg).

Mis alla de este resultado, Beurling prob6 que no es posible caracterizar el problema de unici-
dad en estos espacios a partir de la densidad uniforme. Para tal fin, desarroll6 posteriormente,
junto con el matematico francés Paul Malliavin, una nueva medida de densidad de caracter mas
fino: la densidad de Beurling-Malliavin. Los resultados referentes a este tema pueden consul-
tarse en [3].

Por nuestra parte, para finalizar el trabajo, vamos a dar, en lo que resta de capitulo, una demos-
tracion del Teorema 3.7. Lo haremos siguiendo nuestro libro de referencia [10, Cap. 3], el cual
se basa a su vez en el trabajo original de Beurling [2]. Sin embargo, para evitar entrar en teoria
de distribuciones —como hemos adelantado, es necesaria para construir una transformada de
Fourier en el espacio de Bernstein— y en el concepto de Balayage introducido también por
Beurling para su prueba del Teorema 3.11, adaptaremos las ideas y nos centraremos solo en
aquellos resultados que podamos probar sin utilizar estos objetos.

3.3. Primera implicacion de la prueba

En esta seccion, vamos a demostrar el segundo punto del Teorema 3.7.

Teorema 3.14 Sea o > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces

Aesun SS(PWs) =— D (A)>o.

La prueba dada por Beurling y Landau para este resultado parte del Teorema 3.11 y del concepto
de balayage. Sin embargo, con el fin de simplificar el enfoque técnico, daremos una demostra-
cion alternativa desarrollada por S. Nitzan y Olevskii en [9] y consultada en [10, Cap. 5]. La
base de esta prueba reside en la equivalencia entre el problema de muestreo estable en PWs y
el problema de frame en L?([—~0/2,6/2]) (Teorema 2.31).

Comenzamos la prueba demostrando tres lemas.

Lema 3.15 Los sistemas u = {un }neny ¥ vV = {Vn }nen son frames duales en el espacio
PWs si y solo si los sistemas transformados 4 = {ii, }pen ¥ V = {0y }nen son frames
duales en el espacio L*([—c /2,0 /2]).

Demostracion  (elaboracion propia).
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Teoremas de densidad de Beurling-Landau

Demostraremos que # y v son frames duales suponiendo que u y v lo son. La prueba
del reciproco es analoga.

Que la transformada de Fourier conserve frames se deduce del teorema de Plancherel
y la identidad de Parseval (1.1.1). Puesto que u es un frame:

A< X i P < BIF1E
i también lo es, ya que || f|l2 = || ]2 y
i [, £ il [(n, )2, Vf € PWs.
n—1 n—
La dualidad de # y v sigue de forma similar. Dada la propia dualidad de u y v:

f=

s

<f,Vn>l/ln, Vf € PW0'7

n=1

y la linealidad de la transformada de Fourier, se concluye con la identidad de Parseval
que

f vavnﬁ:

n=1 n

f,vn n, VfePWs.
1

[e5)

0J

Lema 3.16 Sean u = {u,}nen y v = {Vn }nen frames duales en el espacio PWs. En-
fonces

Z up(x)vy(x) =0, VxeR.
n=1

Demostracion  (elaboracion propia).

Utilizamos la férmula de inversion para las funciones de PW:
Y )
n=1

Como ya sabemos que los sistemas 7 y v son frames duales (lema 3.15), la expresion
final puede simplificarse hasta llegar al resultado del enunciado:

iwwww

i 72mx 6727z:ix(-)7‘3n> _ i <<e72ﬂix(~)",}\n>ﬁn’e—2n’ix(-)>‘

— <e*27rl.x(') , eizxiX(‘)>L2([_0/27G/2]) =0
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El dltimo lema que necesitamos se desmarca del concepto de frame. Para entender su significa-
do, notemos que si A C R tiene §(A) > 0y h(x) = sinc (x), entonces esperamos que la cola de
la serie Y5 ca |R(A)|? verifique

Iim Y [h(A)=0.
Rreo s e TAI2R

El siguiente lema garantiza este hecho de modo uniforme sobre todos los conjuntos trasladados
x+AconxeR.

Lema 3.17 Sea A C R un conjunto uniformemente discreto y tomemos h(x) =
osinc (ox), x € R. Entonces

lim sup Z Ih(x—2A)>=0.
R=%xeR aeA x-A|>R

Demostracion  (elaboracion propia).
Comenzamos acotando el decaimiento de la funcion 4:

[h(x)] =

|sin(wox)|
F2 .

Vx eR,

donde C es una constante positiva —esto se consigue por el decaimiento de 4 fuera del
intervalo [—1,1] y la continuidad de & en este compacto (h(0) = 6)—. De esta forma,
su cuadrado cumple la acotacion

CZ

2
— [ — A
M= MP < e YAEA

Entonces, para cada x € R, R > 0 fijos, se tiene la acotacion

CZ
[h(x =) < .
)LGA,|)CZ—)L|>R leA,ch—)L|>R(1+|X—l|)2
S B —
k—XL;?J (lGAle;e[k,kH) (I+]x— l|)2>
<Y y _)
k=[R| (leAJx—/le[k,kﬂ) (1+k)?

Esta suma puede a su vez acotarse uniformemente en A gracias a la propiedad de
finitud local para conjuntos uniformemente discretos. En concreto, la segunda propie-
dad de la Proposicion 2.5 permite acotar la cantidad de puntos en cada intervalo de
longitud uno:

#HAeA A —x|€lkk+1)} < ﬁJrz, VxeR,keN.
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Aplicando esto a cada intervalo del sumatorio, concluimos

Mx

keA,|x—?L|>R

> 1
sup Z Ih(x—2A)*> < (——i—l), VR > 0.
XER ) eA = A|>R k) (1 +k)2 o

o

1
——+1 R,R
1+k ( +), VxeR,R>0

Tomando limite en R, se concluye el resultado

1 > C?
lim sup Z Ih(x—A)|? < (— + 1) lim Z 5 =0,
R xeRpen x>k o R 2R (1+k)

porque esta ultima serie es convergente.
O

Ya tenemos todos los resultados necesarios para desarrollar la prueba del Teorema de Landau.

Demostracion Teorema 3.14.

Por hipétesis, A es un SS(PWy ). Esto es equivalente, de acuerdo con la Teorema 2.31,
a que E(A) sea un frame en L?([—0/2,06/2]). Denotaremos a su frame dual por
{V1 }aea- Volviendo al espacio de Paley-Wiener,

ﬁ—l(e—Zﬂi/l.’E)(x) /G/ —27U7L§ 27tlx§ dé / 27‘L‘l§ —A+x) dé
6/2 0/2

=7 ' (X—o/2.0/2)(x—A) =h(x— 1),

donde h(x) = osinc (xo) es la funcién del Lema 3.17. Entonces, de acuerdo con el Le-
ma 3.15, {h(x— A1) : AL € A} es un frame en PW, cuyo frame dual es v = {v, :=
FH V) A €A

Este frame dual presenta tres propiedades que usaremos a continuacion:

a) Existe una constante C; > 0 tal que ||v, |2 < Cj, YA € A. La prueba de esta
propiedad es la siguiente cadena:

Wallz= 19all2 = IVall2 = IS~ (e 240 2 < 1/A]le 2O, < Vo /A,
donde S es el operador de frame asociado al frame E(A).

b) Existe una constante C, > 0 tal que Y5 24 [V (x)|> < Ca, Vx € R. Esta propiedad
sigue del hecho de que {V} }, ca sea un frame:

Z |VA Z | V e—27ux |2 < 1/A||e—2mx ||2 < G/A
AeA A€EA

c) El producto escalar estd uniformemente acotado:
|[(h(x = A),va () pw, | < 1, VA € A

Esta propiedad sigue de la Proposicion 2.41.
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Una vez preparados los preliminares, comencemos con el argumento de la prueba.
Para empezar, fijamos € > 0. El Lema 3.17 demuestra la existencia de un R =R(&) > 0
lo suficientemente grande para que

lh(x—A)]> <€&?, VxeR. (3.3.1)
AEA|x—A|>R

Como, ademas, segin vimos en el Ejemplo 1.34, h € LZ(]R), podemos suponer que tal
R cumple al mismo tiempo

/ |h(x)|?dx < €°. (3.3.2)
|x|>R

Fijemos ahora un intervalo / C R cuya longitud cumpla || > 2R. A partir de él, cons-
truimos dos nuevos intervalos:

» Uno méds grande, I := I+ [—R,R]. Notar que [ C I"".

= Y otro mds pequefio, I~ C I, el cual cumple I~ +[—R,R] = I. Notar que I~ es,
en efecto, un intervalo de medida positiva, ya que |I| > 2R.

Sabemos entonces, gracias al Lema 3.16, que

o= h(x =A;(x) +A2(x) +A3(x), VxeR,
AEA
donde
Y, hx=Ama(x), Ax):= ), A=A,
AeAnI~ AeAN(IT\I7)
Az(x) := Z h(x—2A)vy (x).
AEAN(R\IT)

Buscamos, por lo tanto, acotar cada uno de estos sumandos con el fin de obtener
D™ (A) > o. La expresion de la densidad aparecera asociada al término |}—| JiA1(x)dx,

via #(ANI7)/|I|, como veremos en la prueba.

Comenzamos con A (x). Para cada A € AN~ fijo se cumple

/Rh(x—

vy (x)dx + h(x—A)vy (x)dx
R\J

dx

h(x—A)vy (x)dx
R\
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Como todo x € R\ I cumple la desigualdad |x— A | > R (ya que hemos tomado A € ™),
podemos seguir desarrollando el término:

/h(x— vy (x)dx| <
I

vy (x)dx| + h(x—A)vy (x)dx

R\/

/ h(x—A)v (x)dx

x—A|>R

/ h(x—A)vy (x)dx
A|>R

Jva(x)d
(Cauchy-Schwarz) < 1+ \// \h(y)|? dy \// vy (x)]? dx
[y|>R |x—A|>R

(Acotacién (3.3.2)) < 14¢|[val2
(Propiedad (a) del frame v) < 1-+Cj€.

< [(hlx=A),va(x)) 2| +

(Propiedad (c) del framev) <1+

Como hemos conseguido desarrollar esta acotacion para todo A € ANI~, concluimos

‘/IAl(x)dx /h vy (x) dx

para alguna constante C; > 0.

<(1+Ce#ANIT),  (333)

/leAmI*

Vamos ahora con el término A;(x). Su desarrollo es algo més breve:

Ar(x)|dx< Y h(x — A)vy (x)] dx
J nes=

AEAN(IF\I-)

< ¥ /|h v () dx

AEAN(IF\I-)

(Cauchy-Schwarz) < \/ / Ih(x— )2 dx \/ / vy, ()] dx
AeAn( 1+\1 R

= Y lnlalvall

AEANTH\I)

(Propiedad (a) del frame v) < Z k,
AEANTH\I-)

para alguna constante k > (. Para concluir este término, basta contar el numero de
puntos en el sumatorio de A;. Puesto que el A es uniformemente discreto y el conjunto
I\ I tiene medida |[IT\ I~ | = 4R, la propiedad de finitud local 2.5 nos dice que

. 4R
/I|A2(x)| dv S KHAN(I\17) S K1+ 555) < KR, (33.4)

para alguna constante K > 0, suponiendo que hayamos empezado tomando R lo sufi-
cientemente grande. Notar que esta estimacion es independiente de 1, con |I| > 2R.
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En cuanto al término A3(x), si fijamos A € AN (R \ I"), entonces cada punto x € [
cumple |A — x| > R, lo cual nos deja

Azl <Y A=) ()]
A€AN(R\(I1))

(Cauchy-Schwarz) < Z |h(x—1)|? Z vy (x)]?
AEAN(R\(I+)) AEAN(R\(I+))

:\/ y ]h(x—).)Iz\/ Y P
AEA,|A—x|>R AeAN(R\(I1))

(ecuacion 3.3.1)) <& [ Y vy (x)[?
AEA

(Propiedad (b) del frame v) < (o€,

para alguna constante C; > 0 uniforme en todo x € R.

Integrando este término se concluye

/ 145 (x)|dx < Cael]. (33.5)
1

Para finalizar la prueba, debemos unir las conclusiones obtenidas en (3.3.3), (3.3.4) y
(3.3.5). Se tiene lo siguiente:

o — /I(Al(x)+A2(x)+A3(x))dx

< /IAl(x) dx +’/IA2(X) dx| + /IAg(x) dx

/IAl(x) dx +/I|A2(x)| dx+/I|A3(x)\dx
< (1+Cie)#(ANT" )+ KR+ Crell|

IN

Despejando el primer término se consigue
[Ilc —KR—Cye|l| < (14+Cre)#(ANT).
Y dividiendo entre la longitud del intervalo I:

#ANI7)

KR
c—— —(Ce<(14+Cie) 7l

]
Como, ademas, I~ C I, podemos relajar la desigualdad un poco:

#ANI)
u

KR
G—W—CZS < (1+C18)
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Para terminar, observemos el orden en el que hemos fijado los parametros. Primero
tomamos &, después R(€) y después los intervalos |I| > 2R. Podemos concluir que,
para cada intervalo de longitud |I| = r > 2R, se tiene

KR #(ANI
o KR _cre < (11¢ie) P00,
r r

Como esta desigualdad es cierta para todos los intervalos de longitud r, podemos

tomar el infimo:
KR #(ANI
00— — —Ce<(1+Cg) inf g,
r [I|=r r

lo cual, tomando limite r — o se transforma en

KR #(ANI
6—Ce=lim <G— — —CzS) < lgn ((1+C18) inf Q
r r—seo

r—roo |l|=r r

> = (1+C1e)D™ (A).

Finalmente, como esta desigualdad es vdlida para todo € > 0, concluimos el resultado
del enunciado:

6 = lim (6 — C¢) < lim((1+C1e)D™ (A)) = D™ (A).

3.4. Demostracion reciproca

En las pdginas restantes, daremos una demostracion para el resultado reciproco.

Teorema 3.18 Sea ¢ > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces
D (A)>0 = AesunSS(PWy).
En este caso, si usaremos algunas de las ideas y conceptos desarrollados por Beurling. Con-

tamos, ademads, con la suerte de poder evitar definir el Balayage y la teoria de distribuciones,
centrando la atencidén en resultados de Andlisis Complejo y limites de conjuntos.

La prueba queda dividida en varios pasos, cada uno de los cuales supone un resultado relevan-
te en si mismo y utiliza una herramienta diferente. Es por ello que dividimos estos pasos en
distintas secciones.

3.4.1. Primer paso: la formula de Jensen

El primer resultado que demostraremos para la prueba del Teorema 3.18 es el siguiente.
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Teorema 3.19 Sea 6 > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces
D (A)>0 = AesunUS(By).

O de forma equivalente: si existe f € Bs tal que f # 0, pero f(A) = 0 para todo
A € ACR, entonces D~ (A) < ©.

Para probar el Teorema 3.19, vamos a utilizar un resultado de Anélisis Complejo conocido como
la Férmula de Jensen.

En general, los ceros de una funcién holomorfa pueden distribuirse de forma arbitraria. Sin em-
bargo, dicho comportamiento puede limitarse suponiendo mayores hipdtesis sobre la funcién.
Dichos resultados se consiguen aplicando la férmula de Jensen, la cual relaciona los ceros de la
funcién con su valor promedio.

Teorema 3.20. (Formula de Jensen) Sea Q = Dg(0) el disco abierto de radio R 'y
f € H(Q) una funcion tal que f(0) # 0. Tomamos 0 < r < Ry sean {a,...,0n} los
ceros de f en D,(0), repetidos segiin su multiplicidad. Suponemos adicionalmente que
dichos ceros estdn en el interior del disco, en D,(0). Entonces

O i =en | [ oeloe®jao |

Observacion 3.21 Sabemos que D,(0) es compacto y estd contenido en un abierto (el disco
Dg(0)) donde la funcién es holomorfa. Por el principio de prolongacion analitica, y puesto que
la funcién f se ha supuesto no idénticamente nula, 2 no puede tener puntos de acumulacién
en dicho compacto. Esto confirma que el conjunto de ceros de f en D,(0) es finito, justificando
la notacién {ay,...,ay}.

En cuanto a la férmula, el lado izquierdo esta bien definido porque 0 no forma parte del con-
junto de ceros de la funcion (f(0) # 0). Por otra parte, la integral del lado derecho es definida
porque hemos supuesto que no habia ceros de f en dD,(0).

Para poder probar el Teorema 3.20, vamos a recordar antes algunos resultados basicos de Anali-
sis Complejo. Sus enunciados, asi como sus pruebas, pueden consultarse en [12].

Proposicion 3.22. ([12, Cap. 13]) Sea Q C C un conjunto abierto. Son equivalentes:
a) El conjunto Q es simplemente conexo.
b) Laintegral [ f =0 para toda f € 7 (Q) y todo camino cerrado T" C Q.
c) Vfe A (Q) TF € A (Q)tal que F' = f (existencia de primitiva holomorfa).

Trabajo Fin de Mdster 63 José Avilés Pérez



Teoremas de densidad de Beurling-Landau

d) Vf e AH(Q) con f(z) #0,Vz € Q, existe g € A (Q) tal que €8 = f (existencia
de logaritmo holomorfo).

Proposicion 3.23. ([12, Cap. 13]) Sea Q C C un conjunto abierto. Si f € 7 (Q) no
tiene ceros en Q, entonces log |f| es armonica en Q.

Demostracion.

Puesto que Q es abierto, basta ver que log | f| es armdnica en todo disco abierto conte-
nido en Q. Sea, por lo tanto, D C Q un disco abierto. Como D es simplemente conexo
y, por hipdtesis, f no se anula en él, la Proposicion 3.22 nos asegura la existencia de
un logaritmo holomorfo para f en D. Llamaremos g a dicha funcién logaritmo. Como
|f| = |e%] = eRe(®), entonces log | f] = Re(g) es arménica en D, puesto que es la parte
real de una funcién holomorfa (g) en D.

O

Otro célebre resultado de Andlisis Complejo que precisaremos para la prueba del Teorema 3.20
es la Propiedad del Valor Medio.

Lema 3.24. ([12, Cap. 11]) Sea Q = D,(zo) el disco abierto de radio r y centro z.
Si u € Har(Q), entonces u es la parte real de una funcion holomorfa en Q. Es decir,
existe una funcion f € 7 (Q) tal que f = u+ iv.

Lema 3.25. (Formula de Cauchy para el disco [12, Cap. 10]) Sea Q C C un con-
junto abiertoy f € S (Q). Sea A = Dg(zo) un disco tal que A C Q. Entonces

f(z)= ! / Lﬁ)d@, Vz € A.

T 2miJonE—2

Proposicion 3.26. (Propiedad del Valor Medio [12, Cap. 11]) Si u es una funcion
arménica en el disco abierto Dgi¢(20), el valor de u en el centro del disco coincide
con su valor promedio sobre la frontera de cualquier disco menor:

1 2n 0
u(zo) = %/0 u(zo+Re")dO.

Demostracion.
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Como u es arménica en Dg¢(20), el Lema 3.24 dice u es, en dicho dominio, la parte
real de una funcién f € 5 (Dg+e(z0)). Como Dg(zo) € Dre(20), €l Lema 3.25 nos
da la igualdad

_ f&) . 1 > i
f(z0) = 2_7U/8DR(ZO) mdé =37/ f(zo+Re'”)do.

tras haber hecho el cambio de variable
Finalmente, podemos concluir

1 27 .
u(z0) = Re(f(20)) = Re (ﬁ [ ot Rele)dg)

1

2 0
= /0 Re(f(z0 + Re'®))dO

1

o i0
= — R .
271:/0 u(zo+Re'”)dO

Ya tenemos todas la herramientas necesarias para probar la formula de Jensen.

Demostracion del Teorema 3.20 (consultada en [ 10, Cap. 3]).

Recordemos que partimos de una funcion f € S (Dg(0)) que cumple f(0) A0y
cuyo conjunto de ceros en D,(0), repetidos segin multiplicidad e interiores al disco,
denotamos por { ¢, ..., 0n}.

Comenzamos la prueba definiendo la siguiente funcion

N 2 =
g::f(z)nr—anzv

=1 r(0y —2)

la cual es holomorfa en el disco Dg(0) porque f lo es y los ceros del denominador
coinciden con ceros en el numerador. Por esta misma razén, g no se anula en D,(0). Y,
debido a la finitud del conjunto de ceros de f en Dg(0), podemos encontrar un disco
mas grande D, ¢(0) donde g es holomorfa y no se anula.

La Proposicion 3.23 nos dice, entonces, que log |g| es una funcién arménica en D,¢(0).
La propiedad del valor medio (Proposicién 3.26) concluye asi la igualdad

1 p2m .
10g|g(0)|=§/O log|g(re’®)|d®. (3.4.1)

Solo queda sustituir en ambos lados la definicion de g. Para el lado izquierdo

2
8(0)| = [£(0 'Hmn 70 'Hmn
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mientras que |g(z)| = | f(z)| para todo z € D, (0), pues si z = re’, 6 € [0,27], se tiene

rr— 0,z r—ape'® re % @, o, —re 0 o, — re—i0
= 5= 5 | = 5| = 5 | =1, Vnedl,...,
r(o, —z) o, — ré o, —ret o, — ret o, — ret
De esta forma, sustituyendo estos valores, la ecuacion 3.4.1 queda
21 0
lo —/ lo re'”)|do,
g | 1£(0)] H [ Tor glf(re'®)|
o como habiamos escrito la formula,
O] L [ ioglr(re)
f(0 :exp{—/ log|f(re dG}.
il |O£n| 27 Jo
O

Observacion 3.27 La férmula de Jensen establece una relacion entre los ceros de la funcién
en un disco y su valor en el centro y la frontera del disco. Puede escribirse de varias maneras.
Asi, vamos a partir de la forma

1 21
— / log | £(ré®)|d6 —log | £(0 y_ (34.2)

21 Jo

y a desarrollar un poco el lado derecho.
Cada sumando puede escribirse como una integral de la siguiente forma:

/’ dx
|OC,,‘ ‘O‘n| X

Asi que el lado derecho de la ecuacion 3.4.2 quedaria como

"1 rd1 " n(x)
Z/a,, —dx = Z/ ;3&”(‘% dx-/ Z %m dx-/o de,

donde n(x) representa la cantidad de ceros de la funcién f en D,(0). Resulta finalmente la

log —

|0t

=logr—log|oy| = logx

ecuacion
" n(x)

X

L i0 _
o /0 log | f(re'®)|d6 —log | £(0)] = /O dx. (34.3)

Ahora que hemos llegado hasta la ecuacion de Jensen que necesitdbamos, vamos a probar el
Teorema 3.19, el primer paso de nuestra prueba.

Demostracion del Teorema 3.19.

Como Bs = Exps(C)NL*(R), podemos suponer, dividiendo entre una constante, que

[1Fllee = 1.
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Vamos a suponer también que 0 ¢ A. Si no fuera el caso, cambiamos el conjunto
A:=A—a,cona¢ A.Elresultado del teorema seguira siendo vélido, pues D~ (A) =
D~ (A) (Proposicién Proposicién 3.5).

Hechas estas suposiciones, comenzamos acotando la funcion. Puesto que f € B, es
la restriccién a R de una funcién entera en B, que denotamos también por f. En
particular, por (1.3.1) tenemos

Pt i) < [Ifllee®™! = 7™, iy € C.
En forma logaritmica quedaria como
log|f(x+iy)| <oxml|y|, Vx+iyeC, f(x+iy)#0O.
Ahora trabajaremos en coordenadas polares, de forma que

log|f(Re'®)| < onR|sin(6)|, VR >0,6 € [0,27], f(Re'®) #0. (3.4.4)

Tomo una sucesion de radios positivos (R,),cn tales que R, — o0 y f no se anula
en ningtin dDg, (0). Dicha sucesion debe ser posible porque la funcién f tiene una
cantidad finita de ceros en cada disco compacto. Entonces, para cada R,, como la
parte derecha en la ecuacién (3.4.4) es positiva, la desigualdad puede mantenerse de
forma integral. Luego, para cadan € N,

1 2 . 1 21
o /0 log | f(Re'®)|d0 < - - /0 G TR sin(6)[d6

R 2 T
- 62” |sin(6)|d6 = aR,,/ sin(8)d0
0 0

=20R,,.

Como nuestra funcién f es holomorfa en el plano y f(0) # 0, podemos aplicarle el
Teorema 3.20 (férmula de Jensen). Utilizando, concretamente, la ecuacion (3.4.3),
donde n(r) representa la cantidad de ceros de la funcién en D;(0), nos quedaria

1 27 .
20k, = 5[ log|f(Ree”)ldo
27 Jo

Rn t
(ecuacion 3.4.3) = log|f(0)]+ / @dt
0

Ry,
w20 = 10glyO)+ [ " Wa

(AN (—t,1))

R, #
(F(A)=0YA €A) > 10g|f(0)|+/ t "
1

Para terminar, hacemos uso de la Proposicion 3.6. Fijamos € > 0. Entonces encontra-
mos una constante Ce que nos va a dar la desigualdad

/Rn (ZD_(A)(I —€)— %) dt +1log|f(0)]
1 t
= 2D (A)(1 —€)(Ry — 1) — Celog(Ry) +1og| £(0)]

20R,

v
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Despejando o, se tiene la acotacion

R,—1 log(R,) | log|f(0)]
— Ry, € > 0.
R, Ce R + R VR, € >

o> D (A)(1—¢)

De esta forma, tomando R,, — oo, nos queda

c>D (A)(1—¢), Ve>O0.

Y haciendo ahora € — 0, obtenemos el resultado deseado

c>D (A).

3.4.2. Segundo paso: limite débil de conjuntos

Otro concepto que cobra una notable relevancia en la prueba de Beurling es el de limite débil de
una sucesion de conjuntos, especialmente, de una sucesion de traslaciones del mismo conjunto.
Desarrollamos en esta seccion las principales propiedades que necesitaremos de este concepto.

Definicion 3.28 Dados dos conjuntos finitos A,B C R, diremos que A es una é&-
perturbacion de B (o viceversa) si existe una biyeccion f : A — B tal que

If(a)—a| <€, VacA.

Definicion 3.29 Dada una sucesion (A, ),en de conjuntos uniformemente discretos
en R que cumplen
d(A,) >d >0, (3.4.5)

decimos que A es limite débil de la sucesion si para todo € > 0y todo intervalo abierto
I = (a,b), tal que a,b ¢ A, el conjunto AN/ es una e-perturbacion de A, NI para casi
todo n (es decir, para todo n € N, excepto una cantidad finita). O, equivalentemente,
st existe un N € N tal que AN/ es una &-perturbacion de A, NI para todo n > N.
Denotaremos esta convergencia débil por

Ap — A

Observacion 3.30 Supongamos que A, — A. Entonces, para cada punto A € A existe una
sucesion (A, )qen tal que A, € A, paracadan € Ny lim,, e A, = A.

Basta tomar un intervalo I = (a,b) talque A € [ 'y a,b ¢ A,y considerar un 0 < € < §(A)/2.
Entonces existe un natural N a partir del cual A, N/ es una €—perturbacién de ANI. Como
esta perturbacion es una biyeccion, existe un elemento A, € A, NI para cada n > N de forma
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que |A — A4,| < €. Basta elegir tales A, como elementos de la sucesion, y definirla de forma
arbitraria para n < N, siempre y cuando cumpla A, € A,,.

Ejemplo 3.31

= El caso mas sencillo es A = (1 + %) Z., que converge débilmente a Z. En este caso, se
explica por qué se toma I = (a,b), con a,b ¢ A en la definicion, puesto que si tomaramos
en nuestro ejemplo el intervalo / = (1,2), habria un punto en cada I N A,, pero ninguno
en I NZ. Por lo tanto, tener en cuenta estos intervalos podria arruinar la idea de limite
que quiere construirise, en nuestro ejemplo pasariamos de tener a Z como limite a tener
A=0.

= Los conjuntos A, = Z — {n} tienden a A = Z débilmente, puesto que coinciden plena-
mente en la ventana de observacion / cuando el punto vacio {n} estd lo suficientemente
alejado. Obtenemos el mismo resultado si, en vez de quitar un punto, afiladimos uno, co-
moen A, =ZU{n+ %} En ambos casos, reluce el caracter local de nuestra definicion;
no importa lo que ocurra en el infinito. Globalmente, en ninguno de los dos casos se
obtiene una copia parecida de Z, ya sea porque haya un punto mds o uno menos; pero si
localmente.

= Ahora consideramos un ejemplo parecido al primero, pero en el que cada entero se
estira de forma proporcional. Tomamos A, = {k+§ ke Z}. En este caso, el limite
débil vuelve a ser Z, puesto que en cada ventana de observacion /, existe un n € N
suficientemente grande a partir del cual cada elemento k + % esta a distancia menor que
€ de su entero correspondiente k. Sin embargo, este caso vuelve a poner de manifiesto
el cardcter local de nuestra definicion, puesto que globalmente la convergencia seria
imposible. Los puntos se distancian cada vez mds cuanto mas nos alejamos del 0, debido
al factor de proporcionalidad introducido.

Toca ahora explicar el resto de hipétesis de la definicion.

= En cuanto a la hipétesis 6(A,) > d > 0, si tomdramos un ejemplo que no cumpla esto
como A, = {—%,% , observamos que el limite débil no existiria, en este caso, puesto
que ambos puntos han colapsado en el 0. En este caso, {0} seria el limite natural de
dichos conjuntos. Sin embargo, en nuestra definicion no queremos perder densidad en
el nimero de puntos: un caso grave seria que una perturbacion de Z colapsara en 27,

reduciendo la densidad a la mitad.

= Por otro lado, también se exigen biyecciones (la €-perturbacién) para no perder puntos.
Si tan solo exigiéramos que en la ventana de observacion I, cada punto A € A fuera
limite de puntos de A, podriamos tener omisiones de puntos. Por ejemplo, si tomdramos
el conjunto A, = {0,2}, que converge débilmente a A = {0,2}, una definicion basada
en sucesiones permitiria omitir algin punto, de forma que A = {0} seria también limite
de la sucesion.

Explicadas todas las hipdtesis, veamos, para finalizar, dos ejemplos ilustrativos mds de limites
débiles.
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= La sucesion A, = {k € Z : k > n} tiende débilmente a A = @, puesto que en cada ven-
tana de observacion /, los conjuntos A, desaparecen en algin momento (se desplazan
constantemente hacia la derecha).

= Tomamos, finalmente, A, = Z + (— 1)”}1. Esta sucesion no converge porque oscila; hay
intervalos donde un punto aparece solo cada dos pasos. Y, sin embargo, las subsucesio-
nes Az, Y A2q11, al ser constantes, si convergen. Veremos que esto es un caso aislado,
puesto que nuestra definicidn se construye expresamente para que se satisfaga esta com-
pacidad.

A continuacion, estudiamos algunas de las propiedades del limite.

Proposicion 3.32  Supongamos que la sucesion (Ay),cn cumple la acotacion unifor-
me de sus constantes de separacion (3.4.5) y que converge débilmente al conjunto A.
Entonces A es uniformemente discreto, y su constante de separacion cumple

O0(A) > limsup §(A,). (3.4.6)

n—yoo

También se cumple, por lo tanto, la cota §(A) > d.

Demostracion  (elaboracion propia).
En realidad, comenzaremos demostrando la desigualdad 6(A) > d. Para ello, basta

ver que [A — A*| > d para todo par de puntos A,A* € A;A # A*.

Procedemos por reduccién al absurdo. Supungamos que existen dos puntos A,A* €
A, A # A% tales que |A — A*| < d. Puesto que A, — A, la Observacion 3.30 nos dice
que existen sucesiones (Ay)ueny € An ¥ (A4, )nen € Ay tales que 4, — A y A, — A*

cuando n — oo. Entonces, para todo 0 < € < #, existe un N € N tal que para
todon > N se tiene [A, —A| < €y |4 —A*| < €. Esto implica que para todo n > N se

tenga
Ay — A0 < |An— A+ A — A5+ [AF—AF| < 2e+|A — A% < d.

Pero como A, A, € A, y 8(A,) > d, debe tenerse a la fuerza A, = A,/ para todon > N
y, por lo tanto, A = lim, s A, = lim,, A, = A%, llegando asi a la contradiccion de
que los puntos eran distintos. Por lo tanto, §(A) > d.

Pasamos ahora a demostrar la desigualdad (3.4.6). Vamos a desglosar poco a poco la
expresion para especificar qué es lo queremos encontrar. Una vez lo tengamos, el resto
de la prueba seré sencillo.

Queremos comprobar que se cumple la desigualdad

inf  |[A— A% > inf (supS(Ay)). 347
x,x*éﬂ,a;&m' |—,1‘2N(i‘§,’ (Ax)) (3.4.7)
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Para lo cual, basta ver que

A —A*| > inf (supS(Ap)), VA, AT €A A A£A*.

neN k>n

Fijamos, pues, dos elementos arbitrarios A,A* € A, A # A*. Para ellos, debemos com-
probar que

Ve>0 dneN talque [A—A%|+¢e>supd(Ag).
k>n

Dicho de otra forma,

Ve>0 dneN talque Vk>n |[A—A%+e>8(Ay) = inf & — &
| | () ék,égeAk,ék#;‘ 3

Por lo tanto, nos queda, finalmente, que debemos comprobar lo siguiente:

Ve>0 dneN talque Vk>n Hék,é,feAk,&Héé,f |7L—7L*|—|—82|§k—§/:|

(3.4.8)
Fijamos, pues, un € > 0 y tomemos un radio » > 0 que cumpla
< A — A% < d
r r =.
2 7 2

A partir de €l, construimos los intervalos
I=A—nA+r) e I'=A"—nrA"+r),

los cuales son disjuntos porque se ha tomado r < |[A —A*|/2. Ademds, estos intervalos
también cumplen INA ={A} e I"NA = {A*} porque §(A) > d y hemos tomado r <
d /2. De hecho, los puntos en la frontera de los intervalos tampoco pueden pertenecer
a A porque r < d/2.

Por la definicion de limite débil, tenemos, por lo tanto, que existe un natural n € N a
partir del cual Vk > n pueden tomarse & € AgNIcon A —&| < §y &€ A*NI* con
|A* =& | < 5. Ademds, ambos puntos son distintos, & # &, puesto que INI* = 0.

Ya tenemos todos los elementos preparados. Solo queda comprobar la desigualdad. Y,
en efecto, gracias a la construccion hecha, se tiene

* * * * € * € *
Sk =&l S MGk = A+ A =AT[+ A" =&l < S+ A =27+ < e+[A-27).

Esto termina de probar la ecuacién 3.4.8.
O

Ahora probamos la propiedad de compacidad que ya habiamos anticipado en los ejemplos y
que constituye el principal resultado de esta seccion a usar a posteriori.
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Proposicion 3.33  Supongamos que la sucesion (A,),en cumple la acotacion uni-
forme de sus constantes de separacion (3.4.5). Entonces tiene una subsucesion que
converge débilmente. Es decir, existe una subsucesion (Anj) jeN Y existe un conjunto
uniformemente discreto A que cumplen Ap; — A.

Demostracion  (elaboracion propia).

En el siguiente argumento, utilizaremos el método diagonal de Cantor para construir
nuestro conjunto limite A.

Definimos los intervalos compactos y simétricos I,,, := [—m,m]|. Debido a la propiedad
de finitud local de los conjuntos uniformemente discretos 2.5, podemos afirmar que el
nimero de puntos de A, N1, estd acotado superiormente por |2m/S(A,)]| + 1, para
cada n,m € N. Sin embargo, puesto que estamos suponiendo 0 (A;) > d > 0 para todo
n € N, podemos encontrar una cota uniforme para todos los conjuntos:

0<#A,NLy) <|2m/d|+1, VYn,meN.

Detallamos, a continuacidn, el proceso recursivo seguido para elaborar nuestro limite.

Comenzamos con el caso m = 1. Puesto que el nimero de puntos que puede tomar
el conjunto A, en el intervalo I; = [—1,1], para cada n € N, debe ser un natural en
{0,...,]2/d] + 1}—una cantidad finita de opciones—, es posible elegir una subsuce-
si6n (A1 1)neN € (An)nen tal que

o =#(ANnL) =#(A;NL), Vi jeN.

Es decir, tal que el nimero de puntos de Aj , en /; es el mismo para todo n € N. Como
esta cantidad de puntos es un nimero finito, podemos ordenarlos. Denotamos por xi ,, ;
el punto i-€simo de A , en I; —notemos que el primer indice siempre hara referencia
al intervalo 1, el tercero al orden de los puntos y el segundo se mantendra siempre
como n aunque estemos tomando recurrentemente subsucesiones—.

Como el intervalo /; es compacto, podemos extraer de (X 1)nen Una subsucesion
convergente a algin elemento ¥ ;. Tomamos, por lo tanto, la correspondiente subsu-
cesion de (Aj ,)nen para que esto ocurra. Como para los segundos puntos (x ,.2)neN
sucede lo mismo, podemos extraer de esta ultima otra subsucesion tal que %1 ,2 —
X12 € I). Asi, sucesivamente y en orden con cada i € {1,..., 0}, hasta concluir una
nueva subsucesion (;\l,n)neN C (A1,n)nen que cumple xj ,; — X1 ;, cuando n — oo,
paratodoi e {1,...,04}.

Pasemos ahora al caso general del método recursivo. Sea m € N y supongamos que
tenemos, del paso previo m — 1, una subsucesion (Ay—1.4)nen € (An)nen que cumple
Xm—1n,i — Xm—1, € Iy—1, cuando n — oo, para cada i € {1,...,0,—1} y para algin
Op—1 €{0,...,|2(m—1)/d]| +1}.
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El método es similar al que hemos aplicado al caso m = 1, pero hay que asegurarse
de que no surgen incompatibilidades con el caso anterior. En primer lugar, extraemos

una subsucesion (Ay, n)neN C (Am—14)nen tal que

0y = #( AN [—m,—m+1]) = #(Ap ;O [-m,—m+1]), Vi, jEN,

o) = #(ApiN[m—1,m]) = #(Ap,N[m—1,m]), Vi,jeN.

Podemos hacerlo porque, nuevamente, existe una cantidad finita de opciones para la
eleccién del nimero de puntos en [—m,—m+ 1] y [m — 1,m], ambos intervalos de
longitud 1. De esta forma, todos los conjuntos en la subsucesion construida tienen el
mismo nimero de puntos en cada uno de los intervalos: I,,,_ (por ser el caso anterior),
[m—1,m] y [-=m,—m+ 1]. Ordenamos los puntos de [—m,—m + 1] como y,, » i, con
ie{l,...,0, }, mientras que para los de [m — 1,m] usaremos la notacioén z,, » ;, con
ie{l,....;a }.

Como los intervalos [—m,—m+ 1] y [m — 1,m] son compactos, podemos encontrar,

igual que hemos hecho antes, una subsucesion (A )nenN € (Amn)nen tal que Yy, pi —
Imi € [=m,—m~+1]y Zmni — Zmi € [m —1,m] cuando n — co. Llamamos entonces

—# ({5 Y5 UL E YO U{E, 3.4.9
Oy = {ym,z}izl {'XHI717_]}J':1 {Zm,k}k:1 ) (3.4.9)
y afirmamos que, para la subsucesion asi construida, existe ng tal que

Oy =#(AmpN1y), Yn>ny. (3.4.10)

En efecto, cuando X, ; € I, 1, para todo j, esto es claro pues, para n suficientemente
grande se tiene

#(Apn ) = #(Apan[—m,—m+1)) +#(Amn NV Ep1) +#(Amn N [m—1,m))
Q, + Oy + 0 = Oy,

Lo mismo se aplica si todos los puntos en (3.4.9) son distintos entre si, tomando una
particion de 1, con entornos adecuados de dichos conjuntos.

Supongamos pues el caso degenerado en que dos puntos de los conjuntos en (3.4.9)
coinciden con un extremo de /,,,_1, digamos

Xm—1,j = Zmk = m—1, paraciertos j,k fijos

(necesariamente, j = o,,,—1 y kK = 1), siendo el resto de puntos distintos entre si. En
ese caso, la condicién de separacion uniforme en los A, implica que debe existir un
ng tal que, para dichos j, k,

jém—],n,j == Zm7n7k - m_l, \V/nzn().
Un argumento similar al anterior da entonces

#(;\m,n Nly) =, + 1 + OC,;r -1 =0, Vn>ng.
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Por dltimo, se razona de manera similar si son dos los pares de puntos en (3.4.9) que
coinciden con los extremos de I, . Esto completaria la justificacion de (3.4.10).

Para concluir el proceso inductivo, ordenamos los puntos distintos que conforman los
conjuntos en (3.4.9), etiquetandolos como

{Zmit i, (34.11)

y de forma similar escribimos

~ . ,
Am,n N, = {xmvmi}i:l'

Con este argumento concluimos el caso general m. Pasamos ahora a construir la sub-

sucesion (Anj) jen que aparece en la conclusion del enunciado, para lo cual vamos a

usar el método diagonal de Cantor. Tomaremos

Anj Z=/~\j7]‘, VjeN,

que, por la construccion realizada en la prueba, es, en efecto, una subsucesién de
(Ay)nen- Lo mds importante de esta construccion es que, fijado m, tenemos Ay; €
(/N\mﬂ) neN para todo j > m, y que dentro del intervalo compacto [—m, m] el comporta-
miento de los puntos que hemos construido se sigue conservando (tenemos los puntos
ordenados y todas las sucesiones convergiendo donde deben).

En cuanto al conjunto limite, tomaremos la unién de los puntos limite obtenidos en

(3.4.11), de decir
~ (07
m>1

notando que dichos conjuntos son por construccidn crecientes.

Para concluir la demostracién, debemos atin comprobar varias cosas. En primer lugar,
veamos que el conjunto limite A es uniformemente discreto. Procedemos con un argu-
mento anédlogo al de la Proposicion 3.32. Por reduccion al absurdo, imaginemos que
existen A,A* € A,A # A*, tales que |A — A*| < d. Entonces, por construccién de los
puntos de A, deben existir sucesiones (a,)nen, (bn)nen € A, (no indicamos indices
m e i porque son prescindibles para este argumento) de puntos tales que a, — A y
b, — A* cuando n — oo. Entonces, para cada 0 < € < w, existe un N € N para
el cual |a, —A| < €y |b,—A*| < € para todo n > N. Pero entonces, para todo n > N:

ldn — b < Jan — A| + |4 — A%+ |by — A*| < 26 +|A —A*| < d < 8(An),

al mismo tiempo que a,,b, € A,. Esto solo nos deja la posibilidad de que a, = b,
para todo n > N, lo cual implicaria A = lim,,_,cca,, = lim,_,.b,, = A, llegando asi a
la contradiccidn.

Hemos probado, de hecho, que (A) > d.

Solo queda ver que A es limite débil de la sucesion (A, j) jen- Paraello, fijamos 0 < & <
d/2 y un intervalo abierto I = (a,b) cuyos extremos cumplan a,b ¢ A. Nombramos
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por {A1,42,...,4,} los puntos de A en el intervalo /. Sabemos que, para cada uno de
estos puntos, existe una sucesion (a,; 2,) jen - - -, (du; 1,) jen tal que a,, . 3, — 4; cuando
Jj— oo, paracadai€ {1,...,p}, con ap; 2 € Ay; paratodo j € N.

Ademas, debemos garantizar que no aparecen puntos nuevos en A,; N/ para j sufi-
cientemente grande. Formalmente, si existiera una secuencia de puntos en A,; N/ que
no convergiera a ninguno de los A;, por compacidad (al estar acotados en el intervalo
cerrado I), dicha secuencia admitirfa una subsucesion convergente a algin punto de
I. Por la construccién de los A, i dicho punto limite estaria también en A. Como los
extremos de I no estdn en A (a,b ¢ A), ese punto limite tendria que estar en AN/,
lo cual es imposible porque ya hemos agotado todos los puntos de AN/ en la lista

(M, )

Vamos, pues, con el final del argumento. Elijamos N € N suficientemente grande para
que [A; —a,, 5| < €paratodo j >Nei€{l,...,p}.

Por lo tanto, para j suficientemente grande, A,; N1 consta exactamente de p puntos,
permitiendo establecer una correspondencia biunivoca natural con cada A; de forma
que [A; —a,; 3,| < €. Esto nos da la e-perturbacion en el intervalo / a partir del natural
N, lo cual concluye la prueba de que A sea limite débil de la sucesion (Ay;) jen-

OJ

En la demostracion del teorema de Beurling no trabajaremos con limites débiles arbitrarios, sino
que seran el limite de las traslaciones de un solo conjunto. Dedicamos el final de esta seccion a
dichas sucesiones de conjuntos.

Definicion 3.34 Sea A C R un conjunto uniformemente discreto. Denotaremos por
W (A) al conjunto de limites débiles de traslaciones de A. Es decir,

A € W(A)

si existe una sucesion (A — a, ),y de traslaciones de A que converge débilmente a A*.

Con esta definicion, la Proposicién 3.33 adquire una forma mads sencilla, puesto que la constante
de separacion de un conjunto uniformemente discreto no se ve alterada por traslaciones.

Corolario 3.35 Sea A C R un conjunto uniformemente discreto y (A — a,)nen una
sucesion de traslaciones suyas. Entonces dicha sucesion tiene una subsucesion que
converge débilmente a algiin conjunto A* € W(A).

Existe una relacién entre estos limites débiles y sus densidades uniformes que resultara ser
el otro resultado clave de esta seccidn para probar el teorema de Beurling. Dicha relacion se
presenta en la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.36  Sea A un conjunto uniformemente discreto y A* € W(A). Entonces
se tienen las desigualdades

D (A) <D (A*) y DT(A")<D'(A).

Demostracion  (elaboracion propia).

Denotamos por A, = (A — ay),en 1a sucesion de conjuntos que converge débilmente
aA*.
Fijamos un radio arbitrario de longitud / > 0 y tomamos a € R. En primer lugar,

supongamos que a,a+1 ¢ A*. En ese caso, la definicién de limite débil, gracias al uso
de biyecciones, nos dice que

#(A"N(a,a+1) =#A,N(a,a+1) =#AN(a+ay,a+a,+1)), Yn>N,

con N € N. En realidad, basta que suceda para un n € N ya que lo importante es
que hemos conseguido un intervalo de igual longitud / que tiene el mismo nimero de
puntos de A que tenia el original de A*.

Enelcasoa € A* oa+1 € A*, tomamos un € > 0 suficientemente pequefio (mucho
menor que la constante de separacion de A*) de forma que (a — €,a+1— €) ya no
tenga sus extremos en A* y se cumpla

#A ' N(a—¢g,a+l—¢))=#A"N(a,a+1))
enel casoa ¢ A*,a+1 € A* o bien
#A N(a—¢e,a+l—¢))=#A"N(a,a+1))+1

en el casoa € A*.

Como el nuevo intervalo construido cumple que sus extremos no estdn en A*, sabemos
que existe un intervalo (b,b+1), b € R, tal que

IAN(b,b+1)|=|A"N(a—¢€,a+1—¢€)|

De esta forma, sabemos que para todo / > 0y todo a € R, existe otro b € R de forma
que
#(A"N(a,a+1)) =#(AN(b,b+1))

0, en caso extremo,

#(A* N (a,a+1)) = #(AN(b,b+1)) — 1.

En cualquier caso, para todo / > 0y todo a € R, existe otro b € R de forma que

#AN(b,b+1)—1 < #(A"N(a,a+1)) < #AN(b,b+1)),
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y también

#AN(b,b+1))—1 < #(A* N (a,a+1)) < #AN(b,b+1))
l - ) - l '

Se tiene, por lo tanto, que para todo [ > 0,

#AN(D,b+1)) 1 < #(A*N(a,a+1))

tnf 2 < fof
beR I [ = atk I
y
#(A* O ! #(AN(b.b+1
wpHA D @atD) _ - #AN (b +D)
acR [ beR )

Como las desigualdades son ciertas para todo [ > 0, estas se seguirdn cumpliendo para
si se toma en ambos lados el [ — oo. Tras tomar este limite, la desigualdad de infimos
concluye

D™ (A) <D™ (A7),

y la desigualdad de supremos concluye

DT (A*) < DT(A).

3.5. Tercer paso: compacidad

El objetivo de esta seccion serd probar el siguiente resultado.

Teorema 3.37 Sea ¢ > 0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces

sii VA*eW(A) A esunUS(Bs) =— AesunSS(Bg).

Para ello, serd necesario demostrar antes un resultado de compacidad sobre el espacio de Berns-
tein, el cual precisa a su vez de un teorema clédsico del Andlisis Complejo: el teorema de Montel.

3.5.1. El teorema de Montel

Aunque este teorema puede probarse, de forma més general, para familias de funciones holo-
morfas, en este caso enunciamos su version para sucesiones de funciones, ya que es lo inico
que necesitaremos.
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Teorema 3.38. (Teorema de Montel) Sea (f,)neny C 77 (C) una sucesion de funcio-
nes enteras uniformemente acotadas sobre cada compacto, es decir, tal que para todo
compacto K C C existe una constante Mg que cumple | f,(z)| < Mk para todo punto
z € K. Entonces existe una subsucesion(fu, )ken y una funcion entera f € 7 (C) tales
que fn, — f uniformemente sobre cada compacto K C C.

La prueba de este cldsico teorema no es dificil y puede encontrarse en [12, Cap. 14].

Gracias al teorema de Montel, probamos la siguiente propiedad de compacidad sobre el espacio
de Bernstein.

Proposicion 3.39  Sea (f,)nen € B una sucesion de funciones con norma unifor-
memente acotada en R, es decir, tales que existe una constante C > 0 que cumple
|| fullee < C para todo n € N. Entonces existe una subsucesion (fy, )ren y una funcion
f € Bg tales que f,, — f uniformemente sobre cada compacto K C C.

Demostracion  (elaboracion propia).

La prueba sigue del teorema de Montel y de las propias caracteristicas del espacio de
Bernstein.

Puesto que (f;)nen C B, para cada n € N se cumple

a4 iy)] < || fullwe™ P < ™M, x4 iy e C.

Y como en cada compacto K C C, podemos acotar el médulo de la parte imaginaria,
es decir, existe M > 0 tal que |y| < M para todo x + iy € K, se tiene

|fu(x+iy)| < Ce™M  YneNx+iycK. (3.5.1)

De esta forma, las funciones de la sucesion, ademas de ser enteras por pertenecer a
B., estan uniformemente acotadas sobre cada compacto.

El teorema de Montel 3.38 concluye que existe una subsucesién (f;, )ken y una fun-
cién entera f € . (C) tales que f, — f uniformemente sobre cada compacto K C C.

Para terminar nuestra prueba, basta ver que f € Bs. Esto se deduce inmediatamente
tomando limite n; — oo en la desigualdad (3.5.1).

OJ

Para concluir la seccidn, utilizamos este dltimo resultado para dar una prueba del Teorema 3.37.
Pero antes, es necesario demostrar el siguiente lema.
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Lema 3.40 Dado un compacto K C C. Sea (fn)nen € € (K) una sucesion de funcio-
nesy f € € (K) su funcion limite, en el sentido de que f, — f uniformemente sobre K
cuando n — oo. Entonces, si tomamos una sucesion de puntos (z,),eny C K tales que
Zn — 20 € K, se cumple también la convergencia f,(z,) — f(z0) cuando n — oo.

Demostracion  (elaboracion propia).

Fijamos € > 0. Por un lado, gracias a la convergencia uniforme de las funciones, se
tiene

dnp e N talque Vn>ng suplfu(w)—f(w)| <e.
wek

Por otro, debido a la continuidad de la funcién limite f € ¢’(K), obtenemos que

d0p >0 talque VzeK,|z—z0| <& |f(z)—f(z0) <E€.

Dada, en ultimo lugar, la convergencia z, — z, es posible tomar un n; > ng tal que
|2y — 20| < 8y para todo n > n;.

De esta forma, para cualquier n > n se obtiene la siguiente desigualdad:

£ (20) = fulzn)| < 1f(20) = f(z)| + | f(zn) = fu(zn)| < €+ sup|f(w) — fu(w)| < 2,

wekK

la cual concluye la convergencia f,(z,) — f(z0) cuando n — oo.

Demostracion del Teorema 3.37  (consultada en [10, Cap. 3]).

En este caso, vamos a probar el reciproco. Vamos a suponer que A no es un SS(Bg) y
vamos a demostrar la existencia de un A* € W(A) tal que A* no es un US(By).

En primer lugar, de que A no sea un SS(Bg ), se obtiene que
VneN dg,€Bs talque |gnlle > nllgn|alle (3.5.2)

simplemente negando la propia definicién. Por simplicidad, continuamos denotando
por g,(z) a la extensién holomorfa de g,(x), que pertenece al espacio complejo Bg;
ver (1.3.3).

Si dividimos cada una de estas funciones g, por su norma |[g||e = ||gn|z=(r)> Obte-
nemos una nueva sucesion (f,)nen := (&n/||gnll)nen € Bs con norma uniformizada
| fnlle = 1. Ademas, la expresion (3.5.2) adquiere una forma mas sencilla:

1
> I fulalle = sup|fa(2)],  VnEN. (3.5.3)

AEA

Ahora, como hemos tomado ||f,||l.« = 1 para cada n € N, es posible construir una
sucesion de puntos a, € R tales que f,,(a,) — 1 cuando n — oo.
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Consideremos ahora la sucesion de traslaciones (A — a,),ecn. De acuerdo con el Co-
rolario 3.35, existe una subsucesion (ay;) jen tal que (A — ay;) converge débilmente a
algiin conjunto A* € W(A) cuando j — oo. De esta subsucesion, vamos ahora a extraer
otra mds concreta.

Definimos la sucesion de funciones
hn;(2) := fu;(z+an;), Vz€C,VjeN.

Estas funciones siguen cumpiendo ||4,,|| = 1y hy; € Bs para todo j € N porque
apenas estamos aplicando traslaciones en la recta real a las funciones f;,. Por lo tanto,
la Proposicion 3.39 nos da otra subsucesion (an, )ken, que denotaremos por (dm)men
para simplificar, tal que la sucesion A, converge a alguna funcién 4 € B uniforme-
mente sobre cada compacto.

Ya tenemos todo lo necesario para concluir que el conjunto encontrado A* € W(A) no
es un US(B¢). En este caso, la funcién limite 4 serd la que rompa la unicidad.

En primer lugar, afirmamos que & # 0, puesto que

7(0) = 1fm hp(0) = 1 fu(0+an) =1,

m—oo

por c6mo se ha tomado desde un principio la sucesion (ay),en-
Finalmente, queda ver que nuestra construccion nos ha conducido a h|x+ = 0.

Sea A* € A*. Como A* es limite débil de (A — ay) nen—puesto que esta propiedad
se conserva para subsucesiones—, existe una sucesion de puntos de los conjuntos
(A — am)men que tiende a A*, es decir, existe una sucesion (A, — apm)men tal que
Am — am € (A—ayy,) para cadam € Ny limy,_yeo Ay — @y = A*.

Tomamos, para terminar, un compacto K C C que incluya en su interior a todos estos
puntos. Es decir, tal que A* € K y, por lo tanto, A,, — a,, € K a partir de un m suficien-
temente grande. Como las funciones £, son funciones continuas —son holomorfas
por pertenecer a B— y convergen uniformemente a 4 sobre todos los compactos de
C y, €n concreto, sobre nuestro K, se tiene

1M Ja (A — @) = h(A7),

m—soo

en virtud del Lema 3.40.

Podemos concluir entonces que
|h(A%)| = lim by (A — am)| = Um | (A — am + am)| = Hm | fin(A)|
m—yo0 m—o0 mM—>o00

1
Am€Ay(353) < %ﬂ;g’fm(l)‘ < lim — =0,

por lo que |z =0y A* no es un US(Bg).
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3.5.2. Cuarto paso: el espacio de Paley-Wiener

Observemos que, en las tres subsecciones anteriores, todos los resultados demostrados han sido
para el espacio de Bernstein. Es ahora, al final, donde encontramos la conexion con el espacio
de Paley-Wiener que constituird el final de la demostracion del teorema de Beurling.

Teorema 3.41 Sean o,€ >0y A C R un conjunto uniformemente discreto. Entonces

Aesun SS(Bore) = AesunSS(PWg).
Probamos primero el siguiente lema.

Lema 3.42 Sea o > 0. Entonces la funcion definida como

Muy:mmmmzﬂ%%@,\aeme,hﬂmzh

cumple

Cy :=sup Z |ha (k—x)|2 = sup Z |he (k—x)|2 < oo,
x€R k7, x€[0,1] keZ

Demostracion  (elaboracion propia).

Como |sin 6] < |6], observamos que

lha(x)] < 1=he(0), VxeR.

Por otro lado, para cada x € [0, 1],k € Z\ {0,%1}, se cumple

lan(k—x)> > (an)?(|k] — |x])* > (om)?(|k| — 1) (3.5.4)

Esto permite establecer la siguiente acotacion uniforme para cada x € [0, 1]:

|sin(am(k —x))|?
o (k —x)[*
1

keZ\{0,£1} |OC7'L'(|k’ - 1)|2

Y lho(k—x)> <3+
kEZ keZ\{0,£1}

(cota(3.54) <3+ =Cq < o,

porque esta ultima serie es convergente. La uniformidad en esta cadena concluye la
prueba.

O

Demostracion del Teorema 3.41 (consultada en [ 10, Cap. 3]).
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Utilizaremos la funcién del Lema 3.42 con pardmetro €. Esta funcion he pertenece a
PW; porque su transformada es he = é X[-¢/2,¢/2] (Ejemplo 1.7).

Recordemos que para probar que A es un SS(PW ) debe cumplirse

IFIE<C Y 1F)P

AEA

para alguna constante C > 0.

Vf e PWg,

Comenzamos, pues, tomando una funcién f € PWy. El teorema de Paley-Wiener 1.35
nos dice que f puede extenderse en todo el plano complejo como una funcién F €
' (C) de tipo exponencial o. De igual forma, puesto que he € PW, esta funcion
puede extenderse a una H € .77 (C) de tipo exponencial €.

Entonces, para cada k € Z, el producto de funciones F(z) -

ple la cota

|F(x+iy)H(k/o —x—

Con lo cual, podemos afirmar que f - he(k/0 —

iy)| < e™oPl el = emlvl(o+e)

H(k/o —z) € (C) cum-

Vx+iy e C.

(1)) € Bg+e para cada k € Z.

Antes de llegar a la acotacion final, como %¢(0) = 1, podemos decir que

(&)l () (G2

< max
x€R

, VkeZ. (35.5)

£ () he (g —x)

Por lo tanto, utilizando el teorema de muestreo 1.30, se tiene

olflz =Y,

(Ecuaciodn (3.5.5))

(A esun SS(Boie))

(Lema 3.42 con &t = £/0)

lo cual concluye nuestra prueba.
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3.5.3. Argumento final

Este cuarto paso era el dltimo para poder probar nuestro teorema de Beurling para conjuntos de
muestreo estable. Después de desgranar la demostracion en varios, el siguiente argumento final
queda breve y directo.

Demostracion del Teorema 3.18  (elaboracion propia).

Sabemos que D~ (A) > o. Entonces existe un € > 0 intermedio, es decir, tal que
D (A)>o+2e>o0.
La Proposicion 3.36 deduce de este hecho que

D (A")>0c+2e>0+¢e, VA eW(A).

Aplicando nuestro primer paso, el Teorema 3.19, a cada uno de estos conjuntos del
limite débil, se consigue afirmar que

A esunUS(Boie), VAT € W(A).

El Teorema 3.37 nos dice entonces que A es un SS(Bs¢), lo cual concluye, finalmen-
te, por el Teorema 3.41, que A es un SS(PWs ).

O
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