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Resumen

Muchos problemas en el campo de la fisica cuando se formulan matematicamente
conducen a ecuaciones diferenciales parciales y a condiciones asociadas llamadas
condiciones de frontera. La determinacién de soluciones para una ecuacién diferencial
que satisfaga las condiciones de frontera se denomina problema de frontera o contorno.
Desde el punto matematico y fisico es de suma importancia no sélo demostrar la
existencia de dichas soluciones sino también demostrar su unicidad.

En este trabajo realizaremos el estudio de las funciones armdnicas en el plano
complejo aplicado a una de sus interpretaciones fisicas : la solucién del Problema de
Dirichlet. Es decir, dado un dominio acotado 2 C C y una funcién continua ¢ : 92 — R
nuestro objetivo serd determinar una férmula explicita para una funcién que satisfaga

u € Har(Q)NC(Q2) tal que u = ¢ en 0S.

Una interpretacion fisica de este problema 3.1 es suponer una ldmina homogénea
muy fina 2 C C cuya temperatura ha alcanzado el equilibrio, suponiendo que en la
frontera viene fijada por la funciéon ¢ : 92 — R. Nuestro objetivo serd calcular la
temperatura de equilibrio u(z) en cada punto z € Q.

En el Capitulo 1 realizaremos una introduccioén a las funciones arménicas en el plano
complejo mediante su definicién 1.1.1 y algunos ejemplos 1.1.1 para posteriormente
enunciar algunas propiedades bdsicas que muestran su relacion con las funciones ho-
lomorfas comenzando por la mds evidente 1.2.7 donde se afirma que son armonicas
tanto la parte real como la imaginaria de cualquier funcién holomorfa definida en un
abierto. Mas aun, introduciendo el concepto de funcién armodnica conjugada, veremos
en la Proposicion 1.2.8 que las funciones armédnicas en discos del plano son precisamen-
te aquéllas que son la parte real de funciones holomorfas. Resultado que extenderemos
en el Teorema 1.2.12 a funciones armonicas en abiertos simplemente conexos. También
veremos que como consecuencia de la Proposicidn 1.2.8, se sigue en el Corolario 1.2.10
la propiedad de que toda funciéon armoénica en un abierto es C*° y en el Corolario 1.2.11
que la composicion de una funcién holomorfa y una armoénica en abiertos del plano es
una funcién holomorfa.

En el Capitulo 2 veremos que el hecho de que una funcén armoénica sea la parte
real de una funcién holomorfa tiene como consecuencia dos resultados importantes.
El primero de ellos es el Principio del Maximo 2.1.1, estrechamente relacionado con
el Principio de Moédulo Maximo para funciones holomorfas no constantes A.5.22, en
el que se afirma que cualquier funcién armonica definida en un dominio en el que
alcanza su méximo es necesariamente una funcién constante. Su interpretacion fisica
en el Problema de Dirichlet es que la temperatura maxima se alcanza en la frontera.
Como consecuencia, destacaremos el Principio del Minimo para funciones armoénicas
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2.1.2 que se trata de un resultado andlogo para funciones arménicas en dominios en los
que alcanzan su minimo (por tanto la temperatura minima en el Problema de Dirichlet
se alcanzara también en la frontera). Y el Corolario 2.1.5 donde se afirma que si dos
funciones armonicas en un dominio acotado €2 y continuas en su adherencia coinciden
en su frontera entonces necesariamente son iguales en todo ). Resultado del que se
seguird la unicidad del Problema de Dirichlet.

El segundo resultado importante que veremos es el Teorema 2.2.6 de la Propiedad
del Valor Medio, relacionado con la Féormula de la Integral de Cauchy para funciones
holomorfas A.4.19 y que nos permite calcular el valor de cualquier funcién en el centro
del disco en que es armonica a partir de sus valores en la frontera. Una interpretacion
fisica de este resultado es que en el Problema de Dirichlet la temperatura en el centro
del disco es la temperatura media en la frontera.

Teorema 0.0.1 (Teorema de la Propiedad del Valor Medio.) Sea un abierto Q) C Cy
r > 0 tal que D(zg,r) C Q. Si u € Har(Q) entonces

u(z)—i 27T( +re) do
0_27T0 u\zg rre

En el Capitulo 3 realizaremos una extension del Teorema 2.2.6 de la Propiedad del
Valor Medio dando una férmula explicita del valor de una funcién en cualquier otro
punto distinto del centro del disco en que es armdnica. En primer lugar daremos un
candidato a solucién del Problema de Dirichlet que se podra obtener mediante la nociéon
de ntcleo de Poisson utilizando resultados de edps 6 también utilizando sélo teoria de
variable compleja mediante la Férmula de la Integral de Poisson 3.3.1

Teorema 0.0.2 (Formula de la Integral de Poisson en D.) Dada una funcion
u € Har(D) N C(D) se tiene

u(a) = 217T/027Tu(e"t) !

‘a_eit|2

a2
i dt, aeD

Reescribiendo en coordenadas polares a = re'’ entonces

; 1 2T .
u(re?) = 2—/ u(e™)P.(0—t) dt para0<r <1, 0c[0,2n]
m™J0o
1- 2 o
Donde PT(H_ ) "~ a— |ec’l’|5|2 - 1+r2712r20s(97t) - Znezr\mezn(a b,

y finalmente extenderemos la Férmula de la Integral de Poisson 3.3.1 a un disco cual-
quiera D.

En los siguientes capitulos estudiaremos resultados que son herramientas esenciales
para demostrar el Método de Perron que, aunque no lo desarrollamos aqui dada su
complejidad, garantiza la existencia de solucion del Problema e Dirichlet en abiertos
muy generales del plano complejo, (para mds informacién ver h Chapter 7, seccidnes
7y 8l].

En el Capitulo 4 veremos que se cumple el reciproco del Teorema 2.2.6 de la Pro-
piedad del Valor Medio. Para ello, en primer lugar introduciremos las definiciones 4.1.1
y 4.1.2 de la propiedad PVM(2) y PVM(£2) respectivamente con {2 abierto C C. En
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segundo lugar en el Teorema 4.2.5 daremos una generalizacién del Principio del Maxi-
mo 2.1.1 a todas las funciones que cumplen PVM,. Como consecuencia de ello, ve-
remos el corolario 4.2.6 que afirma que dado un abierto conexo €2 C C si una funciéon
g € PVM(2)NC(Q) entonces alcanza su maximo en la frontera. Finalmente en el Teore-
ma 4.2.7 veremos que toda funcién continua con la propiedad PVM({2) es armdnica en
2. Como consecuencia obtenemos el Corolario 4.2.8 que en realidad es un teorema de
convergencia uniforme sobre compactos para funciones armonicas similar al Teorema
de Weierstrass para funciones holomorfas que afirma que si {h;} C Har(Q2) es una suce-
sion de funciones armoénicas que converge uniformemente en subconjuntos compactos

de © a una funcién A : Q — R. Entonces se cumple que h € Har(Q2).

En el Capitulo 5 el Principio de Reflexién de Schwarz para funciones armodnicas
5.1.1 nos proporciona un método para extender una funciéon armoénica de un abierto a
otro mds grande mediante el simetrizado de conjuntos. Consideramos €2 C C un abierto
conexo tal que QNR = (a,b). Definimos Ot = {z € Q: Sm(z) >0}, Qt ={zeC: zeQ*}
yQ=QtUuQtU(a,b).

Teorema 0.0.3 (Principio de Reflexion de Schwarz para funciones armonicas). Si
u(z) sizeQF
u € Har(Q") y limu(z) = 0 para cada ¢ € (a,b), entonces u(z) = {0 si z € (a,b)
ot —u(z) sizeQt
cumple @ € Har(Q).
Utilizando este método obtenemos un resultado andlogo para funciones holomorfas
5.2.3

Teorema 0.0.4 (Principio de Reflexion de Schwarz para funciones holomorfas). Si
f: Q" — C es holomorfa y lim Sm(f(z)) =0, Va € (a,b). Entonces existe una funcion
zZ—T

z€Qt
f e H(Q) tal que flo+ = f. En particular, existe lim Re(f(z)) = ®(x) €R, z € (a,b).
zZ—T
zeQt

f(z) sizeQF
Y ademds f(z) = { ®(z) siz e (a,b)
fZ) sizeQt
En el Capitulo 6 veremos dos importantes resultados. El primero de ellos es la Des-

igualdad de Harnack 6.1.1 que nos da una acotacién para funciones armonicas positivas
en un disco cualquiera.

Teorema 0.0.5 (La Desigualdad de Harnack) Sea D = D(zy,R). Si u € Har(D) y
u(z) > 0Vz e D, entonces para 0 < r < Ry todo 0 € R se tiene:

R—r ; R+r
u(z0) < u(zg+re?) <
R+r (20) (H1) (20 )(Hg) R—r

u(z0)

Como consecuencia de ello se obtiene el Corolario 6.1.3 donde se afirma que si (2 es
un abierto C Cy K compacto C §2, entonces existe una constante Cg > 0 tal que para
toda funcién arménica positiva u € Har((2) se tiene maxg u(z) < Cg g m[gn u(z).
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Finalmente veremos el Principio de Harnack 6.2.4 que afirma que si u; < ug < ---
es una sucesién creciente de funciones armoénicas en un abierto conexo U y si para
justamente un punto z € U se cumple que la sucesién {u;(z)}; es acotada, entonces
existe u € Har(U) tal que u; — v uniformemente en conjuntos compactos. Es decir,
llama la atencion cémo la acotacion en justamente un punto de la sucesiéon creciente de
funciones armonicas fuerza la acotacién en cualquier otro punto.



Abstract

Many problems in physics when are formulated mathematically lead to partial dif-
ferential equations and associated conditions called boundary conditions. The determi-
nation of solutions to a differential equation that satisfies the boundary conditions is
called the boundary problem. From a mathematical and physical point of view it is of
utmost importance not only to prove the existence of such solutions but also to prove
their uniqueness.

In this work we will study harmonic functions on the complex plane applied to one
of their physical interpretations: the solution of the Dirichlet Problem. That is to say,
given a bounded domain 2 C C and a continuous function ¢ : 92 — R our aim will be to

determine an explicit formula for a function that satisfies u € Har(Q2) N C(2) such that
u = ¢ en Of).

A physical interpretation of this problem 3.1 is to assume a very thin homogeneous
film 2 C C whose temperature has reached equilibrium, assuming that at the boundary
it is fixed by the function ¢ : 92 — R. Our aim is to calculate the equilibrium temperature
u(z) at each point z € Q.

In Chapter 1, we will introduce harmonic functions on the complex plane by defi-
ning them as follows 1.1.1 and giving some examples 1.1.1 and then we will state some
basic properties that show their relationship with holomorphic functions, starting with
the most obvious one 1.2.7 where it is stated that both the real and the imaginary part
of any holomorphic function defined on an open set are harmonic. Moreover, introdu-
cing the concept of conjugate harmonic function, we will see in Proposition 1.2.8 that
the harmonic functions on discs in the plane are precisely those that are the real part
of holomorphic functions. A result that we will extend in Theorem 1.2.12 to harmonic
functions on simply connected open sets. We will also see that as a consequence of Pro-
position 1.2.8, it follows in Corollary 1.2.10, the property that every harmonic function
on an open set is C*° and in Corollary 1.2.11 that the composition of a holomorphic
function and a harmonic function on open sets of the plane is a holomorphic function.

In Chapter 2, we will see that the fact that a harmonic function is the real part of
a holomorphic function leads to two important results. The first of these is the Maxi-
mum Principle. 2.1.1 which is closely related to the Maximum Modulus Principle for
non-constant holomorphic functions A.5.22, which states that any harmonic function
defined on a domain in which it reaches its maximum is necessarily a constant function.
Its physical interpretation in the Dirichlet Problem is that the maximum temperature is
reached at the boundary. As a consequence, we will emphasise the Principle of the Mini-
mum for harmonic functions 2.1.2 which is an analogous result for harmonic functions
in domains in which they reach their minimum (hence the minimum temperature in
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Dirichlet’s Problem will also be reached at the boundary). And the Corollary 2.1.5 whe-
re it is stated that if two harmonic functions on a bounded domain €2 and continuous
on their closure coincide at their boundary then they are necessarily equal on 2. Result
from which the uniqueness of the Dirichlet Problem will follow.

The second important result we will study is the Mean Value Property Theorem 2.2.6,
related to the Cauchy Integral Formula for holomorphic functions A.4.19 which allows
us to calculate the value of any function at the centre of the disc in which it is harmonic
from its values at the boundary. A physical interpretation of this result is that in the
Dirichlet Problem the temperature at the centre of the disc is the mean temperature at
the boundary.

Teorema 0.0.6 (The Mean Value Property.) Let be an open set 0 C C, D(z,r) C £,
r > 0. If u € Har(Q2) then

w(zo) = —— [ ulzo-+re®) do
0) =5, u(zp+re*)

In Chapter 3, we will make an extension of the Mean Value Property Theorem 2.2.6
by giving an explicit formula for the value of a function at any point other than the
centre of the disc at which it is harmonic. First we will give a candidate solution of the
Dirichlet Problem which can be obtained by the notion of Poisson’s kernel using results
from partial differential equations or also using only complex variable theory by the
Poisson Integral Formula 3.3.1.

Teorema 0.0.7 (The Poisson Integral Formula on D.) Let be u € Har(D) N C(D) then
@ = [Tulety = @ aep
ua) = — u\e )——>5 a
27 Jo la —eit|2

Rewriting in polar coordinates a = re®,

. 1 2T .
u(re?) = 2—/0 u(e)P.(0—t) dt, 0<r<1,0¢€l0,2n]
T
_lal? .2 -
Where P,.(0 —t) = |Clli|e§‘t||2 — 1+r2_1zrzos(9_t) =3z ritlen0=t),

and finally we will extend the Poisson’s Integral Formula 3.3.1 to any disc D.

In the following chapters we will study results that are essential tools for proving
Perron’s Method which, although we do not develop it here given its complexity, gua-
rantees the existence of solution of Dirichlet’s Problem in very general opening sets of
the complex plane, (for further information see [3, Chapter 7, seccidnes 7 y 8].

In Chapter 4, we will see that the reciprocal of the Mean Value Property Theorem
2.2.6 holds. To do so, we will first introduce the definitions 4.1.1 y 4.1.2 of property
PVM(Q2) and PVM(€?) respectively where €2 is an open set contained in C. Secondly, in
Theorem 4.2.5 we will give a generalisation of the Maximum Principle 2.1.1 to all fun-
ctions that satisfy PVMj. As a consequence of this, we will see the Corollary 4.2.6 which
states that given a connected open set (2 C C if a function g € PVM(Q2) N C(Q?) then it
reaches its maximum at the boundary. Finally, in Theorem 4.2.7 we will see that every

continuous function with the PVM(£2) property is harmonic on (2. As a consequence we
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obtain the Corollary 4.2.8 which is in fact a uniform convergence theorem on compacts
for harmonic functions similar to the Weierstrass Theorem for holomorphic functions
which states that if {h;} C Har(Q2) is a harmonic functions sequence that converges
uniformly on compact subsets of (2 to a function i : 2 — R then h € Har(2).

In Chapter 5 the Schwarz Reflection Principle for harmonic functions 5.1.1 provides
us with a method for extending a harmonic function from an open set to a larger open
set by symmetrising sets. Consider {2 C C as a connected open set such that QNR = (a,b).
We define Qt = {z€ Q: Sm(z) >0}, QT ={zeC: 2eQ}yQ=QTUQTU(a,b).

Teorema 0.0.8 (The Schwarz Reflection Principle for harmonic functions).
u(z) sizeQF
IfueHar(QT);, lm wu(z)=0, then u(z) =140 si z € (a,b) satisfies @ € Har(f).
z—E€€(a,b) . ~
—u(z) sizeQt

Using this method we obtain a similar result for holomorphic functions 5.2.3

Teorema 0.0.9 (The Schwarz Reflection Principle for holomorphic functions). Let be
an holomorfic function f: Q" — C and lim Sm(f(z)) =0, Vz € (a,b). Then exists a
zZ—x

z2€Qt
function f € H(Q) such as f|o+ = f.
In particular, there exists lim Re(f(z)) =P(z) €eR, z € (a,b).

% = 78
zeQt

f(z) sizeQt
Moreover f(2) =< ®(x) size (a,b)

fZ) sizeQt

In Chapter 6, we will see two important results. The first is the Harnack Inequality
6.1.1 which gives us a bound for positive harmonic functions on any disc.

Teorema 0.0.10 (The Harnack Inequality) Let be D = D(zp,R). Si u € Har(D) y
u(z) > 0Vz € D, then for each 0 <r < R and every § € R,

R—T 0 R+T
u(zg) < wulzg+re”) <
R+r (20) (H1) (20 )(EQ)R—T

u(20)

As a consequence, Corollary 6.1.3 is obtained where it is stated that given an open set
() C C and a compact set K C §, then there exists a constant Cx o > 0 such as every
positive harmonic function u € Har(£2) satisfies maxx u(z) < Cg q m[én u(z).

Finally we will study Harnack’s Principle 6.2.4 which states that if u; <wuy <--- is an
increasing sequence of harmonic functions on a connected open U and if for exactly
one point z € U it is satisfied that the sequence {u;(z)}; is bounded, then there exists
u € Har(U) such as u; — u uniformly on compact sets. That is to say, it is striking how
the bounding at just one point of the increasing sequence of harmonic functions forces
the bounding at any other point.






Notacion

Trabajaremos con funciones armonicas definidas en abiertos 2 C R". En este trabajo
dotamos el plano complejo C con la topologia euclidea de R?, i.e. en C consideraremos
la métrica d(z,w) = |z —w|. Los puntos del plano complejo los denotamos habitualmente
como z =z +iy = (z,y), con z,y € R. Dado un punto z, € Cy r > 0, al disco abierto de
centro z, y radio r lo denotaremos por D(z,,7) , i. e.,

D(zp,r) ={2€C:|z—2z| <1}
Utilizaremos también la siguiente notacion :

D(zo,7) ={2€C:|2—2| <1}
OD(zp,7) ={2€C:|z—20| =7}

Denotaremos el disco unitario por D = {2z € C: |z| <1} y su frontera dD = {z € C:
|z] =1} = {e : t €]0,27]}. También trabajaremos frecuentemente en dominios, que son
subconjuntos abiertos y conexos del plano complejo.

Dado un subconjunto abierto 2 C C y una funcién f: Q — C con f(z,y) = u(z,y) +
iv(z,y), denotamos:

Re(f) = u, parte real de f
Sm(f) = v, parte imaginaria de f
CQ)={f:Q2—C; fescontinuaen 2}
N ={f:Q—=C; 3%60(9),Vn+m§N}
Co)={f:Q—=C; feC"(Q)VneN}
H(Q)={f:Q—C; fesholomorfaen 2}






Propiedades basicas de las
funciones armonicas

\

0
_
J
=
o
q
9

1
En este capitulo se han utilizado como referencias principales los textos @, Chapter
7, seccién 1] y [[5, Cap 11, seccion 1].

1.1. Definicion y ejemplos
Definicion 1.1.1 Una funcién u : Q — R definida en un subconjunto abierto 2 C C
diremos que es arménica, y lo denotaremos por u € Har(Q), si u € C%(Q) y

Au=0

donde el operador laplaciano A : C?(2) — C() se define como
9% 0?
1.1.1. Ejemplos

Ademas de las funciones constantes, son armonicas las siguientes funciones:

Ejemplo 1.1.2 Las funciones coordenadas. Si z = z +iy € C entonces u(z) = Re(z),
v(z) = Sm(z) € Har(C).

Ejemplo 1.1.3 Las sumas y los multiplos escalares de funciones armoénicas. Por ejem-
plo, si u(z,y) = ax+by+c; a,b,c € R entonces u € Har(C).

Ejemplo 1.1.4 Las traslaciones de funciones armonicas. Si z, € C y u € Har(£2) entonces
es armonica la traslacién de u, wu,, (2) = u(z — z,), en el conjunto z € Q+ z, = {w +
2o jw €}

Ejemplo 1.1.5 Las dilataciones de funciones armoénicas. Sir >0y u € Har(f2), entonces
es arménica la dilatacién de u, uy(2) = u(rz) ; 2 € 2Q={1w ;w € Q} yaque

(Auy)(2) =r?(Au)(rz) =0, size 1.

Ejemplo 1.1.6 u(z,y) = log(x? 4 y?) € Har(C\ {0}), como es facil comprobar por defi-
nicion.
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1.2. Propiedades basicas de las funciones armonicas

La primera relacién mds evidente entre funciones holomorfas y armédnicas es que
tanto la parte real como la imaginaria de cualquier funcién holomorfa son también
armonicas.

Proposicion 1.2.7 Sea un abierto 2 C Cy f € H(2). Entonces Re(f),3m(f) € Har(Q2).

Demostracidon. Dado (z,y) € ), sea f(z,y) = u(z,y) +w(z,y). Como f € H(f2), se tiene
f € C®(Q) [A.4.21]. Por tanto, u,v € C*°(Q2), en particular u,v € C?(Q).

Por otro lado, por el Teorema de las Ecuaciones de Cauchy Riemann [A.1.2] se cumple

ou Ov
— = 1.2.1
or 0Oy ( )
ou ov
Tomando derivadas parciales en (1.2.1),
0 (0Ou g (0v
2 _ — R = — R —
O = pe <8x> pe (8@/) 0y (0zv) (1.2.3)

En la ultima igualdad hemos intercambiado el orden de derivacién ya que v € C2(1).
Analogamente de (1.2.2) se sigue

0 (0ou 0 (0v
2 =2 [ =2 [ ) = . 1.2.
Oy o <8y> a9 <8$> Oy (0zv) (1.2.4)
02 02
Por tanto, sustituyendo (1.2.3) y (1.2.4) en Au = (82 + 82> u se obtiene que Au =0,
x Y

luego u € Har(€2). Razonando de forma similar se demuestra v € Har({2); una demostra-
cién alternativa mds directa se deduce de v = Re(—if) y del caso anterior.

O

Este resultado supone una fuente de ejemplos de funciones armonicas ya que basta
partir de una funcién holomorfa y quedarnos con su parte real o imaginaria. Por ejem-
plo la funcién wu(re?) = " cos(nf) = Re(2") € Har(C) ya que f(z) = 2" € H(C). Esto
nos motiva a preguntarnos si se verifica el reciproco, i.e, {cualquier funcién armoni-
ca proviene de una funcién holomorfa? A continuacién vamos a ver que las funciones
armonicas son justamente aquellas que son la parte real de funciones holomorfas, al
menos localmente. Mas adelante veremos que surgen complicaciones cuando la funcion
armonica estd definida en un conjunto abierto que no es simplemente conexo.

Proposicion 1.2.8 Sea un disco D = D(zp,r) C Cy u € Har(D). Entonces existe
una funcién v € Har(D) tal que la funcién f(z) :=u(z) +iv(z) es holomorfa en D. En este
caso se dice que v es la armonica conjugada de .

Demostracion. Sea zy = (0,%o). Basta encontrar una funcién v € C''(D) que verifique

ou Ov
9 a—y (1.2.5)
ou B ov

du v 1.2.
dy Oz (1.2.6)

-
=
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Entonces por el Teorema de las ecuaciones de Cauchy-Riemann [A.1.2] concluimos que
f=u+iveH(D). Para la construccién de v integramos respecto de z en (1.2.6) tenien-
do en cuenta que el centro del disco D es el punto (zg, o).

o(e,y) == [ uy(s,9) ds+ Cly) (1.2.7) [1iiz]

0

Suistituyendo en (1.2.5) esta expresion para v

g;j(%y) - 8ay <—/x:uy(s,y) ds—l—c(y))

Como u € Har(D), entonces por la Definicién 1.1.1, u € C?(D), en particular u, € C1(D),
luego

ou B T ,
5 ) == [ () ds+C')

= /g: Uz (5,y) ds+C'(y)

T

= ugz(2,9) — uzp(z0,y) + C'(y) (1.2.8) |iv2

En la segunda igualdad hemos utilizado Au = 0, y en la ultima hemos aplicado la re-
gla de Barrow. De (1.2.8) se sigue que C’(y) = uz(xo,y). Integramos con respecto a y
obteniendo

C(y) :/yux(xo,t) dt+C (1.2.9)
Yo

Sustituimos (1.2.9) en (1.2.7) y concluimos

X

v(x,y) = —/ uy(s,y) ds—l—/yuz(x(),t) dt+C.
Zo Yo

Esta expresion de v nos da el candidato a solucién de (1.2.5), (1.2.6); deshaciendo los

pasos anteriores se comprueba facilmente que v € C''(D) y cumple las ecuaciones de

Cauchy-Riemann [A.1.2]. Por tanto, f = u+iv es holomorfa en D . Finalmente, como

v=Smf, se concluye que también v € Har(D). O

Observacion 1.2.9 Cabe destacar, tal y como se aprecia en esta demostracion, que la
funcién armonica conjugada v estd univocamente determinada salvo una constante adi-
tiva.

Corolario 1.2.10 Sea un abierto 2 C C. Si u € Har(f2) entonces u € C*°(Q).

Demostracidn. Es suficiente demostrar que para cada disco D C  la restriccion u|p
es C*°. Como u € Har({2), en particular v € Har(D). Entonces por la Proposicién 1.2.8
existe una funcién fp : D — C, tal que Re(fp) =u|p y fp € H(D). Por tanto, por la
regularidad de las funciones holomorfas, ver [A.4.21 ], se tiene que fp € C*°(D), se
concluye que u € C*°(D). O

Corolario 1.2.11 Sean €, Q5 dos subconjuntos abiertos de C. Si f : 1 — Qs es holomorfa
Yy h € Har(Qy), entonces ho f € Har(£2y).

Demostracion.
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Sea zp € ;. Entonces f(z9) € Q22 y como ()9 es abierto existe r > 0 tal que D =
D(f(z0),r) C 9. Por la Proposicién 1.2.8, h es localmente la parte real de una funcién
holomorfa, en particular

dgp € H(D) :h=Re(g)

Por la continuidad de f, A= f~!(D) es un abierto tal que 2y € A C ;. Como A S, pBc
con f y gp ambas holomorfas, se tiene que gpo f € H(A). Por la Proposicion 1.2.7,
Re(gpo f) =ho f € Har(A). Por tanto, todo punto zj € );, tiene un entorno A tal que
ho f € Har(A), luego ho f € Har(;). O
A continuacion generalizamos la Proposicién 1.2.7 a conjuntos abiertos simplemente
conexos.
Teorema 1.2.12 Sea un abierto simplemente conexo 2 C C y u € Har(f2). Entonces existe
una funcion v € Har(Q2) tal que la funcién f : Q2 — C definida por f(z) = u(z)+iv(z) es
holomorfa en ).

Demostracién. Como u € Har(€2), por la Definicién 1.1.1, en particular u € C2(f2) y por
tanto podemos definir la funciéon

_ou_ o
or 0Oy
que es clase C'(Q). Por otro lado, como Au = 0 se tiene
0 (0u 0 ou _
52 <8x> =5 <_8y> (1.2.10)

Ademés por la Definicién 1.1.1, u € C?(Q2) luego podemos aplicar en 1.2.10 el Teorema
de Schwarz que nos garantiza la igualdad de las derivadas parciales mixtas

d (0Ou 0 ou —
@ (8;}3) =352 <_8y> (1.2.11) |ii3

De (1.2.10) y (1.2.11) se sigue que Re(h) e Sm(h) cumplen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann [A.1.2], por tanto h € H(f2). Como (2 es simplemente conexo, existe una fun-
cion g € H(Q) tal que ¢’ = h [A.5.25]. Sea @ = Re(g) y © = Sm(g). Entonces por el
Teorema de las ecuaciones de Cauchy-Riemann [A.1.2]

(o )*@—H@*@—i@
INY =5 T or T b oy
De ¢’ = h se sigue

u_oi  ou_on

oxr Oz y oy Oy
Por tanto 9 9

%(u—u):a—y(u—u)zo

Como (2 es un abierto conexo concluimos @ = u + C. De este modo
g—C=u+10—u+u=u+1i0

Tomando f = g — C obtenemos la funcién que buscdbamos ya que se cumple f € H(f2)
por ser g € H(Q2) y Re(f) = u.
U
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Observacion 1.2.13 Veamos un ejemplo en donde se refleja la condicidén necesaria de
que €2 sea un abierto simplemente conexo para que se cumpla el lema anterior.

La funcién u(z,y) = log(z? +4?) € Har(C\ {0}) y no existe ninguna funcién v € C*(C\
{0}) tal que la funcién f = u+iv sea holomorfa en el abierto no simplemente conexo

C\ {0}.

Demostracion. Suponiendo que existe una tal f, por un lado, por [A.4.16] se tiene
/an/(z) dz=0 (1.2.12)

Por otro lado, por el Teorema de las ecuaciones de Cauchy-Riemann [A.1.2] para
cada z € C\ {0} se cumpliria

ou Ou 2x 2 T—1 2z 2
f'(z) = g, ) —i () = ’ ==

i = =22 _
24+y? x?+y? Txt+y? 2z 2
Parametrizamos y hacemos » = %, t € [0,27],

/ f'(z) d / 2 /272'“dt Ari
yA y— — Z = — 1€ = 471
oD oD z 0 et

Llegando de este modo a una contradiccién con (1.2.12). O
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Principio del Maximo y
Propiedad del Valor Medio

- . . 1
En este capitulo se ha utilizado como referencia principal el texto @, Chapter 7,

seccion 2].

2.1.

Principio del Maximo

El hecho de que una funcién armonica es localmente la parte real de una funcién ho-

lomorfa tiene como consecuencia dos importantes resultados: el Principio del Maximo y
la Propiedad del Valor Medio. El Principio del Maximo esta estrechamente relacionado
con el Principio del Médulo Maximo para funciones holomorfas no constantes [A.5.22].

Proposicion 2.1.1 (Principio del Mdximo para funciones armonicas) Sea 2 C C un
abierto conexo y u € Har(Q)). Si existe un punto pg € € tal que u(pg) = méé( u(p) entonces
peE

u es una funcioén constante en 2.

Demostracién. Sean s = mééc uw(q) y M ={p € Q:u(p) =s}. Entonces

qe

1. M # () ya que pg € M.
2. M es cerrado por ser M = u~1({s}) i.e. por ser M la antiimagen por una funcién

continua del conjunto unipuntual {s} que es cerrado.

3. Veamos que M es ademas abierto: tomamos un punto p € M. Como {2 es abierto,

existe un r > 0 tal que D = D(p,r) C 2. Por hipétesis u € Har({2), en particular
u € Har(D) y aplicando la Proposicién 1.2.8 se tiene que existe una funcién g :
D — C tal que g € H(D) y u = Re(g). Definimos f(z) = e9*) que cumple f € H(D),
entonces

méx u(q)

_1,9() — XRe(g(p)) _ u(p) _ ,qeD — by p@) s
|f(p)| = [e9P|=e e e méx ¢ r;lglf(@l)l

De este modo tenemos f € H(D)y |f(p)| = mz’%q f(q)|. Entonces por el Principio del
S

Moédulo Méximo [A.5.22] se deduce que f es constante en D, luego | f| =e" = |C]

en D. Por tanto u = In|C| es constante en D, i.e. u(q) = u(p) = s para todo g € D,

quedando demostrado que M es abierto.

Como (2 es un abierto conexo y M verifica 1, 2y 3, entonces M = () y como consecuencia
de ello, u es constante en ). O
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Corolario 2.1.2 (Principio del Minimo para funciones armdnicas)
Sea Q2 C C un dominio y u € Har(2). Si existe un punto pg € 2 tal que u(pp) = mig u(p),
pe

entonces u es una funcion constante en ).

Demostracidn. Sea v(p) = —u(p) € Har(2). Entonces

v =—u = —min u(p) = max (—u =Mmax v

(po) = —u(po) = —min u(p) = max (—u(p)) = max v(p)

Entonces por el Principio del Maximo para funciones armédnicas 2.1.1 aplicado a v se
tiene que v es constante y por tanto « también lo es. O

Corolario 2.1.3 Sea 2 C C un dominio acotadoy u : Q — R, u € Har(Q2) NC(S2). Entonces

max u=maxu y minu=minu
Q o Q 90

Demostracion. Como ) es compacto y u € C(f2), se alcanza el méximo de u en Q. Sea
po € €) este punto maximo. Si pg € 952, hemos terminado. En otro caso, por el Principio
del Maximo 2.1.1 u es constante en (2, digamos u(z) = M, V z € Q. Por la continuidad de

u también tendremos u(z) = M, Vz € ), de modo quemix u = r%%x u = M. Del mismo
Q

modo se demuestra que min u = Halgl u. O
Q

Corolario 2.1.4 Sea Q2 C C un dominio acotado. Si u € Har(C)NC(£2) y u no es constante,
entonces

min u < u(z) <miaxu VzeQ

) N

Demostracion. Por el Corolario 2.1.3 se tiene méx u = I%%X u Yy min u= nf}gi)n u.
Q Q
Ademds como la funcién u no es constante se tiene min v < u(z) < méx u, si z € Q. Por
) Q

tanto

min v =min u < u(z) < Max ¥ =max u
o0 a a 50

Corolario 2.1.5 Sea 2 C C un dominio acotado. Si uy, us € Har(Q)NC(Q) y
uyp = ug en 05, entonces uy = ug en .

Demostracién. Como u; —ug € Har({2), por el Corolario 2.1.3 u; — uy alcanza su maxi-
mo en 0f), pero u; —ug = 0 en L2, luego u;(z) —uz(z) <0 Vz € 2. Razonando andloga-
mente para la funcién ug —u; se tiene que uz(z) —uy(z) < 0Vz € Q. Luego u; = ug en €.
O

2.2. Propiedad del Valor Medio.

A continuacion vamos a ver una propiedad de las funciones armdnicas relacionada
con la Formula de la Integral de Cauchy para funciones holomorfas [A.4.19] llamada
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Propiedad del Valor Medio, que nos permite calcular el valor de cualquier funcién en el
centro del disco en el que es armoénica a partir de sus valores en la frontera.

Teorema 2.2.6 (Propiedad del Valor Medio.) Sea un abierto 0 C C y r > 0 tal que

D(Zo,T) CQ. Siu & Har(Q) entonces
Ul 2o B 8 u\ 2o +re d9 2.2.1

El resultado también es vdlido si sélo suponemos que u € Har(D(zo,7)) NC(D(z,7)).

Demostracién. Tomamos R > r tal que D = D(zp, R) C 2. Como u € Har(2), en par-
ticular u € Har(D) y por la Proposicién 1.2.8, existe f € H(D) tal que u = Re(f) en D.
Ademaés D(zy,r) C D por lo que podemos aplicar la férmula de la integral de Cauchy en
el disco [A.4.19]

1
F(z0) = /aD(ZO ) f(€) i

N % f—Zo
12 flzo+re®) 4
= | —=——re
2mi Jo  zg+ret? — z
12 i0
:%/0 f(z0+rei®) o
1

T or
1

do

on 0 0
/0 u(zo+7re") +iv(zg +re’”) do
27

La segunda igualdad es consecuencia de parametrizar tomando ¢ = zy+re®, 6 € [0,27], y
la dltima por definicion de integral. Tomamos parte real en ambos miembros de (2.2.2)
y concluimos que

1 r2m "
u(zp) = —/ u(zp+re") db
21 Jo
Para probar la dltima afirmacion consideramos, para s < 1, la funcién
vs(2) :=u(z0+s(z — 20)),

que es armonica en el disco D(zg,7/s), que a su vez contiene al disco cerrado D(zy,r).
Por tanto, el resultado anterior aplicado a esta funcién implica

1 2w .
vs(20) = %/0 vs(zo+re?) do
que sustituyendo el valor de v, da
1 21 .
u(zo) = %/0 u(zo+rse’) df.

Haciendo s 1 y usando el Teorema de Convergencia Dominada [A.6.26]se obtiene
(2.2.1). O

mvp

27 ;
_ 1 i L/ i 2.2.2) [i
27?/0 u(zo+re )d9—|—27T A v(zo+re”) do (2.2.2)
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Observacion 2.2.7 En el caso particular de una funcién u € Har(D) N C'(D), el Teorema
de la Propiedad del Valor Medio nos proporciona una determinacion explicita el valor
de u en el centro de D, i.e. en el punto z =0 y se dice que u(0) es el promedio de u en
oD

u(0) = 17T /Owu(ew) do

Esto motiva a preguntarse por una férmula explicita para los valores de u en cualquier
otro punto de D distinto de su centro, tema que vamos a tratar en el siguiente capitulo.
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Ch3

1
En este capitulo se han utilizado como referencias principales los textos @, Chapter
7, seccién 3] y [5, Cap 11, seccion 2].

3.1. Introduccion al problema de Dirichlet e interpreta-
cion fisica.

En este capitulo comenzamos planteandonos si dado un disco abierto D C C y una
funcién continua ¢ : 9D — R existe una funcién u € Har(D)NC(D) tal que u= ¢ en dD.
Esto es conocido como el Problema de Dirichlet para D con dato frontera ¢. Mas general
podemos reformular dicho problema tomando en lugar de D un dominio acotado 2 C
C. Una interpretacién fisica del Problema de Dirichlet seria suponer que tenemos una
ldmina homogénea muy fina {2 C C cuya temperatura inicial viene dada por una funcién
continua ug : 2 — R, y cuya temperatura en la frontera viene fijada por la funcién ¢ :
0Q — R. Nuestro objetivo es calcular la temperatura u(z,t) en cada punto z € Q y cada
instante ¢ > 0.

Este problema lo podemos reescribir mediante la ecuacién del calor

ou
—=Au

ot
con condicion inicial u(z,0) = up(z), Vz € Q y con condicién frontera u(z,t) = ¢(z) Vz €
082, t > 0. Conforme transcurre el tiempo el sistema tenderd a estabilizarse alcanzando
un estado de equilibrio en el que la temperatura u(z) = lim;_,+c u(z,t) ya no dependerd
de ¢. Esta situacion queda expresada mediante la ecuacion

ou

570

De este modo, dicho estado de equilibrio es solucion de

Au=0 en(
u=qo en 0f2

Por tanto la funcién armonica buscada en el Problema de Dirichlet es justamente la
funcion que representa el estado de equilibrio del sistema.
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3.2. El Nucleo de Poisson en D y sus propiedades.

Por el Teorema 2.2.6 de la Propiedad del Valor Medio se cumple que, en el Proble-
ma de Dirichlet, la temperatura en el centro del disco es la temperatura media en la
frontera. A continuacién vamos a ver que en cualquier disco del plano complejo existe
una férmula explicita de la solucion del Problema de Dirichlet que se obtiene median-
te la Férmula de la Integral de Poisson; esta ultima se puede ver como una extension
del Teorema de la Propiedad del Valor Medio. Veamos previamente la motivacion de la
féormula del Nucleo de Poisson. En esta seccidén, nuestras funciones estaran definidas en
el disco unidad D= {z € C: |z| < 1}.

3.2.1. Ellaplaciano en coordenadas polares

Dada una funcién u : D — R, en coordenadas polares tenemos las siguientes igual-
dades

u(r,0) = u(rcos(f), rsin(f))
up(r,0) = uy cos(f)+uy sin()
Upr (1,0) = Uy cO8%(0) +2 gy cos(0) sin(6) 4y, sin®(6)
ug(r,0) = uyp(—r sin(8)) + uy(r cos(d))
g (7,0) = Uz (r* sin?(0)) + ugy (—r sin(0) rcos(d)) +uqg(—r cos(h))
+ gy (12 c05%(0)) + gy (—1 sin(6) rcos(6)) +uy(—r sin(0))
Por tanto 1
r .
Uy + -3 169 = Uax +Uyy — ﬁ(ux cos(0) +uysin(0))
Luego

1 1
Au:urr+*ur+72u99’
T T

que es la expresion del laplaciano en coordenadas polares.

3.2.2. El problema de Dirichlet en D por separaciéon de variables

Utilizando el método de separacién de variables en coordenadas polares se puede
expresar la solucidn general de la ecuacién en derivadas parciales Au =0 en D como

u(r,0) = > amr™e™? e 0,1), 6 € [0,27],

MmEZL

donde «,, son coeficientes a determinar. En efecto, este calculo se ha realizado con de-
talle en el curso de Ecuaciones en Derivadas Parciales del grado, asi que lo supondremos
conocido.

Imponiendo la condicién de contorno u|gp = ¢, i.e. tomando r = 1 se tiene

P(0) =u(1,0)= > ame™ g e 0,2n)]
mez
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Y por ortogonalidad

1
o

/O%(b(s)e_ims ds = ngS(m), m € 7,

Om

que es el coeficiente de Fourier m-ésimo de ¢. Sustituyendo «,,, en u(r,0) se tiene

u(r,0) = > @(m)rweime

meZ

Esta expresion se puede escribir como una integral de convolucién utilizando

ulr _ T\m| i 2m Sefims s eim&
)= 3 (5 [ ot as)

meZ

= o [T o)

1
o

Z T|m|eim(9—s)] ds

meZ

27
/ o(s)Pr(0—s) ds,
0
donde en vista de lo anterior definimos el ntcleo de Poisson como

P0)=" r"e™ 0<r<1y6e0,2n], (3.2.1)

ne”

De este modo nuestro candidato a solucidon del Problema de Dirichlet en D es

1

u(rew) =5
T

/O%gﬁ(t)Pr(@—t) dt, 0<r<1,0¢€0,27]

A esta expresion se le conoce como la integral de Poisson de ¢. En el curso de EDPs se
ha demostrado que esta férmula es vélida para toda u € Har(D) N C(D) con ulgp = ¢.
En la siguiente seccién obtendremos esta formula por otra via, utilizando tinicamente

variable compleja.

3.3. Foérmula de la Integral de Poisson.

A continuacion obtenemos una nueva expresion para la integral de Poisson utili-
zando so6lo teoria de funciones holomorfas y la férmula del valor medio del capitulo
anterior.
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Teorema 3.3.1 Formula de la Integral de Poisson en .
Dada una funcién u € Har(D) N C(D) se tiene

(a) ! /27r (™) 1—al dt, para cualquier a €D (3.3.2)
u(a) = — u(e")——— a 3.
21 Jo la—eit|2 p 1
Reescribiendo a = re'’ en coordenadas polares tenemos
" 1 j2r :
uﬁé)zé—/ w(et)P(0—t) dt para 0<r <1, 8 € 0,2n] (3.3.3)
mwJo
donde se cumple que
1—|a|? 1 — 72 (0
P(0—t)= 1= =Y rinlein®=1), 3.3.4
H(6-1) la—et|2 14712 —2rcos(f—t) r%:ZT ‘ ( )

Demostracion. Para a = 0 el resultado coincide con la féormula del valor medio del
Teorema 2.2.6. Para obtener una férmula cuando a € D es general, utilizaremos aplica-
ciones conformes del tipo

z—a
Dy(2) = o O€ D

Observar que ®, son transformaciones de Mobius [A.3.7], son biyecciones D — D, y

cumplen ®,(a) =0y &, ! =®_, [A.3.11]. Por definicién de &, se tiene u(a) =uo®_,(0).

Ademads por el corolario 1.2.11, uo ®_, € Har(D) N C(D) puesto que u € Har(D)NC(D) y

d, € H(D)NC (D) [A.3.11]. Por tanto, podemos aplicar el Teorema 2.2.6 de la Propiedad

del Valor Medio a uo ®_,, resultando

1

(@) = uo®_g(0) /0 (@ () do

T or
= 1./%?@(610)) i do
2mi Jo ett
1 d_, . ‘
e / M dn ( parametrizando n = ¢i?)
211 JoD n
1 u(§) , _
= o ®,(¢) d b ble ¢ = d_
271 /8]]]) (I)a(g) a(g) f (Cam 10 varia ef a(n))
_ 1 1—|al?
1 o it 1— |a‘2 . it .
= o - - - dt — it
271 /0 u(e ) ett — g —aeit + qgett e E=¢e")
1 [2n . 1—lal2
:7/7@ﬂ L —
2w Jo 1 —ae~ i —geit + qa

I S
_ 1 _ __dt
o /0 Ue) e —e

1 g2 1—laf?
/0 u(e”)|M|dt (|2]? = 22)

~or a— eit|2

poisson
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La sexta igualdad se debe a

0, (§) _ (A—af)+a(§—a) 1—ag
q)a(g) (1_55)2 S_a
C1—ja* 1 1—|al|?
T 1-at f—a E—a—af2+aal

Finalmente sélo nos falta comprobar

1—|af”

Pr((g—t) :W, Siazrew. (3.3.5)
a—e
Por la definicién del nticleo de Poisson en (3.2.1), para0 <r <1y 6 € [0, 27]

P.(0)=>" rlnleimd

neZ

w . OO .
— 1+ Z Tneme_i_ Z ,r,ne—me
n=1 n=1

=1+2 %e(ia") (a =re')

n=1

=142 §Re<1 ¢ ) (suma geom. |a| < 1)
—a

:§Re(1+ 2a >:§Re<1+a>
1—a 1—a

1 <1+a 1+a>

(Re(a) = 447)

2\1—-a 1-a

12—2|al? _ 2_,2
:§W (aa = |a|*=1r")

1—7r?
2 2 2 =

— — = —2 Re

e (12 —af2 = [2[2 + af? — 2 Re(za))
B 1—r?
14712 —=2rcos(f)

1—7r?

. Ademas

LuegO Pr(e_t> = 1+’f‘2 -9 T‘COS(Q_t)

la—e®2 =|re? —e)? = |r — D)2 = 1492 — 2 rcos(0—t)
Por tanto queda demostrado (3.3.5) O

obs332| Observacion 3.3.2 Tal y como se aprecia en la sexta igualdad de la demostracién an-

. . . . . 0
terior, una expresion alternativa para el nucleo de Poisson es P,.(f) = Re G“_L;zm)

Considerando el caso especial uw = 1 en (3.3.3) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.3 Para todo r € (0,1) se tiene

1 2m
2/0 P(t)dt=1. (3.3.6)
T
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El siguiente teorema nos proporciona la férmula explicita para la soluciéon del Pro-
blema de Dirichlet en D.

Teorema 3.3.4 (Teorema de Schwarz) Sea f una funcion continua en 0Dy

12 1121 :
— ———dt D
u(z) = 27r/() fle )\z—e”\? Stz €

f(2) siz€ 0D
Entonces u € C(D)NHar(D).

Demostracion. Veamos que v € Har(ID). Tomamos z = e, 0 <r < 1, # € [0,27]. Enton-
ces

1 2w .
—/ f(e)P.(0—t) dt

1+ ret@1)
zt
- / f(e ( ) (Obs 3.3.2)
12 1t
=Re <27r /o f(e) 1 oi0=0 dt (Integramos respecto de ¢ € [0, 27])
1 p2m el et - o "
=Re | — / fle") — dt (Multiplicamos y dividimos por ")
27 Jo eit —peit

Definimos ¢ : D — R
1 2w it eit +z
- — —— dt
9) = o= [ 1) G
Multiplicamos y dividimos por ie’ y queda

12 et oy 1 h(w)
- . dt = — / d
9(2) 2mi /0 F(et) et — 2 c e 21 JoD w — 2 v

donde en la tltima igualdad definimos

f(w)(w+2)

w

h(w) := con w = e, t €10,2n].

Como h € C(0D) y w—2z#0 (w € ID, z € D), entonces ( ) € C(0D), y por el lema de
derivacion de integrales paramétricas [A.4.17] se tiene g € ’H(ID)) De este modo, al ser
u=Re(g) en D, por la Proposicién 1.2.7 concluimos u € Har(D).

Veamos a continuacién v € C (D). Como u € Har(ID), en particular por la Definicién 1.1.1
u € C(D) por tanto solo nos falta demostrar u € C'(0D). Para ello probaremos el siguiente
lema:

Lema 3.3.5 Dados o € [—,7] y € > 0, existe p € (0,1) y ' '
unarco S={e": a—d<fh<a+d}talquesi0<p<r<1,entonces |u(re?)— f(e')| <e
para a—4 <0 < a+o.

Entonces como u|gp = f, este resultado nos da la continuidad de u en €', ya que la
region
{T@ig eD:re(pl),ld—al< 5}
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es un entorno abierto del punto ¢® en D.

Demostracion del lema. Suponemos sin perder generalidad que o = 0. En caso contra-
rio basta aplicar una rotacion. Como f es continua en 0D, en particular lo es en z =1,
i.e. dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

1F(e) = f(1)] < ¢/3 silf] <6 (3.3.7) [i13
Por otro lado, al ser f continua en un compacto alcanzara su maximo luego podemos
definir .
M = méx{|f(")]: 0 € [-m,7]}

Obsérvese que, si |#| > §/2 se tiene

1—72 B (1—r)(1+7) 1-r
PO S e arcos(6/2) ~ (=24 2r(1—cos(3/2)) ~ r(1 = cos(8/2))

y de esta desigualdad se deduce que

HI{I P,(0) =0, uniformemente en |f| > /2.
r—1—

Luego existe 0 < p < 1 tal que
P.(0)<e/3M paraO0<p<r<l1l 'y |0>6/2 (3.3.8) |i14

Sea S = {e: |0| < 6/2}. Entonces si e € Sy 0 < p < 1 se tiene
u(re®) = F1) = o [* PO 1) (") di— (1)
21 J—=n

: /W Po(0 = 1)[f(e") — f(1)] dt (o5 /7 Pr(0) dO =1 ver (3.3.6))

L
1 ; .

Cow </|t<5pr(9_t>[f(€ D= FWLdet [ PO~ () dt)

= 2177 (1 +12) (3.3.9) [i15

Por (3.3.7) y (3.3.6) se tiene |I; /27| < €/3. Por otro lado, si |t| > y |0] < 4/2, entonces,
|t—60] >d/2y por (3.3.8)

1 €
S Ll<-SoMm
‘27? 2’<3M

De este modo tomando moédulos en (3.3.9) concluimos

i0 € €
— f(1 —+—2M =
lu(re) — f( )|<3—|—37‘r €

O

Corolario 3.3.6 Podemos extender la Formula de la Integral de Poisson en D a un disco
cualquiera D = D(zy, R) C C. Es decir, si v € Har(D)NC(D), entonces

1

T om

R? — |z — z|?
|(z — 29) — Ret?|?

2w .
/0 v(z0+ Re'?) df paracada z € D

v(2)
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Demostracion. Como z € D entonces |“772| < 1 luego 70 € D. Definimos la transfor-
maciéon ¢: D - D,
Z—Z
() =~ 0 e (D)

y la funcién v :=vo®~!, que cumple u € Har(D) N C(D) por el Corolario 1.2.11. Aplica-
mos la Formula de la Integral de Poisson

1 2m 0 1—|B(2))
v(z) = u(@(z)) = %/0 u(e') |‘I>(Z‘)—<629||2 do

12 iy 1= 175 9
= R - d
27T/() U<ZO+ € ) |z;%z() _619|2

1 27T .
_ R 0
27r/0 v(zo+ Re")

R% — |z — z|?

—— df
(2 — 20) — Ret?)?
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Ch4

En este capitulo se ha utilizado como referencia principal el texto %3, Chapter 7,
seccion 4] . Veamos a continuacion que se cumple el reciproco del Teorema 2.2.6 de la
Propiedad del Valor Medio. Es decir, dado un abierto 2 € Cy r > 0 tal que D(z,r) C ©,
s6lamente partiendo de una funcién u € C'(€2), cumpliendo

u(z _ L 0y do
O)_27r ; u(zo +re")

vamos a ver que dicha funcién es arménica y por tanto C? por la Definicién 1.1.1. De
hecho sera C* por el corolario 1.2.10. Ademas esto no solo sera valido para funciones
definidas en el plano complejo, sino también en dimensiones superiores ya que todas las
técnicas que vamos a utilizar en las demostraciones son validas en cualquier dimension.

4.1. Definiciones

Definicion 4.1.1 Dada una funcién v, se dice que u € PVM(Q) si u € C(Q) y para todo
D = Dg(z) C Q se tiene
1

2m .
u(z) = 27T/0 u(z+ Re'™) dt

Definicién 4.1.2 Dada una funcién u se dice que u € PVM(2) si para cada punto p € €,
J €, >0 tal que D(p,ep) C Qy u cumple

1

2 .
:ﬂ/g u(p+ee’) dt Y0 <e<e

u(p)

Observacion 4.1.3 La propiedad PVM, permite que ¢, pueda variar segtn sea p.

Observacion 4.1.4

Har(£2) € PVM(Q) € PVMy(2)

Demostracion. La primera inclusidn es consecuencia del Teorema 2.2.6 de la Propiedad
del Valor Medio. La segunda se sigue de las definiciones 4.1.1 y 4.1.2 O
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4.2. Reciproco del Teorema de la Propiedad del Valor
Medio

El primer paso consiste en probar una generalizacion del Principio del Maximo en la
Proposicion 2.1.1 a todas las funciones en PVM,. A diferencia de la Proposicion 2.1.1,
en la prueba no usaremos la teoria de funciones holomorfas.

Teorema 4.2.5 Dado V C C abierto y conexo, y una funcién continua g :V — R tal que

g € PVMy(V). Si existe un punto py € V tal que g(pp) = mé@cg(q), entonces g es constante
qc

enV.

Demostracidn. Sea s = méxg(q). Definimos M = {z € V': g(z) = s}. Entonces se cum-

qeV
ple:

1. M # () yaquepy e M.

2. M es cerrado en V ya que M = g~'(s), i.e. M es antiimagen por una funcién
continua de un conjunto compacto.

3. Veamos que M es abierto. Dado p € M, por definiciéon de M,
g(p)=s (4.2.1)

Por otro lado, para cada 0 < € < ¢, se tiene por la Definicién 4.1.2

)= [ oo+ ec) at
QP—QW 0 g\p T €€
1 2
< /O sdt—s (4.2.2)

Combinando(4.2.1) y (4.2.2) se tiene

1 f2r .
%/0 glp+ee)dt=s
Luego
1 2m :
5/0 <s —g(p+ee”)> dt =0
Pero s — g(p+ ee’) > 0 por definicién de s. Por tanto, el integrando debe ser nulo,
ie.

glp+ee) =5, Vtelo,2n].

Luego p+ e’ € M para todo 0 <t < 27. De este modo D (p,e) C M para 0 < e < €p>
concluyendo asi que D(p,¢e,) € M y que M es abierto.

Como V es un abierto conexo, por los tres puntos anteriores se tiene M = V. Por tanto,
g = s constante en V. U

Corolario 4.2.6 Dado un abierto conexo Q2 C C, si g € PVM(Q) N C(N2) entonces

mMax g = max
2 g ) g
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Demostracién. Como la funcién g es continua en el conjunto compacto €}, alcanza su

maximo. Si lo alcanza en la frontera no hay nada que demostrar. En caso contrario,

si lo alcanza en el interior de () entonces por el lema 4.2.5 g es constante en ) luego

maxg = maxg. O
a 9 . g

Teorema 4.2.7 Sea una funcidn continua h : 2 — R tal que h € PVMy(Q).
Entonces h € Har(2).

Demostracién. Sea D un disco, D C Q. Por el Teorema 3.3.4 de Schwarz y la Obser-
vacion 3.3.6, existe up : D — R tal que up € Har(D)NC(D) y uplsp = h. Definimos la
funcién w = h —up en D. Sabemos que:

1. we C(D) por serlo h y up.

2. w € PVMg(D) ya que h € PVMq(D) y por el Teorema 2.2.6 de la Propiedad del
Valor Medio up € PVMy(D).

3. w|sgp =0yaque uplopp = h.

Entonces por el Corolario 4.2.6

maxw = maxw = 0
D aD
Luego w < 0 en D. Aplicando el mismo razonamiento a —w se tiene —w < 0 en D. Por
tanto w = 0 en D y por definicién de w concluimos que h = up en D. En particular h €
Har(D) por serlo up. Como esto ocurre para cualquier disco arbitrario D C €2 concluimos
que h € Har(2). O

A continuaciéon obtenemos como corolario un teorema de convergencia uniforme
sobre compactos para funciones armonicas, que es similar al teorema de Weierstrass
para las funciones holomorfas. La demostraciéon que damos, sin embargo, no se basa en
resultados de funciones holomorfas.

Corolario 4.2.8 Sea {h;} C Har(f2) una sucesién de funciones armdnicas que converge
uniformemente en subconjuntos compactos de ) a una funcién h : Q0 — R. Entonces se
cumple h € Har((Q2).

Demostracion. Como las funciones /; son armoénicas, en particular son continuas por
la Definiciéon 1.1.1 y por tanto h es continua. Por otro lado, dado un disco arbitrario
D = D(z,R), D C (2, aplicando el Teorema 2.2.6 de la Propiedad del Valor Medio se
tiene

1 2 .
hj(Z()) = %/0 hj(Z()—FReZt) dt

Tomando limites

1 y2n |
h(zo) = lim hj(z) = lim — /0 hi(z0+ Re't) dt

J—00 j—o0 27
1 2 , " . .
~or /0 }ggo hj(z0+ Re") dt (convergencia uniforme de {/;})
1

2w .
/0 h(zo+ Re') dt

" or

Luego h € PVM(2) y por el Teorema 4.2.7 se deduce h € Har((2). O
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1
En este capitulo se han utilizado como referencias principales los textos @, Chapter
7, seccién 5] y [[5, Cap 11, seccion 2].

El objetivo de este capitulo es estudiar un modo de extender una funcién armoni-
ca de un abierto a otro mds grande y posteriormente lo utilizaremos para obtener un
método similar para funciones holomorfas. Consideramos €2 C C un abierto conexo tal
que QNR = (a,b). Definimos O = {z € Q: Sm(z) >0}, Ot ={zeC: zeQt}y
Q=QtUQtU(a,b).

5.1. Principio de Reflexion de Schwarz para funciones
armonicas

Teorema 5.1.1 (Principio de Reflexion de Schwarz para funciones armonicas). Si
u € Har(Q1) y lin%u(z) =0 para cada ¢ € (a,b), entonces
z—

u(z) sizeQt
(z) =<0 si z € (a,b)
—u(z) sizeQt

cumple @ € Har(Q).

Observacion 5.1.2 En este método vemos el abierto Q1 como la reflexién de QF res-
pecto del eje real, y la funcién @ sobre Q" como una reflexién de la funcién w.
Demostracién. Por definicién @ € C(Q). Efectivamente, como u € Har(Q2"), en particu-
lar por la Definicién 1.1.1 u(z) € C(Q7), luego —u(z) € C(Q1). Ademas

lim @(z) = limu(z) = 0 = a(¢)
z— € 2=
z€QF

Andlogamente
lim @(z) = lim —u(z) = 0=a(¢)
z— ¢ zZ—¢E
zeQt
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<>

Figura 5.1: Simetrizado de un conjunto

Veamos a continuacién que @ € PVMO(Q) y por el Teorema 4.2.7 concluiremos que
@ € Har (). Para ello distinguimos tres casos:

Caso 1: Si z € Q7, entonces existe un entorno de z; contenido en QT C  en el que
@ =u (ya que Q7 es abierto y u(z) = u(z) si z € Q). Por otro lado, como u € Har(Q),
entonces por la observacion 4.1.4 u € PVM(Q"), luego @ € PVM(Q™T).

Caso 2: Si g € O, entonces @(z) = —u(Z) para todo = pertenec1ente a un entorno de 2z
contenido en QO C €. Ademas la funcién z — —u(Z) es arménica. En efecto, si z = 2+ iy,
entonces u(z) = —u(z) = —u(x, —y), luego

021 0% 021 0%u
@(x,y) = —@(x,—y) y Tyg(xay) = —@(I,—y)

Por tanto At = —Au = 0 ya que u € Har(Q") [Def (1.1.1)]. En definitiva a(z) = —u(2) €
Har(Q21) y asi por la observacién 4.1.4 concluimos que @ € PVM(Q271).

Caso 3: Si z € (a,b), tomamos ¢y > 0 suficientemente pequefio tal que D(zg,¢q) C €.
Entonces se cumple:

1. a(zp) = 0 por definicion de .
2. & J§" (20 +ee™) dt =0 para todo 0 < € < €.

La prueba de esta ultima afirmacion es la siguiente:
27 . T .
/0 (20 +ee™) dt = / (20 +ee™) dt
—/ zo+ee dt+/ zo—i-ee B at
—/ u(zp + €e i dt—l—/ﬂ u(zp —i—eeit) dt (Def. de @)
. ™ .
= —/ u(zo + €€™) d3+/ u(zo +ee™) dt (Cambio var : —t = s)
0 0

=0

Como consecuencia de las propiedades mencionadas,

N 12 it
u(zp) = %/0 u(zo +ee') dt

es decir, i € PVMg(Q2) y por el Teorema 4.2.7 concluimos que @ € Har(f2). O
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5.2. Principio de Reflexion de Schwarz para funciones
holomorfas

En la primera parte de este trabajo, obtuvimos varias propiedades de las funciones
armonicas a partir de la teoria de funciones holomorfas. En el siguiente resultado hace-
mos lo contrario y obtenemos, a partir la teoria de funciones armdnicas, un resultado
no evidente sobre funciones holomorfas.

Teorema 5.2.3 (Principio de Reflexion de Schwarz para funciones holomorfas). Sean

Q, QF, O y Q como en el Teorema 5.1.1. Si f : Qt — C es holomorfa y

lim Sm(f(z)) =0, Vz € (a,b)
A
zeQt

Entonces existe una funcion f € H(Q) tal que f|o+ = f. En particular; existe

lim Re(f(z)) = ®(x) € R, paracada z € (a,b)
2eQt

y ademds
f(z) sizeQt
f(2)={®(z) size(a,b)
fz) sizeQt

Demostracién. Sea z € (a,b). Tomamos D = D(z, ) C €. Definimos v(z) = Im(f(z)) €
Har(DNQ") [Proposicién 1.2.7]. Ademds, por hipétesis v(z) — 0 si z — 21, 21 € DN
(a,b). Entonces por el teorema 5.1.1 existe © € Har(D) tal que 0 =v en DNQT (yo =0
en DN (a,b)). Por la Proposicion 1.2.8 existe @ € Har(D) cumpliendo @+ iv € H(D).
Sea G = f—(a+1i0) € H(DNQT). Entonces Sm(G) =Sm(f)—o=v—v=0en DNQT.
luego G = C constante enD NQ" ya que en un abierto conexo sélamente las funciones
holomorfas constantes pueden tener parte imaginaria nula [A.1.3].

Definimos Fy = a4+ i0+C € H(D). Si z € DNQ entonces Fy = f—G+C= f.

Sea I} = Fy(z), entonces se cumple F; € H (D), veamoslo:
Como Fy € H(D), por el Teorema de las ecuaciones de Cauchy-Riemann [A.1.2]

ot o0v ou v
—(z,y) = —(2,y) = — o 2.1
5 T = 5o (r) ¥ Gy =5 (e) (5.2.1)

Por otro lado Fy(z) = Fy(x —iy) = (z, —y) —iv(x, —y) + C.
Sean (z,y) := a(x,—y) y 0(z,y) := —v(x,—y). Por definicién de 4, 0, y por (5.2.1) se
cumple:

ﬁm(xay) :ﬂx(x,—y) :6y(x7_y> :@y(l’,y) y ﬁy(%y) = _ay(‘%v—y) :f}l‘(%a_y) = —'f)m(x,y)

Por tanto F} cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego F; € H(D). Ademds
Fi(z) = Fo(z) en DN (a,b) ya que Fy es real en DN (a,b) por hipdtesis. Entonces aplican-
do el Principio de Prolongacion Analitica [A.5.23] se tiene que Fi(z) = Fy(2) Vz € D. De
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este modo:
. +
Folz) = f(2) ) STzEDﬂSAlJr
Fi(z)=f(z2) size DNQ

Ademas si z € (a,b) N D se tiene:
Fo(z)= lim Fy(w)= lim f(w)= Ilim Re(f(w))=>(2)

w— 2 w—z w— z
weNtND weQtND weQtND

Por tanto Fy = fen D. Como f(z)=f(z) e H(QT) v f(2) = f(Z) € H(QT) concluimos
que f € H(Q). O
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Los teoremas de Harnack

Ché

1
En este capitulo se han utilizado como referencias principales los textos @, Chapter
7, seccién 6] y [[5, Cap 11, seccion 3].

6.1. La Desigualdad de Harnack

Teorema 6.1.1 (La Desigualdad de Harnack) Sea D = D(zy, R). Si u € Har(D) y
u(z) > 0Vz € D, entonces para 0 <r < Ry todo 6 € R se tiene:

R—r (z0) < u(zo—i—rew) > R+r

R+r b (H1) (H2) R—7 u(z0)

Demostracion. Tomamos p tal que 0 < r < p < R. Como u € Har(D), en particular
u € Har(D(29,p)) NC(D(zp,p)). Aplicamos la Férmula de la Integral de Poisson para u
en D(z,p) [Observacién 3.3.6],

iy _ L [T A d 6.1.1
U(ZO+T€ )—27_(_/0 U(Zo+p€ )m t ( A, )
Por otro lado, como p— 1 < |pe —re®| < p+r, se tiene
_ 2_ .2
i Y St S (6.1.2)

p+r ~ |peit —rei|2 = p—r
Entonces como u(z) >0, de (6.1.1) y (6.1.2) se sigue

1 [2mp—r it ” 1 (2™ p+r
— dt < Yy < —
27r/0 pyon u(zp+ pe'’) dt <u(zo+re )_27r 0 ot

u(zo+ pe') dt

Aplicamos el Teorema 2.2.6 de la Propiedad del Valor Medio

p—r 6 p+r
u(zg) <ulzg+re”) < u(z
p+r (0)_ (0 >_p—r (0)

Finalmente tomamos limite cuando p — R y llegamos a

Z;: u(z0) < u(zo+re'?) < o

u(20)




34 Los teoremas de Harnack

Corolario 6.1.2 Sea D = D(z9,R) un disco de C, entonces para toda funciéon armdnica
positiva u € Har(D) y r € (0, R) se tiene

max wu(z) <Cg, min wu(z)
2€D(zp,r) 2€D(zo,r)

2

donde Cp, = (gf;) es una constante que sélo depende de Ry r. Como consecuencia de

ello,

_max u(z)

1< D(ZE)J")
~min u(z)
D(zp,r)

< CR,T‘

Demostracién. Tomamos z € D(zg,r), luego z = z + se', s € [0,r]. Entonces

u(z) = u(z0 +se®) < fits u(zo) < fitr u(2p) (6.1.3)
R—s R—r
La primera desigualdad se sigue de la segunda Desigualdad de Harnack (H2). La se-
gunda desigualdad se sigue del hecho de que la aplicaciéon s — % es creciente ya
que
d<R~|—s) _ R—s+(R+s) 2R =0
ds\R—s)  (R—s)?  (R—s)?
Como (6.1.3) se cumple para todo z € D(zg,r), se deduce
, R+r
“méx u(z) < u(zp) (6.1.4)
D(z0,) R—r

Sea 2’ = 29+ s’’’ € D(z,r) con s’ € [0,7]. Por la primera Desigualdad de Harnack (H1)

R+ :
u(z0) < RZ u(zo+5'e"

= u(zo+ s'e™) (6.1.5)

)<R+
R

Como (6.1.5) es valida para todo 2/, entonces

fAr min u(z) (6.1.6)

<
U SRy D(z0,1)

Finalmente, por (6.1.4) y (6.1.6) concluimos

R+r R+r R+r
max u(z) < ulzg) < min u(z
D(z0,7) () < R—r (0) < R—r R—7 D(zn) (2)

Corolario 6.1.3 Sea un abierto conexo 2 C Cy K un subconjunto compacto de (2.
Entonces existe una constante Cx o > 0 tal que para toda funcion armdnica positiva
u € Har(£2) se tiene
maxu(z) < Cx o min u(z
xu(z) < Cico min u(2)
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Demostracion. Dado un conjunto compacto K C Q. Si z € K, existe r, > 0 tal que
Dy, (z) CQ. Como K C UKDTZ, por ser K compacto existen 21, ---, 2y tales que
ze

K CUj_D; (6.1.7)

donde cada D; = Dy, (z;), conrj=r,,j=1,--- J. Como ) es conexo, podemos suponer
que la unién de los discos U7_; D; es también conexa. Como u € Har(2), en particular
u € Har(Dg, (2;)), donde R; =2rj, j=1,---, J. Entonces por el Corolario 6.1.2, en cada
D; se cumple
maxu(z) < 3 min u(z) (6.1.8)
2€Dj 2€Dj

Ahora, si tomamos dos discos, digamos D1 y D2 con D1 N D9 # (), entonces se tiene

miny < min v <mixu < 3minu.
D1 D1NDoy Do Do

Como la unién U;leDj es conexa, usando una cadena adecuada de discos esto implica
que
minu < 3’ minu, Vji,je{l,...,J}.

J1 J2

De aqui sigue, usando que K C UJ_, Dj, que

maxu < max mixu <3 max minu < 371 min minu < 37 minw.
K j=l,sJ D, j=1,.J D, j=l,.d D, K
De aqui se concluye el resultado que queremos demostrar. O

6.2. El Principio de Harnack

Veamos a continuacién el Principio de Harnack que afirma que si uy < wus < --- es
una sucesion creciente de funciones armonicas en un abierto conexo U y si para justa-
mente un punto z € U se cumple que la sucesion {u;(z)}; es acotada, entonces existe
u € Har(U) tal que u; — v uniformemente en conjuntos compactos. Es decir, llama la
atencién como la acotacién en justamente un punto de la sucesion creciente de funcio-
nes armonicas fuerza la acotacién en cualquier otro punto.

Teorema 6.2.4 (Principio de Harnack) Dado un abierto conexo U CCy uj <wug < ---
con cada u; € Har(U), entonces o bien u; — oo uniformemente en conjuntos compactos,
o bien existe u € Har(U) tal que w; — u uniformemente sobre conjuntos compactos.

Demostracion.

Caso 1: Supongamos que existe zy € U tal que u;(z9) — [ < oo. Para j > k se tiene
u;(2) —uk(z) € Har(U) y ademas u; —uy > 0. Si K es un compacto de U, por el Corolario
6.1.3, se tiene

i () — k() < Creiaopor (3(30) — ur(20) ) — 0
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Por tanto u; es de Cauchy uniformemente en K y como consecuencia de ello u; conver-
ge uniformemente para todo z € K. Tomando una sucesion creciente de compactos cuya
union sea U, concluimos que existe u(z) = lim;_,~ u;(2) para todo z € U, y que la con-
vergencia es uniforme sobre compactos. En particular, por el Corolario 4.2.8, obtenemos
que u € Har(U).

Caso 2: Si para todo 2 € U se cumple u;(zp) — oo, entonces existe jq tal que uj,(z9) > 0.
Luego existe D(20,R) C U con ujy|p(z,r) > 0. Por tanto wj|p, p) >0V j > jo. Sea
0 <r < R. Del Corolario 6.1.3 se sigue que

R+r ,
min u;(z)

j <
WS R

Hacemos j — oo, y como u;(2p) — oo se tiene

oo <

R+r ,
lim _min wu;(2).
—T J7=% Dr(z0)

Es decir, u;(z) — oo uniformemente en z € D,(zy). Usando que cada compacto K C
U se puede cubrir con una cantidad finita de tales discos, se obtiene que u;(z) — oo
uniformemente en z € K.

O
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APENDICE

En el apéndice enunciamos varios resultados elementales de variable compleja que
se han visto en el curso del grado.

A.1. Funciones holomorfas: Definicion y propiedades

Sea un abierto Q2 C Cy 2 € (.

Definicion A.1.1 Una funcién f: Q — C es derivable compleja (u holomorfa) en z € Q

si existe b
lim f(zo+h)— f(20)
h—0, heC h

= f'(20)

Diremos que f es holomorfa en () y lo denotamos f € H(f2), si f es derivable en todo
z € Q.

En este trabajo se usara a menudo la siguiente caracterizacion.

Teorema A.1.2 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea f : Q) — C, diferenciable en z,
u=Re(f), v=Sm(f). Entonces

ou Ov ou B ov

f derivable compleja en zy < e ay o o en 2y
En ese caso,
. 0
f'(20) = ug +iv, = a‘;:(zo)
L4 5
Demostracion. Ver h, Teorema 2.2.3]. O

Teorema A.1.3 Sea un dominio Q0 C Cy f € H(Q)). Si una de las funciones: Re(f), Sm(f)
0 |f|, es constante en ), entonces f es constante en (2.

2
Demostracion. (Véase kS, pp. 35-36]). O

A.2. Propiedades del Nucleo de Poisson

Recopilamos algunas propiedades del nticleo de Poisson, que se han usado o men-
cionado en el Capitulo 3.
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Proposicion A.2.4 (Propiedades del Niicleo de Poisson) Para cada r fijo con 0 <r < 1
y 0 € R, el niicleo de Poisson

1—r2

P (6) = 1472 —2rcos(f)

es una funcion que cumple:

1. P.(0) es una funcion continua en [—m,|.

P.(0) >0
3 Pr(e) = Pr(_e)'
4. P.(0) = P.(6+2n)
5. 1
g/_ﬂﬂ(@) df =1 para cada r fijo 0 <r < 1.
6. Si0 <6< |0 <m, entonces P.(0) < P.(9).

: linln P,(0) = 0 uniformemente en [—m,d]U[d, 7] para todo § € (0,7).
r—1-

8. lim P.(0) = oo.

r—1—

Demostracion.

1. Veamos que el denominador de P,(f) no se anula:
Si 0 <r <1 entonces 2rcos(f) < 2r, o bien —2rcos() > 2r.
Por tanto, 1+72—2rcos(f) > 1+7%—2r,
es decir, 1+72 —2rcos(f) > (1 —7)% > 0.

2. Sesigue de (1—7)2 >0y 1+7%—2rcos(d) > 0.

3. Es consecuencia de que el coseno es una funcién par.

4. Se debe a que el coseno es una funcion 2w — periddica.

5. Usando la definicion de P.(f) en (3.2.1) se tiene

1 T 1 ™ -
7/ P.(6) d@z—/ S rlnlein g
2 2T -5

—T

© n| r
r ' . .
= o e qp (serie conv. unif. al ser r < 1.)

S mwJ—7
1 ™

:f/ df =1
2T —T

La pentltima igualdad se debe a:

ein@ ™ 0 )
/Wemedez lm] =.=0, sin#0
_ —Tr
" JT o df =2, sin=0
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6. Sea0<d<|0|<my f:[0,0] - R definida por

B 1—7r2
1472 —2rcos(t)

f(t)=PF(t)

Como la funcién cost es par, y decreciente en [0, 7], tenemos cosd > cos|f| = cosb,
de donde se sigue que f(d) > f(0).
7.Side(0,m)y0e€[—m—0]U[dn| se tiene que ¢ < |#| < 7. Entonces por (6) 0 <
P.(0) < Py(6). Es decir,
1—7r?

0<Pr(0) < 0
(6) 1+72—2rcos(9) -

Luego P.(f) — 0 uniformemente en ¢ € [—7,—d]U [0, 7], para cada § € (0, 7).

r—1-
8. )
1—r 1—7r)(1+7r
ltm P(0) = tim — " = g IO
r—1- ro1-14+7r2=2r r51-  (1—1)
]
Observacion A.2.5 (Ilustracion grafica del Nucleo de Poisson)
T N T
" - 1 - . o
S Plretty = r=10 H
(re”) 1 —2rcosf +r? S
| I l
—T —?T/Q 0 ?T/z T
Figura A.T1: NUcleo de Poisson en D para algunos valores de .

Observacion A.2.6 (Significado geométrico del Nicleo de Poisson)
Si s es la distancia de re?’ a ¢’ donde 0 < r < 1 Entonces
1—7r?

52

P.(0—a)=

Demostracién. Como re? = rcos(f) +irsen(d) y €' = cos(a) +isen(a) se tiene

5= \/(r cos(f) — cos(a)? + (rsen(f) —sen()? = \/1 +r2—2rcos(f — )
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Figura A.2: Significado geométrico de NUcleo de Poisson.

A.3. Automorfismos del disco unidad

Definicion A.3.7 Las transformaciones de Mobius son las funciones racionales
(no constantes) que se expresan de la forma

B az+b
ez 4d’

T(z) a, b,c,deC y ad—bc=1

El conjunto de todas ellas se suele denotar por 1.

Observacion A.3.8 Notar que

az+b

=ctesad—bec=10
cz+d

Observacion A.3.9 Habitualmente se identifica

_az+b a b
Ccz+d c d

T(z) ) € SL(2,C)

donde la notacién SL(2,C) hace referencia al conjunto de matrices Ma,2(C) cuyo de-
terminante vale 1. Con esa identificacién es facil ver que, si S, T € 9, entonces la com-
posicién S oT corresponde al producto de las matrices, y la funcién inversa 7! a la
matriz inversa.

Observacion A.3.10 Se cumple la siguiente propiedad: SiT € My #{z € CU{o0}, T(2)
z} > 3 entonces 7' = Id. Esto se comprueba facilmente resolviendo la ecuacién

B az+b B
cz4d

T(z)

que da lugar a un polinomio de grado menor o igual que 2, y por tanto a lo sumo tiene
2 soluciones en C.

Y

Definimos a continuacién una familia de transformaciones de Mobius, {®, }eep C N
que tienen la propiedad de ser biyecciones holomorfas del disco unidad D en si mismo
(es decir, automorfismos de D).
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[D] Lema A.3.11 Sea a € D. Entonces la aplicacion

Z—a

D,(2) =

l-az
tiene las siguientes propiedades:

1. ®, es holomorfa en un entorno de D.

2. u(a) =0y 4(0) = —a.

3. ®,: D — D es biyectiva y su inversa viene dada por ®;! = &_,.

Demostracion.

1. Sabemos que ®, € H(C —{1/a}), pero 1/a ¢ D por ser a € D, luego C—{1/a} es

un entorno de D.
2. Obvio por definicion de ®,(z).

3. Veamos que ®, es una aplicacion de D en D,

Z—a

|Do(2)| = <1

1—az
— |z—af* < |1 —az|?

— [z]? —2Re(az) + |a|? < 1—2Re(az) +|a|*|z|?
= 0<(1-laf)(1~|2)

La segunda doble implicacion (x) es consecuencia de:

|z —w|? = |z|® — 2Re(wz) + |w* ¥V 2z, we C

()

Como a € D entonces |a| < 1, luego |z| < 1. Veamos que ®_, 0 $, = Id. Esto se
puede comprobar facilmente haciendo la composicién de ambas funciones (o la
multiplicacién de las matrices asociadas). Una forma mds elegante se basa en la
Observacién A.3.10, es decir, basta ver que _,0®, e Id coinciden en tres puntos.

O_,00,(0)=D_4(—a)=0
P_g0®q(a) =P_4(0)=a

& —2a —a+alal? a(lal® —1)
= = —Q
‘ la?+1—-2[a]>  —[a]?+1

O_,0P,(—a)=

Comprobacion analoga para ,0d_,,.

A.4. Integracion y Formula de Cauchy en el disco.

Recordamos algunos conceptos y resultados sobre integracion compleja que se han

visto en el grado.
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Definicién A.4.12 v : [a,b] — C es un arco si es continua en [a,b] y C' a trozos, i.e.
existe una particién a = ag < a1 < --- < a, = b, tal que /| laj,aj+1] €S de clase C'! para cada
j =1,...,n. El conjunto imagen se denota por v* = v([a,b]).

Definicion A.4.13 Sea v : [a,b] — C un arco y sea f :vy* — C continua, definimos la
Integral curvilinea sobre un arco

[ sGraz= [ 1(2:0) v a

Definimos también

[ 16 1= [ 1(30)- o) e
Long(W)IL |dZ|=/ab!’y’(t)| dt

Enumeramos algunas propiedades elementales que se usan en la memoria.

Proposicion A.4.14 Siyesunarcoy f € C(v*)
1. f,y(clfl —I—Cgfg) dz=c1 f,yfl dZ—I—CQf,YfQ dz ¥V c1, cg € C.
2. [y f(2) dz| < [, | f(2)| |dz].

2
Demostracion. (Véase +[5, pp. 70-72]). O

Teorema A.4.15 Cambio de Variable. Sea un abierto Q2 C C, F € H(Q)NCY(Q) y
~ un arco con v* C €). Entonces F' o~ es un arco y se cumple:

f(2)dz = / F(Fw))F'(w) dw, VfeCF(H))

Foy

Demostracion. Basta probar (F o) (t) = F'(y(t))7'(t), usando la regla de la cadena y
Cauchy-Riemann. O

Teorema A.4.16 ( Regla de Barrow para funciones holomorfas). Sea ) C C abierto y
7 : [a,b] = C un arco tal que v* C 2. Si f tiene una primitiva F € H(S2), es decir F'(z) = f(z)
para cada z € €, entonces

[ 1) dz = [ F'(2) dz = F(2(6)) - F(3(0)).
vy vy

En particular; si y(a) = v(b), entonces [ f(z) dz = 0.

2
Demostracion. (Véase kS, pp. 72-73]). O
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Lema A.4.17 (Derivacion de integrales paramétricas). Sea un abierto ) C C, v = arco
y f:Qx~* — C continua. Sea

F(z):Lf(z,f) de 2 e

Supongamos que:
1. Para todo &y € v*, la aplicacion de €2 a C tal que z ~ f(z,&y) es holomorfa.
2. U (z,6) e C(Qx ).

Entonces F € H(Q) y

d
Fi(z)=— Mf(z,g) d§] - ngzc(z,g) e, Vzeq.

6
Demostracion. (Véase b, p. 56]). O

Definicion A.4.18 E C C se dice un conjunto estrellado si
d 2€E: [2,2] CE,Vz€E.

Teorema A.4.19 (Férmula integral de Cauchy para el disco ). Sea un abierto estrellado
E cCy f € H(FE), supongamos que D(z,r) C E. Entonces, para cada z € D = D(zg,r) se
tiene

dw.

fo)= o [ I

"~ 2mi Jopw—z
. 7 V4 2
Demostracion. (Véase h, p. 89]). O

Teorema A.4.20 (Férmula de Cauchy para derivadas). Sea un abierto Q C Cy
f € H(). Entonces, ) e H(S2) para todo n=1,2,...
y se tiene que si D(zg,p) C Q entonces

[
FM(z) = 2n—m /8D(zo,p) (w;f(z% dw, ¥ z € D(29,p)
Ademds,
10 =3 226 (g, v e Do)
n=0 :
Demostracion. (Véase %5, p.90]). O

Corolario A.4.21 Si Q) C C es abiertoy f € H((2) entonces f € C*(Q).

A.5. Mas resultados

Teorema A.5.22 Principio del Médulo Mdximo para funciones holomorfas Sea Q) C C
un dominioy f € H(f2). Supongamos que existe un zy € ) tal que | f(2)| < |f(z0)| para todo
z € ). Entonces f es constante en ().
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2
Demostracion. (Véase h, p.96]). O

22 | Teorema A.5.23 (Principio de Prolongacion Analitica). Sea ) C C un dominio. Sea
A C Q un conjunto con puntos de acumulacion en €. Entonces, si [ es un funcion analitica
en Qy f(z) =0 para todo z € A, se tiene que f(z) =0 para todo z € Q). En particular, si fy
g son analiticas en Qy f(z) = g(z) para todo z € A, entonces f(z) = g(z) para todo z € §.

2
Demostracion. (Véase kS, pp.48-49]). O

Definicién A.5.24 Un dominio 2 C C es simplemente conexo si CU{oo}\ 2 es
conexo.
Teorema A.5.25 Sea un abierto Q) € C. Son equivalentes:
1. Q es simplemente conexo.

2. Cada f € H(R2) tiene una primitiva holomorfa en (2.

2
Demostracion. (Véase h, p. 112]). O

A.6. Resultados clasicos

Teorema A.6.26 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea I € L'(R) y sea (f.)n
una sucesion de funciones tales que |f,(t)| < F(t) ¥ t y existe Jim fn(t) para casi todo
punto t. Entonces

n—oo

lim /R Fult) dt = /R Tim f(t) dt.

6
Demostracion. (Véase b, pp. 54-55]). O
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