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En la Secretarı́a de la Facultad de Matemáticas se ha presentado una copia firmada de esta declaración.



A mi madre, Ana, por lo que te ha costado sa-
carme adelante.

También a mi tutor, Gustavo, por su gran ayuda
siempre.
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AbstractAbstract

When we consider, for example, the partial differential equation (PDE) with initial and
boundary conditions

�
∂ 2 f
∂x2 −

∂ 2 f
∂ t2 = 0 for (x, t) ∈ (0, 1)×R+

f (x, 0) = g(x) and
∂ f
∂ t

(x, 0) = 0 for all x ∈ [0, 1]

f (0, t) = 0 = f (1, t) for all t ∈ R+∪{0} �

one could take for granted that the solution f = f (x, t) needs to be differentiable twice with
respect to each variable, as well as the function g (regarding its sole variable). In fact, Jean le
Rond d’Alembert (1717-1783) contended that if a function f was not of C2 (U) class, where U
is the open set (0, 1)×R+, then it could not be a solution for this problem.

However, the famous physicist and mathematician Leonhard Euler (1707-1783) was able
to dispute d’Alembert’s positions regarding the rejection of not sufficiently differentiable fun-
ctions as possible solutions of the PDE; with this aim, Euler argued that the solution f to the
physics problem of the vibrating string with fixed end-points (shown above) could be comple-
tely arbitrary depending on any curve g that could be drawn as its initial state. Apart from that,
Euler agreed with d’Alembert that the rules of analysis known up to the moment were not able
to solve the problem he had just stated, and retorted that the rules would have to be extended so
as to be able to deal with it in a more ambitious way (in the sense of not having to ask a solution
for so many regularity conditions).

Around two hundred years later, this would evolve into an abstraction of the concept of
function, eventually giving rise to the Theory of Distributions in the year 1945 by the French
mathematician Laurent Schwartz (1915-2002), who presented a new mathematical object, the
distribution or generalized function. Distributions have the property of being infinitely diffe-
rentiable, although in a new and wider way (which will be presented in detail in this work),
and most importantly, they extend the rules of classical analysis by giving an answer to the
d’Alembert-Euler dilemma about the regularity of solutions of a partial differential equation.

The aim of the present work is to study the Theory of Distributions from its fundamental
topological roots, defining a generalized function as an element of the topological dual of the
space of test functions C∞

c (Ω) —compactly supported, smooth functions defined in the open
set Ω ⊆ Rn— equipped with an adequate topology. This study, although supplemented with
examples, is mainly theoretical but aims to be complete by presenting as well the most important
sub-types of distribution (and their relationship with other function spaces), namely: compactly
supported distributions and tempered distributions.

The work begins by gathering definitions and results related to the Theory of Topological
Vector Spaces (a topological vector space is a vector space X =X(+, ·) with a Hausdorff topology
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under which the vector space operations are continuous). A frequently cited result along the
whole work is Theorem 1.1.22 from Chapter 1, which establishes that,

� if (X, τ1) and (Y , τ2) are two topological vector spaces and τ1 is compatible
with an invariant metric —Definition 1.1.16—, then a linear mapping of (X, τ1)
into (Y , τ2) is continuous if, and only if, it is sequentially continuous.

This, together with the notion of seminorm and the convex sets related to it —Definition
1.2.23— allows to introduce a new and indispensable ingredient for the next chapter: the con-
cept of invariant metric. We conclude the chapter with Theorems 1.2.27 and 1.3.29, which
combined together allow to equip the function spaces that appear in the following chapters with
adequate topologies; they are quoted, respectively, hereafter:

� Let Π be a separating —Definition 1.2.24— family of seminorms on X and
consider the collection

B0 =
{
∩(p, n)∈∆V(p, n)

∣∣ ∆⊂Π×N, |∆|<+∞
}
.

Then B0 is a convex balanced —see Definition 1.1.6— local base for a vector
topology τ on X under which

a) every p ∈Π is continuous and
b) a set E ⊂ X is bounded if, and only if, every p ∈Π is bounded on E.

� If X is a complex vector space and Π = {pn}n∈N is a countable separating
family of seminorms on X, then the vector topology τ induced by Π is compatible
with an invariant metric.

Following this path, it is not direct to obtain the definition of distribution. Before getting
there, already in Chapter 2, a meticulous study of the topological vector space (C∞ (Ω) , EEE )
needs to be done. The space C∞ (Ω) consists of the smooth functions defined in the open set Ω,
along with the usual operations of addition and product by complex scalars, and EEE is the topo-
logy obtained after applying Theorem 1.3.29 to C∞ (Ω) by considering a fundamental compact
sequence {Kn}n∈N of Ω —see subsection 2.1.3— and the seminorms

pn ( f ) = máx{|Dα f (x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n} ∀ f ∈ C∞ (Ω) (n ∈ N) .

It is important to mention that (C∞ (Ω) , EEE ) is an example of a metrizable topological space
which is not normable. In a nutshell, after completing such study, which the main point being the
characterisation of the Heine-Borel property in (C∞ (Ω) , EEE ) through the sequential compactness
—Definition 1.1.12 and subsection 2.2.3—, the following results are obtained:

� Given a sequence { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) and a function h ∈ C∞ (Ω), the following
statements are equivalent:

I. fm
EEE−−−→

m→∞
h

II. For each α ∈ Nn
0, the sequence {Dα fm}m∈N converges uniformly in compact

sets of Ω to Dαh.

� (C∞ (Ω) , EEE ) is a topological vector space with a local convex topology; it is also
metrizable, not normable, complete and verifies the Heine-Borel property.
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� If K ∈ K(Ω) —that is, K ⊂Ω is compact— and has nonempty interior, then

DK (Ω) = {ψ ∈ C∞ (Ω) | supp(ψ)⊆ K}

is an EEE−closed subspace of C∞ (Ω) with dimDK (Ω) = ∞. Also, the topological
subspace

(
DK (Ω) , EEE K), where EEE K is the topology that DK (Ω) inherits from EEE , is

metrizable, not normable, complete and verifies the Heine-Borel property.

In fact, these topological subspaces will be the key to define a suitable topology for the
space of test functions. Without further ado, Theorem 2.3.27 is proved, which claims that,

� by considering the families

B0 =
{

W ⊂ C∞
c (Ω) |W is convex, balanced and W ∩DK (Ω) ∈ EEE K ∀ K ∈ K(Ω)

}
and DDD =

{
∪(φ , W )∈∆ (φ +W )

∣∣ ∆⊆ C∞
c (Ω)×B0

}
,

we obtain

a) DDD is a topology on C∞
c (Ω) and B0 is a local base for DDD and

b) (C∞
c (Ω) , DDD) is a locally convex topological vector space.

Next, the DDD topology’s properties are proved, gathered in results Theorems 2.3.29, 2.3.31 and
2.3.32, where, perhaps, the most interesting are:

� For each compact set K ⊂Ω, the topology EEE K matches the topology that DK (Ω)
inherits from DDD .

� Given the sequence {ψm}m∈N⊂ C∞
c (Ω), the following statements are equivalent:

I. ψm
DDD−−−→

m→∞
0

II. There exits a compact set K0 ⊂Ω such that supp(ψm)⊆K0 for all m∈N and,
also,

Dα
ψm

unif.−−−→
m→∞

0 ∀ α ∈ Nn
0.

� (C∞
c (Ω) , DDD) is complete.

� A linear mapping of (C∞
c (Ω) , DDD) into another locally convex topological vector

space is continuous if, and only if, it is sequentially continuous, in spite of the fact
that (C∞

c (Ω) , DDD) is not metrizable.

At this point it becomes possible to present the definition of distribution. A distribu-
tion or generalized function is an element T : C∞

c (Ω) −→ C of DDD ′ (Ω), the topological dual
of (C∞

c (Ω) , DDD), that means, it “is” a linear continuous mapping under DDD −C|•|. Following up,
Theorem 2.4.36 is proved, which characterises distributions according to the seminorms

‖φ‖n = máx{|Dα
φ (x)| : x ∈Ω, |α| ≤ n} ∀ φ ∈ C∞

c (Ω) (n ∈ N)

and the subspaces DK (Ω) —K ⊂Ω compact—:
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� Let T : C∞
c (Ω)−→ C be a linear form. Then T ∈DDD ′ (Ω) if, and only if, for each

compact set K ⊂Ω, there exist n ∈N, c > 0 (constants that depend on K) such that

|T(φ)| ≤ c · ‖φ‖n ∀ φ ∈DK (Ω) .

Thanks to this characterisation, a large number of examples of distributions is presented ri-
gorously in subsections 2.4.2, 2.4.3 and 2.4.4. To finish Chapter 2, we define the space of
compactly supported distributibutions DDD ′c (Ω) DDD ′ (Ω) and establish the following result:

� The space EEE ′ (Ω) —the dual of (C∞ (Ω) , EEE )— identifies with DDD ′c (Ω), in the
sense that the natural restriction operator

EEE ′ (Ω) 3 T 7−→RT := T|C∞
c (Ω)

is a linear isomorphism of EEE ′ (Ω) into DDD ′c (Ω).

Now in Chapter 3, we develop the theoretical machinery that ends up with the definition
of the convolution of two distributions; this extended notion of convolution is a central tool in
the theory, due to its applications to the construction of distributional solutions of partial diffe-
rential equations. The theorem of Malgrange and Ehrenpreis (only stated here) is of uttermost
importance since it ensures the existence of a fundamental solution for every constant coeffi-
cient linear differential operator —Definition 3.3.23—. Here the convolution enters into play,
and we derive the following corollary:

� Let κ ∈DDD ′ (Rn) be a fundamental solution of a constant coefficient linear dif-
ferential operator L. If v is a compactly supported distribution on Rn, then the
inhomogeneous PDE Lu = v has as a distributional solution u = κ ∗ v.

Last but not least, in Chapter 4, we are concerned with another very useful tool in the
theory of partial differential equations: the distributional Fourier transform. Once we have re-
viewed the basic concepts regarding Fourier transform F{ f} = f̂ of functions f ∈ L1 (Rn) in
section 4.1, we move on to define a new function space (called the Schwartz class) and a new
family of seminorms:

S(Rn) =
{

f ∈ C∞ (Rn) : supx∈Rn

∣∣P(x)Dα f (x)
∣∣<+∞ for all polynomial P and all α ∈ Nn

0
}

sn ( f ) = máx
{

supx∈Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣ : |β | ≤ n, |α| ≤ n

}
(n ∈ N) .

Again, using the theorems of the first chapter, Theorems 1.2.27 and 1.3.29, we obtain the
topological vector space (S(Rn) , SSS ). Theorem 4.3.9 collects its main properties, the most
relevant being the following:

� Given a sequence { fm}m∈N ⊂ S(Rn) and a function f ∈ S(Rn), the following
statements are equivalent:

I. fm
SSS−−−→

m→∞
f

II. idβDα ( fm− f ) unif.−−−→
m→∞

0 ∀ α , β ∈Nn
0, where idβ is the monomial xβ (x ∈ Rn).

� The topological vector space (S(Rn) , SSS ) is complete.
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After introducing the topology SSS , we consider the Fourier transform as an operator Frd
restricted to the Schwartz class, and we prove in Theorems 4.4.11 and 4.4.14 the following

� Frd is a linear, continuous, bijective mapping of (S(Rn) , SSS ) into itself, and it
has a continuous inverse.

With these ingredients, after proving that SSS ′ (Rn) is identified with a certain subspace of
DDD ′ (Rn) —Theorem 4.5.19— the definition of tempered distribution can be given: a tempered
distribution is an element of DDD ′ (Rn) which admits a continuous extension under SSS −C|•| to
the Schwartz class or, what is the same, it “is” an element of SSS ′ (Rn), the dual of (S(Rn) , SSS ).
It is also relevant in this chapter the fact that every compactly supported distribution over Rn is
tempered —Theorem 4.5.26—, obtaining in this way the relations

C∞
c (Rn)⊂ S(Rn)⊂ C∞ (Rn) and

DDD ′ (Rn)←↩SSS ′ (Rn)←↩ EEE ′ (Rn) ,

where all inclusions are strict.
Finally, in section 4.6 the definition of distributional Fourier transform is given, its main

properties are shown and the Fourier transforms of some tempered distributions are precisely
calculated in some examples, which explain briefly the use of this transformation in the resolu-
tion of partial differential equations.



ResumenResumen

Cuando se considera, por ejemplo, la ecuación en derivadas parciales (EDP) con condi-
ciones iniciales y de contorno

�
∂ 2 f
∂x2 −

∂ 2 f
∂ t2 = 0 para (x, t) ∈ (0, 1)×R+

f (x, 0) = g(x) y
∂ f
∂ t

(x, 0) = 0 para todo x ∈ [0, 1]

f (0, t) = 0 = f (1, t) para todo t ∈ R+∪{0} �

cualquiera podrı́a dar por hecho que la solución f = f (x, t) ha de ser dos veces derivable res-
pecto de cada variable, al igual que la función g (respecto de su única variable). De hecho, Jean
le Rond d’Alembert (1717-1783) sostenı́a que si una función f no era de clase C2 (U), donde U
es el abierto (0, 1)×R+, entonces no podrı́a ser solución de este problema.

Sin embargo, el célebre fı́sico y matemático Leonhard Euler (1707-1783) fue capaz de
rebatir muy acertadamente las posiciones de d’Alembert con las que rechazaba como posibles
soluciones funciones no suficientemente derivables; para ello, Euler argumentó que la solución
f al problema fı́sico de la cuerda vibrante de extremos fijos (expuesto arriba) podrı́a ser comple-
tamente arbitraria dependiendo de cualquier curva g que se pudiera dibujar como estado inicial.
Además, Euler se mostraba de acuerdo con d’Alembert en que las reglas del análisis hasta en-
tonces conocido no podı́an solventar el problema que acababa de abrir y replicó que habrı́a que
extender estas reglas para poder tratarlo de manera más ambiciosa (en el sentido de no tener
que exigirle a una solución tantas condiciones de regularidad).

Alrededor de doscientos años más tarde, esto implicarı́a tener que abstraer incluso el
concepto de función, surgiendo ası́ la teorı́a de distribuciones en el año 1945 a manos del ma-
temático francés Laurent Schwartz (1915-2002), quien presentó un nuevo objeto matemático,
la distribución o función generalizada. Ahora, una distribución tenı́a la propiedad de ser infi-
nitamente diferenciable, aunque en un nuevo sentido más amplio (que se expondrá con detalle
en este trabajo), y, lo más importante, extendı́a las reglas del análisis clásico dando a la vez
solución al dilema de d’Alembert y Euler sobre la regularidad de las soluciones de ecuaciones
en derivadas parciales1.

El objetivo del presente trabajo es estudiar la teorı́a de distribuciones desde sus raı́ces
topológicas fundamentales, definiendo una función generalizada como una aplicación del dual
topológico del espacio de funciones de testeo C∞

c (Ω) —funciones infinitamente diferenciables
de soporte compacto definidas en el abierto Ω ⊆ Rn—2 dotado de la topologı́a adecuada. Este

1Para saber más sobre los antecedentes de las distribuciones ver la referenica [1].
2Esta definición ya fue anticipada, de alguna manera, por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en un intento de

dar una solución razonable al problema citado de la cuerda vibrante y está inspirada en la fórmula de la integración
por partes. En [1], Fernando Bombal explica el método sugerido por Lagrange: ((La ecuación diferencial a estudiar
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estudio, aun estando complementado con ejemplos que inciden en el éxito de la generaliza-
ción del concepto de función, es principalmente teórico y presenta también los dos subtipos
de distribuciones más importantes y su relación con otros espacios (vectoriales topológicos) de
funciones, a saber: las distribuciones de soporte compacto y las distribuciones temperadas.

El trabajo comienza con una reunión de definiciones y resultados relativos a la teorı́a de
los espacios vectoriales topológicos (un espacio vectorial topológico no es más que un espacio
vectorial X = X(+, ·) con topologı́a Hausdorff bajo la que las operaciones de espacio vectorial
son continuas). Un resultado muy recurrido a lo largo de todo el trabajo de este Capı́tulo 1 es
el Teorema 1.1.22, el cual establece que,

� si (X, τ1) y (Y , τ2) son espacios vectoriales topológicos con τ1 compatible con
una métrica invariante —Definición 1.1.16—, entonces una aplicación lineal de
(X, τ1) en (Y , τ2) es continua si, y sólo si, es secuencialmente continua.

Ası́, junto con las seminormas y los conjuntos convexos asociados a ellas —Definición 1.2.23—
se introduce un ingrediente indispensable para el siguiente capı́tulo: las métricas invariantes. El
capı́tulo termina con los resultados Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29 usados conjuntamente
para dotar de las topologı́as adecuadas a los espacios funcionales que aparecen en los siguientes
capı́tulos; son citados, respectivamente, a continuación:

� Sea Π una familia de seminormas sobre X que separa puntos —consultar la
Definición 1.2.24— y sea

B0 =
{
∩(p, n)∈∆V(p, n)

∣∣ ∆⊂Π×N, |∆|<+∞
}
.

Entonces, la colección B0 es una base local convexa y equilibrada —ver Definición
1.1.6— de una topologı́a vectorial τ para X bajo la que

a) cada p ∈Π es continua y
b) un conjunto E ⊂ X es acotado si, y sólo si, cada p ∈Π es acotada sobre E.

� Si X es un C−espacio vectorial y Π = {pn}n∈N es una familia (numerable) de
seminormas sobre X que separa puntos, entonces la topologı́a vectorial τ inducida
por Π es compatible con una métrica invariante.

Siguiendo este camino, no es directo obtener la definición de distribución. Antes de lle-
gar a ella, ya en el Capı́tulo 2, hay que realizar un exhaustivo estudio del espacio vectorial
topológico (C∞ (Ω) , EEE ). El espacio C∞ (Ω) es el de las funciones infinitamente diferenciables
definidas en el abierto Ω junto con las operaciones habituales suma y producto por escalares
complejos y EEE es la topologı́a obtenida al aplicar el Teorema 1.3.29 a C∞ (Ω) considerando la
sucesión fundamental de compactos {Kn}n∈N de Ω —ver subsección 2.1.3— y las seminormas

pn ( f ) = máx{|Dα f (x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n} ∀ f ∈ C∞ (Ω) (n ∈ N) .

Cabe resaltar que (C∞ (Ω) , EEE ) es un ejemplo de espacio topológico metrizable pero no norma-
ble. En resumidas cuentas, tras dicho estudio, donde lo más destacable es la caracterización de
la propiedad de Heine-Borel en (C∞ (Ω) , EEE ) a través de la compacidad secuencial —Definición
1.1.12 y subsección 2.2.3—, se tiene los resultados que se expone a continuación:

se multiplica por una función suficientemente regular con soporte compacto en un cierto dominio (función test) y
el resultado se integra por partes. De esta forma, el operador diferencial se transfiere a la función test y la ecuación
integro-diferencial resultante, que ha de verificarse para todas las funciones test, no presupone ninguna regularidad
de la solución.))
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� Dadas una sucesión { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) y h ∈ C∞ (Ω), son equivalentes:

I. fm
EEE−−−→

m→∞
h

II. Para cada α ∈ Nn
0, la sucesión {Dα fm}m∈N converge uniformemente sobre

subconjuntos compactos de Ω a Dαh.

� (C∞ (Ω) , EEE ) es un espacio vectorial topológico con topologı́a localmente conve-
xa, metrizable (con métrica invariante), completa, con la propiedad de Heine-Borel
y, además, es no normable.

� Si K ∈K(Ω) —es decir, K ⊂Ω es compacto— y tiene interior no vacı́o, entonces

DK (Ω) = {ψ ∈ C∞ (Ω) | sop(ψ)⊆ K}

es un subespacio EEE−cerrado de C∞ (Ω) con dimDK (Ω) = ∞. Además, el subespa-
cio topológico

(
DK (Ω) , EEE K), donde EEE K es la topologı́a que DK (Ω) hereda de EEE ,

tiene la propiedad de Heine-Borel, es metrizable, completo y no normable.

De hecho, estos subespacios topológicos son claves para definir la topologı́a idónea para
el espacio de las funciones de testeo. Sin más rodeos se prueba el Teorema 2.3.27, el cual
asegura que,

� siendo las familias

B0 =
{

W ⊂ C∞
c (Ω) |W es convexo, equilibrado y W ∩DK (Ω) ∈ EEE K ∀ K ∈ K(Ω)

}
y DDD =

{
∪(φ , W )∈∆ (φ +W )

∣∣ ∆⊆ C∞
c (Ω)×B0

}
,

se tiene

a) DDD es una topologı́a para C∞
c (Ω) y B0 es una base local de DDD y

b) (C∞
c (Ω) , DDD) es un espacio vectorial topológico localmente convexo.

A continuación, se prueba las propiedades de la topologı́a DDD , recogidas en Teorema 2.3.29,
Teorema 2.3.31 y Teorema 2.3.32, donde quizá las más interesantes son:

� Para cada K⊂Ω compacto, la topologı́a EEE K coincide con la topologı́a (relativa)
que DK (Ω) hereda de DDD .

� Dada la sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω), son equivalentes

I. ψm
DDD−−−→

m→∞
0

II. Existe un compacto K0 ⊂ Ω tal que sop(ψm) ⊆ K0 para todo m ∈ N y, por
otro lado,

Dα
ψm

unif.−−−→
m→∞

0 ∀ α ∈ Nn
0.

� (C∞
c (Ω) , DDD) es completo.

� Una aplicación lineal de (C∞
c (Ω) , DDD) en un otro espacio vectorial topológico

localmente convexo es continua si, y sólo si, es secuencialmente continua, a pesar
de que (C∞

c (Ω) , DDD) es no metrizable.
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Ahora sı́ se está en condiciones de presentar la definición de distribución. Una distribu-
ción o función generalizada es un elemento T : C∞

c (Ω) −→ C de DDD ′ (Ω) el dual topológico de
(C∞

c (Ω) , DDD), es decir, una aplicación lineal y continua bajo DDD −C|•|. De seguido, se prueba el
Teorema 2.4.36, que caracteriza, en función de las seminormas

‖φ‖n = máx{|Dα
φ (x)| : x ∈Ω, |α| ≤ n} ∀ φ ∈ C∞

c (Ω) (n ∈ N)

y de los subespacios DK (Ω) —K ⊂Ω compacto—, a las distribuciones:

� Sea T : C∞
c (Ω) −→ C una forma lineal. Entonces T ∈DDD ′ (Ω) si, y sólo si, para

cada compacto K ⊂ Ω, existen n ∈ N, c > 0 (constantes que dependen de K) tales
que

|T(φ)| ≤ c · ‖φ‖n ∀ φ ∈DK (Ω) .

Gracias a esta caracterización se presenta con total rigor la tira de ejemplos de distribuciones en
las subsecciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4. Para terminar este Capı́tulo 2 se define de manera natural
el espacio de las distribuciones de soporte compacto DDD ′c (Ω) DDD ′ (Ω) y se prueba la relación

� El espacio EEE ′ (Ω) —el dual de (C∞ (Ω) , EEE )— se identifica con el espacio
DDD ′c (Ω), en el sentido de que el operador de restricción natural

EEE ′ (Ω) 3 T 7−→RT := T|C∞
c (Ω)

es un isomorfismo lineal de EEE ′ (Ω) en DDD ′c (Ω).

Ya en el Capı́tulo 3 es donde se motiva y se detalla el desarrollo teórico que desemboca en
la definición de convolución de dos distribuciones; esta convolución es una de las herramientas
fundamentales de la teorı́a por sus aplicaciones a la resolución distribucional de ecuaciones
en derivadas parciales. De vital importancia es el teorema de Malgrange-Ehrenpreis (que sólo
se enuncia), pues asegura la existencia de solución fundamental de un operador diferencial de
coeficientes constantes —Definición 3.3.23— y aquı́ es donde entra en juego la convolución:

� Sea κ ∈DDD ′ (Rn) una solución fundamental del operador diferencial de coefi-
cientes constantes L. Si v es una distribución sobre Rn y tiene soporte compacto,
entonces la EDP no homogénea Lu= v tiene como solución distribucional u= κ ∗v.

Finalmente, en el Capı́tulo 4 y último se presenta otra herramienta del análisis de gran
utilidad a la hora de encontrar soluciones a ecuaciones en derivadas parciales: se trata, como
no, de la transformada de Fourier; más concretamente, de la transformada de Fourier distri-
bucional. Una vez hecho en la sección 4.1 el repaso de los conceptos básicos concernientes a
la transformada de Fourier F{ f} = f̂ de funciones f ∈ L1 (Rn), se pasa a definir un nuevo
espacio de funciones (llamado la clase de Schwartz) y una nueva familia de seminormas:

S(Rn) =
{

f ∈ C∞ (Rn) : supx∈Rn

∣∣P(x)Dα f (x)
∣∣<+∞ para todo polinomio P y todo α ∈ Nn

0
}

sn ( f ) = máx
{

supx∈Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣ : |β | ≤ n, |α| ≤ n

}
(n ∈ N) .

De nuevo, usando los teoremas del primer capı́tulo Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29 se obtiene
el espacio vectorial topológico (S(Rn) , SSS ). El Teorema 4.3.9 recoge sus propiedades; las más
relevantes son las siguientes:
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� Dadas una sucesión { fm}m∈N ⊂ S(Rn) y f ∈ S(Rn), son equivalentes:

I. fm
SSS−−−→

m→∞
f

II. idβDα ( fm− f ) unif.−−−→
m→∞

0 ∀ α , β ∈ Nn
0, donde idβ es el monomio xβ (x ∈ Rn).

� El espacio vectorial topológico (S(Rn) , SSS ) es completo.

Tras este estudio de la topologı́a SSS , se considera la transformación de Fourier restrin-
gida a la clase de Schwartz Frd para acabar probando —en los resultados Teorema 4.4.11 y
Teorema 4.4.14— que

� Frd es una aplicación lineal y continua de (S(Rn) , SSS ) en sı́ mismo, biyectiva
y con inversa continua.

Con estos ingredientes y tras haber probado que el espacio SSS ′ (Rn) se identifica con cierto
subespacio de DDD ′ (Rn) —Teorema 4.5.19— ya se puede dar la definición de distribución tem-
perada: una distribución temperada es un elemento de DDD ′ (Rn) que admite extensión continua
bajo SSS −C|•| a toda la clase de Schwartz o, lo que es lo mismo, “es” un elemento de SSS ′ (Rn)
el dual de (S(Rn) , SSS ). Relevante es también en este capı́tulo el hecho de que toda distribución
sobreRn de soporte compacto es temperada —Teorema 4.5.26—, obteniendo ası́ las relaciones

C∞
c (Rn)⊂ S(Rn)⊂ C∞ (Rn) y

DDD ′ (Rn)←↩SSS ′ (Rn)←↩ EEE ′ (Rn) ,

donde todas las inclusiones son estrictas.
Por fin, en la sección 4.6 se da la definición de transformada de Fourier distribucional, se

muestra sus propiedades más destacadas y se calcula explı́citamente la transformada de Fou-
rier de algunas distribuciones temperadas en unos ejemplos, los cuales se limitan a dar unas
pinceladas del uso de esta transformación en la resolución de ecuaciones en derivadas parciales.





C
A

Ṕ
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Espacios vectoriales
topológicos

Este primer capı́tulo es una breve introducción a los espacios vectoriales topológicos,
enfocada en presentar algunos resultados generales, y en demostrar los más relevantes, sobre
los que se apoya la teorı́a de distribuciones. La referencia que se sigue es [5, Cap 1].

En lo sucesivo del trabajo, d|•| será la distancia usual en C, definida por el valor absoluto

|z|=
√

Re2z+ Im2z (z ∈ C) .

La expresión C|•| denotará al espacio métrico
(
C, d|•|

)
y, ocasionalmente, también a la topo-

logı́a usual para C que d|•| genera. En particular, la convergencia de las sucesiones de números
complejos consideradas en las definiciones siguientes será respecto de la topologı́a C|•|. Final-
mente, un disco (o bola abierta) de C|•| de centro z ∈ C y radio r > 0 se denotará por D(z, r).

1.1. Definiciones
Definición 1.1.1 Un espacio vectorial topológico es un par (X , τ), donde X = X(+, ·) es un
C−espacio vectorial y τ es una topologı́a para X tal que

τ es Hausdorff en X —también se dice que τ es T2— y

las operaciones de espacio vectorial + y · son continuas.

+ : X×X −→ X · : C×X −→ X
(x, y) 7−→ x+y (λ , x) 7−→ λ ·x = λx

En estas condiciones, se dice que τ es una topologı́a vectorial para X .

Como primer ejemplo, si X es unC−espacio vectorial y ‖•‖ es una norma sobre X , enton-
ces la topologı́a τd generada por la métrica asociada d (x, y) = ‖x−y‖ (x, y ∈ X) es una topo-
logı́a vectorial. Otros ejemplos de espacios vectoriales topológicos serán el espacio (C∞

c (Ω) , DDD)
de las funciones de testeo definidas sobre el abierto Ω⊆Rn y el espacio de las funciones de de-
crecimiento rápido (S(Rn) , SSS ), que serán estudiados más a fondo en los capı́tulos siguientes.

Definición 1.1.2 En lo sucesivo, si X es un C−espacio vectorial, los conjuntos A, B ⊂ X y
Λ⊂ C son no vacı́os, x ∈ X y λ ∈ C, se usará las siguientes notaciones:

x±A = {x±a| a ∈ A}, donde se dice que x+A es el trasladado de A por x,

λ ·A = λA = {λa| a ∈ A},
Λ ·A = {αa| a ∈ A, α ∈ Λ},
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A±B = {a±b| a ∈ A, b ∈ B}1.

Observación 1.1.3 Es inmediato de la definición de espacio vectorial topológico que, para cada
a ∈ X y cada λ ∈ C \ {0}, los operadores de traslación Ta y de homotecia (o multiplicación
escalar) Mλ , definidos, respectivamente, por

X −→ X X −→ X
x 7−→ x+a x 7−→ λx

son ambos homeomorfismos de (X , τ) en (X , τ). Este hecho se traduce en, por ejemplo,

τ es invariante por traslaciones, es decir, U ∈ τ si y sólo si a+U ∈ τ para todo a ∈ X ,

V es τ−cerrado si y sólo si Tb (V ) = b+V es τ−cerrado para algún (o para todo) b ∈ X ,

Mλ (U) = λU ∈ τ para todo U ∈ τ si λ ∈ C\{0},
w+λK es compacto si w ∈ X y K ⊂ X es compacto, etcétera.

1.1.1. Bases de entornos
Definición 1.1.4 En el espacio vectorial topológico (X , τ), dado x ∈ X , una colección Bx con-
tenida en Nτ (x) —donde Nτ (x) es la familia de todos los entornos abiertos del punto x— es
una base local en x si todo entorno de x contiene un elemento de Bx. Si B0 es una base local
en 0, se dice simplemente que B0 es base local.

Proposición 1.1.5 Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, entonces τ queda completa-
mente determinada por una base local.

Demostración. Sea U ∈ τ . Como τ es invariante, para cada u ∈ U , es U − u ∈ Nτ (0). Si
B0 es una base local de τ , para cada u ∈U , existe Vu ∈B0 tal que Vu ⊂U −u. Con lo cual,
U = ∪u∈U (u+Vu), es decir, U es unión de trasladados de elementos de la base local B0. �

Definición 1.1.6 Si X es un C−espacio vectorial, se dice que un conjunto

C ⊂ X es convexo si λC+(1−λ )C ∀ λ ∈ [0, 1];

E ⊂ X es equilibrado si αE ⊂ E para todo α ∈ C con |α| ≤ 1;

S⊂ X es simétrico si S =−S, es decir, si contiene al conjunto de sus opuestos.

Definición 1.1.7 En adelante, siendo τ una topologı́a para el C−espacio vectorial X , si se de-
nota U ∈N c

τ (0), V ∈N e
τ (0), W ∈N ec

τ (0) querrá decir que U es un entorno convexo de 0, V
es un entorno equilibrado de 0, W es un entorno convexo y equilibrado de 0.

El siguiente resultado se utilizará a menudo. La demostración es sencilla y se esboza en
la sección A.1; ver también [5, Th 1.14].

Teorema 1.1.8 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico. Entonces,

a) todo elemento de Nτ (0) contiene un entorno equilibrado de 0 y

b) todo elemento convexo de Nτ (0) contiene un entorno convexo y equilibrado de 0.

Por tanto, todo espacio vectorial topológico tiene una base local equilibrada.

1Notar, en particular, que A+A podrı́a no coincidir con 2A.
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A continuación se define varias clases de espacios vectoriales topológicos con propieda-
des notables.

Definición 1.1.9 Se dice que un espacio vectorial topológico (X , τ) es
localmente convexo si existe una base local cuyos elementos son convexos; en este caso,
se dice que τ es una topologı́a localmente convexa.

localmente acotado si 0 tiene un entorno acotado —ver Definición 1.1.10—.

localmente compacto si 0 tiene un entorno cuya clausura es compacta.

un F−espacio si τ está inducida por una métrica invariante —ver Definición 1.1.16— y
completa.

un espacio de Fréchet si es un F−espacio localmente convexo.

normable si existe una norma sobre X tal que la métrica que induce es compatible con la
topologı́a τ .

1.1.2. Conjuntos acotados y compactos
Definición 1.1.10 En un espacio vectorial topológico (X , τ), se dice que un subconjunto E de
X es τ−acotado (o, simplemente, acotado) si para cada V ∈Nτ (0) existe sV > 0 tal que E ⊂ tV
si t > sV .

Teorema 1.1.11 En el espacio vectorial topológico (X, τ), sea V ∈Nτ (0).
a) Si 0 < rn↗+∞, entonces X =

⋃
∞
n=1 rnV .

b) Todo subconjunto compacto de X es acotado.

c) Si sn↘ 0, y V es acotado, entonces la colección {snV}n∈N es una base local de τ .

Demostración. a) Sea x ∈ X fijado. Como la aplicación Mx : C−→ X , dada por Mx(α) = αx,
es continua, se verifica que M−1

x (V ) = {α ∈ C| αx ∈V} es C|•|−abierto. Además, este abierto
contiene al escalar 0, luego existe m ∈ N tal que 1/rn ∈M−1

x (V ) si n≥ m.
b) Sea ahora K ⊂ X un compacto. Para cada U ∈Nτ (0), existe, por el Teorema 1.1.8,

W ∈N e
τ (0) tal que W ⊂U . Aplicando a,

K ⊂ ∪∞
n=1nW .

Como K es compacto, existen naturales n1 < n2 < .. . < nm tales que

K ⊂ (n1W )∪ (n2W )∪·· ·∪ (nmW ) = nmW .

Esta última igualdad es válida debido a que W es equilibrado: si j ∈ {1, 2, . . . , m−1} se verifica
n j/nm < 1, luego (n j/nm)W ⊂W , lo que implica evidentemente n jW ⊂ nmW (el contenido
restante es obvio). Ası́, si t > nm, se deduce que K ⊂ tW ⊂ tU .

c) Sea U ∈Nτ(0). Si V es acotado, existe sU > 0 tal que V ⊂ tU si t > sU . Si n ∈N es tal
que 1/sn > sU , se deduce que V ⊂ (1/sn)U , y por tanto U contiene a snV . Dada la arbitrariedad
de U ∈Nτ (0) se obtiene el resultado. �

Definición 1.1.12 Un espacio vectorial topológico (X , τ) tiene la propiedad de Heine-Borel si
todo subconjunto cerrado y acotado de X es compacto.

Teorema 1.1.13 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente acotado con la propie-
dad de Heine-Borel. Entonces X tiene dimensión finita.

La prueba de este resultado se esboza en A.2. Ver también [5, Th 1.23].
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1.1.3. Sucesiones de Cauchy y métricas
Definición 1.1.14 Sea (X , τ) un espacio vectorial topológico y sea B0 una base local. Dada
una sucesión {xn}n∈N ⊂ X , se dice que ésta

converge a x ∈ X bajo la topologı́a τ , o es τ−convergente a x, si para cada V ∈B0 existe
nV ∈ N tal que xn−x ∈V si n≥ nV . Esta convergencia se va a denotar por

xn
τ−−−→

n→∞
x o bien τ− lı́m

n→∞
xn = x.

es una τ−sucesión de Cauchy cuando para cada V ∈B0 existe nV ∈N tal que xl−xm ∈V
si l, m≥ nV .

Nota. Notar que la propia definición de base local implica que el concepto de τ−sucesión de
Cauchy no depende de la colección B0 tomada.

Proposición 1.1.15 Las τ−sucesiones de Cauchy son acotadas y, por tanto, las sucesiones
τ−convergentes también lo son.

Demostración. Sea {xn}n∈N una τ−sucesión de Cauchy. Por un lado, sea B0 una base local
equilibrada de τ , cuya existencia está garantizada por el Teorema 1.1.8. Dado W ∈ B0, es
posible encontrar U ′ ∈Nτ (0) tal que U ′+U ′ ⊂W —ver Proposición A.1.1—. Como B0 es
base local, tómese U en B0 verificando U ⊂U ′. Por otro lado, existe nU ∈N tal que xn−xm ∈U
para todos n, m≥ nU . Además, por el Teorema 1.1.11 existe mU ∈N tal que x1, . . . ,xnU ∈mUU .
Ası́,

xn ∈ xnU +U ⊂ mUU +U ⊂ mUU +mUU = mU (U +U)⊂ mUW si n≥ nU ,

aplicando en el segundo contenido que U es equilibrado. Entonces, como también W es equili-
brado, se verifica

{xn}n≥1 ⊂ mUW ⊂ tW para todo t ≥ mU .

�

Definición 1.1.16 Sea X un espacio vectorial y d : X×X −→R+∪{0} una métrica. Se dice que
d es invariante (o invariante por traslaciones) si d (x+ z, y+ z) = d (x, y) para todos x,y,z∈X .

En un espacio vectorial topológico las métricas invariantes juegan un papel especial.

Proposición 1.1.17 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico tal que τ es compatible con
una métrica invariante d. Entonces {xn}n∈N ⊂ X es τ−sucesión de Cauchy si y sólo si es
d−sucesión de Cauchy.

Demostración. Como d (xl , xm) = d (xl−xm, 0) para todo par xl , xm ∈ {xn}n∈N ⊂ X y co-
mo B = {Bd (0, r) | r ∈ R+} es una base local de τ , entonces la sucesión {xn}n∈N es una
d−sucesión de Cauchy si, y sólamente si, es una τ−sucesión de Cauchy. �

Corolario 1.1.18 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico y sean d1, d2 métricas invariantes
que inducen ambas la misma topologı́a τ , entonces

a) d1 y d2 tienen las mismas sucesiones de Cauchy (las τ−sucesiones de Cauchy) y

b) d1 es completa sobre X ⇔ d2 es completa sobre X.
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El punto a es consecuencia directa de la Proposición 1.1.17 y el punto b sigue de a.
La invariancia es necesaria en la hipótesis; un ejemplo de ello es [5, Exercise 1.12], que es
enunciado a continuación: sean d (x,y) = |x− y|, dθ (x,y) = |θ(x)− θ(y)| (x,y ∈ R), donde
θ(x) = x/(1+ |x|); entonces tanto d como dθ son métricas sobre R que inducen la misma
topologı́a, la usual para R, pero d es completa y dθ no lo es.

Observación 1.1.19 Como es sabido, en un espacio métrico (M, d) un subconjunto A ⊂M se
dice d−acotado si verifica

diám(A) := sup{d (a, b) | a, b ∈ A}<+∞.

Apuntar que en un espacio vectorial topológico (X , τ) metrizable con métrica d, los conjuntos
d−acotados y los conjuntos τ−acotados no coinciden en general; ver Observación A.4.9. La
equivalencia, sin embargo, sı́ se da cuando (X , τ) es normable —Proposición A.4.10—.

1.1.4. Aplicaciones lineales
Sean (X , τ1) e (Y , τ2) dos espacios vectoriales topológicos. Como bien es conocido, una

aplicación T : X −→ Y se dice lineal si T(αx+βy) = αT(x)+βT(y) para todos α , β ∈ C y
todos x, y∈X . Recordar que en el caso Y =C una tal aplicación lineal se conoce indistintamente
con los nombres forma lineal y funcional. La aplicación T también se dice continua si para cada
U ∈ τ2 se tiene que T−1 (U) ∈ τ1; a menudo se escribirá que T es continua bajo τ1− τ2 para
evitar confusión (esto se hará sobre todo en Capı́tulo 2 y Capı́tulo 3, donde se maneja distintas
topologı́as en un mismo contexto).

El siguiente resultado es consecuencia elemental de la invarianza de las topologı́as.

Teorema 1.1.20 Sean (X, τ1) e (Y , τ2) dos espacios vectoriales topológicos y sea T : X −→ Y
una aplicación lineal continua en el punto 0. Entonces, T es continua en todo x ∈ X y, además,
es uniformemente continua en el siguiente sentido: para cada W ∈Nτ2(0) existe V ∈Nτ1(0)
tal que

y−x ∈V ⇒ T(y)−T(x) ∈W.

Demostración. Dado W ∈Nτ2(0), la continuidad de T en 0 prueba que T(V )⊂W para algún
V ∈Nτ1(0). Si ahora se toma x,y∈ X con y−x∈V , la linealidad de la aplicación T prueba que
T(y)−T(x) = T(y− x) ∈W . Entonces T aplica el entorno x+V de x en el entorno prefijado
T(x)+W de T(x), lo que implica que T es continua. �

Teorema 1.1.21 Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico y T : X −→ C una forma lineal.
Supongamos que T(x) 6= 0 para algún x ∈ X. Entonces las cuatro propiedades siguientes son
equivalentes.

I. T es continua bajo el par τ−C|•|.
II. El núcleo ker(T) es cerrado.

III. ker(T) no es denso en X.

IV. Existe V ∈Nτ(0) tal que T(V ) es acotado.
La demostración de esta caracterización de continuidad es elemental y se esboza en A.3

—ver [5, Th 1.18]—. Por último, en el caso en que (X , τ1) admita una métrica invariante se
tiene la siguiente caracterización de continuidad en términos de sucesiones; su demostración se
detalla en A.3 —ver [5, Th 1.32]—.
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Teorema 1.1.22 Sean (X, τ1) e (Y , τ2) espacios vectoriales topológicos y T : X −→ Y una
aplicación lineal. Si τ1 es compatible con una métrica d invariante, las siguientes cuatro pro-
piedades son equivalentes.

I. T es continua.

II. T transforma conjuntos τ1−acotados en conjuntos τ2−acotados.

III. Para cada sucesión {xn}n∈N ⊂ X con τ1− lı́mxn = 0 vale {T(xn)}n∈N es τ2−acotado.

IV. Para cada sucesión {xn}n∈N ⊂ X con τ1− lı́mxn = 0 vale τ2− lı́mT(xn) = 0 ∈ Y .

1.2. Seminormas y convexidad local
En toda esta sección, X = X(+, ·) será un C−espacio vectorial. El resultado principal será

el Teorema 1.2.27, que da un procedimiento para construir una topologı́a vectorial a partir de
una familia adecuada de seminormas. Dicho teorema es fundamental en los siguientes capı́tulos
de este trabajo, por lo que se incluye su demostración con detalle.

Definición 1.2.23 Una seminorma sobre X es una función p : X −→ R tal que

p(x+y)≤ p(x)+ p(y) , (subaditividad)

p(αx) = |α|p(x)

para todos x, y ∈ X , α ∈ C. Se define también, para cada n ∈ N, el conjunto

V(p, n) = {x ∈ X | p(x)< 1/n}.

Definición 1.2.24 Una familia Π de seminormas sobre X se dice que separa puntos si para cada
x ∈ X \{0} existe px ∈Π tal que px (x) 6= 0.

Definición 1.2.25 Un subconjunto A de X se dice absorbente si para cada x ∈ X existe un
número positivo tx tal que x ∈ txA.

Proposición 1.2.26 Sea p : X −→ R una seminorma.

a) p(0) = 0.

b) |p(x)− p(y)| ≤ p(x−y) para todo par x, y ∈ X.

c) p(x)≥ 0 ∀ x ∈ X.

d) ker(p) = {x ∈ X | p(x) = 0} es un subespacio de X.

e) Para cada n ∈ N, el conjunto V(p, n) es convexo, equilibrado y absorbente y verifica
ker(p)⊆ V(p, n) —es decir, es no vacı́o—.

Demostración. a se desprende de p(αx) = |α|p(x) para α = 0 (con x ∈ X cualquiera). Para
ver b, tómese x, y ∈ X y escrı́base

p(x) = p(x−y+y)≤ p(x−y)+ p(y) , que implica p(x)− p(y)≤ p(x−y) ;

intercambiando ahora en esta última desigualdad x por y se obtiene también

p(y)− p(x)≤ p
(
−(x−y)

)
= p(x−y) ,
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luego −p(x−y) ≤ p(x)− p(y) ≤ p(x−y). Tomando aquı́ y = 0 se tiene p(x) ≥ |p(x)| ≥ 0
(x ∈ X), es decir, la propiedad c es verdadera. Ahora, si x, y ∈ X son tales que p(x) = 0 = p(y)
y α , β ∈ C son cualesquiera, de 0 ≤ p(αx+βy) ≤ |α|p(x) + |β |p(y) = 0 se desprende la
propiedad d.

Finalmente, para ver e, sean n ∈ N, α ∈ C con |α| ≤ 1, 0 ≤ λ ≤ 1 y x, y ∈ V(p, n)
cualesquiera; entonces

p(αx) = |α|p(x)≤ p(x)< 1/n y
p(λx+(1−λ )y)≤ λ p(x)+(1−λ ) p(y)< λ/n+(1−λ )/n = 1/n.

Sólo resta probar que V(p, n) es absorbente: w ∈ X verifica p(w) < m para algún m ≥ n,
evidentemente, entonces

w = m2 · 1
m2 w ∈ m2 ·V(p, n) , pues p

(
w/m2)< 1/m≤ 1/n.

�

Teorema 1.2.27 Sea Π una familia de seminormas sobre X que separa puntos, y sea

B0 =
{
∩(p, n)∈∆V(p, n)

∣∣ ∆⊂Π×N, |∆|<+∞
}
.

Entonces, la colección B0 es una base local convexa y equilibrada de una topologı́a vectorial
τ para X bajo la que

a) cada p ∈Π es continua y

b) un conjunto E ⊂ X es acotado si, y sólo si, cada p ∈Π es acotada sobre E.

Definición 1.2.28 La topologı́a vectorial τ para X del Teorema 1.2.27 se denomina topologı́a
inducida por la familia de seminormas Π en X .

Demostración. Usando topologı́a elemental sigue que la colección

B =
{
∩(p, n, x)∈Θ [x+V(p, n)]

∣∣ Θ⊂Π×N×X , |Θ|<+∞
}

,

constituye una base de una topologı́a τ , bajo la que un subconjunto de X es abierto si, y sólo si,
es unión (arbitraria, y que puede ser vacı́a) de elementos de B. En particular, B0 es una base
local de τ , y como τ está formada por las uniones de trasladados de elementos de B0 se deduce
que τ es invariante. Además, es rutinario probar que las intersecciones finitas de conjuntos
convexos y equilibrados son conjuntos convexos y equilibrados, luego B0 ⊂N ec

τ (0).
Pásese a demostrar que τ es topologı́a vectorial. Para ver que la topologı́a es Hausdorff,

se toma u ∈ X \{0}; se ha de encontrar dos abiertos disjuntos tales que uno contenga a u y otro,
a 0. En efecto, q(u)> 0 para alguna seminorma q ∈Π. Sea k ∈N tal que q(u)> 2/k, entonces
los conjuntos u+V(q, k) y V(q, k) son tales abiertos, respectivamente.

Pruébese ahora la continuidad de las operaciones de espacio vectorial. Sean x, y ∈ X ,
α ∈ C y U ∈Nτ (0) cualesquiera. Por un lado, por definición de base local, se verifica

U ⊃ V(p1, n1)∩·· ·∩V(pm, nm)

para ciertos p j ∈ Π, n j ∈ N (1≤ j ≤ m). Póngase W = ∩m
j=1V

(
p j, 2n j

)
, entonces la subaditi-

vidad de las seminormas implica W +W ⊂U y, en consecuencia,

(x+W )+(y+W )⊂ (x+y)+U .
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Esto brinda la continuidad de la operación suma. Por otro lado, como la intersección finita de
conjuntos absorbentes y equilibrados es un conjunto absorbente (comprobación rutinaria), para
algún s > 0 vale x ∈ sW . Póngase

t =
1

|α|+1/s
.

Entonces, si w ∈ x+ tW y |β −α|< 1/s, se verifica

βw−αx = β (w−x)+(β −α)x,

punto que pertenece a |β |tW + |β −α|sW ⊂W +W ⊂U . El primer contenido se justifica como
sigue: por la desigualdad triangular

|β | ≤ |α|+ |β −α|< |α|+1/s

y ya es evidente que |β |t < 1; ahora, aplicando que W es equilibrado, se obtiene el contenido a
justificar. En definitiva, se ha probado

D(α , 1/s) · (x+ tW )⊂ αx+U .

Este razonamiento prueba que la multiplicación por escalares es continua.
Finalmente, abórdese los asertos a y b del teorema.
La definición de los conjuntos V(p, n) (p ∈Π, n ∈ N) implica la continuidad de las se-

minormas de Π en el origen. Ahora, si x ∈ X es cualquiera, entonces

|p(x)− p(y)| ≤ p(x−y) ,

y de aquı́ sigue que cada p ∈Π es continua en todo X .
Tómese a continuación p ∈Π cualquiera y un conjunto E ⊂ X acotado. Se tiene

E ⊂ kV(p, 1) para algún k > 0,

luego un punto de E es de la forma kw con p(w)< 1, entonces,

p(x)< k ∀ x ∈ E, es decir, p es acotada sobre E.

Recı́procamente, supóngase E ⊂ X tal que p(x)< Rp ∀ x ∈ E (p ∈Π), con {Rp}p∈Π contenido
en R+. Retómese ahora el contenido U ⊃ ∩m

j=1V
(

p j, n j
)
. Si r > 0, entonces es evidente que

rV
(

p j, n j
)
= {x ∈ X | p j (x)< r/n j} para cada 1≤ j ≤ m, luego, si r verificara

Rp j < r/n j ∀ j ∈ {1, . . . , m}
(
por ejemplo, r = 1+máx{Rp jn j| 1≤ j ≤ m}

)
,

se obtendrı́a
E ⊂ ∩m

j=1rV
(

p j, n j
)
= r∩m

j=1 V
(

p j, n j
)
⊂ rU

y esto, dada la arbitrariedad de U ∈Nτ (0), probarı́a que E es acotado. �

1.3. Seminormas y metrizabilidad
Teorema 1.3.29 Si X = X(+, ·) es un C−espacio vectorial y Π = {pn}n∈N es una familia (nu-
merable) de seminormas sobre X que separa puntos, entonces la topologı́a vectorial τ inducida
por Π es compatible con una métrica invariante.
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Demostración. Es sabido que θ : R −→ (−1, 1) con fórmula θ (x) = x/(1+ |x|) es continua,
estrictamente creciente (es decir, biyectiva) y con inversa continua. Para cada n ∈ N, defı́nase
fn (w) = 2−n (θ ◦ pn)(w) (w ∈ X). El Teorema 1.2.27 asegura la existencia de una topologı́a
vectorial τ bajo la que pn es continua, lo que implica que fn es continua — fn es composición
de funciones continuas— (n ∈ N). Además,

| fn (w)| ≤ 2−n ∀ w ∈ X (n ∈ N) y
∞

∑
n=1

2−n = 1.

Entonces, la sucesión de funciones continuas {sν}ν∈N dada por

sν (w) =
ν

∑
n=1

fn (w) (w ∈ X)

converge uniformemente (por el criterio de Weiersstrass) a la función

s(w) =
∞

∑
n=1

1
2n

pn (w)

1+ pn (w)
(w ∈ X) ,

que es continua —ver Teorema B.1.7—. Sea ahora d : X ×X −→ [0, 1) dada por la fórmula
d (x, y) = s(x−y). Pruébese que d es una métrica.

Es obvio que d (x, y) = d (y, x) ∀ (x, y) ∈ X×X .

También es obvio d (u, v) = 0⇔ u = v.

¿d verifica la desigualdad triangular? Para todos x, y, z ∈ X se cumple:
pn (x−y)≤ pn (x− z)+ pn (z−y) implica

pn (x−y)
1+ pn (x−y)

≤ pn (x− z)+ pn (z−y)
1+ pn (x− z)+ pn (z−y)

=
pn (x− z)

1+ pn (x− z)+ pn (z−y)
+

+
pn (z−y)

1+ pn (x− z)+ pn (z−y)
≤ pn (x− z)

1+ pn (x− z)
+

pn (z−y)
1+ pn (z−y)

para cada n ∈ N. Luego d verifica efectivamente la desigualdad triangular.

Además, d es invariante, como es evidente.
Pásese ahora a probar la compatibilidad de τ con d. Para ello, llámese τd a la topologı́a

generada por d. Como s es continua, la base local {Bd (0, r) | r ∈ R+} de τd está contenida en
τ puesto que

Bd (0, r) = {x ∈ X | s(x)< r}= s−1 (−∞, r) ∀ r ∈ R+.

Como A∈ τd si, y sólo si, A=∪(x, r)∈∆Bd (x, r)=∪(x, r)∈∆ [x+Bd (0, r)] para algún ∆⊂X×R+

y como τ es invariante, la afirmación anterior implica τd ⊂ τ .
Recı́procamente, para probar que τ ⊂ τd basta ver que {Bd (0, r) | r ∈ R+} es base local

de τ pues, ası́, cualquier τ−abierto será unión de τd−abiertos y se obtendrı́a el contenido bus-
cado. Por tanto, tómese U ∈Nτ (0) arbitrario, que verifica U ⊃ ∩m

j=1V
(

pk j , n j
)

para algunos
naturales k j, n j (1≤ j ≤ m). Razónese como sigue. Si x ∈ Bd (0, r) para un r > 0 arbitrario,

pn (x)
1+ pn (x)

< 2nr ∀ n ∈ N y, en particular,
pk j (x)

1+ pk j (x)
< 2k jr ∀ j ∈ {1, 2, . . . , m}.
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Como θ−1 es continua, si n0 = máx{n j| 1≤ j ≤ m} entonces existe δ = δ (n0, k1, . . . , km)> 0
tal que si r ≤ δ y d (0, x)< r se tiene

pk j (x)<
1
n0
∀ j ∈ {1, 2, . . . , m}.

Con lo cual, Bd (0, δ )⊂ ∩m
j=1V

(
pk j , n0

)
⊂ ∩m

j=1V
(

pk j , n j
)
⊂U . �

Observación 1.3.30 Sean X = X(+, ·) un C−espacio vectorial y Π = {pn}n∈N una familia de
seminormas sobre X que separa puntos. Por el teorema que se acaba de probar, (X , τ) es espacio
vectorial topológico, donde τ es la topologı́a generada por la métrica invariante

d (x, y) =
∞

∑
n=1

1
2n

pn (x−y)
1+ pn (x−y)

(x, y ∈ X) .

Ası́, si Y ⊂ X es subespacio vectorial, por el mismo teorema, las seminormas de {pn|Y}n∈N in-
ducen una topologı́a para Y , la cual, trivialmente, es compatible con la métrica d|Y×Y . Entonces2

los elementos de la topologı́a relativa {A∩Y | A ∈ τ} son precisamente las uniones de

w+∩(n, m)∈∆V(pn|Y , m) ,

con w ∈ Y , ∆⊂ N×N finito.

2Para ver esta implicación conviene recordar que, en un espacio métrico (X , d), siendo Y un subconjunto de
X , la topologı́a para Y generada por la métrica d|Y×Y coincide con la topologı́a que Y hereda de τd , donde τd es la
topologı́a para X generada por d.
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2 Funciones de testeo y
distribuciones
Funciones de testeo y
distribuciones

Continúese fijando la notación para el espacio euclı́deo (Rn, d2). Un punto x∈Rn genéri-
co se escribirá siempre en su forma expandida como x = (x1, . . . , xn), con xν ∈ R (1≤ ν ≤ n).
Ası́, se define el producto escalar sobre Rn×Rn como

x ·y = x1y1 + · · ·+ xnyn,

de donde resulta la norma euclı́dea

|x|2 =
√

x ·x =
(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)1/2
(x ∈ Rn) ,

que se denotará simplemente por |•|. En esta notación los puntos de Rn se escriben siempre en
negrita, en contraposición con la escritura de los escalares complejos, siempre en itálica.

La métrica euclı́dea d2 es la inducida por la norma |•|. Una bola en el espacio métrico
(Rn, d2) de centro x ∈ Rn y radio ρ > 0 se denotará por B(x, ρ) y su clausura, por B(x, ρ).
Dicha métrica genera la topologı́a usual τu para Rn, al igual que toda métrica inducida por una
norma sobre Rn. Enlazando con el Capı́tulo 1, (Rn, τu) es espacio vectorial topológico. Los
conceptos topológicos que se consideren serán respecto de τu si se refieren a subconjuntos del
espacio vectorial Rn.

Finalmente, en todo lo que resta de trabajo, λ denotará la medida de Lebesgue y la integral
con la que se trabaja es la de Lebesgue.

2.1. Preliminares
Esta primera sección está dedicada a fijar la notación que se seguirá a lo largo del trabajo

y a definir los espacios vectoriales de funciones que aparecen en la teorı́a de distribuciones. En
este capı́tulo se sigue principalmente la referencia [5, Cap 1.46].

2.1.1. Notaciones
Definición 2.1.1 Se llama n−ı́ndice a un elemento α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

0 :=
(
N∪{0}

)n y se
define su orden como |α|= α1 + · · ·+αn. Si β = (β1, . . . , βn) es otro n−ı́ndice, se denota

α +β = (α1 +β1, . . . , αn+βn) y β ≤ α si βν ≤ αν (1≤ ν ≤ n) .

En particular, para cada ν ∈ {1, . . . , n},

eν = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
ν

, 0, . . . , 0)

denota el n−ı́ndice de orden 1 asociado al vector canónico −→eν = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
ν

, 0, . . . , 0) ∈ Rn.
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Definición 2.1.2 A cada α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 se le asocia el operador diferencial

Dα =
∂ |α|

∂xα1
1 · · ·∂xαn

n
y, en particular, Deν =

∂

∂xν

(1≤ ν ≤ n) .

Además, si f : Ω −→ C es diferenciable, la derivada direccional de f en el punto x ∈ Ω según
el vector −→v ∈ Rn es

D−→v f (x) = ∇ f (x) ·−→v , donde ∇ f = (De1 f , . . . , Den f ) .

Observación 2.1.3 Tras estas dos últimas definiciones, si f : Ω−→C es diferenciable y x∈Ω,
se puede escribir

D−→eν
f (x) = Deν f (x) = lı́m

ε→0

f
(
x+ ε

−→eν

)
− f (x)

ε
.

2.1.2. Definición de los espacios C∞ (Ω) y C∞
c (Ω)

En adelante, Ω ⊆ Rn denotará un conjunto abierto distinto del vacı́o y se escribirá K(Ω)
para denotar a la familia de todos los subconjuntos compactos contenidos en Ω. También se
va a usar la notación usual C(Ω) para el conjunto de las funciones complejas definidas en Ω y
continuas. Además, si k ∈ N,

Ck (Ω) = { f : Ω−→ C| Dα f ∈ C(Ω) ∀ α ∈ Nn
0 con |α| ≤ k}.

Definición 2.1.4 El C−espacio vectorial C∞ (Ω) de las funciones complejas infinitamente dife-
renciables en Ω es el que se define estableciendo

f ∈ C∞ (Ω) :⇔
[
Dα f ∈ C(Ω) ∀ α ∈ Nn

0
]

y considerando las operaciones siguientes:
suma de funciones, + : C∞ (Ω)×C∞ (Ω)−→ C∞ (Ω), dada por
( f +g)(x) = f (x)+g(x) ∀ x ∈Ω, y

multiplicación por escalares complejos, · : C×C∞ (Ω)−→ C∞ (Ω), dada por
(a ·h)(x) = a ·h(x) ∀ x ∈Ω.

El neutro para la suma es la función nula Ω 3 x 7−→ 0, que se representa simplemente por 0.

Definición 2.1.5 El soporte de una función ψ ∈ C(Ω) se define como

sop(ψ) = {x ∈Ω| ψ (x) 6= 0}.

Definición 2.1.6 Dado un compacto K ∈ K(Ω), se define el subespacio vectorial DK (Ω) como

DK (Ω) = {ψ ∈ C∞ (Ω) | sop(ψ)⊆ K}.

Nota. Cada vez que se escriba DK (Ω) se supondrá que es K ⊂ Ω un compacto de interior no
vacı́o —pues si int(K) = /0 entonces DK (Ω) = {0}—.

Definición 2.1.7 El C−espacio vectorial C∞
c (Ω) de las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto en Ω o funciones de testeo sobre Ω es

C∞
c (Ω) = {φ ∈ C∞ (Ω) | sop(φ) ∈ K(Ω)}

dotado de las mismas operaciones de la Definición 2.1.4 —en realidad, se trata de un subespacio
de C∞ (Ω)—.
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2.1.3. Sucesión fundamental de compactos
Si A⊆ Rn es un subconjunto no vacı́o e y ∈ Rn es un punto, denótese

dist(y, A) = ı́nf{d2 (y, x) : x ∈ A}= ı́nf{|y−x| : x ∈ A}.

Definición 2.1.8 Se llama sucesión fundamental de compactos de Ω a la familia {Kn}n∈N de
subconjuntos de Ω dada por

Kn =

{
B(0, n) si Ω = Rn,
{x ∈Ω| dist(x, Rn \Ω)≥ 1/n, |x| ≤ n} si Ω 6= Rn.

Proposición 2.1.9 Se verifica efectivamente Kn ∈ K(Ω) para todo n ∈ N y

Kn ⊂ int(Kn+1) (n ∈ N) y Ω = ∪∞
n=1Kn.

Demostración. Como el caso Ω = Rn es trivial, supóngase Ω 6= Rn. En (Rn, τu) se cumple la
propiedad de Heine-Borel, luego el subconjunto Kn de Ω es compacto porque es cerrado y es
acotado. En efecto, como la función a valores no negativos ρΩ (x) = dist(x, Rn \Ω) (x ∈Ω) es
continua, entonces ρ

−1
Ω

[1/n, +∞) = {x∈Ω| dist(x, Rn \Ω)≥ 1/n} es un cerrado y, por tanto,
su intersección con la bola cerrada B(0, n), que es igual a Kn, es también un cerrado.

Para cada n ∈ N, defı́nase Vn+1 := {x ∈ Ω| dist(x, Rn \Ω) > 1/(n+1) , |x| < n+ 1};
este conjunto es un abierto que verifica Kn ⊂ Vn+1 ⊂ Kn+1, luego Kn ⊂ int(Kn+1). Finalmente,
si x ∈Ω, como Rn \Ω es cerrado, dist(x, Rn \Ω) = d2 (x, y)> 0 para algún y ∈ Rn \Ω, luego
d2 (x, y)≥ 1/m para algún m ∈ N y, por tanto, x ∈ ∪∞

n=1Kn. �

Nota. Nótese que existirá n0 ∈ N tal que Kn 6= /0 para todo n ≥ n0. En adelante, supóngase por
comodidad que n0 = 1.

2.1.4. Particiones finitas de la unidad en Ω

Teorema 2.1.10 Si K ⊂Ω es compacto, existe φ ∈ C∞
c (Ω) tal que

0≤ φ ≤ 1 y φ |K= 1.

Este teorema se conoce como el lema C∞ de Urysohn. Una función como la del enunciado
se llama función meseta. Para conocer los detalles de la demostración consultar la referencia [2,
Lemma 8.18].

Definición 2.1.11 Sea Ω ⊆ Rn un abierto no vacı́o y Γ una colección de abiertos de Rn cuya
unión es Ω. Si una sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞

c (Ω) verifica
a) para cada m ∈ N, se tiene sop(ψm)⊂ A para algún A ∈ Γ,

b) ψm (x)≥ 0 ∀ x ∈Ω (m ∈ N),
c) ∑

∞
m=1 ψm (x) = 1 ∀ x ∈Ω,

d) para cada compacto K ⊂Ω, existen l ∈ N y un abierto W ⊂Ω verificando K ⊂W y

ψ1 (x)+ · · ·+ψl (x) = 1 ∀ x ∈W ,

entonces se dice que {ψm}m∈N es una partición localmente finita de la unidad en Ω subordinada
al recubrimiento Γ de Ω.
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Teorema 2.1.12 Sea Γ una colección de abiertos cuya unión es Ω ⊆ Rn. Entonces existe una
sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞

c (Ω) que es una partición localmente finita de la unidad en Ω subordi-
nada al recubrimiento Γ.

Demostración. Sean D = Ω∩Qn, subconjunto denso y numerable de Ω, y

CΓ =
{

B(q, r) | q ∈ D, r ∈Q+ y B(q, r)⊂ A para algún A ∈ Γ
}

y póngase CΓ = {C1, C2, C3, . . .}, donde Cm = B(qm, rm) (m ∈ N). Es fácil comprobar que

Ω =
⋃

m∈N
B(qm, rm/2) , (2.1.1)

pero, aun ası́, desgránese el contenido “⊆”. Si x ∈Ω, entonces x ∈ A para algún abierto A ∈ Γ,
luego existe r ∈ Q+ tal que B(x, 2r) ⊂ A; por otro lado, por densidad existe x0 ∈ D tal que
|x−x0|< r/2 luego x ∈ B(x0, r/2). La prueba de este contenido acaba al probar que B(x0, r)
está contenido en A, pero esto está claro:

|w−x| ≤ |w−x0|+ |x0−x|< 3r/2 < 2r ∀ w ∈ B(x0, r) ,

es decir, B(x0, r)⊂ B(x, 2r)⊂ A.
Ahora, aplicando el Teorema 2.1.10, es posible construir una sucesión de funciones

{φm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) con 0≤ φm ≤ 1 y tal que

φm (x) = 0 ∀ x /∈ int(Cm) y φm (x) = 1 ∀ x ∈ B(qm, rm/2) .

De seguido, defı́nase ψ1 = φ1 y, después, inductivamente, ψm = (1−φ1) · · ·(1−φm−1)φm para
cada m ≥ 2. Es evidente que ψm ≥ 0 y que se anula en los puntos en los que se anula φm, es
decir, ψm (x) = 0 ∀ x ∈ Rn \ int(Cm), luego

{x ∈Ω| ψm (x) 6= 0} ⊂ int(Cm) y sop(ψm)⊆Cm (m ∈ N) .

Ası́ se concluye la prueba de las propiedades a y b de la Definición 2.1.11.
Continúese probando las propiedades c y d de la misma definición. Se comprueba por

inducción que
l

∑
m=1

ψm = 1−
l

∏
m=1

(1−φm) para todo l ∈ N.

Como se da (2.1.1), si x ∈Ω, existe l0 ∈ N tal que

x ∈ B
(
ql0 , rl0/2

)
, luego lı́m

l→∞

l

∑
m=1

ψm (x) = 1− lı́m
l0≤l→∞

l

∏
m=1

(
1−φm (x)

)
= 1,

lo que prueba c. Por último, si K ⊂ Ω es compacto, entonces K ⊂ ∪l
j=1B

(
q j, r j/2

)
para un

cierto l ∈ N, lo que prueba d y concluye la demostración. �

2.2. La topologı́a EEE para C∞ (Ω)

En esta sección se va a utilizar la teorı́a del Capı́tulo 1 para poder exponer con detalle y
rigor las propiedades de las topologı́as para los espacios funcionales C∞ (Ω) y C∞

c (Ω).
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Para cada n ∈ N, defı́nase la siguiente seminorma sobre C∞ (Ω):

pn ( f ) = máx{|Dα f (x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n}.

Esta familia numerable de seminormas tiene la propiedad

pn ( f )≤ pn+1 ( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω) (n ∈ N) . (2.2.2)

Además, es fácil ver que {pn}∞
n=1 separa puntos en C∞ (Ω), en el sentido de la Definición 1.2.24.

En efecto, si f ∈ C∞ (Ω) es no nula, entonces existe x ∈ Ω tal que f (x) 6= 0 y, tomando n
suficientemente grande, se tiene que x ∈ Kn, luego pn( f )≥ | f (x)|> 0.

Ahora, el Teorema 1.3.29 asegura que estas seminormas definen una topologı́a para
C∞ (Ω), que aquı́ será denotada por EEE , que es localmente convexa y metrizable. Además, el
Teorema 1.2.27 y la propiedad (2.2.2) establecen que una base local de EEE está formada por los
conjuntos

Vn := V(pn, n) = { f ∈ C∞ (Ω) | pn ( f )< 1/n} (n ∈ N) .

En particular, la sucesión { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) converge en la topologı́a EEE a h ∈ C∞ (Ω) si, para
cada n ∈ N, existe mn ∈ N tal que m≥ mn implica

fm−h ∈ Vn⇔ pn ( fm−h) = máx{|Dα fm (x)−Dαh(x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n}< 1/n

—ver Definición 1.1.14—, lo cual se reescribe, gracias a (2.2.2), como:

lı́m
m→∞

pn ( fm−h) = 0 ∀ n ∈ N.

Apuntado esto, desgránese las propiedades de este nuevo espacio vectorial topológico.

2.2.1. Convergencia en (C∞ (Ω) , EEE )

Aunque resultan intuitivas, antes de seguir adelante conviene consultar B.1 para conocer
las notaciones adoptadas en este trabajo para la convergencia uniforme (o puntual o uniforme
sobre compactos) de sucesiones de funciones. Apuntado esto y para comenzar, la noción básica
de EEE−convergencia de una sucesión en C∞ (Ω) en términos tangibles:

Teorema 2.2.13 Dadas una sucesión { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) y h ∈ C∞ (Ω), son equivalentes:

I. fm
EEE−−−→

m→∞
h

II. Para cada α ∈ Nn
0, la sucesión {Dα fm}m∈N converge uniformemente sobre subconjuntos

compactos de Ω a Dαh.

Demostración. I⇒ II Fı́jese α ∈ Nn
0 y tómese K ⊂ Ω un compacto arbitrario. Sea ε > 0 y

considérese n = n(α , K, ε) ∈ N tal que K ⊂ Kn, εn≥ 1 y |α| ≤ n, entonces existe mn ∈ N tal que

sup
x∈K

∣∣∣Dα fm (x)−Dαh(x)
∣∣∣≤ pn ( fm−h)< 1/n≤ ε si m≥ mn.

De la arbitrariedad al tomar ε > 0 se obtiene Dα fm converge uniformemente sobre K a Dαh,
probando II.

II⇒ I Sea n ∈ N. Para cada n−ı́ndice α que verifique |α| ≤ n existe mα , n ∈ N tal que

sup
x∈Kn

∣∣∣Dα fm (x)−Dαh(x)
∣∣∣< 1/n si m≥ mα , n (aplicando II).

Ya es claro que pn ( fm−h)< 1/n si m≥máx{mα , n : |α| ≤ n}. �
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Teorema 2.2.14 El espacio vectorial topológico (C∞ (Ω) , EEE ) es completo.

Demostración. Sea { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) una EEE−sucesión de Cauchy, entonces, por definición,

∀ n ∈ N ∃ kn ∈ N :
(

m, l ≥ kn⇒ máx
x∈Kn, |α|≤n

∣∣∣Dα fm (x)−Dα fl (x)
∣∣∣< 1/n

)
.

Una demostración análoga a la de la implicación I⇒ II del Teorema 2.2.13 prueba que lo
anterior supone que, para cada α ∈ Nn

0, {Dα fm}m∈N es uniformemente de Cauchy sobre todo
K ∈ K(Ω). Ahora, el Teorema B.1.6 asegura lo siguiente: para cada α ∈ Nn

0, {Dα fm}m∈N con-
verge puntualmente a una función gα : Ω −→ C continua —continua por el Teorema B.1.7—
y también

Dα fm
K−unif.−−−−→
m→∞

gα para todo K ∈ K(Ω) .

En particular,
fm

K−unif.−−−−→
m→∞

g0 para todo K ∈ K(Ω) ,

y es ahora evidente que g0 ∈ C∞ (Ω) pues gα = Dαg0 ∀ α ∈Nn
0 —debido esto último al Teorema

B.1.8—. Por tanto, EEE − lı́mm→∞ fm = g0. �

Corolario 2.2.15 (C∞ (Ω) , EEE ) es un espacio de Fréchet.

Demostración. Como la topologı́a EEE , además de ser completa, es compatible con una métrica
invariante y (C∞ (Ω) , EEE ) es localmente convexo, el corolario sigue de la definición de espacio
de Fréchet. �

2.2.2. Densidad de C∞
c (Ω) en (C∞ (Ω) , EEE )

Teorema 2.2.16 C∞
c (Ω) es denso en C∞ (Ω) bajo la topologı́a EEE .

Demostración. Sea {φm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) una sucesión tal que

φm|Km = 1 y 0≤ φm ≤ 1,

cuya existencia está garantizada por el Teorema 2.1.10. Sea también f ∈ C∞ (Ω); por un lado,
es evidente que sop(φm f )⊆ sop(φm), luego φm f ∈ C∞

c (Ω) (m ∈ N); por otro lado, sean α ∈Nn
0

y K ⊂Ω un compacto cualesquiera; existe l ∈ N tal que K ⊆ Km si m≥ l, entonces

lı́m
m→∞

sup
x∈K

∣∣∣Dα (φm f )(x)−Dα f (x)
∣∣∣= lı́m

l≤m→∞
sup
x∈K

∣∣∣Dα
(

f (φm−1)
)
(x)
∣∣∣= 0.

De la arbitrariedad al tomar el n−ı́ndice y el compacto se obtiene EEE − lı́mφm f = f . �

2.2.3. Compacidad en (C∞ (Ω) , EEE )

Se va a hacer uso ahora de un resultado conocido de topologı́a que afirma que en un
espacio métrico se cumple la propiedad ((un subconjunto es compacto si, y sólo si, es secuen-
cialmente compacto))1 —consultar referencia [7, 17G, pag. 125]—. Con dicha propiedad se
quiere probar que (C∞ (Ω) , EEE ) tiene la propiedad de Heine-Borel, pero como paso previo co-
miéncese con el siguiente lema, en el que se usa la noción de familia de funciones equicontinua
en un compacto —ver la sección B.2—.

1En un espacio topológico (X , τ), un subconjunto K de X es secuencialmente compacto si, por definición, cada
sucesión contenida en K tiene una subsucesión convergente a algún punto de K.
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Lema 2.2.17 Si E ⊂ C∞ (Ω) es EEE−acotado, entonces, para cada par n∈N, α ∈Nn
0 con |α| ≤ n,

la familia Fα = {Dα f | f ∈ E} es

a) equicontinua en Kn y

b) uniformemente acotada sobre Kn.

Demostración. En primer lugar, por el Teorema 1.2.27 la acotación de E es equivalente a la
existencia de {Rn}n∈N ⊂ R+ tal que pn ( f )≤ Rn para todos f ∈ E, n ∈ N. Esto es:

|α| ≤ n⇒
[

máx
x∈Kn

∣∣∣Dα f (x)
∣∣∣≤ Rn ∀ f ∈ E

]
para cada n ∈ N, lo cual prueba la propiedad b.

En segundo lugar, fı́jese n ∈ N y α ∈ Nn
0 con |α| ≤ n cualesquiera. A continuación, dado

x ∈ Kn, sea ε > 0: como x ∈ int(Kn+1), existe δ > 0 tal que Bd1 (x, δ ) ⊂ int(Kn+1) y, como la
bola es convexa,

y ∈ Bd1 (x, δ )⇒
[
(1− t)x+ ty ∈ Bd1 (x, δ ) ∀ t ∈ [0, 1]⊂ R

]
.

Si h ∈ E, defı́nase η (t) := (Dαh)
(
(1− t)x+ ty

)
para cada t ∈ [0, 1], que verifica∫ 1

0
η
′ (t)dt = η (1)−η (0) , donde η

′ (t) = ∇(Dαh)
(
(1− t)x+ ty

)
· (y−x) .

Ası́, se tiene∣∣∣Dαh(x)−Dαh(y)
∣∣∣= |η (1)−η (0)| ≤

∫ 1

0

∣∣η ′ (t)∣∣dt ≤

≤ máx
0≤t≤1

∣∣∣∣∣ n

∑
ν=1

∂ (Dαh)
∂ξν

(
(1− t)x+ ty

)
· (yν − xν)

∣∣∣∣∣≤
≤ Rn+1

n

∑
ν=1
|yν − xν |= Rn+1 |x−y|1

y, ahora, si se toma δ ≤ ε/Rn+1, se obtiene∣∣∣Dαh(x)−Dαh(y)
∣∣∣≤ Rn+1 |x−y|1 ≤ ε .

En tercer lugar, se apunta que de la arbitrariedad al tomar h ∈ E se obtiene∣∣∣Dα f (x)−Dα f (y)
∣∣∣≤ ε si y ∈ Bd1 (x, δ )∩Kn para toda f ∈ E.

De aquı́ y de la arbitrariedad al tomar ε > 0 se deduce que Fα = {Dα f | f ∈E} es equicontinua en
el punto x. Finalmente, como se ha tomado x ∈ Kn cualquiera, el razonamiento anterior prueba
el resultado: Fα = {Dα f | f ∈ E} es equicontinua en Kn. �

Teorema 2.2.18 Sea F ⊂ C∞ (Ω) un subconjunto cerrado y acotado bajo la topologı́a EEE . Toda
sucesión { fm}m∈N⊂F tiene una subsucesión convergente a algún elemento de F. En particular,
(C∞ (Ω) , EEE ) verifica la propiedad de Heine-Borel.
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Demostración. Tómese una sucesión { fm}m∈N ⊂ F . En cada paso de la siguiente construcción
de subsucesiones de { fm}m∈N se va a usar el evidente hecho ((toda subsucesión de una sucesión
uniformemente convergente sobre un subconjunto de su dominio es uniformemente convergente
sobre dicho subconjunto y tiene el mismo lı́mite que la original)).

Aplicando el Lema 2.2.17, para cada α ∈ Nn
0 que verifique |α| ≤ 1, {Dα f | f ∈ F} es

equicontinua en K1 y uniformemente acotada sobre K1. Ası́, { fm}m∈N es equicontinua en K1
y uniformemente acotada sobre K1. Ahora, el Teorema B.2.12 asegura la existencia de una
subsucesión {g0, k}k∈N de { fm}m∈N tal que

g0, k
K1−unif.−−−−−→

k→∞
g1, donde g1 ∈ C(int K1) .

A su vez {De1g0, k}k∈N es equicontinua en K1 y uniformemente acotada sobre K1, luego la suce-
sión {g0, k}k∈N tiene una subsucesión {g1, k}k∈N tal que

De1g1, k
K1−unif.−−−−−→

k→∞
g[1, e1].

Como en particular {g1, k}k∈N converge uniformemente sobre K1 a g1, el Teorema B.1.8 im-
plica que g1 es derivable en la coordenada x1 y que De1g1 = g[1, e1]. De nuevo, {De2g1, k}k∈N es
equicontinua en K1 y uniformemente acotada sobre K1, luego {g1, k}k∈N tiene una subsucesión
{g2, k}k∈N tal que

De2g2, k
K1−unif.−−−−−→

k→∞
g[1, e2], donde De2g1 = g[1, e2]

Inductivamente, como {Dengn−1, k}k∈N es equicontinua en K1 y uniformemente acotada sobre
K1, {gn−1, k}k∈N tiene una subsucesión {gn, k}k∈N tal que

Dengn, k
K1−unif.−−−−−→

k→∞
g[1, en] = Deng1.

En particular, g1 ∈ C1 (int K1).
Llegado a este punto, se renombra: f1, k = gn, k (k ∈ N). Se ha obtenido la subsucesión

{ f1, k}k∈N de { fm}m∈N y una función g1 ∈ C1 (int K1) que verifica lo siguiente:

Dα f1, k
K1−unif.−−−−−→

k→∞
Dαg1 para todo α ∈ Nn

0 con |α| ≤ 1.

Continúese con el razonamiento. Como, para cada α ∈ Nn
0 verificando |α| ≤ 2, la familia

{Dα f | f ∈ F} es equicontinua en K2 y uniformemente acotada sobre K2, {gn, k}k∈N tiene una
subsucesión {gn+1, k}k∈N tal que

gn+1, k
K2−unif.−−−−−→

k→∞
g2, donde g2 ∈ C(int K2) .

Como la convergencia uniforme implica convergencia puntual y {gn+1, k}k∈N converge unifor-
memente sobre K1, se verifica g2 = g1 en K1. Repitiendo todo el proceso anterior, teniendo en
cuenta que Deν+eµ = DeνDeµ (1≤ ν , µ ≤ n) en los casos |α|= 2, se construye una subsucesión
de { f1, k}k∈N —y, por tanto, de { fm}m∈N—, { f2, k}k∈N, que verifica

Dα f2, k
K2−unif.−−−−−→

k→∞
Dαg2 para todo α ∈ Nn

0 con |α| ≤ 2,



2.2 La topologı́a EEE para C∞ (Ω) 19

donde g2 ∈ C2 (int K2) y, además, g2 = g1 en K1.
En conclusión, existen una sucesión de subsucesiones de { fm}m∈N{

Sn = { fn, k}k∈N
}

n∈N

y funciones (gn)n∈N que verifican, para cada n ∈ N,
Sn+1 es subsucesión de Sn,

Dα fn, k
Kn−unif.−−−−−→

k→∞
Dαgn para todo α ∈ Nn

0 con |α| ≤ n y

gn ∈ Cn (int Kn) con gn+1 = gn en Kn.

Del punto tercero se deduce la existencia de

h ∈ C∞ (Ω) tal que gn
punt.−−−→
n→∞

h.

Ahora, por el proceso diagonal de Cantor, la sucesión Λ = { fn, n}n∈N es una subsucesión
de { fm}m∈N y verifica

fn, n
EEE−−−→

n→∞
h.

Efectivamente, fijado α ∈Nn
0 arbitrariamente y para cualquier K ∈K(Ω), siempre existe n0 ∈N

tal que |α| ≤ n0 y K ⊆ Kn0; como es obvio que { fn, n}n0<n es una subsucesión de Sn0 y Dα fn0, k
converge uniformemente sobre Kn0 a Dαh, entonces también es obvio que

Dα fn, n
K−unif.−−−−→

n→∞
Dαh.

Finalmente, como F es cerrado, h ∈ F . �

2.2.4. El subespacio DK (Ω)⊂ C∞ (Ω)

Sea K ∈ K(Ω) con interior no vacı́o; el subespacio DK (Ω) ⊂ C∞ (Ω) ya fue introducido
en la Definición 2.1.6.

Teorema 2.2.19 Para cada compacto K ⊂ Ω con interior no vacı́o, se verifica que DK (Ω) es
un subespacio EEE−cerrado de C∞ (Ω) con dimensión infinita. En particular, dimC∞ (Ω) = ∞.

Demostración. En primer lugar, para cada x ∈Ω, considérese el funcional

Λx : C∞ (Ω)−→ C (2.2.3)
f 7−→ f (x) .

Claramente, Λx es continuo y, por tanto, el núcleo ker(Λx) es EEE−cerrado. Con lo cual,

DK (Ω) = ∩x∈Ω\K ker(Λx) (intersección arbitraria de EEE − cerrados)

es un subespacio EEE−cerrado.
En segundo lugar, como el interior de K es no vacı́o, se construye una sucesión de bolas

{B(xm, rm)}m∈N disjuntas dos a dos y contenidas en el compacto K. Para cada m ∈ N, tómese
ψm ∈ C∞ (Ω)\{0} con sop(ψm)⊆ B(xm, rm) —por ejemplo, según el Teorema 2.1.10—.

Ahora, en tercer y último lugar, para cada n ∈ N, es obvio que la ecuación

λ1ψ1 + · · ·+λnψn = 0 en las incógnitas λm ∈ C (1≤ m≤ n)

tiene única solución λ1 = · · ·= λn = 0, es decir, {ψm}n
m=1 es un conjunto linealmente indepen-

diente. Por tanto, dimDK (Ω)≥ dimspan{ψm}n
m=1 = n para todo n ∈ N. �
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Definición 2.2.20 Si K ∈ K(Ω) tiene interior no vacı́o, se denota por EEE K a la topologı́a que
hereda DK (Ω)⊂ C∞ (Ω) como subespacio topológico de (C∞ (Ω) , EEE ).

Como resumen final de los resultados de esta sección se enuncia el siguiente

Corolario 2.2.21
a) (C∞ (Ω) , EEE ) es un espacio vectorial topológico con topologı́a localmente convexa, metri-

zable, completa, con la propiedad de Heine-Borel y, además, es no normable.

b) Si K ∈ K(Ω) tiene interior no vacı́o, entonces DK (Ω) es un subespacio EEE−cerrado de
C∞ (Ω) con dimDK (Ω) = ∞. Además, el subespacio topológico

(
DK (Ω) , EEE K) tiene la

propiedad de Heine-Borel, es metrizable, completo y no normable.

Demostración. La no normabilidad de (C∞ (Ω) , EEE ) y de
(
DK (Ω) , EEE K) se deduce de los resul-

tados Teorema 1.1.13 y Teorema A.4.11; el resto de propiedades enunciadas ya están probadas
o son directas. �

2.2.5. El dual topológico de (C∞ (Ω) , EEE )

Definición 2.2.22 El conjunto de todas las formas lineales definidas sobre C∞ (Ω) y conti-
nuas bajo el par EEE −C|•| se denota por EEE ′ (Ω). De manera natural, se define también las
operaciones suma + : EEE ′ (Ω)×EEE ′ (Ω) −→ EEE ′ (Ω) y multiplicación por escalares complejos
· : C×EEE ′ (Ω)−→ EEE ′ (Ω) dadas por

(T+S)( f ) = T( f )+S( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω) ,

(a ·R)( f ) = a ·R( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω).

Nota. Es directo obtener que (EEE ′ (Ω) , + , ·) es un C−espacio vectorial. Como aclaración, el
neutro para la suma se representa por 0, como el escalar cero y como la función nula.

Ejemplo 2.2.23 Dado x ∈Ω, la forma lineal Λx : C∞ (Ω)−→ C definida en (2.2.3) es continua
y, por tanto, Λx ∈ EEE ′ (Ω).

Teorema 2.2.24 Sea T : C∞ (Ω) −→ C una forma lineal. Se da la siguiente caracterización:
T ∈ EEE ′ (Ω) si, y sólo si, existen n ∈ N y c > 0 tales que

|T( f )| ≤ c · pn ( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω) .

Demostración. ⇐ Considérese una sucesión {gm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) tal que EEE − lı́mgm = g, con
g ∈ C∞ (Ω), y sea T : C∞ (Ω)−→ C lineal de manera que

|T( f )| ≤ c · pn ( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω) para algunos c > 0, n ∈ N.

Entonces, aplicando que EEE − lı́mm→∞ gm = g, se tiene

|T(gm−g)| ≤ c · pn (gm−g)< c/n

si m ≥ mn para cierto mn ∈ N. La equivalencia I⇔ III del Teorema 1.1.22 prueba que T es
continua.

⇒ Por reducción al absurdo, si no se cumple la condición, entonces, para cada m ∈ N,
existe fm ∈ C∞ (Ω) tal que |T( fm)|>m · pm ( fm). Tómese ahora ψm =T( fm)

−1 fm (m ∈ N). Esta
sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞ (Ω) verifica la siguiente contradicción —ver equivalencia I⇔ IV del
Teorema 1.1.22—:
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T(ψm) = 1 ∀ m ∈ N.

ψm
EEE−−−→

m→∞
0, pues, fijados arbitrariamente α ∈ Nn

0 y K ∈ K(Ω),

sup
x∈K

∣∣∣Dα
ψm (x)

∣∣∣≤ pm (ψm) =
pm ( fm)

|T( fm)|
<

1
m
−−−→
m→∞

0.

�

2.3. La topologı́a DDD para C∞
c (Ω)

En esta sección se pasa a definir una nueva familia de seminormas sobre C∞
c (Ω) y una

topologı́a localmente convexa para este espacio vectorial. Además, se demuestra un importante
teorema de caracterización para las formas lineales continuas de (C∞

c (Ω) , DDD) en un otro espacio
localmente convexo. Se sigue principalmente la referencia [5, Cap 6].

2.3.1. Conjuntos DDD−abiertos en C∞
c (Ω)

Para cada n ∈ N, defı́nase la siguiente seminorma sobre C∞
c (Ω):

‖φ‖n = máx{|Dα
φ (x)| : x ∈Ω, |α| ≤ n}.

Como motivación, apuntar que esta nueva sucesión de normas {‖•‖n}n∈N podrı́a utilizarse
para definir una topologı́a DDD∗ localmente convexa y metrizable para C∞

c (Ω), pero es que ésta
presenta el inconveniente de no ser completa en general. Por ejemplo, tómese n = 1, Ω = R y
elı́jase φ ∈ C∞

c (R) con soporte contenido en [0, 1], φ (x)> 0 si x ∈ (0, 1). Si, para cada m ∈ N,
se define

ψm (x) =
m

∑
k=1

1
k

φ (x− k) (x ∈ R) ,

entonces {ψm}m∈N es una DDD∗−sucesión de Cauchy, como se muestra a continuación:

sup
x∈R

∣∣∣Dα
ψm (x)−Dα

ψl (x)
∣∣∣= sup

x∈R

∣∣∣∣∣ m

∑
k=l+1

1
k
(Dα

φ)(x− k)

∣∣∣∣∣≤ 1
l +1

· máx
t∈[0, 1]

∣∣∣Dα
φ (t)

∣∣∣
tiende a 0 cuando m > l → ∞. Pero su lı́mite no tiene soporte compacto, es decir, no vive en
C∞

c (R). Este contratiempo obliga a hilar más fino.
Defı́nase pues una nueva colección de conjuntos candidata a topologı́a (completa) para el

C−espacio vectorial C∞
c (Ω).

Definición 2.3.25 Sean las siguientes familias de subconjuntos de C∞
c (Ω):

B0 =
{

W ⊂ C∞
c (Ω) |W es convexo, equilibrado y W ∩DK (Ω) ∈ EEE K ∀ K ∈ K(Ω)

}
DDD =

{
∪(φ , W )∈∆ (φ +W )

∣∣ ∆⊆ C∞
c (Ω)×B0

}
Comiéncese con la siguiente observación elemental.

Lema 2.3.26 Sea K ⊂Ω un compacto con interior no vacı́o, entonces

a) la familia de seminormas
{
‖•‖n|DK(Ω) : n ∈ N

}
induce la topologı́a EEE K para DK (Ω) y
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b) una base local de EEE K está formada por los conjuntos

VK
n = {φ ∈DK (Ω) : ‖φ‖n < 1/n} (n ∈ N) . (2.3.4)

Demostración. Claro, a partir de un cierto n ∈ N se da K ⊆ Kn y, en consecuencia, se verifica
pn (φ) = ‖φ‖n para toda φ ∈DK (Ω). Ahora a y b son consecuencia de la Observación 1.3.30
y de la propiedad (2.2.2). �

Teorema 2.3.27
a) DDD es una topologı́a para C∞

c (Ω) y B0 es una base local de DDD .

b) (C∞
c (Ω) , DDD) es un espacio vectorial topológico localmente convexo.

Demostración. Para demostrar a es claramente suficiente probar que, dados

V1, V2 ∈DDD y ϕ ∈V1∩V2, se verifica ϕ +W ⊂V1∩V2 para algún W ∈B0. (2.3.5)

La definición de DDD muestra que existen φ j ∈ C∞
c (Ω), Wj ∈ B0 tales que ϕ ∈ φ j +Wj ⊂ Vj

( j = 1, 2). Tómese K ∈ K(Ω) de forma que ϕ , φ1, φ2 ∈DK (Ω). Como ϕ−φ j ∈DK (Ω)∩Wj,
que es un abierto de EEE K , se tiene2 ϕ−φ j ∈

(
1−δ j

)
Wj para cierto δ j ∈ (0,1) y, entonces, por

ser Wj convexo,

ϕ−φ j +δ jWj ⊂
(
1−δ j

)
Wj +δ jWj =Wj, luego

ϕ +δ jWj ⊂ φ j +Wj ⊂Vj

para j = 1, 2. Con lo cual, tomando W = (δ1W1)∩ (δ2W2) se verifica (2.3.5).

Observación 2.3.28 Probado a, en adelante, los conceptos topológicos considerados serán res-
pecto de DDD si se refieren a subconjuntos de C∞

c (Ω).

Pásese ahora a probar b o, lo que es lo mismo, pruébese que DDD es una topologı́a vectorial.
En primer lugar probamos la propiedad de Hausdorff. Sean φ , φ ′ elementos distintos de C∞

c (Ω)
y póngase

U1
(
φ , φ

′)= {ψ ∈ C∞
c (Ω) : ‖ψ‖1 ≤ 1

2

∥∥φ −φ
′∥∥

1

}
,

que es convexo y equilibrado y verifica, para cada compacto K ⊂Ω,

U1
(
φ , φ

′)∩DK (Ω) = 1
2

∥∥φ −φ
′∥∥

1 ·V
K
1 ∈ EEE K ,

luego U1 (φ , φ ′) ∈B0. Además, los conjuntos

φ +U1
(
φ , φ

′) y φ
′+U1

(
φ , φ

′) (2.3.6)

son abiertos en DDD y disjuntos dos a dos, de donde sigue que la topologı́a es Hausdorff.
En segundo lugar, veamos que las operaciones de espacio vectorial son continuas. Por

un lado, la suma es continua porque, al ser convexo cada W ∈B0, para cualesquiera que sean
ψ1, ψ2 ∈ C∞

c (Ω) se verifica(
ψ1 +

1
2

W
)
+

(
ψ2 +

1
2

W
)
= (ψ1 +ψ2)+W .

2Para justificar este paso: si (X , τ) es espacio vectorial topológico y x ∈ X , entonces la aplicación C 3 α 7→ αx
es continua, luego es continua en α = 1.
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Por otro lado, para probar que la multiplicación por escalares es continua, razónese como
sigue. Sean a ∈ C, φ ∈ C∞

c (Ω), W ∈ B0 arbitrarios. Existe s > 0 tal que φ ∈ s
2W . Póngase

t = 1/(2 |a|+2/s). Entonces, para b ∈ C,

bψ−aφ = b(ψ−φ)+(b−a)φ .

Si |b− a| < 1/s y ψ − φ ∈ tW entonces del hecho de que W es convexo y equilibrado se
desprende que

bψ−aφ ∈ 1
2

W +
1
2

W =W .

Se ha probado D(a, 1/s) · (φ + tW )⊂ aφ +W y, por tanto, la continuidad del producto. �

2.3.2. Propiedades de la topologı́a DDD

El siguiente resultado recoge las propiedades principales de (C∞
c (Ω) , DDD) como espacio

vectorial topológico.

Teorema 2.3.29 El espacio de las funciones de testeo tiene las siguientes propiedades:

a) Un conjunto convexo y equilibrado V ⊂ C∞
c (Ω) es abierto si, y sólo si, V ∈B0.

b) Para cada K ⊂ Ω compacto, la topologı́a EEE K coincide con la topologı́a de subespacio
que DK (Ω) hereda de DDD , es decir, EEE K = {U ∩DK (Ω) |U ∈DDD}.

c) Un subconjunto E ⊂ C∞
c (Ω) es acotado si, y sólo si, E ⊂ DK0 (Ω) para cierto compacto

K0 ⊂Ω y, además, existe una sucesión {σn}n∈N ⊂ R+ tal que

‖φ‖n ≤ σn ∀ φ ∈ E (n ∈ N) .

d) (C∞
c (Ω) , DDD) tiene la propiedad de Heine-Borel.

e) La sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) es una sucesión de Cauchy si, y sólo si, {ψm}m∈N está

contenida en algún DK0 (Ω) y

lı́m
m, l→∞

‖ψm−ψl‖n = 0 ∀ n ∈ N.

f) La sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) verifica DDD− lı́mψm = 0 si, y sólo si, existe un compacto

K0 ⊂Ω tal que sop(ψm)⊆ K0 para todo m ∈ N y, por otro lado,

Dα
ψm

unif.−−−→
m→∞

0 ∀ α ∈ Nn
0.

g) Cada sucesión de Cauchy en C∞
c (Ω) es convergente a alguna función de C∞

c (Ω), es decir,
(C∞

c (Ω) , DDD) es completo.

Demostración. a) Basta demostrar el siguiente hecho:

si V ∈DDD entonces V ∩DK (Ω) ∈ EEE K para todo K ∈ K(Ω). (2.3.7)

Suponer que V ∩DK (Ω) 6= /0 (de otro modo es trivial). Sea φ0 ∈ V ∩DK (Ω). Por la propiedad
de base local existe W0 ∈B0 tal que φ0 +W0 ⊂V . Esto implica

φ0 +(DK (Ω)∩W0)⊂DK (Ω)∩V,



24 Funciones de testeo y distribuciones

donde el conjunto de la izquierda es además EEE K−abierto. Este razonamiento prueba que el
conjunto DK (Ω)∩V es unión de EEE K−abiertos y, por tanto, que él mismo pertenece a EEE K .

b) Sea K ∈ K(Ω) fijado arbitrariamente. El contenido EEE K ⊃ {U ∩DK (Ω) | U ∈DDD} está
probado en (2.3.7). Ahora, sea E ∈ EEE K; se ha de ver que E es la intersección de DK (Ω) con
algún elemento de DDD . Para cada φ ∈ E existe nφ ∈ N tal que

φ +VK
nφ

= {ψ ∈DK (Ω) : ‖ψ−φ‖nφ
< 1/nφ} ⊂ E,

ya que, por el Lema 2.3.26,

EEE K =
{
∪(ϕ , n)∈∆

(
ϕ +VK

n
)∣∣ ∆⊂DK (Ω)×N

}
.

Póngase Wφ = {ψ ∈ C∞
c (Ω) : ‖ψ‖nφ

< 1/nφ}, entonces Wφ ∈B0 (se comprueba fácilmente) y

DK (Ω)∩
(
φ +Wφ

)
= φ +VK

nφ
⊂ E.

Con lo cual, U0 := ∪φ∈E
(
φ +Wφ

)
verifica U0∩DK (Ω) = E. Ası́ se prueba el otro contenido.

c) ⇐ Si K ⊂ Ω es compacto, E ⊂ DK (Ω) y ‖φ‖n < σn ∀ φ ∈ E para cierto σn > 0
(n ∈ N), entonces E es EEE K−acotado. Como se da b, E es acotado.

⇒ Considérese un conjunto E ⊂ C∞
c (Ω) que no esté contenido en ningún DK (Ω) y

procédase por el contrarrecı́proco. Entonces,

para cada C ∈ K(Ω) existe algún elemento ϕ ∈ E tal que sop(ϕ)*C. (2.3.8)

Recordar que la unión finita de subconjuntos compactos es un subconjunto compacto. Por
(2.3.8) existe φ1 ∈ E tal que sop(φ1) * K1. Se toma x1 ∈ sop(φ1) \ K1 tal que3 φ1(x1) 6= 0.
Aplicando de nuevo (2.3.8), existe una función φ2 ∈ E tal que sop(φ2)* K2∪ sop(φ1), y existe
x2 ∈ sop(φ2) \

(
K2 ∪ sop(φ1)

)
tal que φ2(x2) 6= 0. Usando de nuevo (2.3.8), existe φ3 ∈ E tal

que sop(φ3)* K3∪ sop(φ2)∪ sop(φ1) y un punto x3 tal que. . .
Inductivamente se construye dos sucesiones {φn}n∈N ⊂ E, {xn}n∈N ⊂Ω que verifican

φn (xn) 6= 0 ∀ n ∈ N,

los puntos de {xn}n∈N son distintos dos a dos y

xn 6∈ Kn, lo que implica que la sucesión {xn}n∈N no tiene puntos de acumulación en Ω

—es decir, “se aleja hacia ∂Ω∪{∞}”—.

A continuación, sea

W = {φ ∈ C∞
c (Ω) : |φ (xn)|< |φn (xn)|/n ∀ n ∈ N}.

Véase que W ∈B0. Como W es convexo y equilibrado, sólo hay que verificar que

W ∩DK (Ω) ∈ EEE K ∀ K ∈ K(Ω) . (2.3.9)

Sea N = {n∈N| xn ∈K}, el cual es un conjunto finito (debido a las propiedades de la sucesión),
y, por comodidad, llámese an = |φn (xn)|/n > 0. Considerar el conjunto

A = {ψ ∈DK (Ω) : ‖ψ‖1 < b}= b ·VK
1 , donde b = mı́nn∈N an > 0,

3Si w ∈ sop(φ1) \K1, entonces B(w,δ ) ⊂ Ω \K1 para algún δ > 0. Por definición de soporte, necesariamente
se da B(w,δ )∩{x ∈Ω| φ1(x) 6= 0} 6= /0.
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que es EEE K−abierto y verifica A ⊂W ∩DK (Ω). Basta probar que para cada φ ∈W ∩DK (Ω)
existe tφ > 0 tal que

φ + tφ A⊂W ∩DK (Ω) .

Para ello, si t > 0 y f ∈ A, uno cuenta con que

|(φ + t f )(xn)| ≤ |φ (xn)|+ t ‖ f‖1 ≤ |φ (xn)|+ tb ∀ n ∈ N.

Como sop(φ + t f )⊂K, la expresión de la izquierda se anula si n 6∈N, ası́ que basta elegir tφ > 0
tal que

|φ (xn)|+ tφ b < an ∀ n ∈ N,

lo cual es siempre posible pues φ ∈W . Esto prueba (2.3.9) y por tanto que W ∈ B0. Pero
φn /∈ nW para todo n ∈ N, luego E * nW para todo n ∈ N, es decir, E es no acotado.

En definitiva, un subconjunto acotado E de C∞
c (Ω) está necesariamente contenido en

DK0 (Ω) para algún K0 ∈ K(Ω). Finalmente, y en virtud de b, un tal subconjunto es acotado
bajo la topologı́a EEE K0 y esto completa la demostración de c.

d) Este aserto se desprende de b, de c y del hecho de que cada
(
DK (Ω) , EEE K) tiene la

propiedad de Heine-Borel.
e) ⇒ Puesto que toda sucesión de Cauchy es acotada —Proposición 1.1.15—, en virtud

de c, la sucesión {ψm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) está contenida en algún DK0 (Ω). Por b, {ψm}m∈N es

también una EEE K0−sucesión de Cauchy. Ası́, si n ∈ N es cualquiera, dado ε > 0, existe nε ≥ n
tal que K0 ⊆ Knε

y εnε ≥ 1 de manera que se verifica

‖ψm−ψl‖n ≤ ‖ψm−ψl‖nε
= pnε

(ψm−ψl)< 1/nε ≤ ε

si m≥ l ≥ knε
para cierto knε

∈N. Sumando a este razonamiento la arbitrariedad al tomar ε > 0
se obtiene

lı́m
m≥l→∞

‖ψm−ψl‖n = 0.

⇐ Recı́procamente,

lı́m
m≥l→∞

‖ψm−ψl‖n = 0 (n ∈ N) junto con {ψm}m∈N ⊂DK0 (Ω)

implica la existencia de {kn}n∈N ⊂ N tal que

m≥ l ≥ kn⇒‖ψm−ψl‖n < 1/n⇔ ψm−ψl ∈ VK0
n

para cada n ∈N—ver (2.3.4)—. Con lo cual, {ψm}m∈N es una EEE K0−sucesión de Cauchy y, por
b, es una sucesión de Cauchy.

f) Este aserto sigue las mismas lı́neas que el e. Si DDD − lı́mψm = 0, entonces {ψm}m∈N es
una sucesión de Cauchy y, por e, {ψm}m∈N está contenida en algún DK0 (Ω). Ahora, de esto y de
b se deduce EEE K0− lı́mψm = 0, lo que implica lı́mm→∞ ‖ψm‖n = 0 para todo n ∈N. El recı́proco
es directo gracias a b.

g) La completitud de (C∞
c (Ω) , DDD) se sigue de b, de e y de la completitud de los subespa-

cios topológicos
(
DK (Ω) , EEE K). �

Corolario 2.3.30 Si K ∈ K(Ω) tiene interior no vacı́o, entonces DK (Ω) es un subespacio ce-
rrado de (C∞

c (Ω) ,DDD) de dimensión infinita.

Demostración. Por el Teorema 2.3.29 (punto b), en DK (Ω) coinciden las topologı́as DDD y EEE K .
Por tanto, el resultado sigue directamente del Teorema 2.2.19. �
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Teorema 2.3.31 El espacio vectorial topológico (C∞
c (Ω) , DDD) es no metrizable y, en consecuen-

cia, también es no normable.

Demostración. Dado un compacto K ⊂ Ω con interior no vacı́o, DK (Ω) es un subespacio
propio, no trivial y cerrado de C∞

c (Ω) que verifica, por la Proposición A.1.3, intDK (Ω) = /0. De
todo esto esto se deduce que C∞

c (Ω) es de primera categorı́a, ya que

C∞
c (Ω) =

∞⋃
n=1

DKn (Ω) .

Una versión contrarrecı́proca del Teorema C.1.2, de Baire, establece que DDD , siendo una topo-
logı́a completa, no es compatible con ninguna métrica. �

2.3.3. Continuidad de aplicaciones lineales
El siguiente resultado es una reformulación del Teorema 1.1.22 sobre la caracterización

de la continuidad de las aplicaciones lineales de (C∞
c (Ω) , DDD) en un otro espacio localmente

convexo (X , τ). Dicho teorema no es directamente aplicable a (C∞
c (Ω) , DDD) por no ser éste

metrizable, sin embargo se puede obtener la misma caracterización utilizando las propiedades
de DDD probadas en la subsección anterior.

Teorema 2.3.32 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente convexo y sea

T : (C∞
c (Ω) , DDD)−→ (X, τ)

una aplicación lineal. Entonces son equivalentes:
I. T es continua.

II. T transforma subconjuntos acotados en subconjuntos τ−acotados.

III. Cada sucesión {ψm}m∈N que verifica ψm
DDD−−−→

m→∞
0 también verifica T(ψm)

τ−−−→
m→∞

0.

IV. Para cada K ∈ K(Ω), la restricción de T a cada DK (Ω) es continua, entendiendo esta
continuidad bajo el par EEE K− τ .

Demostración. I⇒ II Sigue del mismo argumento que la prueba del Teorema 1.1.22.
II⇒ III Supóngase DDD− lı́mψm = 0. Por la propiedad f del Teorema 2.3.29 existe algún

K0 ∈ K(Ω) tal que EEE K0− lı́mψm = 0. Aplicando además la propiedad b del mencionado teore-
ma, la hipótesis II implica que

T|DK0(Ω) : DK0 (Ω)−→ X

transforma subconjuntos acotados en subconjuntos τ−acotados. Como
(
DK0 (Ω) , EEE K0

)
es me-

trizable, el Teorema 1.1.22 asegura que τ− lı́mT(ψm) = 0.
III⇒ IV Considérese K ∈ K(Ω), la aplicación T|DK(Ω) y una sucesión {φm}m∈N con-

tenida en DK (Ω) que sea EEE K−convergente a 0. Si se verifica III, entonces τ − lı́mT(φm) = 0
puesto que, por el teorema anterior, DDD − lı́mφm = 0. De nuevo, como

(
DK (Ω) , EEE K) es metri-

zable, el Teorema 1.1.22 asegura que T|DK(Ω) es continua.
IV⇒ I Sea U ∈N ec

τ (0) y póngase V = T−1 (U), que es convexo y equilibrado por la
Proposición A.3.6. La parte a del Teorema 2.3.29 asegura que

V ∈DDD ⇔DK (Ω)∩V ∈ EEE K ∀ K ∈ K(Ω) .

Como se da IV, ahora I es evidente. �
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Corolario 2.3.33 Todo operador diferencial Dα
(
α ∈ Nn

0
)

es una aplicación lineal continua de
(C∞

c (Ω) , DDD) en sı́ mismo.

Demostración. Fı́jese α ∈Nn
0. La demostración es simple: se trata de comprobar que Dα trans-

forma subconjuntos acotados en subconjuntos acotados para poder aplicar el teorema anterior.
Si E ⊂ C∞

c (Ω) es acotado, por c del Teorema 2.3.29, estará contenido en algún DK0 (Ω)
y existirá {σn}n∈N ⊂ R+ de manera que

‖φ‖n ≤ σn ∀ φ ∈ E (n ∈ N)

Como es obvio que Dα (E)⊂DK0 (Ω) y ‖Dαφ‖n ≤ ‖φ‖n+|α| ∀ φ ∈ E (n ∈ N), entonces Dα (E)
es acotado. Ası́, Dα es continua. �

2.4. El espacio de distribuciones DDD ′ (Ω)

Definición 2.4.34 Una forma lineal T : C∞
c (Ω)−→C continua bajo el par DDD−C|•| se llama dis-

tribución o función generalizada sobre Ω. El conjunto de todas las distribuciones se representa
por DDD ′ (Ω). Sean también las operaciones habituales suma + : DDD ′ (Ω)×DDD ′ (Ω) −→DDD ′ (Ω) y
multiplicación por escalares complejos · : C×DDD ′ (Ω)−→DDD ′ (Ω) dadas por

(T+S)(φ) = T(φ)+S(φ) ∀ φ ∈ C∞
c (Ω)

(a ·R)(φ) = a ·R(φ) ∀ φ ∈ C∞
c (Ω).

Nota. Es directo obtener que (DDD ′ (Ω) , + , ·) es un C−espacio vectorial. El neutro para la suma
se sigue representando por 0.

Ejemplo 2.4.35 Dado x ∈Ω, considérese la forma lineal

δx : C∞
c (Ω)−→ C dada por δx (φ) = φ (x),

la cual se denomina delta de Dirac en x. Es inmediato verificar que dichas formas son continuas
y, por tanto, que δx ∈DDD ′(Ω). Cuando 0 ∈Ω, se escribirá directamente δ = δ0.

2.4.1. Caracterización de distribuciones
El siguiente resultado da una caracterización bastante útil de continuidad de distribuciones

en DDD ′ (Ω), que es análoga a la obtenida en el Teorema 2.2.24 para EEE ′ (Ω).

Teorema 2.4.36 Sea T : C∞
c (Ω) −→ C una forma lineal. Se da la siguiente caracterización:

T ∈ DDD ′ (Ω) si, y sólo si, para cada compacto K ⊂ Ω, existen n ∈ N, c > 0 (constantes que
dependen de K) tales que

|T(φ)| ≤ c · ‖φ‖n ∀ φ ∈DK (Ω) .

Demostración. ⇐ Tómese arbitrariamente {ψm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) una sucesión DDD−convergente

a 0. Entonces, por el aserto f del Teorema 2.3.29, existe K0 ∈ K(Ω) tal que {ψm}m∈N está
contenida en DK0 (Ω) y lı́mm→∞ ‖ψm‖n = 0 ∀ n ∈ N. Como existen n0 ∈ N, c0 > 0 tales que

|T(φ)| ≤ c0 ‖φ‖n0
∀ φ ∈DK0 (Ω) ,

ya es evidente que lı́mT(ψm) = 0, y por el Teorema 2.3.32, que T es continua.
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⇒ Por reducción al absurdo, tómese T ∈DDD ′ (Ω) y supóngase no se verifica la condición
del enunciado, es decir, supóngase existe un compacto K0 ⊂ Ω tal que, para cualquier par de
números n ∈ N, c > 0, se verifica

|T(φ)|> c · ‖φ‖n para algún φ = φ(n, c) ∈DK0 (Ω) .

Ası́, sea una sucesión {φm}m∈N ⊂DK0 (Ω) que verifica |T(φm)|> m · ‖φm‖m ∀ m ∈ N. Tómese
a continuación

ϕm := T(φm)
−1

φm ∀ m ∈ N.

Entonces la sucesión {ϕm}m∈N ⊂DK0 (Ω) verifica lo siguiente:
T(ϕm) = 1 ∀ m ∈ N y

ϕm
EEE K0−−−→

m→∞
0, pues, dado n ∈ N, se tiene ‖ϕm‖n ≤ ‖ϕm‖m < 1/m para todo m≥ n.

Esto entra en contradicción con el hecho de que T|DK0(Ω) es continua —Teorema 2.3.32—. �

2.4.2. Ejemplos de distribuciones
Distribuciones definidas por funciones

Definición 2.4.37 Una función medible f : Ω−→ C∞ se dice localmente integrable en Ω, y se
denota f ∈ L1

loc (Ω), si verifica∫
K
| f | dλ <+∞ para todo K ∈ K(Ω) .

Definición 2.4.38 Si f ∈ L1
loc (Ω), sea la forma lineal T f : C∞

c (Ω)−→ C con fórmula

T f (φ) =
∫

Ω

f (x)φ (x) dx.

Proposición 2.4.39 Si f ∈ L1
loc (Ω), entonces T f ∈DDD ′(Ω).

Demostración. Dado K ∈ K(Ω), se verifica∣∣T f (φ)
∣∣≤ (∫

K
| f | dλ

)
‖φ‖1 ∀ φ ∈DK (Ω) .

Entonces, debido a la arbitrariedad al tomar el compacto, T f es una distribución sobre Ω, apli-
cando el Teorema 2.4.36. �

Nota. Dada una función f localmente integrable en Ω, es costumbre identificar la distribución
T f con la función f (diciendo que tal función es una distribución), reemplazar la escritura T f
simplemente por f —pudiendo ası́ escribir f ∈DDD ′ (Ω)— y denotar su acción sobre φ ∈ C∞

c (Ω)
por ( f , φ).

Distribuciones definidas por medidas

Análogamente al caso anterior, si Σ es la σ−álgebra de subconjuntos de Borel en Ω,
y µ : Σ −→ [0, +∞] es una medida positiva que verifica µ (K) < +∞ para todo K ∈ K(Ω),
entonces

C∞
c (Ω) 3 φ 7−→

∫
Ω

φ dµ

es una distribución sobre Ω. Las deltas de Dirac del Ejemplo 2.4.35 son un caso especial de
esta situación.
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2.4.3. Derivación de distribuciones
Definición 2.4.40 Sean T ∈DDD ′ (Ω) y α ∈ Nn

0. Se define la derivada α−ésima de T como la
forma lineal DαT : C∞

c (Ω)−→ C con fórmula

(DαT)(φ) = (−1)|α|T(Dα
φ) .

Proposición 2.4.41 Si α y β son dos n−ı́ndices, la derivada α−ésima DαT de T ∈DDD ′ (Ω) es
una distribución sobre Ω y vale la fórmula

DαDβ T = Dα+β T = DβDαT.

Demostración. Como T es una distribución, dado un compacto K ⊂ Ω, existen c > 0 y n ∈ N
tales que |T(φ)| ≤ c‖φ‖n para todo φ ∈DK (Ω), luego pasa que∣∣∣(DαT)(φ)

∣∣∣= ∣∣∣(−1)|α|T(Dα
φ)
∣∣∣≤ c‖Dα

φ‖n ≤ c‖φ‖n+|α| ∀ φ ∈DK (Ω) .

Entonces DαT ∈DDD ′ (Ω). Además, debido a que en C∞ (Ω) los operadores diferenciales Dα , Dβ

conmutan, si φ ∈ C∞
c (Ω), entonces vale

(DαDβ T)(φ) = (−1)|α| (Dβ T)(Dα
φ) = (−1)|α|+|β |T(DβDα

φ) =

= (−1)|α+β |T(Dα+β
φ) = (Dα+β T)(φ) .

�

Definición 2.4.42 Sean f ∈ L1
loc (Ω) y α ∈ Nn

0. Si existe una función g ∈ L1
loc (Ω) con la pro-

piedad Tg = DαT f , es decir,∫
Ω

g(x)φ (x) dx = (−1)|α|
∫

Ω

f (x)Dα
φ (x) dx ∀ φ ∈ C∞

c (Ω) , (2.4.10)

se escribe g = Dα f en sentido débil y se dice que g es una α−ésima derivada débil de f .

Ejemplo 2.4.43 Sea la función f (x) = e−|x| (x ∈ R), que claramente es localmente integrable
en R. Compútese las primera y segunda derivadas de la distribución T f .

T′f (φ) =−
∫ +∞

−∞

e−|x|φ ′ (x)dx =−
∫ 0

−∞

ex
φ
′ (x)dx−

∫ +∞

0
e−x

φ
′ (x)dx =

=−φ (0)+
∫ 0

−∞

ex
φ (x)dx+φ (0)−

∫ +∞

0
e−x

φ (x)dx =
∫ +∞

−∞

−sgn(x)e−|x|φ (x)dx,

donde sgn : R−→ R es la función (localmente integrable) dada por

sgn(x) =


1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0.

Como g(x) =−sgn(x)e−|x| (x ∈ R) es localmente integrable, entonces g = f ′ en sentido débil.
Aprovechando los cálculos ya realizados se computa la segunda derivada:

Tg
(
φ
′)=−∫ 0

−∞

ex
φ
′ (x)dx+

∫ +∞

0
e−x

φ
′ (x)dx =

=−φ (0)+
∫ 0

−∞

ex
φ (x)dx−φ (0)+

∫ +∞

0
e−x

φ (x)dx =−2δ (φ)+
∫ +∞

−∞

e−|x|φ (x)dx.
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Por tanto, en el sentido de las distribuciones, se tiene

f ′′ = f −2δ .

Este ejemplo muestra que, mientras que la distribución T f tiene derivadas de todos los
órdenes, simplemente no existe ninguna segunda derivada débil de f .

Observación 2.4.44 El ejemplo anterior también pone de manifiesto el hecho de que no siem-
pre es posible expresar, dados α ∈ Nn y f una función localmente integrable en Ω, la derivada
DαT f en la forma de la parte izquierda de (2.4.10), como quizá cabrı́a pensar de primeras.

La siguiente proposición muestra que la noción de derivada distribucional extiende la
derivada usual cuando se aplica a funciones diferenciables en Ω.

Proposición 2.4.45 Sea f ∈ Ck (Ω) para algún k ≥ 1. Entonces

DαT f = TDα f ∀ α ∈ Nn
0 con |α| ≤ k.

Demostración. En primer lugar, nótese que Dα f ∈ C(Ω) y, por tanto, es localmente integrable
en Ω, para todo |α| ≤ k; tiene sentido pues definir las distribuciones TDα f . En segundo lugar,
utilizando integración por partes se verifica(

DαT f
)
(φ) = (−1)|α|

∫
Ω

f (x)(Dα
φ)(x) dx =

∫
Ω

(Dα f )(x)φ (x) dx ∀ φ ∈ C∞
c (Ω) , (2.4.11)

donde se anulan los términos de frontera porque sop(φ) ∈ K(Ω). �

Los siguientes ejemplos muestran que la derivación distribucional permite definir nuevas
distribuciones además de derivar funciones y otros objetos no derivables en el sentido clásico
ni en el sentido débil.

Derivadas de la delta de Dirac

Ejemplo 2.4.46 Sean x ∈Ω y α ∈ Nn
0, entonces Dαδx coincide con la distribución que sigue:

C∞
c (Ω) 3 φ 7−→ (−1)|α|δx (D

α
φ) = (−1)|α| (Dα

φ)(x) .

Derivada de la función de Heaviside

Ejemplo 2.4.47 Se define

H(x) =

{
1 si x≥ 0
0 si x < 0,

que es la denominada función de Heaviside. Evidentemente, H ∈ L1
loc (R), luego TH es una

distribución sobre R cuya acción sobre una φ ∈ C∞
c (R) es

TH (φ) =
∫
R

H (x)φ (x) =
∫ +∞

0
φ (x)dx.

La función H no es derivable en 0 (ni tampoco continua). Sin embargo, tiene derivada distribu-
cional, la cual coincide con la delta de Dirac:

T′H (φ) =−TH
(
φ
′)=−∫ +∞

0
φ
′ (x)dx =− [φ (x)]+∞

x=0 = φ (0) = δ (φ) .

Abusando de notación se dice que H ′ = δ (en el sentido de las distribuciones).
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La distribución VP 1
id

Ejemplo 2.4.48 La función f (x) = 1/x (x ∈ R) no pertenece a L1
loc(R) y, por tanto, no se iden-

tifica con una distribución en DDD ′(R). En este ejemplo se define una variante adecuada que sı́ es
una distribución. Denótese id(x) = x (x ∈ R). Entonces, dada φ ∈ C∞

c (R), sea

VP
1
id
(φ) := lı́m

ε→0+

∫
|x|≥ε

φ (x)
x

dx.

Notar que se da la siguiente cadena de igualdades:

lı́m
ε→0+

∫
|x|≥ε

φ (x)
x

dx = lı́m
ε→0+

(∫ −ε

−∞

φ (x)
x

dx+
∫ +∞

ε

φ (x)
x

dx
)
=

= lı́m
ε→0+

(∫
ε

+∞

φ (−x)
x

dx+
∫ +∞

ε

φ (x)
x

dx
)
=

= lı́m
ε→0+

∫ +∞

ε

φ (x)−φ (−x)
x

dx =

=
∫ +∞

0

φ (x)−φ (−x)
x

dx.

La última integral (impropia) es convergente dado que el integrando es una función continua
que se anula en el infinito (pues es de soporte compacto) puesto que vale

lı́m
x→0+

φ (x)−φ (−x)
x

= 2φ
′ (0) . (2.4.12)

Con lo cual, la forma lineal C∞
c (R) 3 φ 7−→ VP 1

id (φ) está bien definida. Ésta recibe el
nombre de valor principal de 1/id. Además, si φ ∈DK (R), con K ⊂ [−R,R], entonces∣∣∣∣VP

1
id
(φ)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ R

0

φ (x)−φ (−x)
x

dx
∣∣∣∣≤ ∫ R

0

1
x

∣∣∣∣∫ x

−x
φ
′ (t)dt

∣∣∣∣dx≤
∫ R

0
2‖φ‖1 dx = 2R‖φ‖1 .

Por el Teorema 2.4.36, de la arbitrariedad al tomar el compacto se deduce que VP 1
id ∈DDD ′(R).

Ejemplo 2.4.49 Considérese la función g(x) = log |x| (x ∈ R). Es obvio que esta función es par
y es fácil ver que g ∈ L1

loc (R), ya que∫ R

−R
|g(x)|dx =−2

∫ 1

0
log(x)dx+2

∫ R

1
log(x)dx = 2+2

∫ R

1
log(x)dx <+∞ ∀ R≥ 1.

Notar que la función g no es continua en 0 y que, además, la derivada usual g′(x) = 1/x (x ∈ R)
no es localmente integrable en R. Hilando con el Ejemplo 2.4.48, pruébese que su derivada en
el sentido de distribuciones coincide con VP 1

id : dada una función de testeo φ ∈ C∞
c (R), teniendo

en cuenta (2.4.12) y que vale

lı́m
x→0+

x logx = lı́m
x→0+

logx
1/x

= lı́m
x→0+

1/x
−1/x2 =− lı́m

x→0+
x = 0, (L’Hôpital)

se tiene

T′g (φ) =−
∫
R

log |x|φ ′ (x)dx =−
∫ +∞

0
log(x)φ

′ (x)dx−
∫ 0

−∞

log(−x)φ
′ (x)dx =

=−
∫ +∞

0
log(x)

(
φ
′ (x)+φ

′ (−x)
)

dx =−
∫ +∞

0
log(x)

∂

∂x

(
φ (x)−φ (−x)

)
dx =

=−
[

x log(x)
φ (x)−φ (−x)

x

]+∞

x=0
+
∫ +∞

0

φ (x)−φ (−x)
x

dx = VP
1
id
(φ) .
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2.4.4. Multiplicación de una función C∞ (Ω) por una distribución
Definición 2.4.50 Sean T ∈DDD ′ (Ω) y f ∈ C∞ (Ω). Se define el producto de f por T como la
forma lineal f ·T : C∞

c (Ω)−→ C dada por

( f ·T)(φ) = T( f φ) .

Proposición 2.4.51 Dadas T ∈DDD ′ (Ω) y f ∈ C∞ (Ω), la forma lineal f ·T está bien definida y
es una distribución sobre Ω.

Demostración. Si f ∈ C∞ (Ω), es evidente que el producto f · T está bien definido porque
f φ ∈ C∞

c (Ω) si φ ∈ C∞
c (Ω). Véase ahora que f ·T es una distribución, para lo cual se hace uso

de la fórmula de Leibniz para expandir la derivada del producto

Dα (gh) = ∑
β≤α

cα , β (D
α−β g)(Dβ h)

(
g, h ∈ Ck (Ω) , |α| ≤ k

)
(2.4.13)

—los valores de las constantes cα , β (β ≤ α) no son necesarios para la demostración—.
Dado K ⊂ Ω un compacto cualquiera, como T es una distribución, existen c1 > 0, n ∈ N

tales que

|T( f φ)| ≤ c1 ‖ f φ‖n = c1 ·máx{|Dα ( f φ)(x)| : x ∈Ω, |α| ≤ n} (2.4.14)

para toda φ ∈DK (Ω). Ahora, como se da (2.4.13) y el máximo de (2.4.14) se alcanza realmente
en el compacto K, existe c( f , K, n) = c2 > 0 tal que ‖ f φ‖n≤ c2 ‖φ‖n ∀ φ ∈DK (Ω). De esto sigue

|( f ·T)(φ)| ≤ c1c2 ‖φ‖n ∀ φ ∈DK (Ω) ,

que, dada la arbitrariedad al tomar el compacto K, implica f ·T ∈DDD ′ (Ω). �

Ejemplo 2.4.52 La ecuación en DDD ′ (R)

id ·T = 1

tiene por solución T = VP 1
id +aδ , con a ∈ C constante. Claro, si φ ∈ C∞

c (R),[
id ·
(

VP
1
id

+aδ

)]
(φ) = lı́m

ε→0+

∫
|x|≥ε

xφ (x)
x

dx+aδ (id ·φ) =
∫ +∞

−∞

φ (x)dx+0 = (1, φ) .

Esta definición extiende el producto usual de funciones cuando T = Tg con g ∈ L1
loc (Ω),

como muestra la siguiente

Proposición 2.4.53 Sea g ∈ L1
loc (Ω) y f ∈ C∞ (Ω). Entonces f ·Tg = T f g.

Demostración. En efecto, si φ ∈ C∞
c (Ω),

( f ·Tg)(φ) = Tg ( f φ) =
∫

Ω

g(x) f (x)φ(x) dx = T f g(φ).

�

Entonces, si f ∈ C∞ (Ω) y T ∈ DDD ′ (Ω), la distribución f ·T se puede derivar. ¿Verifica
también la fórmula de Leinbiz? La respuesta es afirmativa —lo cual incide en el éxito de la
generalización del concepto de función que se hace en este capı́tulo tras la Definición 2.4.50—
y se recoge en la siguiente proposición, cuya demostración se obvia pues no va a ser usada más
adelante.



2.5 Distribuciones de soporte compacto 33

Proposición 2.4.54 Sean f ∈ C∞ (Ω), T ∈DDD ′ (Ω) y α ∈ Nn
0, entonces se verifica:

Dα ( f ·T) = ∑
β≤α

cα , β (D
α−β f ) · (Dβ T)

para ciertas constantes cα , β .

2.5. Distribuciones de soporte compacto

2.5.1. Soporte de una distribución
Definición 2.5.55 Si A⊆Ω es un abierto, sea el conjunto de funciones

C∞
c (A, Ω) = {ψ ∈ C∞

c (Ω) | sop(ψ)⊂ A}.

Definición 2.5.56 Sea T ∈ DDD ′ (Ω). Si A ⊆ Ω es un abierto que verifica T(φ) = 0 para toda
función φ ∈ C∞

c (A, Ω), se dice que T es nula en A y se escribe T = 0 en A. Sea NT la unión de
todos los abiertos contenidos en Ω en los que T es nula; el complementario de NT en Ω es, por
definición, el soporte distribucional de T y se denota sop(T).

Proposición 2.5.57 Sea T ∈DDD ′ (Ω). Entonces T es nula en NT.

Demostración. Sea AT = {A ⊆ Ω| A es abierto, T = 0 en A}, entonces NT = ∪A∈ATA. Hay
que probar que NT ∈AT. Para ello, sea {ψ j} j∈N ⊂ C∞

c (NT, Ω) una partición localmente finita
de la unidad subordinada a AT —aplicando el Teorema 2.1.12—. Si φ ∈ C∞

c (NT, Ω), entonces
φ = ∑ψ jφ , suma que sólo tiene un número finito de términos distintos de cero. Con lo cual,
T(φ) = ∑T

(
ψ jφ

)
= 0. Esta última igualdad se debe a que, para cada j ∈ N, sop

(
ψ jφ

)
está

contenido en algún abierto de AT. �

Ejemplo 2.5.58 Si x ∈Ω y α es un n−ı́ndice, entonces de la definición de la delta de Dirac en
el punto x se tiene

sop(δx) = sop(Dα
δx) = {x}.

Teorema 2.5.59 Sea T ∈DDD ′ (Ω), entonces se da las siguientes propiedades:
a) Si el soporte de una función φ ∈ C∞

c (Ω) es disjunto con sop(T), entonces T(φ) = 0.

b) Si sop(T) = /0, entonces T = 0.

c) Si h ∈ C∞ (Ω) y vale h≡ 1 en algún abierto U con sop(T)⊂U, entonces h ·T = T.

d) Si sop(T) es un subconjunto compacto de Ω, entonces existen constantes c > 0, n ∈ N
tales que

|T(φ)| ≤ c‖φ‖n ∀ φ ∈ C∞
c (Ω) .

Demostración. Las afirmaciones a y b son triviales.
c) Considérese (1−h)φ , φ ∈ C∞

c (Ω). El soporte de (1−h)φ no corta a U pues h≡ 1 en
U , luego tampoco corta a sop(T) y, ası́, T

(
(1−h)φ

)
= 0. Por tanto T(φ) = T(hφ) = (h ·T)(φ),

para todo φ ∈ C∞
c (Ω), de donde se desprende el resultado.

d) Si sop(T) es compacto, por la propiedad d de la Definición 2.1.11 existen una función
ψ ∈ C∞

c (Ω) y un abierto U ⊃ sop(T) que verifican ψ ≡ 1 en U . Póngase K = sop(ψ); por un
lado, por el Teorema 2.4.36, existen c1 > 0 y n ∈ N tales que

|T(ϕ)| ≤ c1 ‖ϕ‖n ∀ ϕ ∈DK (Ω) ;
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por otro lado, la fórmula de Leibniz muestra que existe c2 > 0 tal que

‖ψφ‖n ≤ c2 ‖φ‖n ∀ φ ∈ C∞
c (Ω)

ya que, recuérdese, ‖ψφ‖n = máx{|Dα (ψφ)(x)| : x ∈ K, |α| ≤ n}. Además, para cada φ en
C∞

c (Ω), se tiene T(φ) = T(ψφ) —aplicando c— y, como ψφ ∈DK (Ω), también se tiene

|T(φ)|= |T(ψφ)| ≤ ‖ψφ‖n ≤ c1c2 ‖φ‖n .

�

Definición 2.5.60 Se define el conjunto de las distribuciones sobre Ω con soportes compactos
como

DDD ′c (Ω) = {T ∈DDD ′(Ω)| sop(T) ∈ K(Ω)}.

Nota. Es directo comprobar que las operaciones de la Definición 2.4.34 son cerradas en DDD ′c (Ω),
luego este conjunto junto con dichas operaciones es un C−espacio vectorial.

2.5.2. Soporte de una función arbitraria
Definición 2.5.61 Dados un conjunto E ⊆ Rn y una función f : E −→ C medible, el soporte
de f es

supp( f ) = {x ∈ E| no existe r > 0 tal que f = 0 en casi todo B(x, r)∩E}.

Para saber más acerca de las propiedades del soporte supp de una función arbitraria y
para conocer los detalles de las demostraciones (aquı́ no es menester reproducirlas) de los dos
enunciados siguientes ver [3, Exercise 2.51, pag. 37].

Proposición 2.5.62 Si f ∈ C(Ω), entonces supp( f ) = sop( f ).

Nota. Tras esta porposición, resulta natural escribir sop( f ) en lugar de supp( f ) aun cuando la
función f : E ⊆ Rn −→ C no sea continua.

Teorema 2.5.63 Si f es localmente integrable en Ω, entonces sop
(
T f
)
= sop( f ).

Observación 2.5.64 Este resultado implica que, si f es localmente integrable en Ω y sop( f )
es compacto, entonces f se identifica con una distribución de soporte compacto, la T f .

2.5.3. La inclusión DDD ′ (Ω)←↩ EEE ′ (Ω)

Teorema 2.5.65 El espacio EEE ′ (Ω) se identifica con el espacio DDD ′c (Ω), en el sentido de que el
operador de restricción natural

EEE ′ (Ω) 3 T 7−→RT := T|C∞
c (Ω) (2.5.15)

es un isomorfismo lineal de EEE ′ (Ω) en DDD ′c (Ω).
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Demostración. Véase, en primer lugar, que RT∈DDD ′(Ω) y sop(RT) es compacto si T∈EEE ′ (Ω).
Es evidente que RT es lineal. Sea ahora {φm}m∈N una sucesión DDD−convergente a la función
φ ∈ C∞

c (Ω). Por el punto f del Teorema 2.3.29 se verifica que EEE − lı́mφm = φ . Es decir, la
inclusión

C∞
c (Ω) ↪→ C∞ (Ω)

es continua. Aplicando que T∈EEE ′ (Ω) se obtiene que lı́mT(φm) = T(φ) =RT(φ). Resta probar
que RT tiene soporte compacto. Para ello se aplica el Teorema 2.2.24, es decir, que existen
n ∈ N y c > 0 tales que

|T( f )| ≤ pn ( f ) ∀ f ∈ C∞ (Ω) ,

donde, recuérdese, pn ( f ) = máx{|Dα f (x)| : x ∈ Kn, |α| ≤ n}. Entonces, T(ψ) = 0 para todo
ψ ∈ C∞

c (Ω) con sop(ψ)∩ Kn = /0 porque vale pn (ψ) = 0. Esto último prueba que RT es una
distribución de soporte compacto (contenido en Kn).

En segundo lugar, pruébese que R es inyectiva. Sea S un elemento de

kerR= {T ∈ EEE ′ (Ω) | RT = 0}= {T ∈ EEE ′ (Ω) | T(φ) = 0 ∀ φ ∈ C∞
c (Ω)}.

Como C∞
c (Ω) es EEE−denso en C∞ (Ω) —probado en el Teorema 2.2.16—, entonces para cada

f ∈ C∞ (Ω) existe una sucesión {φm}m∈N ∈ C∞
c (Ω) tal que EEE − lı́mφm = f y, por tanto,

S( f ) = S(EEE − lı́mφm) = lı́mS(φm) = 0.

Ası́, S = 0 y se concluye que kerR= {0} o, equivalentemente, que R es inyectiva.
En tercer y último lugar, pruébese que R es suprayectiva. Si T ∈DDD ′c (Ω) y se llama K a

sop(T), tómese una función ψ ∈ C∞
c (Ω) idénticamente igual a 1 en un entorno de K. Defı́nase

Text : C∞ (Ω)−→ C
f 7−→ T(ψ f ) .

Se procede a probar que esta extensión de T es aplicación lineal y continua, es decir, que Text
vive en EEE ′ (Ω). La linealidad de Text es consecuencia de la de T. Además, Text es continua
porque ψ tiene soporte compacto: siendo { fm}m∈N ⊂ C∞ (Ω),

fm
EEE−−−→

m→∞
f ∈ C∞ (Ω) implica ψ fm

DDD−−−→
m→∞

ψ f , donde {ψ fm}m∈N ⊂ C∞
c (Ω) ,

y, como T es distribución, lı́mText ( fm) = Text ( f ). Finalmente, RText = T. Claro, si φ ∈ C∞
c (Ω),

se tiene
RText (φ) = Text (φ) = T(ψφ) = (ψ ·T)(φ) = T(φ),

usando en el último paso que ψ ≡ 1 en un entorno de K y la parte c del Teorema 2.5.59. �
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3 ConvoluciónConvolución

Este capı́tulo y el siguiente son un complemento natural a la teorı́a de distribuciones.
En este tercero se introduce rigurosamente la convolución en el contexto de las distribuciones,
importante herramienta del análisis que juega un papel destacado en la resolución distribucional
de EDPs, si bien esta aplicación sólo se esboza al final porque se sale del ámbito del trabajo. Se
sigue principalmente la referencia [5, Cap 6].

3.1. Preliminares a la convolución
Las demostraciones de las dos proposiciones de esta sección se omiten pues son de com-

probación rutinaria.

Definición 3.1.1 Si ψ es una función definida en Rn y x ∈ Rn es un punto, sean las funciones
cotraslación de ψ por x y traslación de ψ por x, respectivamente,

(ιxψ)(y) = ψ (x−y) , (τxψ)(y) = ψ (y−x) (y ∈ Rn) .

Para el punto x ∈ Rn, estas dos fórmulas definen los operadores cotraslación ιx y traslación
τx, cuyo dominio es el conjunto de funciones definidas en Rn. En este contexto, el operador
identidad se representa por 1.

Proposición 3.1.2 Se verifica τxιy = ιx+y = ιxτ−y para todos x, y ∈ Rn e ι0ι0 = 1, donde la
yuxtaposición es composición. Además, dado w ∈ Rn, la restricción C∞

c (Rn) 3 φ 7−→ ιwφ es
una aplicación lineal y continua bajo el par DDD−DDD .

Definición 3.1.3 Sean f , g :Rn −→C funciones medibles Lebesgue. Se define su convolución
en un punto x ∈ Rn como

( f ∗g)(x) =
∫
Rn

f (y)g(x−y)dy =
∫
Rn

f (y)(ιxg)(y)dy,

supuesta la finitud de esta integral, es decir, supuesto que∫
Rn
| f (y)g(x−y)|dy <+∞.

Proposición 3.1.4 Si f , g :Rn −→C son funciones medibles Lebesgue y si x ∈Rn es un punto
para el que ( f ∗g)(x) existe con valor finito, entonces ( f ∗g)(x) = (g∗ f )(x).
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3.2. Convolución de una distribución por una función

3.2.1. Convolución de una distribución por una función C∞
c (Rn)

Definición 3.2.5 El producto de convolución de T ∈ DDD ′ (Rn) por ψ ∈ C∞
c (Rn) es la función

compleja T∗ψ : Rn −→ C con fórmula

(T∗ψ)(x) = T(ιxψ) .

Observación 3.2.6 La Definición 3.1.3 es la razón por la que resulta natural presentar esta
última, ya que, para el caso en que T = T f con f una localmente integrable en Rn, las dos son
definiciones coincidentes: si ψ ∈ C∞

c (Rn),

( f ∗ψ)(x) =
∫
Rn

f (y)ψ (x−y)dy = T(ιxψ) =
(
T f ∗ψ

)
(x) ∀ x ∈ Rn.

Además, si f sigue siendo una función localmente integrable en Rn, dado x ∈ Rn, la
traslación de f por x también lo es y se da, para cada φ ∈ C∞

c (Rn),∫
Rn

(τx f )(t)φ (t)dt =
∫
Rn

f (t−x)φ (t)dt =
∫
Rn

f (y)φ (y+x)dy =

=
∫
Rn

f (y)(τ−xφ)(y)dy = T f (τ−xφ) ,

luego también resulta natural la siguiente

Definición 3.2.7 Dado x ∈ Rn, la traslación de T ∈DDD ′ (Rn) por x es la forma lineal

τxT : C∞
c (Rn)−→ C con fórmula (τxT)(φ) = T(τ−xφ) .

Proposición 3.2.8 Dados x ∈ Rn y T ∈DDD ′ (Rn), τxT es una distribución sobre Rn.

Demostración. Sea DK (Rn) fijado y φ ∈ DK (Rn) cualquiera. Por una parte se tiene que
sop(τ−xφ) = sop(φ)−x⊆K−x, donde para el compacto K−x existen constantes c> 0, n∈N
tales que |T(ψ)| ≤ c‖ψ‖n para toda ψ ∈DK−x (Rn). Por otra parte es claro que ‖φ (•+x)‖n es
igual a ‖φ‖n. Con lo cual,

|(τxT)(φ)|= |T(τ−xφ)| ≤ c‖τ−xφ‖n = c‖φ‖n .

�

Lema 3.2.9 Sean T ∈DDD ′ (Rn) y φ ∈ C∞
c (Rn×Rn), entonces

a) la función

ψ (x) =
∫
Rn

φ (x, y)dy (x ∈ Rn)

pertenece a C∞
c (Rn) y

b) vale la igualdad

T(ψ) =
∫
Rn

T
(
φ (•, y)

)
dy,

donde, para cada w ∈Rn, la expresión φ (•, w) denota la función φw ∈ C∞
c (Rn) dada por

la fórmula φw (x) = φ (x, w) (x ∈ Rn).
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Demostración. Como φ ∈ C∞
ccc (Rn×Rn), existe R> 0 tal que sop(φ)⊆ [−R, R]n× [−R, R]n. Es

claro que, si x ∈Rn verifica |x| ≥ R, entonces φ (x, y) = 0 para todo y ∈Rn, luego sop(ψ) está
contenido en [−R, R]n. Además, que ψ ∈ C∞ (Rn) se obtiene aplicando la regla de derivación
bajo la integral de Lebesgue —Teorema C.3.5—. Esto prueba el punto a.

Para el punto b, póngase K = [−R, R]n. En primer lugar, se observa que ψ es una integral
de una función continua y de soporte compacto, entonces ψ puede expresarse como el lı́mite
de una suma de Riemann. ¿Pero esta sucesión de sumas de Riemann converge también bajo la
topologı́a DDD? Sólo si es ası́ se podrá aplicar el Teorema 2.3.32 para obtener b. Ası́, en segundo
lugar, sea la sucesión {ψm}m∈N ⊂DK (Rn) dada por

ψm (x) =
mn

∑
k=1

vol(Qm
k )φ (x, ym

k ) (x ∈ Rn) , ym
k ∈ Qm

k (1≤ k ≤ mn) , K =
mn⋃

k=1

Qm
k ,

donde {Qm
k }

mn

k=1 es una partición de K a cubos disjuntos dos a dos y de lado 2R/m. ¿Se verifica

sup
x∈Rn

∣∣∣Dα
ψm (x)−Dα

ψ (x)
∣∣∣−−−→

m→∞
0 ∀ α ∈ Nn

0 ?

Basta contestar a esta pregunta para el n−ı́ndice 0 pues la regla de derivación bajo la integral
de Lebesgue hace el resto del trabajo. Fijado ε > 0, razónese:

sup
x∈Rn

∣∣∣ψm (x)−ψ (x)
∣∣∣= sup

x∈K

∣∣∣∣∣ mn

∑
k=1

vol(Qm
k )φ (x, ym

k )−
∫

K
φ (x, y)dy

∣∣∣∣∣=
= sup

x∈K

∣∣∣∣∣ mn

∑
k=1

∫
Qm

k

φ (x, ym
k )dy−

mn

∑
k=1

∫
Qm

k

φ (x, y)dy

∣∣∣∣∣≤
≤ sup

x∈K

mn

∑
k=1

∫
Qm

k

∣∣φ (x, ym
k )−φ (x, y)

∣∣dy

y, además, como φ es uniformemente continua (pues es continua y tiene soporte compacto),
existe η > 0 tal que si |z−y|< η , entonces |φ (x, z)−φ (x, y)| ≤ ε/(2R)n cualquiera que sea
x ∈ K; por tanto, si se toma m ∈ N suficientemente grande como para que diám

(
Qm

k

)
< η para

todo 1≤ k ≤ mn se va a verificar

sup
x∈Rn

∣∣∣ψm (x)−ψ (x)
∣∣∣≤ sup

x∈K

mn

∑
k=1

∫
Qm

k

∣∣φ (x, ym
k )−φ (x, y)

∣∣dy≤ ε

(2R)n
mn

∑
k=1

vol(Qm
k ) = ε .

En tercer lugar y finalmente, se obtiene lo que se querı́a probar:

T(ψ) = T
(
DDD− lı́m

m→∞
ψm
)
= lı́m

m→∞
T(ψm) = lı́m

m→∞

mn

∑
k=1

T
(
φ (•, ym

k )
)
vol(Qm

k ) =

=
∫

K
T
(
φ (•, y)

)
dy =

∫
Rn

T
(
φ (•, y)

)
dy,

donde la cuarta igualdad es válida porque la aplicación Rn 3 y 7−→ T(φy) es continua.
Para completar la demostración, pruébese esta última afirmación. Dado w ∈ Rn, tómese

una sucesión {wm}m∈N ⊂Rn verificando lı́mwm = w; entonces {φwm}m∈N ⊂DK (Rn), como es
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evidente. Sea ahora α = (α1, . . . , αn) ∈Nn
0 arbitrario y póngase α = (α1, . . . , αn, 0, 0, . . . , 0) en

N2n
0 . Para cualesquiera m ∈ N y x ∈ Rn se tiene

Dα (φwm−φw)(x) = Dα
x [φ (x, wm)−φ (x, w)] =

[
Dα

φ

]
(x, wm)−

[
Dα

φ

]
(x, w) ,

luego, debido a que Dαφ es uniformemente continua,

sup
x∈Rn

∣∣∣Dα (φwm−φw)(x)
∣∣∣−−−→

m→∞
0.

Se ha probado que DDD− lı́mφwm = φw. Como T es distribución, se tiene que

wm −−−→
m→∞

w⇒ T(φwm)−−−→m→∞
T(φw) ,

es decir, Rn 3 y 7−→ T(φy) es continua. �

Lema 3.2.10 Dados un vector −→v ∈ Rn y una función φ ∈ C∞
c (Rn) se verifica

φ
(
•+ ε

−→v
)
−φ

ε

DDD−−→
ε→0

D−→v φ . (3.2.1)

Demostración. Por linealidad, basta probar el enunciado para −→v = −→eν (1≤ ν ≤ n); por si-
metrı́a, para ν = 1. Entonces, y para también simplificar la notación, se puede suponer n = 1.

Sea ahora la colección {φε}0<|ε|<1 dada por

φε (x) =
φ (x+ ε)−φ (x)

ε
(x ∈ R) .

Se tiene, por un lado, que sop(φε) ⊆ sop(φ)+ [−1, 1] si 0 < |ε| < 1. Por otro lado, se ha de
probar

φ
(n)
ε

unif.−−→
ε→0

φ
(n+1) ∀ n ∈ N0,

pero basta probar esto para n = 0 y después proceder iterativamente.
Para ello, obsérvese que

φ (x+ ε)−φ (x) =
∫ 1

0

∂

∂ t

(
φ (x+ tε)

)
dt = ε

∫ 1

0
φ
′ (x+ tε)dt,

de donde∣∣∣∣φ (x+ ε)−φ (x)
ε

−φ
′ (x)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ 1

0
φ
′ (x+ tε)dt−φ

′ (x)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ 1

0
φ
′ (x+ tε)−φ

′ (x)dt
∣∣∣∣≤

≤
∫ 1

0

∣∣φ ′ (x+ tε)−φ
′ (x)
∣∣dt.

Sea η > 0 conocido; como φ ′ es uniformemente continua, existe δ = δ (η , φ ′) > 0 tal que
|y|< δ implica |φ ′ (x+ y)−φ ′ (x)|< η para todo x ∈ R. Por tanto, tomando ε suficientemente
cercano a cero como para que |tε|< δ se va a verificar∣∣φε (x)−φ

′ (x)
∣∣≤ ∫ 1

0

∣∣φ ′ (x+ tε)−φ
′ (x)
∣∣dt <

∫ 1

0
η dt = η ∀ x ∈ R.

�
En lo sucesivo, se va a representar a las distribuciones sobre Rn con las letras u, v, w.
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Teorema 3.2.11 Sean u ∈DDD ′ (Rn) y φ , ψ ∈ C∞
c (Rn), entonces

a) τx (u∗φ) = (τxu)∗φ = u∗ (τxφ) para todo x ∈ Rn.

b) u∗φ ∈ C∞ (Rn) y

Dα (u∗φ) = (Dαu)∗φ = u∗ (Dα
φ) ∀ α ∈ Nn

0.

c) u∗ (φ ∗ψ) = (u∗φ)∗ψ .

Demostración. a) Fijado x ∈ Rn, las tres funciones complejas de a evaluadas en un punto
y ∈ Rn valen u(ιy−xφ). Se comprueba rutinariamente usando la Proposición 3.1.2.

b) Sean α ∈ Nn
0 y x ∈ Rn arbitrarios. Por un lado,

ιx (D
α

φ) = (Dα
φ)(x−•) = (−1)|α|Dα (ιxφ) implica

(u∗Dα
φ)(x) = u

(
ιx (D

α
φ)
)
= (−1)|α| u

(
Dα (ιxφ)

)
= (Dαu)(ιxφ) = (Dαu∗φ)(x) .

Por otro lado, para completar la demostración es suficiente probar la igualdad primera de b
cuando |α| = 1 (después se procede iterativamente para obtener dicha igualdad para cualquier
n−ı́ndice). Considérese entonces el cociente incremental

(u∗φ)
(
x+ ε

−→e1
)
− (u∗φ)(x)

ε
=

u
(
ιx+ε

−→e1
φ
)
−u(ιxφ)

ε
= u

(
ιx+ε

−→e1
φ − ιxφ

ε

)
, (3.2.2)

donde, por el Lema 3.2.10,

DDD− lı́m
ε→0

φ
(
x−•+ ε

−→e1
)
−φ (x−•)

ε
= (De1φ)(x−•) = ιx (D

e1φ) .

Entonces, haciendo tender ε a cero en (3.2.2) se obtiene De1 (u∗φ)(x) =
(
u∗ (De1φ)

)
(x).

c) Aplicando el Lema 3.2.9 se obtiene este resultado: dado x ∈ Rn,(
(u∗φ)∗ψ

)
(x) =

∫
Rn

(u∗φ)(y)ψ (x−y)dy =
∫
Rn

u(ιyφ)ψ (x−y)dy =

=
∫
Rn

u
(
ψ (x−y) · ιyφ

)
dy = u

(∫
Rn

ψ (x−y)φ (y−•)dy
)
=

= u
(∫

Rn
ψ (x−•− t)φ (t)dt

)
= u
(
(φ ∗ψ)(x−•)

)
=

= u
(
ιx (φ ∗ψ)

)
=
(
u∗ (φ ∗ψ)

)
(x) .

�

3.2.2. Convolución de una distribución DDD ′c (Rn) por una función C∞ (Rn)

Si u ∈DDD ′ (Rn) tiene soporte compacto, u puede extenderse de modo único a una forma
lineal R−1u ∈ EEE ′ (Rn) —ver Teorema 2.5.65—. Ası́,

Definición 3.2.12 El producto de convolución de u ∈DDD ′c (Rn) por f ∈ C∞ (Rn) es la función
compleja u∗ f : Rn −→ C dada por la misma fórmula de la Definición 3.2.5, es decir, dada por

(u∗ f )(x) =
(
R−1u

)
(ιx f ) .
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Teorema 3.2.13 Sean u ∈DDD ′c (Rn) y f ∈ C∞ (Rn). Entonces

a) τx (u∗ f ) = (τxu)∗ f = u∗ (τx f ) para todo x ∈ Rn,

b) u∗ f ∈ C∞ (Rn) y

Dα (u∗ f ) = (Dαu)∗ f = u∗ (Dα f ) ∀ α ∈ Nn
0.

c) Si, además, φ ∈ C∞
c (Rn), entonces u∗φ ∈ C∞

c (Rn) y

u∗ ( f ∗φ) = (u∗ f )∗φ = (u∗φ)∗ f .

Se prueba estas propiedades manejando los soportes distribucionales y sus demostracio-
nes siguen las mismas lı́neas que las de las tres propiedades del teorema anterior, luego no vale
la pena detallarlas. Aun ası́, se puede consultar [5, Th 6.35].

3.3. Convolución de dos distribuciones
Desde ya se adelanta que la convolución de dos distribuciones sólo tendrá sentido cuando

al menos una de las dos tenga soporte compacto.

3.3.1. Construcción
Teorema 3.3.14

a) Sean u ∈DDD ′ (Rn) y

Hu : C∞
c (Rn)−→ C∞ (Rn) con fórmula Huφ = u∗φ . (3.3.3)

Entonces Hu es una aplicación lineal y continua bajo el par DDD−EEE que verifica la igual-
dad τxHu = Huτx para cada x ∈ Rn.

b) Recı́procamente, sea H una aplicación lineal y continua de (C∞
c (Rn) , DDD) en (C∞ (Rn) , EEE ).

Si H verifica τxH = Hτx para cada x ∈Rn, entonces existe una única u ∈DDD ′ (Rn) tal que
H = Hu donde Hu es como en (3.3.3).

Demostración. a) Como, dada φ ∈ C∞
c (Rn), se verifica τx (u∗φ) = u ∗ (τxφ) para todo punto

x ∈ Rn, de la definición de Hu se deduce la conmutatividad del enunciado. Para probar que Hu
es continua, tómese un compacto K ⊂ Rn arbitrario y demuéstrese que Hu|DK(Rn) es continua
—Teorema 2.3.32—; a su vez, para esto último, si se prueba que

Graf Hu|DK(Rn) =
{
(ψ , u∗ψ) | ψ ∈DK (Rn)

}
(3.3.4)

es cerrado (bajo la topologı́a producto, claro), se obtendrá, por el teorema del grafo cerrado
—Teorema C.2.3—, que Hu|DK(Rn) es continua.

Recuérdese que, en un espacio topológico, un subconjunto es cerrado si, y sólo si, el lı́mite
de cada sucesión convergente contenida en dicho subconjunto vive en él. De este hecho que se
tome {ψm}m∈N ⊂DK (Rn) tal que

ψm
EEE K
−−−→
m→∞

ψ ∈DK (Rn) y u∗ψm
EEE−−−→

m→∞
f ∈ C∞ (Rn) .
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Dado w ∈ Rn, un simple cálculo muestra ιwψm
DDD−−−→

m→∞
ιwψ , luego

f (x) = lı́m
m→∞

(u∗ψm)(x) = lı́m
m→∞

u(ιxψm) = u(ιxψ) = (u∗ψ)(x) ∀ x ∈ Rn,

y esto es: (ψ , f ) vive en (3.3.4).
b) Defı́nase la aplicación u : C∞

c (Rn)−→C dada por u(φ)= (Λ0 ◦H◦ ι0)(φ)= (Hι0φ)(0)
—recordar el Ejemplo 2.2.23—. La Proposición 3.1.2 asegura que ι0 es un operador lineal y
continuo bajo DDD −DDD , entonces u es una distribución sobre Rn por ser composición de aplica-
ciones lineales y continuas. Ahora, puesto que H conmuta con las traslaciones y se da, dado
w ∈ Rn un punto cualquiera, τ−w (Hφ) = (Hφ)(•+w), se tiene

(Hφ)(x) = (τ−xHφ)(0) = (Hτ−xφ)(0) = (Hι0ι0τ−xφ)(0) =
= u(ι0τ−xφ) = u(ιxφ) = (u∗φ)(x)

para todo x∈Rn. La unicidad de u es evidente: si v∈DDD ′ (Rn) y v∗φ = 0 para toda φ ∈ C∞
c (Rn),

entonces v(ι0φ) = (v∗φ)(0) = 0 para toda φ ∈ C∞
c (Rn), luego v = 0; con lo cual, si existiera

u1 ∈DDD ′ (Rn) tal que H = Hu1 , se tendrı́a

0 = u∗φ −u1 ∗φ = (u−u1)∗φ ∀ φ ∈ C∞
c (Rn)⇒ u = u1.

�

Definición 3.3.15 Sean u, v ∈DDD ′ (Rn). Si al menos una de estas dos distribuciones sobre Rn es
de soporte compacto, sea la aplicación convu, v : C∞

c (Rn)−→ C∞ (Rn) dada por

convu, v (φ) = u∗ (v∗φ) .

Lema 3.3.16 En las condiciones de la Definición 3.3.15, la aplicación convu, v está bien defi-
nida, verifica τxconvu, v = convu, vτx para todo x ∈ Rn y es continua bajo el par DDD−EEE .

Demostración. La buena definición y la conmutatividad del enunciado se desprenden, sin más
dilación, de los resultados Teorema 3.2.11 y Teorema 3.2.13.

Para ver la continuidad supóngase, en primer lugar, v tiene soporte compacto. En este
caso, v∗ψ ∈ C∞

c (Rn) para toda ψ ∈ C∞
c (Rn) —propiedad c del Teorema 3.2.13— y la aplicación

C∞
c (Rn) 3 φ −→ v∗φ es lineal (ya visto) y continua bajo el par DDD −DDD . Esto último se prueba

como sigue: sea {φm}m∈N ⊂ C∞
c (Rn) una sucesión DDD−convergente a 0, entonces, si α ∈ Nn

0 es
cualquiera, se verifica

sup
x∈Rn

∣∣∣Dα (v∗φm)(x)
∣∣∣= sup

x∈Rn

∣∣∣(v∗Dα
φm)(x)

∣∣∣= sup
x∈Rn

∣∣∣v(ιxD
α

φm)
∣∣∣≤

≤ c · sup
x∈Rn
‖ιxD

α
φm‖n = (c > 0, —d de Teorema 2.5.59—)

= c · sup
{∣∣(−1)|β |Dβ+α

φm (x−y)
∣∣ : x ∈ Rn, y ∈ Rn, |β | ≤ n

}
≤

≤ c · sup
{
|Dγ

φm (z)| : z ∈ Rn, |γ| ≤ n+ |α|
}
=

= c · ‖φm‖n+|α| −−−→m→∞
0.

Ası́, y aplicando la parte a del Teorema 3.3.14, convu, v es continua bajo DDD−EEE .
En segundo lugar, supóngase u es de soporte compacto. Como, de nuevo, la parte a del

Teorema 3.3.14 asegura que C∞
c (Rn) 3 φ 7−→ v ∗ φ es continua bajo DDD −EEE , si se prueba que
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C∞ (Rn) 3 f 7−→ u∗ f es continua bajo EEE −EEE , entonces convu, v será continua bajo DDD −EEE por
composición. Sea, pues, { fm}m∈N ⊂ C∞ (Rn) con EEE − lı́m fm = 0. Dados α ∈ Nn

0 y K ∈ K(Rn)
cualesquiera, se tiene, análogamente al caso anterior,

máx
x∈K

∣∣∣Dα (u∗ fm)(x)
∣∣∣= máx

x∈K

∣∣∣(u∗Dα fm)(x)
∣∣∣= máx

x∈K

∣∣∣(R−1u
)
(ιxD

α fm)
∣∣∣≤

≤ c ·máx
x∈K

pn
(
ιxD

α fm
)
= (c > 0, —Teorema 2.2.24—)

= c ·máx
{∣∣Dβ+α fm (z)

∣∣ : z ∈ K−Kn, |β | ≤ n
}
≤

≤ c · pn1 ( fm)−−−→
m→∞

0,

y esta última desigualdad vale para n1 ∈ N con K−Kn ⊆ Kn1 y n1 ≥ n+ |α|. �

Corolario 3.3.17 Existe una única w ∈DDD ′ (Rn) tal que, si al menos una de las dos distribucio-
nes u, v sobre Rn tiene soporte compacto, entonces

convu, v (φ) = w∗φ ∀ φ ∈ C∞
c (Rn) . (3.3.5)

Claro, el lema anterior no es más que la prueba de que las hipótesis de la parte b del
Teorema 3.3.14 son ciertas para H = convu, v.

Definición 3.3.18 Sean u, v ∈DDD ′ (Rn) con, al menos una de ellas, soporte compacto. La con-
volución u∗ v es la distribución w sobre Rn que viene caracterizada por (3.3.5), es decir, es

w = Λ0 ◦ convu, v ◦ ι0 =
(
convu, v (ι0•)

)
(0)

—ver demostración de b del Teorema 3.3.14—.

3.3.2. Propiedades
La siguiente proposición asegura que la convolución de dos distribuciones expuesta en

la definición anterior extiende la convolución de dos funciones de la Definición 3.1.3. Para
conocer los detalles de la demostración, ver [3, Remark 2.86].

Proposición 3.3.19 Sean f , g ∈ L1
loc (R

n) con, al menos una de las dos, soporte —recuérdese
la Definición 2.5.61— compacto. Entonces f ∗g ∈ L1

loc (R
n) y vale la igualdad T f ∗Tg = T f∗g.

Teorema 3.3.20 Sean u, v, w tres distribuciones sobre Rn.

a) Si una al menos de u, v tiene soporte compacto, entonces u∗ v = v∗u.

b) Si dos al menos de u, v, w tienen soportes compactos, entonces (u∗ v)∗w = u∗ (v∗w) .

La demostración consiste en realizar los cálculos y no merece la pena reproducirla. Para
conocer los detalles ver [5, Th 6.37]. Las propiedades a y b se conocen, respectivamente, como
conmutatividad y asociatividad del producto de convolución.

Teorema 3.3.21 Sean u, v dos distribuciones sobre Rn con v soporte compacto. Sea también α

un n−ı́ndice. Entonces:

a) Dαu = (Dαδ )∗u y, en particular, u = δ ∗u.

b) Dα (u∗ v) = (Dαu)∗ v = u∗ (Dαv).



44 Convolución

Demostración. a) Para ver este punto, sea ψ ∈ C∞
c (Rn) cualquiera, entonces vale

(δ ∗ψ)(x) = δ (ιxψ) = (ιxψ)(0) = ψ (x−0) = ψ (x) ∀ x ∈ Rn, es decir, δ ∗ψ = ψ .

Por consiguiente, aplicando el aserto b del Teorema 3.2.11, se obtiene

(Dαu)∗φ = u∗ (Dα
φ) = u∗

(
Dα (δ ∗φ)

)
= u∗

(
(Dα

δ )∗φ
)
= convu, Dα δ (φ) ∀ φ ∈ C∞

c (Rn) .

Ahora, la Definición 3.3.18 y a del Teorema 3.3.20 dan

u∗ (Dα
δ ) = Dαu = (Dα

δ )∗u.

b) Este segundo punto es consecuencia del primero y del teorema anterior:

Dα (u∗ v) = (Dα
δ )∗ (u∗ v) =

(
(Dα

δ )∗u
)
∗ v = (Dαu)∗ v y(

(Dα
δ )∗u

)
∗ v =

(
u∗ (Dα

δ )
)
∗ v = u∗

(
(Dα

δ )∗ v
)
= u∗Dαv.

�

Observación 3.3.22 En general, no existe una noción de producto de convolución de dos dis-
tribuciones arbitrarias que extienda las propiedades anteriores y sea asociativa: en el sentido de
las distribuciones sobre R se tiene

H ∗ [(δ ′)∗1] = H ∗
[
(δ ∗1)′

]
= H ∗ (1′) = 0, mientras que también

[H ∗ (δ ′)]∗1 =
[
(H ∗δ )′

]
∗1 = [(H ′)∗δ ]∗1 = (δ ∗δ )∗1 = 1.

3.3.3. Aplicación a la resolución de EDPs
Definición 3.3.23 Sea L un operador diferencial de coeficientes constantes y de orden n ∈ N,
es decir,

L= ∑
|α|≤n

aαD
α
(
aα ∈ C y aα0 6= 0 para algún |α0|= n

)
.

Se dice que u ∈DDD ′ (Rn) es una solución fundamental de L si se cumple

Lu = δ .

Ejemplo 3.3.24 Si L= ∂/∂x, entonces u = H, la función de Heaviside, es solución fundamen-
tal de L.

Ejemplo 3.3.25 Si L= ∆ = ∂ 2/∂x2
1 + · · ·+∂ 2/∂x2

n en Rn con n≥ 3, entonces se puede probar
que una solución fundamental de L en sentido de las distribuciones es la función

V (x) =− cn
|x|n−2 (x ∈ Rn) con

1
cn

= (n−2) |B(0, 1)| ,

donde |B(0, 1)|= 2πn/2/Γ(n/2) es el volumen de la esfera unidad. Para más información ir a
[2, Exercise 9.1.14, pag. 291].
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Ejemplo 3.3.26 Si L= ∂/∂ t−∆ en R×Rn, entonces se puede probar que una solución funda-
mental de L en sentido de las distribuciones es la función

W (t, x) =
1

(4πt)n/2 exp

(
−|x|

2

4t

) [
(t, x) ∈ R×Rn

]
.

Para más información ir a [2, Exercise 9.1.15, pag. 291].

Corolario 3.3.27 Sea κ ∈DDD ′ (Rn) una solución fundamental del operador diferencial de co-
eficientes constantes L. Si v es una distribución sobre Rn y tiene soporte compacto, entonces la
EDP no homogénea Lu = v tiene como solución distribucional u = κ ∗ v.

Demostración. Notar que u = κ ∗v está bien definido pues v ∈DDD ′c (Rn). El Teorema 3.3.21 da

Lu = L(κ ∗ v) = (Lκ)∗ v = δ ∗ v = v.

�
Para terminar, se enuncia el importante teorema (de Malgrange-Ehrenpreis) que sigue, el

cual no va a ser demostrado pues se sale del ámbito de este trabajo. Una demostración puede
consultarse en [5, Theorem 8.5].

Teorema 3.3.28 Si L es un operador diferencial de coeficientes constantes, entonces

∃ κ ∈DDD ′ (Rn) : Lκ = δ ,

es decir, existe al menos una solución fundamental de L.



C
A

Ṕ
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4 La clase de Schwartz y
distribuciones temperadas
La clase de Schwartz y
distribuciones temperadas

La transformada de Fourier se presenta en el análisis como una herramienta fundamental
a la hora de dar solución a múltiples problemas. En este capı́tulo, que sigue principalmente
la referencia [5, Chapter 7], se presenta sus propiedades algebraicas y analı́ticas cuando se
restringe su acción a la clase de Schwartz y se define la transformada de Fourier de un tipo
particular de distribuciones, las distribuciones temperadas.

Para este propósito conviene considerar el siguiente espacio de funciones continuas:

C0 (Rn) =
{

f ∈ C(Rn)
∣∣ lı́m|x|→+∞ f (x) = 0

}
.

4.1. Transformada de Fourier
Definición 4.1.1

La medida de Lebesgue normalizada en Rn es λn = λ/πn, donde πn =
√

(2π)n.

Dado ξ = (ξ1, . . . ,ξn) ∈ Rn, sea la función

eiξ (x) = eiξ ·x = exp
{

i · (ξ1x1 + · · ·+ξnxn)
}

(x ∈ Rn) .

La transformada de Fourier de una función f ∈ L1 (Rn) es la función

F{ f}(ξ ) = 1
πn

∫
Rn

f ei(−ξ )dλ =
∫
Rn

f (x)e−iξ ·xdλn (x) (ξ ∈ Rn) ,

que se suele denotar simplemente por f̂ .

La aplicación L1 (Rn) 3 f 7−→F{ f} se denomina transformación de Fourier.

Teorema 4.1.2 Si f ∈ L1 (Rn), entonces
∥∥ f̂
∥∥

∞
≤ ‖ f‖L1(Rn) y f̂ ∈ C0 (Rn).

La demostración de este primer resultado, llamado lema de Riemann-Lebesgue, se obvia
a razón de restringir en este capı́tulo el estudio de la acción de la transformada de Fourier sobre
la clase de Schwartz. Se pretende ası́ presentar sin dar demasiados rodeos las distribuciones
temperadas.

Pásese a mostrar un ejemplo de cómputo de transformada de Fourier.
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Ejemplo 4.1.3 Calcúlese la transformada de Fourier de la función f (x) = e−|x| (x ∈ R), la cual
es integrable. Entonces, dado ξ ∈ R,

f̂ (ξ ) =
1
π1

∫ +∞

−∞

e−|x|e−iξ xdx =
1
π1

∫ 0

−∞

ex−iξ xdx+
1
π1

∫ +∞

0
e−x−iξ xdx =

=
1
π1

[e(1−iξ )x

1− iξ

]0

x=−∞

+

[
e−(1+iξ )x

−(1+ iξ )

]+∞

x=0

=
1
π1

(
1

1− iξ
+

1
1+ iξ

)
=

1
π1

2
1+ξ 2 .

Las llamadas propiedades algebraicas de la transformada de Fourier, usadas con frecuen-
cia en las demostraciones de los siguientes resultados, han sido relegadas a la sección C.4 a
razón de aligerar este estudio.

4.2. Las funciones de decrecimiento rápido S(Rn)

Definición 4.2.4 Suele llamarse función de decrecimiento rápido a una función de C∞ (Rn)
con la siguiente propiedad: ella y todas sus derivadas tienden más rápido a 0 en el infinito
que el inverso de cualquier polinomio de n variables. El conjunto de todas las funciones de
decrecimiento rápido o clase de Schwartz es, pues,

S(Rn) =
{

f ∈ C∞ (Rn) : supx∈Rn

∣∣P(x)Dα f (x)
∣∣<+∞ para todo polinomio P y todo α ∈ Nn

0
}

.

Observación 4.2.5 El contenido C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) es estricto. La función φn definida en el

Lema 4.4.12 es un ejemplo de función S(Rn) que no tiene soporte compacto.

Definición 4.2.6 Sea P un polinomio de n variables con coeficientes complejos (todos nulos
salvo un número finito de ellos), es decir,

P(t) = ∑
α∈Nn

0

aα tα = ∑
α∈Nn

0

aαtα1
1 · · · t

αn
n (t ∈ Cn) o, simplemente, P = ∑aα idα ,

donde id : Cn −→ Cn es la identidad y, para cada n-ı́ndice α , se denota por idα a la aplicación
xα = xα1

1 . . .xαn
n (x ∈ Cn). Entonces, si b ∈ C, se define el operador diferencial

P(bD) = ∑b|α|aαD
α y, en particular, P(D) = ∑aαD

α .

Proposición 4.2.7
a) Por un lado, si f ∈ L1 (Rn), entonces f̂ (ξ ) = 1

πn
( f ∗ eiξ )(0) ∀ ξ ∈ Rn.

b) Por otro, si x, t ∈ Rn son dos puntos, entonces

Dαeit(x) = (it)α eit (x) para cada n−ı́ndice α , luego, en particular,
el operador diferencial P(D) de la definición anterior actúa sobre eit como

P(D)eit = ∑aαD
αeit = ∑aα(it)αeit = P(it)eit.

Lema 4.2.8 Sea f ∈ C∞ (Rn). Las siguientes primeras cuatro afirmaciones son equivalentes.
Además, la afirmación I implica V y VI.

I. f ∈ S(Rn).



48 La clase de Schwartz y distribuciones temperadas

II. supx∈Rn

∣∣(1+ |x|2)n
Dα f (x)

∣∣<+∞ para todos n ∈ N0, α ∈ Nn
0.

III. supx∈Rn

∣∣(1+ |x|)n
Dα f (x)

∣∣<+∞ para todos n ∈ N0, α ∈ Nn
0.

IV. supx∈Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣<+∞ para todo par α , β de n−ı́ndices.

V. P ·Dα f ∈ L1 (Rn) para todo polinomio P y todo n−ı́ndice α .

VI. Dado t ∈ Rn, si P es un polinomio, entonces
(
P(D) f

)
∗ eit = f ∗

(
P(D)eit

)
.

Demostración. I⇒ II Obvio pues |x|2 (x ∈ Rn) es un polinomio.
II⇒ III Se verifica la siguiente cadena de equivalencias si x ∈ Rn:(

1−|x|
)2 ≥ 0 ⇔ 2 |x| ≤ 1+ |x|2 ⇔

(
1+ |x|

)2 ≤ 2
(
1+ |x|2

)
⇔

⇔
(
1+ |x|

)2n ≤ 2n(1+ |x|2)n ∀ n ∈ N0.

III⇒ IV Sean α , β dos n−ı́ndices cualesquiera, entonces, si x ∈ Rn, se tiene

∣∣xβDα f (x)
∣∣= ∣∣xβ

∣∣
(1+ |x|)|β |

∣∣∣(1+ |x|)|β |Dα f (x)
∣∣∣ , con

∣∣xβ
∣∣= |x1|β1 · · · |xn|βn ≤ (1+ |x|)|β | .

IV⇒ I Obvio pues un polinomio es una suma finita de monomios.
III⇒ V Dados α , β dos n−ı́ndices, basta probar que∫

Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣dx <+∞.

Pero es que se verifica lo siguiente:∫
Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣dx =

∫
Rn

∣∣xβ
∣∣

(1+ |x|)n+|β |+1

∣∣∣(1+ |x|)n+|β |+1Dα f (x)
∣∣∣dx≤

≤
(

sup
x∈Rn

∣∣∣(1+ |x|)n+|β |+1Dα f (x)
∣∣∣)∫

Rn

dx
(1+ |x|)n+1 <+∞.

I⇒ VI Comiéncese probando el enunciado para el operador De1 . Después, procediendo
por iteración, se obtendrá el enunciado en su forma general. Entonces, el cálculo es el que sigue:
para cada x ∈ Rn se verifica(

(De1 f )∗ eit
)
(x) =

∫
Rn

De1 f (y1, y1)eit·
(

x−(y1, y1)
)

dy1 dy1 =

=
∫
Rn−1

(∫ +∞

−∞

De1 f (y1, y1)eit·
(

x−(y1, y1)
)
dy1

)
dy1 =

=
∫
Rn−1

([
f (y1, y1)eit·

(
x−(y1, y1)

)]+∞

y1=−∞

−

−
∫

∞

−∞

f (y1, y1)(−it1)eit·
(

x−(y1, y1)
)
dy1

)
dy1 =

=
∫
Rn

f (y)(it1)eit·(x−y)dy =
(

f ∗ (it1eit)
)
(x) =

(
f ∗ (De1eit)

)
(x) .

La segunda igualdad es cierta por el teorema de Fubini; la tercera, por la integración por partes;
la cuarta, porque f ∈ S(Rn) y por el teorema de Fubini de nuevo. Además, se ha denotado
y = (y1, . . . , yn) = (y1, y1). �
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4.3. La topologı́a SSS para S(Rn)

Sobre el nuevo C−espacio vectorial S(Rn), con la suma de funciones y la multiplica-
ción por escalares de la Definición 2.1.4 restringidas a S(Rn), se define las seminormas (que
evidentemente separan puntos)

sn ( f ) = máx
{

supx∈Rn

∣∣xβDα f (x)
∣∣ : |β | ≤ n, |α| ≤ n

}
(n ∈ N) ,

las cuales definen una topologı́a, llamada SSS , con las propiedades que recogen los resultados
Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29. Ya que sn ( f )≤ sn+1 ( f ) para todos f ∈ S(Rn) y n ∈N, una
base local está formada por

Wn := V(sn, n) = { f ∈ S(Rn) | sn ( f )< 1/n} (n ∈ N) .

Además, como es sabido, la sucesión { fm}m∈N ⊂ S(Rn) converge bajo la topologı́a SSS a la
función f ∈ S(Rn) si, para cada n ∈ N, existe mn ∈ N tal que m≥ mn implica

fm− f ∈Wn⇔ sn ( fm− f )< 1/n,

es decir, si
lı́m

m→∞
sn ( fm− f ) = 0 ∀ n ∈ N.

Esta última indicación basta para ver el punto a del siguiente teorema, donde vienen recogidas
otras propiedades de la topologı́a SSS .

Teorema 4.3.9 Las siguientes cuatro afirmaciones son verdaderas.
a) Dadas una sucesión { fm}m∈N ⊂ S(Rn) y f ∈ S(Rn), son equivalentes:

I. fm
SSS−−−→

m→∞
f

II. idβDα ( fm− f ) unif.−−−→
m→∞

0 para todos α , β ∈ Nn
0.

b) El espacio vectorial topológico (S(Rn) , SSS ) es completo.

c) (S(Rn) , SSS ) es un espacio de Fréchet.

d) C∞
c (Rn) es denso en S(Rn) bajo la topologı́a SSS .

Demostración. b) Sea { fm}m∈N ⊂ S(Rn) una SSS−sucesión de Cauchy, es decir, para cada par
de n−ı́ndices α , β ,

idβDα ( fm− fl)
unif.−−−−→

m, l→∞
0 (4.3.1)

o, lo que es lo mismo, {idβDα fm}m∈N ⊂ C0 (Rn) —contenido que se debe a la equivalencia
dada en el Lema 4.2.8— es uniformemente de Cauchy. Ası́, el Teorema B.1.6 y el hecho ((una
sucesión de funciones acotadas y continuas que converge uniformemente tiene por lı́mite una
función acotada y continua)) aseguran: para cada par α , β de n−ı́ndices,

idβDα fm
unif.−−−→

m→∞
gα , β ∈ C0 (Rn) .

Por un lado, para todo α ∈ Nn
0, se tiene Dαg0, 0 = gα , 0, de donde g0, 0 ∈ C∞ (Rn). Por otro lado,

dado ε > 0, y para cada par de n−ı́ndices α , β , el hecho (4.3.1) implica∣∣∣xβDα fmε
(x)−xβDαg0, 0 (x)

∣∣∣= lı́m
l→∞

∣∣∣xβDα ( fmε
− fl)(x)

∣∣∣≤ ε ∀ x ∈ Rn
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si mε ≥ kε , para cierto kε ∈ N; de la arbitrariedad al tomar ε > 0 se deduce

idβDα fm
unif.−−−→

m→∞
idβDαg0, 0.

Como los n−ı́ndices tomados son cualesquiera, este razonamiento prueba gα , β = idβDαg0, 0
para todos α , β ∈ Nn

0, se concluye g0, 0 ∈ S(Rn) y, por supuesto, también SSS − lı́m fm = g0, 0.
c) El punto b y el hecho de que SSS es compatible con una métrica invariante prueban que

(S(Rn) , SSS ) es un F−espacio. Como también SSS es localmente convexa, (S(Rn) , SSS ) es un
espacio de Fréchet.

d) Tómese f ∈ S(Rn) arbitraria. Sea ψ ∈ C∞
c (Rn) con ψ|B(0, 1) = 1 para definir la colec-

ción { fm}m∈N ⊂ C∞
c (Rn) dada por fm (x) = f (x)ψ (x/m) (x ∈ Rn). Fijado m ∈ N, para cada

n−ı́ndice α y cada polinomio P se verifica, por la fórmula de Leibniz,

P ·Dα ( f − fm) = P · ∑
γ≤α

aα , γ

(
Dα−γ f

)
·m−|γ| · (Dγ

φ)◦ id
m

,

donde se ha denotado φ = 1−ψ . Entonces,∣∣∣P(x) ·Dα ( f − fm)(x)
∣∣∣≤ ∑

0≤γ≤α

wα , γ

m|γ|

∣∣(Dγφ)(x/m)
∣∣

|x|2
=: A(x) ∀ x ∈ Rn (4.3.2)

con wα , γ = supx∈Rn

∣∣∣aα , γ |x|2 P(x)Dα−γ f (x)
∣∣∣<+∞ (0≤ γ ≤ α) ya que f ∈ S(Rn).

Notar que, por la forma en que se ha tomado φ , vale (Dβ φ)(x/m) = 0 si |x| ≤m para todo
β ∈ Nn

0. Mientras tanto, se tiene

sup|x|>m A(x)≤ ∑
0≤γ≤α

wα , γ

m2+|γ| ‖φ‖|α| ≤
c

m2 −−−→m→∞
0.

�

4.4. La transformación de Fourier Frd

Definición 4.4.10 La transformación de Fourier restringida a la clase de Schwartz es

Frd : S(Rn)−→ C0 (Rn)

con fórmula, por supuesto, Frd{ f}= f̂ .

Nota. La notación Frd hace referencia al rápido decrecimiento en el infinito de las funciones
de la clase de Schwartz S(Rn).

4.4.1. Propiedades analı́ticas
Teorema 4.4.11

a) Sean P un polinomio, g ∈ S(Rn) y α un n−ı́ndice; entonces cada una de las tres aplica-
ciones

f 7−→ P f , f 7−→ g f , f 7−→ Dα f

es una transformación lineal y continua de (S(Rn) , SSS ) en sı́ mismo.
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b) Sean f ∈ S(Rn) y P un polinomio; entonces

F{P(D) f}(ξ ) = P(iξ ) f̂ (ξ ) y F{P f}(ξ ) = P(iD) f̂ (ξ )

para todo ξ ∈ Rn.

c) La transformación de Fourier Frd verifica Frd{S(Rn)} ⊆ S(Rn). Además, Frd es una
aplicación lineal y continua de (S(Rn) , SSS ) en sı́ mismo.

Demostración. a) La linealidad es obvia. Si f ∈ S(Rn), es evidente que Dα f está en el mismo
espacio y, usando la fórmula de Leibniz, es también evidente que P f y g f pertenecen a S(Rn).
La continuidad de las tres aplicaciones es ahora consecuencia sencilla del teorema del grafo ce-
rrado —que puede ser aquı́ aplicado en virtud del punto c del Teorema 4.3.9—. Por ejemplo, si
{ fm}m∈N ⊂ S(Rn) es SSS−convergente a h ∈ S(Rn) y, además, {Dα fm}m∈N es SSS−convergente
a hα ∈ S(Rn), entonces, para todo par β , γ de n−ı́ndices, dado que

idβDγ (Dα fm) = idβDγ+α fm para todo m ∈ N,

se verifica hα = Dαh.
b) En virtud de a, si f ∈ S(Rn), entonces P(D) f ∈ S(Rn) y, por el Lema 4.2.8, P(D) f es

integrable Lebesgue en Rn, luego se puede considerar, para cada ξ ∈ Rn,

F{P(D) f}(ξ ) = 1
πn

((
P(D) f

)
∗ eiξ

)
(0) =

1
πn

((
P(iξ )eiξ

)
∗ f
)
(0) = P(iξ ) f̂ (ξ ) ,

donde la segunda igualdad se da también gracias al Lema 4.2.8.
Ahora, como también es sabido que P f es integrable Lebesgue en Rn, es posible conside-

rar F{P f}. Comiéncese probando esta segunda igualdad para el monomio xe1 = x1 (x ∈ Rn);
después, procediendo por recurrencia y teniendo en cuenta la linealidad del operador integral,
se obtendrá la fórmula en su forma general. Ası́, usando la regla de derivación de integrales
paramétricas —Lema C.3.5— se tiene

iDe1 f̂ (ξ ) =
∫
Rn

x1 f (x)e−ix·ξ dλn (x) = F{ide1 f}(ξ ) ∀ ξ ∈ Rn.

c) Sea f ∈ S(Rn). Para todo ξ ∈Rn, si α , β son n−ı́ndices, ocurre que el valor ξ βDα f̂ (ξ )
es igual al valor F{Dβ (idα f )}(ξ ) salvo una potencia de i, aplicando b. Por a, se tiene que
Dβ (idα f ) ∈ S(Rn) y, por el Lema 4.2.8, la función Dβ (idα f ) es integrable en Rn. Ası́,

sup
ξ∈Rn

∣∣∣ξ βDα f̂ (ξ )
∣∣∣≤ sup

ξ∈Rn

∣∣∣∣∫Rn
Dβ
(
xα f (x)

)
e−ix·ξ dλn (x)

∣∣∣∣≤ ∫Rn

∣∣∣Dβ
(
xα f (x)

)∣∣∣dλn (x)<+∞

y, de la arbitrariedad al tomar los n−ı́ndices, f̂ ∈ S(Rn).
Para probar la continuidad de Frd considérese GrafFrd = {

(
f , f̂
)

: f ∈ S(Rn)}. Si
se prueba que este subconjunto es cerrado en la topologı́a producto, se podrá aplicar el teo-
rema del grafo cerrado para obtener que Frd es continua. Sea, pues, { fm}m∈N ⊂ S(Rn) y
SSS−convergente a g, entonces, para todo n−ı́ndice α y todo polinomio P

P ·Dα ( fm−g) unif.−−−→
m→∞

0. (4.4.3)
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De aquı́ que∫
Rn
| fm−g|dλ ≤ sup

x∈Rn

∣∣∣( fm−g)(x)
(
1+ |x|2

)n∣∣∣ ·∫
Rn

(
1+ |x|2

)−ndx−−−→
m→∞

0,

es decir, fm
L1(Rn)−−−−→
m→∞

g. Con lo cual,

∣∣∣ f̂m (ξ )− ĝ(ξ )
∣∣∣= ∣∣∣∣∫Rn

( fm−g)(x)e−ix·ξ dλn (x)
∣∣∣∣≤ 1

πn
‖ fm−g‖L1(Rn) −−−→m→∞

0 ∀ ξ ∈ Rn,

que se traduce en f̂m
unif.−−−→

m→∞
ĝ.

Finalmente, si se supone SSS − lı́m f̂m = h, lo anterior prueba que h = ĝ. De la arbitrariedad
al tomar la sucesión convergente en GrafFrd se obtiene que dicho subconjunto del espacio
producto S(Rn)×S(Rn) es cerrado. �

4.4.2. Transformación inversa
La demostración del siguiente lema también es un ejemplo más de cómputo de la trans-

formada de Fourier de una función.

Lema 4.4.12 Sea la función φn : Rn −→ Rn definida mediante la fórmula

φn (x) = exp
(
−1

2
|x|2
)

.

Entonces φn pertence a la clase de Schwartz y vale

φ̂n = φn y φn (0) =
1
πn

∫
Rn

φ̂n dλ .

Demostración. Como, dado un α ∈Nn
0 cualquiera, se tiene Dαφn = Pαφn con Pα un polinomio,

basta probar que φn verifica la hipótesis III del Teorema 4.2.8 sólo para α = 0 para asegurar
φn ∈ S(Rn). De inmediato, puesto que

lı́m
1≤r→∞

(
1+ r2)n

e−r2/2 ≤ 2n lı́m
r→∞

r2ne−r2
= n! 2n lı́m

r→∞

(
r2)n

/n!

er2 = 0 ∀ n ∈ N0,

se prueba lo apuntado en la afirmación anterior.
A continuación, defı́nase φ1 : R −→ R+ por φ1 (r) = e−r2/2. Un breve cálculo muestra

que φ1 verifica la ecuación diferencial

y′ (r)+ ry(r) = 0 (r ∈ R) . (4.4.4)

Tomando transformadas de Fourier en (4.4.4) se obtiene

0 =−iF{φ ′1 + id ·φ1}= id · φ̂1 + φ̂1
′
,

es decir, φ̂1 también verifica (4.4.4). Ası́, φ1 y φ̂1 son la misma función salvo una constante (que
multiplica), donde vale φ1 (0) = 1 y

φ̂1 (0) =
1
π1

∫
R

φ1 dλ =
1√
2π

∫ +∞

−∞

e−r2/2 dr = 1,
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como muestra el Ejemplo C.3.7. Entonces, en realidad, φ1 = φ̂1 y, por tanto,

φn (x) = φ1 (x1) · · ·φ1 (xn) = φ̂1 (x1) · · · φ̂1 (xn) = φ̂n (x) ∀ x ∈ Rn.

Es decir, φn = φ̂n y, entonces,

φn (0) = φ̂n (0) =
1
πn

∫
Rn

φn dλ =
1
πn

∫
Rn

φ̂n dλ .

�

Lema 4.4.13 Si f , g ∈ L1 (Rn), entonces

1
πn

∫
Rn

f̂ g dλ =
∫
Rn

∫
Rn

f (x)g(y)e−ix·y dx
πn

dy
πn

=
1
πn

∫
Rn

f ĝ dλ .

Resulta de aplicar el teorema de Fubini.

Estos dos últimos lemas son la clave para probar el siguiente resultado, llamado el teorema
de inversión de la transformada de Fourier.

Teorema 4.4.14 Si f ∈ S(Rn), entonces

f (x) =
1
πn

∫
Rn

f̂ eix dλ =
∫
Rn

f̂ (ξ )eix·ξ dλn (ξ ) ∀ x ∈ Rn. (4.4.5)

Además, la transformación de Fourier Frd es una aplicación lineal, continua —ya probado en
Teorema 4.3.9—, biyectiva, de periodo 4 y cuya inversa es también continua.

Demostración. Sean φ , f ∈ S(Rn) cualesquiera y r > 0. Vale la siguiente cadena de igualdades:∫
Rn

f (y/r) φ̂ (y)dλn (y) =
∫
Rn

f (x)rnφ̂ (r x)dλn (x) =

=
∫
Rn

f (x)F{φ (•/r)}(x)dλn (x) =
∫
Rn

f̂ (ξ )φ (ξ/r)dλn (ξ ) .

La primera igualdad se obtiene con cambio de variables; la segunda, aplicando la propiedad de
dilatación —ver Teorema C.4.9—; la tercera, aplicando el Lema 4.4.13. Dado que las funcio-
nes de S(Rn) son integrables en Rn es inmediato comprobar que se verifican las hipótesis de la
convergencia dominada de Lebesgue —Teorema C.3.4—, luego:

f (0)
πn

∫
Rn

φ̂ dλ = lı́m
r→∞

∫
Rn

f (y/r) φ̂ (y)dλn (y) = lı́m
r→∞

∫
Rn

f̂ (ξ )φ (ξ/r)dλn (ξ ) =
φ (0)

πn

∫
Rn

f̂ dλ

En particular, tomando en la igualdad anterior φ = φn la función del Lema 4.4.13, la cual
verifica φn (0) =

∫
Rn φ̂n dλ/πn, se tiene

f (0) =
1
πn

∫
Rn

f̂ dλ , (4.4.6)

que es la fórmula de inversión (4.4.5) evaluada en 0. El caso general (4.4.5) se deduce de (4.4.6)
tomando traslaciones —cualquier traslación de f sigue viviendo en S(Rn)—:

f (x) = (τ−x f )(0) =
1
πn

∫
Rn

F{τ−x f} dλ =
1
πn

∫
Rn

f̂ eix dλ =
∫
Rn

f̂ (ξ )eix·ξ dλn (ξ ) ∀ x ∈ Rn
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Ahora, la propia fórmula (4.4.5) muestra que kerFrd = { f ∈ S(Rn)| f̂ = 0}= {0}, luego
Frd es inyectiva. Sea h ∈ S(Rn) arbitraria; para probar la suprayectividad de Frd calcúlese
primero:

F 2{h}(x) = F{ĥ}(x) =
∫
Rn

f̂ (ξ )ei(−x)·ξ dλn (ξ ) = h(−x) = (ι0h)(x) ∀ x ∈ Rn

Entonces F{F 3{g}} = F 4{g} = F 2{ι0g} = ι0ι0g = g para toda g ∈ S(Rn), lo que prueba
que Frd es suprayectiva y, de paso, que tiene periodo 4 e inversa F−1

rd = F 3
rd —inversa que es

continua por ser composición de aplicaciones continuas—. �

Definición 4.4.15 La transformada de Fourier inversa de g ∈ L1 (Rn) es la función

ǧ(x) =
∫
Rn

g(ξ )eix·ξ dλn (ξ ) (x ∈ Rn) .

4.5. Distribuciones temperadas

4.5.1. El dual topológico de (S(Rn) , SSS )

Lema 4.5.16 La aplicación idéntica de C∞
c (Rn) en S(Rn) —que se va a denotar por 1rd

c — es
continua. Esta continuidad debe entenderse, evidentemente, con relación a las topologı́as DDD
para C∞

c (Rn) y SSS para S(Rn).

Demostración. Para verlo, lo más ordenado es probar que, para cada compacto K ⊂ Rn, la
restricción 1rd

c |DK(Rn) es continua bajo el par EEE K −SSS . Por lo tanto, sea {φm}m∈N ⊂ DK (Rn)
con EEE − lı́mφm = 0, entonces, para cada n ∈ N, se verifica lo siguiente:

sn (φm)≤máx
x∈K
|x|n ·máx

{
|Dα

φm (x)| : x ∈ K, |α| ≤ n
}
≤máx

x∈K
|x|n · pn1 (φm)−−−→

m→∞
0,

donde n1 ∈ N, que depende de K y n, verifica K ⊆ Kn1 y n1 ≥ n. �

Definición 4.5.17 El conjunto de todas las formas lineales continuas bajo el par SSS −C|•| y
definidas sobre S(Rn) se denota por SSS ′ (Rn).

Nota. Junto con las operaciones habituales suma de formas lineales y multiplicación por esca-
lares complejos SSS ′ (Rn) es un C−espacio vectorial. Rutinario de probar.

Teorema 4.5.18 Sea M : S(Rn) −→ C una forma lineal. Se da la siguiente caracterización:
M ∈SSS ′ (Rn) si, y sólo si, existen n ∈ N y c > 0 tales que

|M( f )| ≤ c · sn ( f ) ∀ f ∈ S(Rn) .

Se obvia la demostración porque es exactamente la misma que la del Teorema 2.2.24.

Teorema 4.5.19 El espacio SSS ′ (Rn) se identifica con cierto subespacio de DDD ′ (Rn). Esta iden-
tificación debe entenderse en el sentido de que la aplicación de restricción natural

SSS ′ (Rn) 3M 7−→M|C∞
c (Rn) (4.5.7)

define un isomorfismo lineal entre SSS ′ (Rn) y su imagen.
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Demostración. La aplicación del enunciado es lineal obviamente. Además, dada N∈SSS ′ (Rn),
vale

N|C∞
c (Rn) (φ) =

(
N◦1rd

c
)
(φ) ∀ φ ∈ C∞

c (Rn) ;

el lema anterior asegura que 1rd
c es continua, luego N|C∞

c (Rn) = N◦1rd
c ∈DDD ′ (Rn). De la arbitra-

riedad al tomar N se deduce que la imagen de (4.5.7) está en DDD ′ (Rn). Ahora, un breve cálculo,
usando la densidad de C∞

c (Rn) en S(Rn) bajo SSS —parte d del Teorema 4.3.9—, muestra

M|C∞
c (Rn) = N|C∞

c (Rn)⇒M = N para cada par M, N ∈SSS ′ (Rn)

y esto es: (4.5.7) es inyectiva. Con lo cual, la aplicación (4.5.7) define un isomorfismo lineal
entre SSS ′ (Rn) y su imagen. �

Definición 4.5.20 Una distribución temperada es precisamente un elemento de DDD ′ (Rn) que
admite extensión continua a toda la clase de Schwartz. El conjunto de todas las distribuciones
temperadas se denota por DDD ′t (Rn).

Nota. Es directo comprobar que las operaciones de la Definición 2.4.34 son cerradas enDDD ′t (Rn).
Por lo tanto, DDD ′t (Rn) junto con dichas operaciones es un C−espacio vectorial.

Nota. En virtud del teorema anterior, resulta natural identificar M ◦ 1rd
c y M, para cada forma

lineal M ∈SSS ′ (Rn), por lo que es costumbre decir que las distribuciones temperadas “son”
precisamente los elementos de SSS ′ (Rn).

Ejemplo 4.5.21 Recuérdese la distribución VP 1
id del Ejemplo 2.4.48. Dada φ ∈ S(R) cual-

quiera, se afirma que ∫ +∞

0

φ (x)−φ (−x)
x

dx <+∞.

Por un lado, atendiendo a (2.4.12) se tiene∫ 1

0

φ (x)−φ (−x)
x

dx <+∞,

y es inmediato comprobar que el valor de esta integral en valor absoluto es menor o igual que
el valor 2s1 (φ). Por otro lado, se verifica∣∣∣∣∫ +∞

1

φ (x)−φ (−x)
x

dx
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ +∞

1

xφ (x)− xφ (−x)
x2 dx

∣∣∣∣≤ ∫ +∞

1

|xφ (x)|+ |−xφ (−x)|
x2 dx≤

≤

(
sup
t≥1
|tφ (t)|+ sup

t≤−1
|tφ (t)|

)∫ +∞

1

dx
x2 ≤ 2s1 (φ) .

Con lo cual, ∫ +∞

0

∣∣∣∣φ (x)−φ (−x)
x

∣∣∣∣dx≤ 4s1 (φ)<+∞ (4.5.8)

Entonces, la forma lineal

S(R) 3 f 7−→
∫ +∞

0

f (x)− f (−x)
x

dx (4.5.9)

está bien definida y la desigualdad (4.5.8) prueba que es continua —Teorema 4.5.18—. Por lo
tanto, (4.5.9) es una extensión a S(R) continua de la distribución valor principal de 1/id, luego

VP
1
id
∈DDD ′t (R) .
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Distribuciones temperadas definidas por funciones

Proposición 4.5.22 Si f ∈ Lp (Rn) con p≥ 1 (finito), entonces

C∞
c (Rn) 3 φ 7−→

∫
Rn

f φ dλ (4.5.10)

es una distribución temperada.

Demostración. Sea φ ∈ S(Rn) en toda la demostración.
En primer lugar, si p = 1, se tiene:∣∣∣∣∫Rn

f φ dλ

∣∣∣∣≤ (∫Rn
| f | dλ

)
· sup

x∈Rn

∣∣∣φ (x)
∣∣∣≤ (∫

Rn
| f | dλ

)
s1 (φ) ,

es decir, (4.5.10) está bien definida y es continua —Teorema 4.5.18—.
En segundo lugar, si p > 1 y q es tal que 1/p+1/q = 1 (el conjugado de p), aplicando la

desigualdad de Hölder —Teorema C.3.8— se obtiene:∣∣∣∣∫Rn
f φ dλ

∣∣∣∣≤ (∫Rn
| f |p dλ

)1/p(∫
Rn
|φ |q dλ

)1/q

≤

≤
(∫

Rn
| f |p dλ

)1/p(∫
Rn

(
1+ |x|2

)−qkdx
)1/q

sup
t∈Rn

∣∣∣(1+ |t|2)k
φ (t)

∣∣∣<+∞

si k ∈N verifica n+1≤ 2qk. Como
(
1+ |id|2

)k es un polinomio, evidentemente es de la forma
∑aα idα (suma finita), luego a del Teorema 4.3.9, Teorema 4.5.18 y la desigualdad obtenida
prueban que (4.5.10) es continua. �

Definición 4.5.23 Una función de lento crecimiento es una función f : Rn −→ C para la que
existen constantes c > 0, n ∈ N0 tales que

| f (x)| ≤ c
(
1+ |x|2

)n ∀ x ∈ Rn,

es decir, f está mayorada en valor absoluto por algún polinomio. El conjunto de las funciones
de lento crecimiento se denota por Sli (Rn) —del inglés slowly increasing function—.

Proposición 4.5.24 Si f ∈ Sli (Rn), entonces (4.5.10) es una distribución temperada.

Demostración. Sea φ ∈ S(Rn). Tras la demostración de la proposición anterior, la prueba de
ésta se desprende de la siguiente desigualdad:∣∣∣∣∫Rn

f φ dλ

∣∣∣∣≤ c
∫
Rn

∣∣∣(1+ |x|2)n
φ (x)

∣∣∣dx≤ c sup
t∈Rn

∣∣∣(1+ |t|2)n+k
φ (t)

∣∣∣∫
Rn

(
1+ |x|2

)−kdx <+∞

si k ∈ N verifica 2k ≥ n+1, donde c > 0, n ∈ N0 son las constantes de la definición de función
de lento crecimiento. �

Definición 4.5.25 Sea p≥ 1 finito. Tanto si f ∈ Lp (Rn) como si f ∈ Sli (Rn), se llama M f a la
forma lineal

S(Rn) 3 φ 7−→
∫
Rn

f φ dλ .
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4.5.2. Las inclusiones DDD ′ (Rn)←↩SSS ′ (Rn)←↩ EEE ′ (Rn)

La primera inclusión la da el Teorema 4.5.19; la segunda, el siguiente

Teorema 4.5.26 Toda distribución sobre Rn de soporte compacto es temperada.

Demostración. Dada T ∈DDD ′c (Rn), sea φ ∈ C∞
c (Rn) verificando φ |U = 1 para un abierto U de

Rn que contiene a sop(T). Esto es factible porque sop(T) es compacto. Defı́nase ahora la forma
lineal Text : S(Rn)−→ C dada por

Text ( f ) = T(φ f ) .

Pruébese que Text es una extensión continua a S(Rn) de T.
Si { fm}m∈N ⊂ S(Rn) es SSS−convergente a 0, es claro que sop(φ f ) ⊂ sop(φ) para todo

m ∈ N y también se tiene

fm
SSS−−−→

m→∞
0

a)
=⇒ φ fm

DDD−−−→
m→∞

0
b)
=⇒ Text ( fm) = T(φ fm)

C|•|−−−→
m→∞

0.

La fórmula de Leibniz muestra a, mientras que b se debe a que T es una distribución. Enton-
ces, como SSS está generada por una métrica invariante, el Teorema 1.1.22 asegura que Text es
continua bajo el par SSS −C|•|.

Puesto que se verifica, además, Text (ψ) =T(φψ) = (φ ·T)(ψ) =T(ψ) para toda función
ψ ∈ C∞

c (Rn) —la última igualdad debida al punto c del Teorema 2.5.59—, Text es extensión de
la distribución de soporte compacto T. �

Observación 4.5.27 La inclusión SSS ′ (Rn)←↩ EEE ′ (Rn) es estricta: un polinomio no nulo defini-
do en Rn no tiene soporte compacto.

Observación 4.5.28 La inclusión DDD ′ (Rn)←↩SSS ′ (Rn) es estricta. Muestra de ello es el

Ejemplo 4.5.29 Sea la función f (x) = e|x| (x ∈ Rn); evidentemente f es localmente integrable
en Rn. Entonces supóngase que existe M ∈SSS ′ (Rn) tal que M|C∞

c (Rn) = T f ∈DDD ′ (Rn). Por una
parte, el Teorema 4.5.18 asegura la existencia de constantes finitas c > 0, n ∈ N tales que

|M(ϕ)| ≤ c · sn (ϕ) ∀ ϕ ∈ S(Rn) .

A continuación, considérese una función ψ ∈ C∞
c (Rn) verificando

ψ ≥ 0, sop(ψ)⊆ B(0, 1) ,
∫

1
2≤|x|≤1

ψ (x)dx = 1.

Con ella se construye la sucesión {ψm}m∈N dada por ψm (x)=ψ (x/m) (x ∈ Rn), la cual verifica

|M(ψm)| ≤ c · sn (ψm)≤ c máx
x∈B(0, m), |α|≤n, |β |≤n

|x||β |
∣∣∣(Dα

ψ)(x/m)m−|α|
∣∣∣≤

≤ c ·mn máx
x∈B(0, 1), |α|≤n

|Dα
ψ (x)| ≤ c ·mnsn (ψ) ∀ m ∈ N.

Por otra parte se tiene, para cada m ∈ N,

|M(ψm)|=
∫
|x|≤m

e|x|ψm (x)dx≥
∫

m
2≤|x|≤m

e|x|ψm (x)dx≥

≥ em/2
∫

m
2≤|x|≤m

ψm (x)dx = em/2m−n
∫

1
2≤|x|≤1

ψ (x)dx = em/2m−n.
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Operando con las dos desigualdades obtenidas se llega a que

em/2 ≤ c sn (ψ)mn+n ∀ m ∈ N,

lo cual es falso para m suficientemente grande. Con lo cual, T f /∈DDD ′t (Rn).

4.6. Transformada de Fourier distribucional
Definición 4.6.30 Sean α un n−ı́ndice, P un polinomio y g ∈ S(Rn). Si u ∈SSS ′ (Rn), entonces
las formas lineales

φ 7−→ (−1)|α| u(Dα
φ) , φ 7−→ u(Pφ) , φ 7−→ u(gφ)

[
φ ∈ S(Rn)

]
son denotadas, respectivamente, por Dαu, Pu, gu.

Teorema 4.6.31 En las condiciones de la Definición 4.6.30, las formlas lineales Dαu, Pu y gu
son elementos de SSS ′ (Rn).

Consecuencia inmediata de a de Teorema 4.4.11.

Definición 4.6.32 Dada u ∈SSS ′ (Rn), la transformada de Fourier distribucional de u es la for-
ma lineal F{u} : S(Rn)−→ C dada por la fórmula

F{u}(φ) = u
(
φ̂
)

,

la cual también se denota simplemente por û. La transformación de Fourier distribucional es,
pues,

SSS ′ (Rn) 3 u 7−→ û.

Teorema 4.6.33 Si u ∈SSS ′ (Rn), su transformada de Fourier û está bien definida y extiende
la definición de transformada de Fourier ususal —en el sentido de que si f ∈ L1 (Rn) vale
F{M f }= M f̂ —.

Demostración. En primer lugar, si f ∈ L1 (Rn), se verifica

F{M f }(φ) = M f
(
φ̂
)
=

1
πn

∫
Rn

f φ̂ dλ =
1
πn

∫
Rn

f̂ φ dλ = M f̂ (φ) ∀ φ ∈ S(Rn)

y tiene sentido considerar M f̂ puesto que f̂ es acotada (lema de Riemann-Lebesgue). La tercera
igualdad se da gracias al Lema 4.4.13 y el resto son definiciones.

En segundo lugar, puesto que Frd es lineal y continua bajo el par SSS −SSS —parte c del
Teorema 4.4.11— y u ∈SSS ′ (Rn), û pertenece a SSS ′ (Rn) por ser composición de aplicaciones
continuas. �

Como DDD ′ (Rn)←↩SSS ′ (Rn), este último teorema da todo el sentido a la siguiente

Definición 4.6.34 La transformada de Fourier de T ∈DDD ′t (Rn) es la distribución (temperada)

F{T} : C∞
c (Rn)−→ C

φ 7−→ T
(
φ̂
)

,

que también se denota por T̂.
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Ejemplo 4.6.35 La delta de Dirac δ es de soporte compacto, entonces es una distribución tem-
perada. Dada una función de testeo φ se tiene

δ̂ (φ) = δ
(
φ̂
)
= φ̂ (0) =

1
πn

∫
Rn

φ dλ =

(
1
πn

, φ

)
.

Además, como los polinomios “son” distribuciones temperadas, se puede calcular lo siguiente:

F{1/πn}(φ) =
1
πn

1̂(φ) =
1
πn

(
1, φ̂

)
=

1
πn

∫
Rn

φ̂ dλ = φ (0) = δ (φ) .

En conclusión,

δ̂ =
1
πn

y 1̂ = πn ·δ .

Ejemplo 4.6.36 Compútese la transformada de Fourier de VP 1
id . Para ello, sea φ una función

de testeo.

̂
VP

1
id
(φ) = VP

1
id
(
φ̂
)
=
∫ +∞

0

φ̂ (ξ )− φ̂ (−ξ )

ξ
dξ =

=
∫ +∞

0

(∫ +∞

−∞

φ (x)e−iξ x dx
π1
−
∫ +∞

−∞

φ (x)eiξ x dx
π1

)
dξ

ξ
=

=− 2i
π1

∫
ξ≥0

∫
x∈R

eiξ x− e−iξ x

2i
φ (x)

ξ
dx dξ =

=− 2i
π1

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

0

sin(xξ )

ξ
dξ

)
φ (x)dx.

En la última igualdad se ha aplicado el teorema de Fubini. Además, para cada x ∈ R, se tiene∫ +∞

0

sin(xξ )

ξ
dξ =

π

2
sgn(x) ,

donde sgn :R−→R es la función presentada en el Ejemplo 2.4.43 —para calcular esta integral
impropia consultar [6, Prop 8.1.5]—. Con lo cual,

̂
VP

1
id

=−i

√
π

2
Tsgn.

Finalmente, es posible enunciar un análogo del Teorema 4.4.11 para la transformación
de Fourier distribucional, cuya demostración se deduce del mismo teorema y de la definición
de transformada de Fourier distribucional:

Teorema 4.6.37

a) La transformación de Fourier distribucional es un isomorfismo lineal de SSS ′ (Rn) en sı́
mismo.

b) Siendo u ∈SSS ′ (Rn) y P un polinomio se tiene

F{P(D)u}= P(i · •) û.



60 La clase de Schwartz y distribuciones temperadas

Ejemplo 4.6.38 Hallar una solución de la ecuación u′′−u = δ en DDD ′ (R). Para ello, se intenta
tomando transformadas de Fourier en la ecuación:

P(i · •) û = F{u′′−u}= δ̂ =
1
π1

,

donde P es el polinomio w2−1 (w ∈ R). Entonces se tiene, para cada φ ∈ C∞
c (R),

û(φ) =− 1
π1

∫ +∞

−∞

φ (ξ )

1+ξ 2 dξ =−1
2

∫ +∞

−∞

1
π1

2
1+ξ 2 φ (ξ )dξ =−1

2

∫ +∞

−∞

f̂ (ξ )φ (ξ )dξ ,

donde f (x) = e−|x| (x ∈ R) —la función f del Ejemplo 4.1.3—. Como f ∈ L1 (R), el Teorema
4.6.33 y la parte a del Teorema 4.6.37 dan

u = Tg, g(x) = F−1{− f̂/2}(x) =−1
2

f (x) =−1
2

e−|x| (x ∈ R) .

El Ejemplo 2.4.43 aporta la comprobación de que Tg es una solución de la ecuación.
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Este primer apéndice está dedicado a complementar algunos resultados sobre espacios
vectoriales topológicos, los cuales son presentados en el Capı́tulo 1. En algunos casos se esboza
las demostraciones, si bien en general se refiere al texto [5, Chapter 1].

A.1. Bases de entornos en un espacio vectorial topológico
El siguiente resultado elemental se utilizó en la sección 1.1.3.

Proposición A.1.1 Si W ∈Nτ(0), entonces existe un entorno U ∈Nτ(0) simétrico —revisar
la Definición 1.1.6— que satisface U +U ⊂W.

Demostración. Para ver esto obsérvese que 0+ 0 = 0 y que la suma es continua, por tanto
existen conjuntos V1 y V2 en Nτ(0) tales que V1 +V2 ⊂W . Si U = V1 ∩V2 ∩ (−V1)∩ (−V2),
entonces U tiene las propiedades requeridas. Compruébese:

0 ∈U y U es abierto por ser intersección finita de abiertos, es decir, U ∈Nτ(0);
es obvio que U es simétrico y que U ⊂V1, U ⊂V2, luego

U +U ⊂V1 +V2 ⊂W .

�
Las siguientes afirmaciones, usadas con frecuencia en las demostraciones de los teoremas,

son sencillas de probar; pueden encontrarse en [5, Th 1.13].

Proposición A.1.2 Se verifica las siguientes afirmaciones.

a) Si A⊂ X, entonces A =
⋂

V∈Nτ (0)(A+V ).

b) Si A,B⊂ X, entonces A+B⊂ A+B.

c) Si Y es un subespacio propio de X, también lo es Y .

d) Si C es un subconjunto convexo de X, también lo son C y C̊.

e) Si B es un subconjunto equilibrado de X, también lo es B; si, además, 0 ∈ B̊, entonces B̊
es equilibrado.

f) Si E es un subconjunto acotado de X, también lo es E.

Demostración del Teorema 1.1.8. a) Sea U ∈Nτ(0). Como la multiplicación por escalares
es continua, existen δ > 0 y V ∈ Nτ(0) tales que αV ⊂ U siempre que |α| < δ . Sea ahora
W = ∪|α|<δ αV , entonces:
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por ser unión de abiertos W es abierto y 0 ∈W evidentemente;

es claro que, si β ∈ C es tal que |β | ≤ 1, entonces |βα| < δ ; ası́, si w ∈W , se verifica
w = αu para algunos u ∈V y α ∈C con |α|< δ , por lo que βw = βαu ∈ βαV ⊂W ; es
decir, W es equilibrado;

por supuesto, W ⊂U .

b) Sea U ∈Nτ(0) convexo. Sean también A = ∩|α|=1αU y U ⊃W ∈Nτ(0) equilibrado
(aplicando a). Como W es equilibrado, α−1W = W cuando α ∈ C verifica |α| = 1, por tanto,
W ⊂ αU

(
|α|= 1

)
. Entonces, W ⊂ A, lo que implica que Å ∈Nτ (0), donde Å⊂U (pues U es

uno de los términos de la intersección de subconjuntos de A).
Por ser una intersección de conjuntos convexos, A es convexo, luego también lo es Å.

Queda probar que Å es equilibrado, pero para ello basta probar que A es equilibrado —aplicando
la afirmación e del Proposición A.1.2 y aplicando 0 ∈ Å—. Tomemos 0 ≤ r ≤ 1 y β ∈ C con
|β |= 1 (es decir, rβ ∈ C verifica |rβ | ≤ 1), entonces

rβA =
⋂
|α|=1

rβαU =
⋂
|α|=1

rαU ;

como αU es un subconjunto convexo que contiene a 0, se tiene rαU ⊂ αU
(
|α| = 1

)
, luego

rβA⊂ A, lo que completa la demostración. �

Proposición A.1.3 Si Y es un subespacio propio de X, se verifica Y̊ = /0.

Demostración. Razónese por reducción al absurdo suponiendo Y̊ 6= /0. Entonces sea x ∈ Y̊ .
Como Y̊ es abierto, existe U ∈ τ tal que x ∈U ⊂ Y̊ ⊂ Y . Ası́, U −x ∈ τ y 0 ∈U −x. Además,
por ser Y subespacio, U − x ⊂ Y . Por un lado, como Y  X , existe v ∈ X \Y (luego v 6= 0).
Por otro lado, la aplicación Mv : C −→ X , dada por Mv(α) = αv, es continua. Ahora, como
0 ∈U − x, entonces 0 ∈M−1

v (U − x) = {α ∈ C| αv ∈U − x}, que es un subconjunto abierto
de C, y por tanto contiene un escalar β 6= 0. Con lo cual, βv ∈U − x ⊂ Y , lo que implica la
contradicción v ∈ β−1Y ⊂ Y . �

Proposición A.1.4 Ningún subespacio Y 6= {0} de X puede ser acotado.

Demostración. Tómese x ∈ Y \ {0}, con Y subespacio no trivial, claro, y sea el subconjunto
S = {nx}n∈N. Por la propiedad de Hausdorff existe V ∈Nτ (0) tal que x /∈V , por tanto, nx /∈ nV
para todo n ∈ N y esto es: S * nV ∀ n ∈ N, es decir, S es no acotado. Entonces, como S ⊂ Y , Y
es no acotado. �

A.2. Espacios de dimensión finita
Proposición A.2.5 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente compacto. Entonces
X tiene dimensión finita.

Demostración. El origen de X tiene un entorno V cuya clausura es compacta. Por las partes b
y c del Teorema 1.1.11, V es acotado y {2−nV}n∈N es una base local para X . La compacidad
de V prueba que existen x1, . . . ,xm ∈ X (para algún natural m > 1) tales que

V ⊂
(

x1 +
1
2

V
)
∪·· ·∪

(
xm +

1
2

V
)

.
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Sea Y = span{x1, . . . ,xm}, entonces dim(Y )≤ m e Y es un subespacio cerrado de X . Dado que
V ⊂ Y + 1

2V , la propiedad de subespacio implica que 1
2V ⊂ Y + 1

4V y, por tanto,

V ⊂ Y +
1
2

V ⊂ Y +Y +
1
4

V = Y +
1
4

V .

Continuando inductivamente este razonamiento se prueba que V ⊂ Y +2−nV ∀ n ∈ N, es decir,
V ⊂∩∞

n=1 (Y +2−nV ) =Y ; esta igualdad se asegura aplicando la afirmación a de la Proposición
A.1.2. Pero Y = Y , entonces V ⊂ Y , luego nV ⊂ nY = Y ∀ n ∈ N y ∪∞

n=1nV ⊂ Y . Pero es que
X = ∪∞

n=1nV aplicando la parte a del Teorema 1.1.11, con lo cual, X = Y y dim(X)≤ m. �

Demostración del Teorema 1.1.13. El origen de X tiene un entorno acotado, llámeselo V . La
afirmación f de la Proposición A.1.2 asegura que V es también acotado, luego es compacto. Por
tanto, todo (X , τ) localmente acotado con la propiedad de Heine-Borel es localmente compacto.
En conclusión (proposición anterior), X tiene dimensión finita. �

A.3. Aplicaciones lineales
Proposición A.3.6 Sean X e Y dos C−espacios vectoriales. Si T : X −→ Y es lineal y C ⊂ X
es un subconjunto convexo (equilibrado), también lo es T(C). Si E ⊂ Y es un conjunto convexo
(equilibrado), también lo es T−1(E).

Demostración. En toda la demostración, 0 ≤ λ ≤ 1 y α ∈ C tal que |α| ≤ 1. Si C ⊂ X es
convexo, directamente se tiene

λT(C)+(1−λ )T(C) = T
(
λC+(1−λ )C

)
⊂ T(C) .

Si C ⊂ X es equilibrado, αT(C) = T(αC)⊂ T(C).
Ahora sea E ⊂Y convexo y tomemos x,y ∈ T−1 (E), es decir, T(x) , T(y) ∈ E; aplicando

la linealidad de T y la convexidad de E se tiene T
(
λx+(1−λ )y

)
= λT(x)+(1−λ )T(y) ∈ E

y esto es λx+(1−λ )y ∈ T−1 (E). Finalmente, si E ⊂ Y es equilibrado, T(αx) = αT(x) ∈ E
para todo x ∈ T−1 (E), luego αT−1 (E)⊂ T−1 (E). �

Demostración del Teorema 1.1.21. I⇒ II Como ker(T) = T−1 ({0}) y {0} es cerrado de
C|•|, ker(T) es cerrado por ser antiimagen de un cerrado por una aplicación continua.

II⇒ III Por hipótesis, ker(T) 6= X , luego ker(T) = ker(T) 6= X .
III⇒ IV Si se supone que ker(T) no es denso, entonces

U0∩ker(T) = /0 para algún U0 ∈ τ .

Sin pérdida de generalidad, se puede tomar U0 = x +V para algunos x ∈ X y V ∈ N e
τ (0)

—aplicando el Teorema 1.1.8—. Ası́

(x+V )∩ker(T) = /0. (A.3.1)

Por la Proposición A.3.6, T(V ) es equilibrado. Ahora bien, si T(V ) es acotado, se verifica IV.
Si no, T(V ) = C. Pruébese esta afirmación:

Como T(V )⊂ C es no acotado, existe {vn}n∈N ⊂V tal que lı́mn→∞ |T(vn)|=+∞.



64 Más sobre espacios vectoriales topológicos

Sea n ∈ N fijado arbitrariamente tal que |T(vn)| 6= 0 y considérese el disco cerrado

Cn := D
(
0, |T(vn)|

)
=
{

z ∈ C : |z| ≤ |T(vn)|
}

.

Como cualquier punto de Cn es de la forma γT(vn) con γ ∈ C verificando |γ| ≤ 1, apli-
cando que T(V ) es equilibrado se tiene

Cn = {αT(vn) : |α| ≤ 1} ⊂ T(V ) .

Sea ahora w ∈ C cualquiera. Como lı́mn→∞ |T(vn)| = +∞, existe m ∈ N suficientemente
grande como para que w ∈ Cm y, por tanto, w ∈ T(V ). Este razonamiento prueba que
C⊂ T(V ).

En este último caso —T(V ) =C—, existe y ∈V tal que T(y) =−T(x), luego T(x+y) = 0, es
decir, x+y ∈ ker(T), pero esto contradice (A.3.1). Por tanto, T(V ) es acotado.

IV⇒ I Por último, si se verifica IV, |T(x)| ≤ c ∀ x ∈ V y algún c ∈ R+. Si ε > 0 y
W = (ε/c)V , entonces |T(x)| ≤ ε ∀ x ∈W . Por tanto, T es continua en 0, lo que implica que T
es continua, por el Teorema 1.1.20. �

Proposición A.3.7 Sea E ⊂ X. Las siguientes propiedades son equivalentes.

I. E es acotado.

II. Cada sucesión {un}n∈N ⊂ E verifica:

αn ·un
τ−−−→

n→∞
0

para toda sucesión de escalares {αn}n∈N que tiende a 0.

Demostración. I⇒ II Sean, en primer lugar, {un}n∈N ⊂ E y {αn}n∈N convergente a 0 cua-
lesquiera. Sea ahora V ∈N e

τ (0); entonces E ⊂ tV para algún t > 0. Es claro existe n1 ∈ N tal
que |αn|t < 1 si n≥ n1. Como V es equilibrado, αnE ⊂ αntV ⊂V si n≥ n1, luego αnun ∈V si
n≥ n1. La arbitrariedad al tomar V ∈N e

τ (0) prueba II.
II⇒ I Por el contrarrecı́proco, si E ⊂ X es no acotado, existen U ∈Nτ (0) y una su-

cesión de escalares positivos {rn}n∈N con lı́mrn = +∞ tal que E no está contenido en rnU
para todo n ∈ N. Tómese una sucesión {xn}n∈N ⊂ E tal que xn /∈ rnU ∀ n ∈ N. Entonces
1
rn

xn /∈U ∀ n ∈ N, luego { 1
rn

xn}n∈N no converge a 0. �

Lema A.3.8 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico tal que τ es compatible con una métri-
ca invariante d.

a) d (nx, 0)≤ n ·d (x, 0) para todos x ∈ X, n ∈ N.

b) Si {xn}n∈N es una sucesión en X con xn
τ−−−→

n→∞
0, entonces existen γn > 0 (n ∈ N) tales

que

γn
C|•|−−−→

n→∞
+∞ y γn ·xn

τ−−−→
n→∞

0.

Demostración. a) Como d es invariante, d (αx, αx−x) = d (0, −x) = d (x, 0) para todo par
α ∈ C, x ∈ X . La desigualdad triangular asegura que

d (nx, 0)≤
n

∑
k=1

d
(
kx, (k−1)x

)
= n ·d (x, 0) ,
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donde x ∈ X y n ∈ N son cualesquiera.
b) Como lı́md (xn, 0) = 0, existe {nk}k∈N ⊂ Z+ creciente tal que d (xn, 0)< 1/k2 si

n≥ nk. Póngase ahora, para cada n ∈ N,

γn =

{
1 si n < n1,
k si nk ≤ n < nk+1

Entonces, d (γnxn, 0) = d (kxn, 0)≤ k ·d (xn, 0)< 1/k si nk ≤ n < nk+1 y si n ∈N es grande. �

Demostración del Teorema 1.1.22. I⇒ II Sean E ⊂ X acotado y W ∈Nτ2 (0). Como T es
continua y T(0) = 0 entonces existe VW ∈Nτ1 (0) tal que T(VW ) ⊂W . Como E es acotado,
E ⊂ tVW si t > sW para cierto sW > 0, luego T(E) ⊂ T(tVW ) = tT(VW ) ⊂ tW si t > sW . Este
razonamiento, dada la arbitrariedad de W ∈Nτ2 (0), prueba que T(E) es acotado.

II⇒ III Se desprende del hecho de que las sucesiones convergentes son acotadas.
III⇒ IV Tómese una sucesión {xn}n∈N ⊂ X tal que τ1− lı́mxn = 0. Según las hipótesis

del enunciado, el Lema A.3.8 asegura que existe una sucesión de escalares {γn}n∈N ⊂ R+ que
tiende a +∞ tal que τ1− lı́mγnxn = 0. Por tanto, {T(γnxn)| n ∈N} es acotado. Aplicando ahora
el teorema anterior se obtiene el resultado:

T(xn) =
1
γn

T(γn ·xn)
τ2−−−→

n→∞
0.

IV⇒ I Contrarrecı́procamente, supóngase no se verifica I, entonces existe W0 ∈Nτ2 (0)
tal que V * T−1 (W0) ∀ V ∈Nτ1 (0). Como B0 = {Bd (0,1/n) | n ∈ N} es una base local nu-
merable de τ1, una sucesión {xn}n∈N ⊂ X construida tomando xn ∈ Bd (0,1/n) ∀ n ∈N verifica
τ1− lı́mxn = 0, pero T(xn) /∈W0 ∀ n ∈ N, es decir, {T(xn)}n∈N no converge a 0 ∈ Y . �

A.4. Acotación y metrizabilidad
Observación A.4.9 La demostración del Teorema 1.3.29 proporciona un ejemplo de espacio
vectorial topológico con una métrica d tal que el diámetro (bajo esta métrica) de X es menor
o igual que 1. Por tanto, X es d−acotado; sin embargo, por la Proposición A.1.4, X 6= {0} no
puede ser τ−acotado. Luego en un espacio vectorial topológico metrizable (X , τ), con métrica
d, los conjuntos d−acotados y los conjuntos τ−acotados no coinciden en general.

Proposición A.4.10 Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico normable con norma ‖•‖. Si
d es la métrica inducida por ‖•‖, entonces un subconjunto de X es d−acotado si y sólo si es
τ−acotado.

Demostración. ⇒ Como Bd (0, 1) es abiero, existe M > 0 tal que E ⊂ MBd (0, 1). Esto
implica ‖x‖< M ∀ x ∈ E y, por tanto, diám(E) = sup{‖a−b‖ : a, b ∈ E}< 2M.

⇐ Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que 0 ∈ E (τ es invariante). Para todo
x ∈ E se verifica ‖x‖ ≤diám(E) =: δ < +∞. Ahora, si V ∈Nτ (0), se ha de probar que existe
M > 0 tal que E ⊂MV . Para ello se toma r > 0 tal que Bd (0, r)⊂V . Entonces

E ⊂ Bd (0, δ ) =
δ

r
Bd (0, r)⊂ δ

r
V .

�

Por último, se tiene la siguiente caracterización.
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Teorema A.4.11 Un espacio vectorial topológico (X, τ) es normable si, y sólo si, su origen
tiene un entorno convexo y acotado.

La implicación directa es elemental, simplemente tomando una bola centrada en el origen.
Para probar la implicación inversa, que no es usada en la memoria, es necesario introducir el
concepto funcional de Minkowski de un subconjunto absorbente de X , el cual se prefiere obviar
para no desviar demasiado al lector del objetivo de este trabajo. Ver [5, Th 1.39].
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En este apéndice, que es un recordatorio de resultados básicos de convergencias puntual
y uniforme de funciones, { fn}n∈N denotará siempre una sucesión de funciones complejas defi-
nidas todas en un conjunto Ω 6= /0. Se sigue la referencia [4, Chapter 7].

B.1. Definiciones y resultados básicos
Definición B.1.1 Se dice que { fn}n∈N converge puntualmente sobre A ⊂ Ω si ∃ lı́mn→∞ fn (x)
como valor complejo para cada x ∈ A; bajo esta condición y tomando f : Ω −→ C una fun-
ción que verifica f (x) = lı́mn→∞ fn (x) para todo x ∈ A, también se dice que { fn}n∈N converge
puntualmente a f sobre A y se denota

fn
A−punt.−−−−→

n→∞
f .

Definición B.1.2 Sea f : Ω−→ C y A⊂ Ω. Se dice que { fn}n∈N converge uniformemente a f
sobre A si para cada ε > 0 existe nε ∈ N tal que n≥ nε implica | fn (x)− f (x)|< ε ∀ x ∈ A, lo
cual se escribe y se denota, respectivamente,

∀ ε > 0 ∃ nε ∈ N :
(

n≥ nε ⇒ sup
x∈A

∣∣∣ fn (x)− f (x)
∣∣∣< ε

)
, fn

A−unif.−−−−→
n→∞

f .

Definición B.1.3 La sucesión { fn}n∈N es uniformemente de Cauchy sobre A⊂Ω si

∀ ε > 0 ∃ nε ∈ N :
(

n, m≥ nε ⇒ sup
x∈A

∣∣∣ fn (x)− fm (x)
∣∣∣< ε

)
.

Observación B.1.4 En las tres definiciones anteriores, cuando A coincida con Ω la expresión
común ((sobre A)) se puede obviar y, en el caso de las dos primeras, se denotará, respectivamente,

fn
punt.−−−→
n→∞

f , fn
unif.−−−→
n→∞

f .

Definición B.1.5 Si τ es una topologı́a para Ω, se dice que { fn}n∈N converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de Ω a f : Ω−→ C si

fn
K−unif.−−−−→

n→∞
f para cada K ⊂Ω τ− compacto.

Teorema B.1.6 Sea A ⊂ Ω. La sucesión { fn}n∈N converge uniformemente sobre A si, y sóla-
mente si, { fn}n∈N es uniformemente de Cauchy sobre A.

La equivalencia se obtiene usando fundamentalmente la desigualdad triangular y que C|•|
es completo.
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Teorema B.1.7 Si τ es una topologı́a para Ω y { fn}n∈N es una sucesión de funciones continuas
que converge uniformemente a f : Ω−→ C, entonces f es continua.

Demostración. Véase que f es continua en el punto arbitrario x0 ∈ Ω. Se ha de probar que,
dado ε > 0,

existe U ∈Nτ (x0) tal que f (U)⊆ D
(

f (x0) , ε
)
. (B.1.1)

Como { fn}n∈N converge uniformemente a f , existe nε ∈ N tal que

sup
x∈Ω

∣∣∣ fn (x)− f (x)
∣∣∣< ε/3 si n≥ nε . (B.1.2)

El abierto U = f−1
nε

[
D
(

fnε
(x0) , ε/3

)]
—es abierto por ser fnε

continua—, verifica (B.1.1).
Efectivamente, si y ∈U , entonces | fnε

(y)− fnε
(x0)|< ε/3 y se da

| f (y)− f (x0)| ≤ | f (y)− fnε
(y)|+ | fnε

(y)− fnε
(x0)|+ | fnε

(x0)− f (x0)|< ε .

Los otros dos sumandos son menores que ε/3 por (B.1.2). �

Teorema B.1.8 Tómese Ω = R. Considerando el espacio métrico (R, d2), supóngase que las
funciones de { fn}n∈N son derivables en un abierto acotado I  R de modo que { fn (x0)}n∈N
converge para cierto x0 ∈ I. Si { f ′n}n∈N converge uniformemente sobre I, entonces { fn}n∈N
converge uniformemente sobre I a una f : R−→ C derivable en I y vale

f ′ (x) = lı́m
n→∞

f ′n (x) ∀ x ∈ I.

La demostración se puede consultar en [4, Teorema 7.17]

B.2. Familias equicontinuas de funciones
Definición B.2.9 Se dice que la familia F de funciones complejas definidas en un subconjunto
X del espacio métrico (M, d) es equicontinua en el punto x ∈ X si para cada ε > 0 existe
δ = δ (ε , x)> 0 tal que

y ∈ Bd (x, δ )∩X implica | f (x)− f (y)| ≤ ε ∀ f ∈ F.

Se dirá que F es equicontinua en X si F es equicontinua en todo punto de X .

Definición B.2.10 Sea A⊂Ω. Se dice que { fn}n∈N es

puntualmente acotada sobre A si

sup
n∈N

∣∣∣ fn (x)
∣∣∣<+∞ ∀ x ∈ A.

Es decir, para cada x ∈ A, la sucesión { fn (x)}n∈N ⊂ C es acotada.

uniformemente acotada sobre A si existe R > 0 tal que

| fn (x)| ≤ R para todos n ∈ N, x ∈ A.

Lema B.2.11 Si { fn}n∈N es puntualmente acotada sobre A⊂Ω un conjunto numerable, enton-
ces tiene una subsucesión { fnk}k∈N tal que { fnk (x)}k∈N converge para cada x ∈ A.
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Demostración. Póngase A = {x j} j∈N. Como { fn (x1)}n∈N es acotada, existe una subsucesión
S1 = { f1, k}k∈N de { fn}n∈N tal que { f1, k (x1)}k∈N converge. Como es evidente que cualquier
subsucesión de una sucesión de funciones puntualmente acotada es puntualmente acotada, de
igual manera y generalizando, como la sucesión

{ f j−1, k
(
x j
)
}k∈N ⊂ C

es acotada, existe una subsucesión S j = { f j, k}k∈N de S j−1 tal que { f j, k
(
x j
)
}k∈N converge

( j ≥ 2). Se verifica las afirmaciones:

S j es una subsucesión de S j−1 ( j ≥ 2).

{ f j, k
(
x j
)
}k∈N converge ( j ≥ 1).

Ahora sea Λ = { f1, 1, f2, 2, f3, 3, . . .}. Entonces,

la sucesión Λ es una subsucesión de S1, Λ\{ f1, 1} es una subsucesión de S2 y,

en general, la sucesión Λ\{ f1, 1, . . . , f j−1, j−1} es una subsucesión de S j ( j > 2);

además, todas lo son de { fn}n∈N.

Con lo cual, de estos cinco puntos se deduce

∀ j ∈ N ∃ lı́m
k→∞

fk, k
(
x j
)
∈ C.

�

Teorema B.2.12 Sea Ω⊆Rn y considérese el espacio métrico (Rn, d2). Sea también K⊂Rn un
conjunto compacto. Si { fn}n∈N es una sucesión de funciones continuas en K, es puntualmente
acotada sobre K y es equicontinua en K, entonces

a) tiene una subsucesión uniformemente convergente sobre K y

b) es uniformemente acotada sobre K.

Demostración. a) Sea D = K ∩Qn, que es un subconjunto denso y numerable de K. El lema
anterior muestra que { fn}n∈N tiene una subsucesión { fnk}k∈N tal que { fnk (x)}k∈N converge
para cada x ∈ D. Para simplificar la notación, póngase hk = fnk ∀ k ∈ N. Se va a probar que
{hk}k∈N converge uniformemente sobre K.

En primer lugar, dado ε > 0 conocido, como { fn}n∈N es equicontinua en K, entonces para
cada x ∈ K existe δx > 0 tal que | fn (x)− fn (y)| ≤ ε/3 ∀ n ∈ N si d2 (x, y)< δx.

En segundo lugar, recuérdese que, como D es denso en K, para cada punto de K existe
una sucesión contenida en D y con lı́mite este punto. Este hecho implica el contenido

K = D⊆
⋃

q∈D

B(q, δq) .

Ahora, como K es compacto, existe una cantidad finita m de puntos en D, sean estos q1, . . . , qm,
tal que

K ⊆
m⋃

j=1

B
(
q j, δq j

)
.

Puesto que {hk (x)}k∈N ⊂ C converge para cada x ∈ D, hay un km ∈ N tal que∣∣hk
(
q j
)
−hl

(
q j
)∣∣≤ ε/3 si k, l ≥ km para todo j ∈ {1, . . . , m}.
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Además, si x ∈ K, entonces x ∈ B(qi, δqi) para algún i ∈ {1, . . . , m}, luego

|hk (x)−hk (qi)| ≤ ε/3 ∀ k ∈ N.

Con lo cual, de todo lo anterior se deduce que

|hk (x)−hl (x)| ≤ |hk (x)−hk (qi)|+ |hk (qi)−hl (qi)|+ |hl (qi)−hl (x)| ≤ ε

si k, l ≥ km. Esto prueba que {hk}k∈N es uniformemente de Cauchy sobre K, lo cual es equiva-
lente a que {hk}k∈N es uniformemente convergente sobre K.

b) Puesto que { fn}n∈N es acotada puntualmente, existe R> 0 tal que
∣∣ fn
(
q j
)∣∣≤R ∀ n∈N

(1≤ j ≤ m). Si x ∈ K, entonces x ∈ B(qi, δqi) para algún 1≤ i≤ m y, por tanto,

| fn (x)| ≤ | fn (x)− fn (qi)|+ | fn (qi)| ≤ ε/3+R ∀ n ∈ N.

�
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É
N

D
IC

E

C Resultados de análisis
funcional
Resultados de análisis
funcional

C.1. El teorema de Baire
Definición C.1.1 En un espacio topológico (X , τ), se dice que un subconjunto A ⊂ X es de
primera categorı́a si A es unión numerable (puede ser finita) de cerrados de interior vacı́o.

Teorema C.1.2 (de Baire) [5, Th 2.2] Sea (X, τ) un espacio métrico completo o, en su defecto,
un espacio localmente compacto y Hausdorff. Entonces, si A ⊂ X es de primera categorı́a,
int(A) = /0.

C.2. Continuidad de aplicaciones lineales
Teorema C.2.3 (del grafo cerrado) [5, Th 2.15] Supóngase que

a) (X, τ1) e (Y , τ2) son F−espacios,

b) T : X −→ Y es aplicación lineal y

c) GrafT = {(x, Tx) | x ∈ X} es (τ1× τ2)−cerrado.

Entonces T es continua bajo τ1− τ2.

C.3. Resultados relativos a la integral de Lebesgue
Teorema C.3.4 (convergencia dominada de Lebesgue) [2, Th 2.24] Sea (X, Σ, µ) un espacio
de medida y sea una sucesión { fm}m∈N ⊂ L1 (X) que verifica:

a) fm −−−→
m→∞

f en casi todo X,

b) existe g ∈ L1 (X) no negativa tal que | fm| ≤ g en casi todo X (m ∈ N).
Entonces f ∈ L1 (X) y vale

∫
X f dµ = lı́mm→∞

∫
X fm dµ .

Lema C.3.5 (regla de derivación de integrales paramétricas) [2, Th 2.26] Sea (X, Σ, µ) un
espacio de medida, I ⊂ R un intervalo abierto y f : X× I −→ C una función tal que

a) f (•, t) ∈ L1 (X) para todo t ∈ I,

b) existe ∂ f/∂ t en todo X× I y

c) existe h ∈ L1 (X) no negativa tal que |(∂ f/∂ t)(x, t)| ≤ h(x) para todo (x, t) ∈ X× I.
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Definiendo

F (t) =
∫

X
f (x, t)dµ (t ∈ I)

se tiene que F es derivable en I y que

F ′ (t) =
∫

X
(∂ f/∂ t)(x, t)dµ ∀ t ∈ I.

Teorema C.3.6 (de Tonelli-Fubini) [2, Th 2.37] Sea f : X ×Y −→ C medible en X ×Y . Si se
supone que ∫

X

(∫
Y
| f (x, y)| dy

)
dx <+∞

o bien ∫
Y

(∫
X
| f (x, y)| dx

)
dy <+∞

o bien ∫
X×Y
| f (x, y)| dx dy <+∞,

entonces ∫
X

(∫
Y

f (x, y) dy
)

dx =
∫

Y

(∫
X

f (x, y) dx
)

dy =
∫

X×Y
f (x, y) dy dx

y, por tanto, cada una de estas tres integrales es absolutamente convergente.

Ejemplo C.3.7 Aplicando el teorema de Fubini, calcular∫ +∞

−∞

e−r2/2dr.

Elevando al cuadrado la integral, que es convergente pues ya se sabe que el integrando es una
función de la clase de Schwartz, se tiene:(∫ +∞

−∞

e−r2/2dr
)2

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−(r2+s2)/2dr ds = 2π

∫ +∞

0
ρe−ρ2/2 dρ =

=−2π

∫ +∞

0

∂

∂ρ

(
e−ρ2/2

)
dρ =−2π

[
e−ρ2/2

]+∞

ρ=0
= 2π .

Teorema C.3.8 (desigualdad de Hölder) [2, Prop 6.2] Sean p, q ∈ [1, +∞] tales que

1
p
+

1
q
= 1 (conjugados)

y (X, Σ, µ) un espacio de medida. Si f ∈ Lp (X) y g∈ Lq (X), entonces f g∈ L1 (X) y se verifica

∫
X
| f g| dµ ≤

(∫
X
| f |p dµ

)1/p(∫
X
|g|q dµ

)1/q

.
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C.4. Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier
Teorema C.4.9 Sean f , g ∈ L1 (Rn) e y ∈ Rn. Entonces

a) F{τy f}= ei(−y) f̂ (traslación)

b) F{eiy f}= τy f̂ (modulación)

c) F{ f ∗g}= πn f̂ ĝ (transformada de una convolución)

d) F{ f
(•

ε

)
}(ξ ) = εn f̂ (εξ ) (ξ ∈ Rn) si ε > 0 (dilatación)

e) F{a f +bg}= a f̂ +bĝ si a, b ∈ C (linealidad)

Demostración. Sea ξ ∈ Rn en toda la demostración.
a) El cálculo es el que sigue:∫
Rn

f (x−y)e−iξ ·xdλn (x) =
∫
Rn

f (z)e−iξ ·(z+y)dλn (z) = ei(−y)·ξ
∫
Rn

f (z)e−iξ ·zdλn (z)

b) El cálculo es el que sigue:∫
Rn

eiy·x f (x)e−iξ ·xdλn (x) =
∫
Rn

f (x)e−i(ξ−y)·xdλn (x) = f̂ (ξ −y)

c) El cálculo es el que sigue:

F{ f ∗g}(ξ ) =
∫
Rn

( f ∗g)(x)e−iξ ·xdλn (x) =
1
πn

∫
Rn

(∫
Rn

f (x−u)g(u)du
)

e−iξ ·xdx;

aplicando el teorema de Fubini —Teorema C.3.6—,

F{ f ∗g}(ξ ) = 1
πn

∫
Rn

g(u)
(∫

Rn
f (x−u)e−iξ ·xdx

)
du,

y, realizando el cambio de variables x−u = v, luego dx = dv, se tiene

F{ f ∗g}(ξ ) = 1
πn

∫
Rn

g(u)
(∫

Rn
f (v)e−iξ ·(v+u)dv

)
du =

=
1
πn

∫
Rn

(∫
Rn

f (v)e−iξ ·vdv
)

g(u)e−iξ ·udu = πn f̂ (ξ ) ĝ(ξ )

d) El cálculo es el que sigue:∫
Rn

f (x/ε)e−iξ ·xdλn (x) =
∫
Rn

f (u)e−iξ ·(εu)
ε
ndλn (u) = ε

n
∫
Rn

f (u)e−i(εξ )·udλn (u)

efectuando el cambio de variables u = x/ε , luego dλn (x) = εndλn (u).
La propiedad e es consecuencia de la linealidad del operador integral. �
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