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Abstract

When we consider, for example, the partial differential equation (PDE) with initial and
boundary conditions

2 2
aa—x];—aa—tfzo for (x,t) € (0,1) x R*
f(x,0)=g(x) and a—{(x,O)zO for all x € [0, 1]
f(0,1)=0=f(1,t) forallt c RTU{0} 4

one could take for granted that the solution f = f(x, ¢) needs to be differentiable twice with
respect to each variable, as well as the function g (regarding its sole variable). In fact, Jean le
Rond d’Alembert (1717-1783) contended that if a function f was not of C? (U) class, where U
is the open set (0, 1) x R, then it could not be a solution for this problem.

However, the famous physicist and mathematician Leonhard Euler (1707-1783) was able
to dispute d’Alembert’s positions regarding the rejection of not sufficiently differentiable fun-
ctions as possible solutions of the PDE; with this aim, Euler argued that the solution f to the
physics problem of the vibrating string with fixed end-points (shown above) could be comple-
tely arbitrary depending on any curve g that could be drawn as its initial state. Apart from that,
Euler agreed with d’ Alembert that the rules of analysis known up to the moment were not able
to solve the problem he had just stated, and retorted that the rules would have to be extended so
as to be able to deal with it in a more ambitious way (in the sense of not having to ask a solution
for so many regularity conditions).

Around two hundred years later, this would evolve into an abstraction of the concept of
function, eventually giving rise to the Theory of Distributions in the year 1945 by the French
mathematician Laurent Schwartz (1915-2002), who presented a new mathematical object, the
distribution or generalized function. Distributions have the property of being infinitely diffe-
rentiable, although in a new and wider way (which will be presented in detail in this work),
and most importantly, they extend the rules of classical analysis by giving an answer to the
d’ Alembert-Euler dilemma about the regularity of solutions of a partial differential equation.

The aim of the present work is to study the Theory of Distributions from its fundamental
topological roots, defining a generalized function as an element of the topological dual of the
space of test functions Cg (Q) —compactly supported, smooth functions defined in the open
set Q C R"— equipped with an adequate topology. This study, although supplemented with
examples, is mainly theoretical but aims to be complete by presenting as well the most important
sub-types of distribution (and their relationship with other function spaces), namely: compactly
supported distributions and tempered distributions.

The work begins by gathering definitions and results related to the Theory of Topological
Vector Spaces (a topological vector space is a vector space X =X, ) with a Hausdorff topology
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under which the vector space operations are continuous). A frequently cited result along the
whole work is Theorem 1.1.22 from Chapter 1, which establishes that,

B i (X, 1) and (Y, ©o) are two topological vector spaces and T\ is compatible
with an invariant metric —Definition 1.1.16—, then a linear mapping of (X, 1)
into (Y, 1) is continuous if, and only if; it is sequentially continuous.

This, together with the notion of seminorm and the convex sets related to it —Definition
1.2.23— allows to introduce a new and indispensable ingredient for the next chapter: the con-
cept of invariant metric. We conclude the chapter with Theorems 1.2.27 and 1.3.29, which
combined together allow to equip the function spaces that appear in the following chapters with
adequate topologies; they are quoted, respectively, hereafter:

B Let I1 be a separating —Definition 1.2.24— family of seminorms on X and
consider the collection

By = {ﬂ(p, n)eAV (p, n) ‘ ACIIxN, |A| < +°°}.

Then Ay is a convex balanced —see Definition 1.1.6— local base for a vector
topology T on X under which

a) every p € Il is continuous and
b) a set E C X is bounded if, and only if, every p € Il is bounded on E.

B [f X is a complex vector space and 11 = {p,},cn is a countable separating
Sfamily of seminorms on X, then the vector topology T induced by Il is compatible
with an invariant metric.

Following this path, it is not direct to obtain the definition of distribution. Before getting
there, already in Chapter 2, a meticulous study of the topological vector space (C*(Q), &)
needs to be done. The space C* (Q) consists of the smooth functions defined in the open set €2,
along with the usual operations of addition and product by complex scalars, and & is the topo-
logy obtained after applying Theorem 1.3.29 to C* () by considering a fundamental compact
sequence {Kp } ,en of Q —see subsection 2.1.3— and the seminorms

Pu(f) =max{[Df (X)|: x €Ky, |@| <n} VfECT(Q) (nEN).

It is important to mention that (C* (), &) is an example of a metrizable topological space
which is not normable. In a nutshell, after completing such study, which the main point being the
characterisation of the Heine-Borel property in (C* (), &) through the sequential compactness
—Definition 1.1.12 and subsection 2.2.3—, the following results are obtained:

B Given a sequence {fy }men C C*(Q) and a function h € C* (Q), the following
statements are equivalent:

L fu—S—n
nl—»00

II. For each o0 € Ny, the sequence {D* f,,,} men converges uniformly in compact
sets of Q to D%h.

B (C”(Q), &) is a topological vector space with a local convex topology; it is also
metrizable, not normable, complete and verifies the Heine-Borel property.
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B [fK € R(Q) —that is, K C Q is compact— and has nonempty interior, then

Dk (Q) ={y €C”(Q)|supp(y) C K}

is an &—closed subspace of C(Q) with dim Zk (Q) = eo. Also, the topological
subspace (91( (Q), &K ) where &K is the topology that Dk (Q) inherits from &, is
metrizable, not normable, complete and verifies the Heine-Borel property.

In fact, these topological subspaces will be the key to define a suitable topology for the

space of test functions. Without further ado, Theorem 2.3.27 is proved, which claims that,

B by considering the families

PBo={W C CZT(Q)| W is convex, balanced and W N T (Q) € EX VK € R(Q)}
and D = {U(y, wyea (9 +W) | ACCZ(Q) X Zo},
we obtain

a) 9 is a topology on CT (Q) and Ay is a local base for D and
b) (CZ(R), D) is a locally convex topological vector space.

Next, the 2 topology’s properties are proved, gathered in results Theorems 2.3.29, 2.3.31 and
2.3.32, where, perhaps, the most interesting are:

B For each compact set K C Q, the topology &X matches the topology that P (Q)
inherits from 9.

B Given the sequence { W } men C Co (Q), the following statements are equivalent:

L. WMLO

m-—oo
1. There exits a compact set Ky C Q such that supp (W) C Ko for allm € N and,

also,

if.
D*Y —— 0 V o0 € N,
m—o0

B (CZ(Q), D) is complete.

C

B A linear mapping of (CZ (), @) into another locally convex topological vector
space is continuous if, and only if, it is sequentially continuous, in spite of the fact
that (CZ (Q), @) is not metrizable.

At this point it becomes possible to present the definition of distribution. A distribu-

tion or generalized function is an element T : C7 (Q) — C of 2’ (Q), the topological dual
of (C¢' (), 2), that means, it “is” a linear continuous mapping under 2 — C|,|. Following up,
Theorem 2.4.36 is proved, which characterises distributions according to the seminorms

]I, = max{[D%¢ (x)|: x€ Q. [a] <n} V¢ €CI(Q) (neN)

and the subspaces Zk (Q) —K C Q compact—:
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B Let T:CY(Q) — C be a linear form. Then T € 9’ (Q) if, and only if, for each
compact set K C Q, there exist n € N, ¢ > 0 (constants that depend on K) such that

IT(@) <c-loll, V¢eZk(Q).

Thanks to this characterisation, a large number of examples of distributions is presented ri-
gorously in subsections 2.4.2, 2.4.3 and 2.4.4. To finish Chapter 2, we define the space of
compactly supported distributibutions 2, (Q) & 2’ (Q) and establish the following result:

B The space &' (Q) —the dual of (C*(Q), &)— identifies with D, (Q), in the
sense that the natural restriction operator

& (.Q.) ST+——RT:= T‘C?(Q)
is a linear isomorphism of &' (Q) into D, (Q).

Now in Chapter 3, we develop the theoretical machinery that ends up with the definition
of the convolution of two distributions; this extended notion of convolution is a central tool in
the theory, due to its applications to the construction of distributional solutions of partial diffe-
rential equations. The theorem of Malgrange and Ehrenpreis (only stated here) is of uttermost
importance since it ensures the existence of a fundamental solution for every constant coeffi-
cient linear differential operator —Definition 3.3.23—. Here the convolution enters into play,
and we derive the following corollary:

B Let kK € D' (R") be a fundamental solution of a constant coefficient linear dif-
ferential operator L. If v is a compactly supported distribution on R", then the
inhomogeneous PDE Lu = v has as a distributional solution u = K * v.

Last but not least, in Chapter 4, we are concerned with another very useful tool in the
theory of partial differential equations: the distributional Fourier transform. Once we have re-
viewed the basic concepts regarding Fourier transform .% {f} = f of functions f € L' (R") in
section 4.1, we move on to define a new function space (called the Schwartz class) and a new
family of seminorms:

S(R") = {f € C”(R") : supyepn

s (f) = mix{supycar

P (x) D% f (x)| < oo for all polynomial P and all o € Njj }
XPDYf(x)|: Bl <n, |a| <n} (neN).

Again, using the theorems of the first chapter, Theorems 1.2.27 and 1.3.29, we obtain the
topological vector space (S(R"),.#). Theorem 4.3.9 collects its main properties, the most
relevant being the following:

B Given a sequence {fi}men C S(R") and a function f € S(R"), the following
statements are equivalent:
&
|
g
unif.

1. id®p% (f, — f) — 0 VY a, B €N, where idP is the monomial xP (x € R).
m—soo

B The topological vector space (S(R"), &) is complete.
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After introducing the topology .#, we consider the Fourier transform as an operator %4
restricted to the Schwartz class, and we prove in Theorems 4.4.11 and 4.4.14 the following

B %4 is a linear, continuous, bijective mapping of (S(R"), &) into itself, and it
has a continuous inverse.

With these ingredients, after proving that &/ (R") is identified with a certain subspace of
2' (R") —Theorem 4.5.19— the definition of tempered distribution can be given: a tempered
distribution is an element of 2’ (R") which admits a continuous extension under % — Clof to
the Schwartz class or, what is the same, it “is” an element of %/ (R"), the dual of (S(R"), &).
It is also relevant in this chapter the fact that every compactly supported distribution over R" is
tempered —Theorem 4.5.26—, obtaining in this way the relations

¢ (R") C S(R") C ¢ (R") and
9 (R") &' (R") = &' (R"),

where all inclusions are strict.

Finally, in section 4.6 the definition of distributional Fourier transform is given, its main
properties are shown and the Fourier transforms of some tempered distributions are precisely
calculated in some examples, which explain briefly the use of this transformation in the resolu-
tion of partial differential equations.



Resumen

Cuando se considera, por ejemplo, la ecuacion en derivadas parciales (EDP) con condi-
ciones iniciales y de contorno
9%f 0°f

W_Wzo para (x,1) € (0,1) xR*
Jof

f(x,0)=gx) ¥y E(X’O)ZO para todo x € [0, 1]
f(0,1)=0=f(1,t) paratodot € RTU{0} 4

cualquiera podria dar por hecho que la solucién f = f (x, ¢) ha de ser dos veces derivable res-
pecto de cada variable, al igual que la funcién g (respecto de su Unica variable). De hecho, Jean
le Rond d’ Alembert (1717-1783) sostenfa que si una funcién f no era de clase C? (U), donde U
es el abierto (0, 1) x R™, entonces no podria ser solucién de este problema.

Sin embargo, el célebre fisico y matematico Leonhard Euler (1707-1783) fue capaz de
rebatir muy acertadamente las posiciones de d’ Alembert con las que rechazaba como posibles
soluciones funciones no suficientemente derivables; para ello, Euler argumenté que la solucion
f al problema fisico de la cuerda vibrante de extremos fijos (expuesto arriba) podria ser comple-
tamente arbitraria dependiendo de cualquier curva g que se pudiera dibujar como estado inicial.
Ademads, Euler se mostraba de acuerdo con d’ Alembert en que las reglas del andlisis hasta en-
tonces conocido no podian solventar el problema que acababa de abrir y replicé que habria que
extender estas reglas para poder tratarlo de manera més ambiciosa (en el sentido de no tener
que exigirle a una solucién tantas condiciones de regularidad).

Alrededor de doscientos afios mds tarde, esto implicaria tener que abstraer incluso el
concepto de funcion, surgiendo asi la teoria de distribuciones en el afio 1945 a manos del ma-
tematico francés Laurent Schwartz (1915-2002), quien presenté un nuevo objeto matemaético,
la distribucion o funcion generalizada. Ahora, una distribucion tenia la propiedad de ser infi-
nitamente diferenciable, aunque en un nuevo sentido mas amplio (que se expondra con detalle
en este trabajo), y, lo mas importante, extendia las reglas del anélisis clasico dando a la vez
solucion al dilema de d’ Alembert y Euler sobre la regularidad de las soluciones de ecuaciones
en derivadas parciales'.

El objetivo del presente trabajo es estudiar la teoria de distribuciones desde sus raices
topoldgicas fundamentales, definiendo una funcién generalizada como una aplicacién del dual
topoldgico del espacio de funciones de testeo Cg” (Q) —funciones infinitamente diferenciables
de soporte compacto definidas en el abierto Q C R"—? dotado de la topologia adecuada. Este

IPara saber més sobre los antecedentes de las distribuciones ver la referenica [1].

%Esta definicion ya fue anticipada, de alguna manera, por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en un intento de
dar una solucién razonable al problema citado de la cuerda vibrante y esta inspirada en la férmula de la integracién
por partes. En [1], Fernando Bombal explica el método sugerido por Lagrange: «La ecuacion diferencial a estudiar
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estudio, aun estando complementado con ejemplos que inciden en el éxito de la generaliza-
cion del concepto de funciodn, es principalmente tedrico y presenta también los dos subtipos
de distribuciones mas importantes y su relacion con otros espacios (vectoriales topoldgicos) de
funciones, a saber: las distribuciones de soporte compacto y las distribuciones temperadas.

El trabajo comienza con una reunion de definiciones y resultados relativos a la teoria de
los espacios vectoriales topologicos (un espacio vectorial topolégico no es mds que un espacio
vectorial X = X .y con topologia Hausdorff bajo la que las operaciones de espacio vectorial
son continuas). Un resultado muy recurrido a lo largo de todo el trabajo de este Capitulo 1 es
el Teorema 1.1.22, el cual establece que,

B si (X, 7)) y (Y, ©) son espacios vectoriales topolégicos con T compatible con
una métrica invariante —Definicion 1.1.16—, entonces una aplicacion lineal de
(X, 71) en (Y, 1) es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.

Asi, junto con las seminormas y los conjuntos convexos asociados a ellas —Definicion 1.2.23—
se introduce un ingrediente indispensable para el siguiente capitulo: las métricas invariantes. El
capitulo termina con los resultados Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29 usados conjuntamente
para dotar de las topologias adecuadas a los espacios funcionales que aparecen en los siguientes
capitulos; son citados, respectivamente, a continuacion:

B Sea Il una familia de seminormas sobre X que separa puntos —consultar la
Definicion 1.2.24— y sea

By = {N(p, meaV (P, n) | ACTIX N, |A] < 4o}

Entonces, la coleccion By es una base local convexa y equilibrada —ver Definicion
1.1.6— de una topologia vectorial T para X bajo la que

a) cada p €Il es continua y
b) un conjunto E C X es acotado si, y solo si, cada p € 11 es acotada sobre E.

B Si X es un C—espacio vectorial y I1 = {p,,},cy es una familia (numerable) de
seminormas sobre X que separa puntos, entonces la topologia vectorial T inducida
por Il es compatible con una métrica invariante.

Siguiendo este camino, no es directo obtener la definicion de distribucion. Antes de lle-
gar a ella, ya en el Capitulo 2, hay que realizar un exhaustivo estudio del espacio vectorial
topoldgico (C*(Q), &). El espacio C () es el de las funciones infinitamente diferenciables
definidas en el abierto € junto con las operaciones habituales suma y producto por escalares
complejos y & es la topologia obtenida al aplicar el Teorema 1.3.29 a C* (Q) considerando la
sucesion fundamental de compactos {K,},cn de Q —ver subseccién 2.1.3— y las seminormas

pn(f) =max{|D*f(x)|: x €Ky, |&t] <n} VfeC?(Q) (neN).

Cabe resaltar que (C*(Q), &) es un ejemplo de espacio topolégico metrizable pero no norma-
ble. En resumidas cuentas, tras dicho estudio, donde lo méas destacable es la caracterizacién de
la propiedad de Heine-Borel en (C* (Q), &) a través de la compacidad secuencial —Definicion
1.1.12 y subseccion 2.2.3—, se tiene los resultados que se expone a continuacion:

se multiplica por una funcién suficientemente regular con soporte compacto en un cierto dominio (funcién test) y
el resultado se integra por partes. De esta forma, el operador diferencial se transfiere a la funcién test y la ecuacién
integro-diferencial resultante, que ha de verificarse para todas las funciones test, no presupone ninguna regularidad
de la solucién.»
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B Dadas una sucesion { fin}men C C°(Q) y h € C*(Q), son equivalentes:

&
L f——h
m—soo

II. Para cada o € Nj, la sucesion {D* fi,}men converge uniformemente sobre
subconjuntos compactos de Q a D%h.

B (C*(Q), &) es un espacio vectorial topoldgico con topologia localmente conve-
xa, metrizable (con métrica invariante), completa, con la propiedad de Heine-Borel
Y, ademds, es no normable.

B SiK € R(Q) —es decir, K C Q es compacto— y tiene interior no vacio, entonces
Ik (@) =1y € C7(Q)[ sop(y) S K}

es un subespacio & —cerrado de C* (Q) con dim Pk (Q) = oo. Ademads, el subespa-
cio topoldgico (@K (Q), é’K), donde &X es la topologia que D (Q) hereda de &,
tiene la propiedad de Heine-Borel, es metrizable, completo y no normable.

De hecho, estos subespacios topoldgicos son claves para definir la topologia idonea para
el espacio de las funciones de testeo. Sin mds rodeos se prueba el Teorema 2.3.27, el cual
asegura que,

B siendo las familias

By ={W C CZ(Q)| W es convexo, equilibrado y W N Tk (Q) € X YK e R(Q)}
y D ={Uy wea@+W)| ACCT(Q)x %A},

se tiene

a) 9 es una topologia para Cg (Q) y Ay es una base local de D y
b) (CT(Q), D) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo.

A continuacién, se prueba las propiedades de la topologia 2, recogidas en Teorema 2.3.29,
Teorema 2.3.31 y Teorema 2.3.32, donde quizd las m4s interesantes son:

B Para cada K C Q compacto, la topologia &X coincide con la topologia (relativa)
que Dk (Q) hereda de 9.

B Dada la sucesion { Wy }men C Cg (), son equivalentes
2

L. y,, —0
m—oo
L. Existe un compacto Ky C Q tal que sop (W) C Ko para todo m € Ny, por
otro lado, .
D%y, 25 0 Vo € NI
m—yoo

B (CT(Q), D) es completo.

B Una aplicacion lineal de (C3 (Q), D) en un otro espacio vectorial topolégico
localmente convexo es continua si, y solo si, es secuencialmente continua, a pesar
de que (CZ (), 2) es no metrizable.
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Ahora si se estd en condiciones de presentar la definiciéon de distribucidén. Una distribu-
cién o funcién generalizada es un elemento T: C7° (Q) — C de 2’ (Q) el dual topoldgico de
(C& (L), 2), es decir, una aplicacion lineal y continua bajo 2 — C,,|. De seguido, se prueba el
Teorema 2.4.36, que caracteriza, en funcion de las seminormas

1], = max{D*¢ (x)|: x€Q, |a| <n} V¢ €CT(Q) (neN)
y de los subespacios Zk (Q) —K C Q compacto—, a las distribuciones:

B Sea T:Cy (Q) — C una forma lineal. Entonces T € D' (Q) si, y sdlo si, para
cada compacto K C Q, existen n € N, ¢ > 0 (constantes que dependen de K) tales
que

IT(9) <c-llgll, V¢ e Zk(Q).

Gracias a esta caracterizacion se presenta con total rigor la tira de ejemplos de distribuciones en
las subsecciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4. Para terminar este Capitulo 2 se define de manera natural
el espacio de las distribuciones de soporte compacto 2, (Q) & 2’ (Q) y se prueba la relacién

B El espacio &' (Q) —el dual de (C*(Q), &)— se identifica con el espacio
9. (Q), en el sentido de que el operador de restriccion natural

& (.Q.) ST+——RT:= T‘C?(Q)
es un isomorfismo lineal de &' (Q) en D, (Q).

Ya en el Capitulo 3 es donde se motiva y se detalla el desarrollo teérico que desemboca en
la definicién de convolucion de dos distribuciones; esta convolucion es una de las herramientas
fundamentales de la teoria por sus aplicaciones a la resolucion distribucional de ecuaciones
en derivadas parciales. De vital importancia es el teorema de Malgrange-Ehrenpreis (que sélo
se enuncia), pues asegura la existencia de solucion fundamental de un operador diferencial de
coeficientes constantes —Definicion 3.3.23— y aqui es donde entra en juego la convolucion:

B Sea x € D' (R") una solucion fundamental del operador diferencial de coefi-
cientes constantes L. Si v es una distribucion sobre R" y tiene soporte compacto,
entonces la EDP no homogénea Lu = v tiene como solucion distribucional u = K *v.

Finalmente, en el Capitulo 4 y tltimo se presenta otra herramienta del andlisis de gran
utilidad a la hora de encontrar soluciones a ecuaciones en derivadas parciales: se trata, como
no, de la transformada de Fourier; mas concretamente, de la transformada de Fourier distri-
bucional. Una vez hecho en la seccion 4.1 el repaso de los conceptos basicos concernientes a
la transformada de Fourier .#{f} = f de funciones f € L! (R"), se pasa a definir un nuevo
espacio de funciones (llamado la clase de Schwartz) y una nueva familia de seminormas:

S(R") = {f €C° (") : supyepn

s (f) = méx{ supycpn

P (x)D%f (x)| < oo para todo polinomio P y todo o € N }
XﬁDaf(X)‘ DBl <n, || <n} (neN).

De nuevo, usando los teoremas del primer capitulo Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29 se obtiene
el espacio vectorial topoldgico (S(R"), ). El Teorema 4.3.9 recoge sus propiedades; las mas
relevantes son las siguientes:
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B Dadas una sucesion { fu}men C S(R") y f € S(R"), son equivalentes:

54
L fn——f
m—soo

unif.

1. idPp% (f,, — f) — 0 Vo BeN, donde idP es el monomio xB (x € R").
m—soo

B El espacio vectorial topoldgico (S (R"), &) es completo.

Tras este estudio de la topologia ., se considera la transformacion de Fourier restrin-
gida a la clase de Schwartz .%,q para acabar probando —en los resultados Teorema 4.4.11 y
Teorema 4.4.14— que

B %4 es una aplicacion lineal y continua de (S (R"), &) en si mismo, biyectiva
Y con inversa continua.

Con estos ingredientes y tras haber probado que el espacio #' (R") se identifica con cierto
subespacio de 9’ (R") —Teorema 4.5.19— ya se puede dar la definicién de distribucion tem-
perada: una distribucién temperada es un elemento de 2’ (R") que admite extension continua
bajo & — (C|.| a toda la clase de Schwartz o, lo que es lo mismo, “es” un elemento de &’ (R™)
el dual de (S(R"), ). Relevante es también en este capitulo el hecho de que roda distribucion
sobre R" de soporte compacto es temperada —Teorema 4.5.26—, obteniendo asi las relaciones

¢ (R") C S(R") C C™(R") y
P (R") > &' (R") + &' (R"),

donde todas las inclusiones son estrictas.

Por fin, en la seccién 4.6 se da la definicion de transformada de Fourier distribucional, se
muestra sus propiedades mds destacadas y se calcula explicitamente la transformada de Fou-
rier de algunas distribuciones temperadas en unos ejemplos, los cuales se limitan a dar unas
pinceladas del uso de esta transformacion en la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales.
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Este primer capitulo es una breve introduccién a los espacios vectoriales topoldgicos,
enfocada en presentar algunos resultados generales, y en demostrar los mas relevantes, sobre
los que se apoya la teoria de distribuciones. La referencia que se sigue es [5, Cap 1].

En lo sucesivo del trabajo, d|,| serd la distancia usual en C, definida por el valor absoluto

|zl = VRe*z+1Im?z  (z€C).

La expresion Cj, denotard al espacio métrico (C, d|,|) y, ocasionalmente, también a la topo-
logia usual para C que d|,| genera. En particular, la convergencia de las sucesiones de nimeros
complejos consideradas en las definiciones siguientes serd respecto de la topologia Cj,|. Final-
mente, un disco (o bola abierta) de C|,| de centro z € C y radio r > 0 se denotard por D (z, 7).

1.1. Definiciones

Definicion 1.1.1 Un espacio vectorial topoldgico es un par (X, 7), donde X = X .) es un
C—espacio vectorial y 7 es una topologia para X tal que

» 7 es Hausdorff en X —también se dice que T es Tr—y

= las operaciones de espacio vectorial + y - son continuas.

+:XxX—X 2 CxX —X
(X, y) — x+y (A, X) — A -X = AX

En estas condiciones, se dice que T es una topologia vectorial para X .

Como primer ejemplo, si X es un C—espacio vectorial y ||e|| es una norma sobre X, enton-
ces la topologia 7; generada por la métrica asociada d (X, y) = ||[x —y|| (x, ¥y € X) es una topo-
logia vectorial. Otros ejemplos de espacios vectoriales topolégicos serdn el espacio (Cy (), 2)
de las funciones de testeo definidas sobre el abierto Q C R" y el espacio de las funciones de de-
crecimiento rapido (S (R"), %), que seran estudiados mas a fondo en los capitulos siguientes.

Definicion 1.1.2 En lo sucesivo, si X es un C—espacio vectorial, los conjuntos A, B C X y
A C C son no vacios, x € X y A € C, se usara las siguientes notaciones:

= x+A={x+a|ac A}, donde se dice que x+ A es el trasladado de A por X,

» L-A=2AA={Aa|acA},

» ArA={aalacA, acA},
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» A+B={atblacA,becB}.

Observacion 1.1.3 Es inmediato de la definicion de espacio vectorial topolégico que, para cada
ac X ycada A € C\ {0}, los operadores de traslaciéon T, y de homotecia (o multiplicacién
escalar) M, , definidos, respectivamente, por

X —X X —X
X—X-+a X — AX

son ambos homeomorfismos de (X, 7) en (X, 7). Este hecho se traduce en, por ejemplo,
= T es invariante por traslaciones, es decir, U € Tsiy sélosia+U € T paratodoa € X,
= V es t—cerrado siy s6lo si Ty, (V) = b+V es T—cerrado para algiin (o para todo) b € X,
» M, (U)=AU € tparatodoU € 7si A € C\ {0},

= W+ AK es compacto siw € X y K C X es compacto, etcétera.

1.1.1. Bases de entornos

Definicion 1.1.4 En el espacio vectorial topoldgico (X, 7), dado x € X, una coleccién %y con-
tenida en .47 (x) —donde .47 (x) es la familia de todos los entornos abiertos del punto x— es
una base local en x si todo entorno de x contiene un elemento de Hx. Si A es una base local
en 0, se dice simplemente que Ay es base local.

Proposicion 1.1.5 Si (X, T) es un espacio vectorial topoldgico, entonces T queda completa-
mente determinada por una base local.

Demostracion. Sea U € t. Como 7 es invariante, para cada u € U, es U —u € 47 (0). Si
2 es una base local de 7, para cada u € U, existe V, € % tal que Vy; C U —u. Con lo cual,
U = Uyeu (u+Vy), es decir, U es unién de trasladados de elementos de la base local %). [

Definicion 1.1.6 Si X es un C—espacio vectorial, se dice que un conjunto
» CCXesconvexosiAC+(1—A4)C YA €]0,1];
n E C X es equilibrado si oE C E paratodo & € C con |a| < 1;

s §C X essimétrico si S = —S, es decir, si contiene al conjunto de sus opuestos.

Definicion 1.1.7 En adelante, siendo 7 una topologia para el C—espacio vectorial X, si se de-
nota U € A(0),V € 42(0), W € 4(0) querrd decir que U es un entorno convexo de 0, V
es un entorno equilibrado de 0, W es un entorno convexo y equilibrado de 0.

El siguiente resultado se utilizard a menudo. La demostracidn es sencilla y se esboza en
la seccién A.1; ver también [5, Th 1.14].

Teorema 1.1.8 Sea (X, ) un espacio vectorial topolégico. Entonces,
a) todo elemento de N7 (0) contiene un entorno equilibrado de 0y
b) todo elemento convexo de Nz (0) contiene un entorno convexo y equilibrado de 0.

Por tanto, todo espacio vectorial topologico tiene una base local equilibrada.

'Notar, en particular, que A 4+ A podria no coincidir con 2A.
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A continuacién se define varias clases de espacios vectoriales topoldgicos con propieda-
des notables.

Definicion 1.1.9 Se dice que un espacio vectorial topoldgico (X, T) es
= Jocalmente convexo si existe una base local cuyos elementos son convexos; en este caso,
se dice que T es una topologia localmente convexa.

» Jocalmente acotado si 0 tiene un entorno acotado —ver Definicion 1.1.10—.
= Jocalmente compacto si 0 tiene un entorno cuya clausura es compacta.

= un §—espacio si T estd inducida por una métrica invariante —ver Definicion 1.1.16—y
completa.

= un espacio de Fréchet si es un §—espacio localmente convexo.

= normable si existe una norma sobre X tal que la métrica que induce es compatible con la
topologia 7.

1.1.2. Conjuntos acotados y compactos

Definicion 1.1.10 En un espacio vectorial topoldgico (X, 7), se dice que un subconjunto E de
X es T—acotado (o, simplemente, acotado) si para cadaV € 47 (0) existe sy > 0 tal que E C tV
sit > sy.

Teorema 1.1.11 En el espacio vectorial topoldgico (X, T), seaV € A7 (0).
a) Si0<r, /' +oo, entonces X =J,_r,V.

b) Todo subconjunto compacto de X es acotado.

¢) Sis, \(0, yV es acotado, entonces la coleccion {s,V },cn es una base local de 7.

Demostracion. a) Sea x € X fijado. Como la aplicacién My : C — X, dada por Mx(a) = ax,
es continua, se verifica que My (V) = {a € C| ax € V} es C|,|—abierto. Ademds, este abierto
contiene al escalar 0, luego existe m € N tal que 1/r, € My (V) sin > m.

b) Sea ahora K C X un compacto. Para cada U € .47 (0), existe, por el Teorema 1.1.8,
W e 4£(0) tal que W C U. Aplicando a,

K C UZOZII’ZW.
Como K es compacto, existen naturales n; < np < ... < n,, tales que
KC W)U mW)U---Un,W) =n,W.

Esta dltima igualdad es vdlida debido a que W es equilibrado: si j € {1, 2,..., m— 1} se verifica
nj/n, <1, luego (nj/n,)W C W, lo que implica evidentemente n;W C n,W (el contenido
restante es obvio). Asi, si t > n,,, se deduce que K C tW C tU.

¢) SeaU € #7(0). Si V es acotado, existe sy > 0 tal que V C tU sit > sy. Sin € Nes tal
que 1/s, > sy, se deduce que V C (1/s,)U, y por tanto U contiene a s,V. Dada la arbitrariedad
de U € 47 (0) se obtiene el resultado. O

Definicion 1.1.12 Un espacio vectorial topoldgico (X, T) tiene la propiedad de Heine-Borel si
todo subconjunto cerrado y acotado de X es compacto.

Teorema 1.1.13 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico localmente acotado con la propie-
dad de Heine-Borel. Entonces X tiene dimension finita.
La prueba de este resultado se esboza en A.2. Ver también [5, Th 1.23].
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1.1.3. Sucesiones de Cauchy y métricas

Definicion 1.1.14 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico y sea % una base local. Dada
una sucesion {X, },en C X, se dice que ésta

= converge a X € X bajo la topologia 7, 0 es T—convergente a X, si para cada V € % existe
ny € N tal que x,, —x € V si n > ny. Esta convergencia se va a denotar por

T . s
X, ——> X obien 7-— limx,=xX.
n—yoo n—»oo

= esuna T—sucesion de Cauchy cuando para cada V € % existe ny € Ntal que x; —x,, €V
sil,m> ny.

Nota. Notar que la propia definicién de base local implica que el concepto de T—sucesion de
Cauchy no depende de la coleccion %, tomada.

Proposicion 1.1.15 Las t—sucesiones de Cauchy son acotadas y, por tanto, las sucesiones
T—convergentes también lo son.

Demostracion. Sea {x, },cn una T—sucesién de Cauchy. Por un lado, sea %, una base local
equilibrada de 7, cuya existencia estd garantizada por el Teorema 1.1.8. Dado W € %, es
posible encontrar U’ € .47 (0) tal que U’ + U’ C W —ver Proposicién A.1.1—. Como % es
base local, tomese U en %, verificando U C U’. Por otro lado, existe ny € N tal que x,, — X, € U
para todos n, m > ny. Ademds, por el Teorema 1.1.11 existe my € N tal que xy,...,X,, € myU.
Asi,

Xy € Xp, +U CmyU +U C myU +myU =my (U+U) C myW sin > ny,

aplicando en el segundo contenido que U es equilibrado. Entonces, como también W es equili-
brado, se verifica
{Xn}n>1 CmyW C tW para todo t > my.

O

Definicién 1.1.16 Sea X un espacio vectorial y d : X x X — R U{0} una métrica. Se dice que
d es invariante (o invariante por traslaciones) sid (X+2,y+2) =d (X, y) paratodos X,y,z € X.

En un espacio vectorial topoldgico las métricas invariantes juegan un papel especial.

Proposicion 1.1.17 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico tal que T es compatible con
una métrica invariante d. Entonces {X,}nen C X es T—sucesion de Cauchy si y solo si es
d—sucesion de Cauchy.

Demostracion. Como d (x;, X,;) = d (X; — X, 0) para todo par X;, X, € {X,}ueny C X y co-
mo % = {B,(0,r)| r € R"} es una base local de 7, entonces la sucesién {X,},cn €s una
d—sucesion de Cauchy si, y sélamente si, es una T—sucesion de Cauchy. OJ

Corolario 1.1.18 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico y sean dy, d, métricas invariantes
que inducen ambas la misma topologia T, entonces

a) d y d> tienen las mismas sucesiones de Cauchy (las T—sucesiones de Cauchy) y

b) d; es completa sobre X < d, es completa sobre X.
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El punto a es consecuencia directa de la Proposicion 1.1.17 y el punto b sigue de a.
La invariancia es necesaria en la hipdtesis; un ejemplo de ello es [5, Exercise 1.12], que es
enunciado a continuacion: sean d (x,y) = |x —y|, dg (x,y) = |0(x) — 0(y)| (x,y € R), donde
0(x) = x/(1+ |x|); entonces tanto d como dg son métricas sobre R que inducen la misma
topologia, la usual para R, pero d es completa y dg no lo es.

Observacion 1.1.19 Como es sabido, en un espacio métrico (M, d) un subconjunto A C M se
dice d—acotado si verifica

didm (A) :=sup{d(a,b)|a,b €A} < oo.

Apuntar que en un espacio vectorial topoldgico (X, 7) metrizable con métrica d, los conjuntos
d—acotados y los conjuntos T—acotados no coinciden en general; ver Observacion A.4.9. La
equivalencia, sin embargo, si se da cuando (X, 7) es normable —Proposicion A.4.10—.

1.1.4. Aplicaciones lineales

Sean (X, 71) e (Y, 72) dos espacios vectoriales topologicos. Como bien es conocido, una
aplicacion T: X — Y se dice lineal si T (ax+ By) = aT(x)+ BT (y) paratodos o, B € Cy
todos x, y € X. Recordar que en el caso Y = C una tal aplicacion lineal se conoce indistintamente
con los nombres forma lineal y funcional. La aplicacion T también se dice continua si para cada
U € 1, se tiene que T! (U) € 11; a menudo se escribird que T es continua bajo T| — T, para
evitar confusion (esto se hard sobre todo en Capitulo 2 y Capitulo 3, donde se maneja distintas
topologias en un mismo contexto).

El siguiente resultado es consecuencia elemental de la invarianza de las topologias.

Teorema 1.1.20 Sean (X, 1) e (Y, T2) dos espacios vectoriales topoldgicos y sea T: X — Y
una aplicacion lineal continua en el punto 0. Entonces, T es continua en todo x € X y, ademds,
es uniformemente continua en el siguiente sentido: para cada W € Nz,(0) existe V € A7, (0)
tal que

y—-xeV=T(y) —-T(x)cW.

Demostracion. Dado W € .47,(0), la continuidad de T en 0 prueba que T(V) C W para algiin
V € A7,(0). Si ahora se tomax,y € X cony —x € V, la linealidad de la aplicacién T prueba que
T(y) — T(x) = T(y —x) € W. Entonces T aplica el entorno x+V de x en el entorno prefijado
T(x) + W de T(x), lo que implica que T es continua. O

Teorema 1.1.21 Sean (X, t) un espacio vectorial topolégicoy T : X — C una forma lineal.
Supongamos que T(x) # 0 para algiin x € X. Entonces las cuatro propiedades siguientes son
equivalentes.

L. T es continua bajo el par T—C,.
1. El niicleo ker (T) es cerrado.
1. ker(T) no es denso en X.

IV. Existe V. € A2(0) tal que T (V) es acotado.

La demostracion de esta caracterizacion de continuidad es elemental y se esboza en A.3
—ver [5, Th 1.18]—. Por dltimo, en el caso en que (X, 7;) admita una métrica invariante se

tiene la siguiente caracterizacion de continuidad en términos de sucesiones; su demostracion se
detalla en A.3 —ver [5, Th 1.32]—.
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Teorema 1.1.22 Sean (X, 1)) e (Y, T2) espacios vectoriales topoldgicos y T: X — Y una
aplicacion lineal. Si T es compatible con una métrica d invariante, las siguientes cuatro pro-
piedades son equivalentes.

I. T es continua.
II. T transforma conjuntos T —acotados en conjuntos T,—acotados.
1. Para cada sucesion {X,},eny C X con 1) —limx, = 0 vale {T (x,) }en es Ta—acotado.

IV. Para cada sucesion {x,},cn C X con 1) —limx, = 0 vale 7, —limT (x,) =0 €Y.

1.2. Seminormas y convexidad local

En toda esta seccion, X = X ) serd un C—espacio vectorial. El resultado principal serd
el Teorema 1.2.27, que da un procedimiento para construir una topologia vectorial a partir de
una familia adecuada de seminormas. Dicho teorema es fundamental en los siguientes capitulos
de este trabajo, por lo que se incluye su demostracion con detalle.

Definicion 1.2.23 Una seminorma sobre X es una funcién p : X — R tal que
» p(x+y)<p(Xx)+p(y), (subaditividad)
= p(ox) = |a|p(x)

para todos X, y € X, a € C. Se define también, para cada n € N, el conjunto
V(p,n)={x€X|p(x) <1/n}.

Definicion 1.2.24 Una familia IT de seminormas sobre X se dice que separa puntos si para cada
x € X \ {0} existe px € IT tal que px (x) # 0.

Definicion 1.2.25 Un subconjunto A de X se dice absorbente si para cada x € X existe un
numero positivo fx tal que X € tA.

Proposicion 1.2.26 Sea p : X — R una seminorma.
a) p(0)=0.
b) [p(x)— p(y)| < p(x—y) para todo parx, y € X.
¢) p(x)>0 VxeX.
d) ker(p) = {x € X| p(x) =0} es un subespacio de X.

e) Para cadan € N, el conjunto V (p, n) es convexo, equilibrado y absorbente y verifica
ker (p) C V(p, n) —es decir, es no vacio—.

Demostracion. a se desprende de p (ax) = |ot|p (x) para oo = 0 (con x € X cualquiera). Para
ver b, tdmese x, y € X y escribase

p(x)=p(x—y+y) <p(x—y)+p(y), que implica p(x) —p(y) < p(x—¥);
intercambiando ahora en esta ultima desigualdad x por y se obtiene también

p(y)—px)<p(—(x—y)) =px-y),
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luego —p(x—y) < p(x) —p(y) < p(x—y). Tomando aqui y = 0 se tiene p(x) > |p(x)| >0
(x € X), es decir, la propiedad ¢ es verdadera. Ahora, si X, y € X son tales que p(x) =0=p(y)
y o, B € C son cualesquiera, de 0 < p(ax+ By) < |a|p(x) + |B|p(y) = 0 se desprende la
propiedad d.

Finalmente, para ver e, scan n € N, a € Ccon |a| <1,0< A <1yx,y € V(p,n)
cualesquiera; entonces

plax)=|alp(x)<p(x)<l/n vy
pAx+(1=24)y) <Ap(x)+(1=A)p(y) <A/n+(1-24)/n=1/n.

Sélo resta probar que V (p, n) es absorbente: w € X verifica p(w) < m para algin m > n,
evidentemente, entonces
5 1

w=m ~—2w€m2-V(p, n), puesp(w/m*) <1/m<1/n.
m

Teorema 1.2.27 Sea Il una familia de seminormas sobre X que separa puntos, y sea
Po={N(p, nyeaV (p. n) | ACTIX N, |A| < 4oo}.

Entonces, la coleccion Ay es una base local convexa y equilibrada de una topologia vectorial
T para X bajo la que

a) cada p € Il es continua y

b) un conjunto E C X es acotado si, y solo si, cada p € 11 es acotada sobre E.

Definicion 1.2.28 La topologia vectorial T para X del Teorema 1.2.27 se denomina fopologia
inducida por la familia de seminormas I1en X.

Demostracion. Usando topologia elemental sigue que la coleccién
Sz {ﬂ e@[X+V p,n H@CHXNXX |®|<+oo}

constituye una base de una topologia 7, bajo la que un subconjunto de X es abierto si, y sélo si,
es union (arbitraria, y que puede ser vacia) de elementos de %. En particular, % es una base
local de 7, y como 7 estd formada por las uniones de trasladados de elementos de % se deduce
que 7T es invariante. Ademads, es rutinario probar que las intersecciones finitas de conjuntos
convexos y equilibrados son conjuntos convexos y equilibrados, luego %y C A4 (0).

Pésese a demostrar que 7 es topologia vectorial. Para ver que la topologia es Hausdorff,
se toma u € X \ {0}; se ha de encontrar dos abiertos disjuntos tales que uno contenga a u y otro,
a 0. En efecto, ¢ (u) > 0 para alguna seminorma g € I1. Sea k € N tal que ¢ (u) > 2/k, entonces
los conjuntos u+ V(g, k) y V(g, k) son tales abiertos, respectivamente.

Pruébese ahora la continuidad de las operaciones de espacio vectorial. Sean x,y € X,
o € Cy U € A47(0) cualesquiera. Por un lado, por definicién de base local, se verifica

UDV(p,n)N---0OV(pm, ny)

para ciertos p; € Il nj € N (1 < j <m). Pongase W = (7 V (p;, 2n;), entonces la subaditi-
vidad de las seminormas implica W +W C U y, en consecuen01a

(x+W)+(y+W)C(x+y)+U.
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Esto brinda la continuidad de la operacién suma. Por otro lado, como la interseccion finita de
conjuntos absorbentes y equilibrados es un conjunto absorbente (comprobacion rutinaria), para

algun s > 0 vale x € sW. Pongase
1

t=———.
la|+1/s
Entonces, siw € x+tW y |B — a| < 1/s, se verifica
Bw—ax=pB(w—x)+(f —a)x,

punto que pertenece a |B[tW +|B — a|sW C W +W C U. El primer contenido se justifica como
sigue: por la desigualdad triangular

Bl <lo|+[B —af <|o|+1/s

y ya es evidente que |B|t < 1; ahora, aplicando que W es equilibrado, se obtiene el contenido a
justificar. En definitiva, se ha probado

D(a,1/s)- (x+tW) C ax+U.

Este razonamiento prueba que la multiplicacién por escalares es continua.

Finalmente, abdrdese los asertos a y b del teorema.

La definicién de los conjuntos V (p, n) (p € I, n € N) implica la continuidad de las se-
minormas de IT en el origen. Ahora, si x € X es cualquiera, entonces

p(x)—p(Y)|<p(x-y),

y de aqui sigue que cada p € IT es continua en todo X.
Tomese a continuacion p € II cualquiera y un conjunto E C X acotado. Se tiene

E C kV(p, 1) para algtn k > 0,
luego un punto de E es de la forma kw con p (w) < 1, entonces,
p(x) <k Vx€E, es decir, p es acotada sobre E.

Reciprocamente, supéngase E C X tal que p (x) <R, Vx € E (p € IT), con {R, } ,cr1 contenido
en R*. Retomese ahora el contenido U D HTZIV (p j» j). Si r > 0, entonces es evidente que

rV(pj.nj) ={x€X| pj(x) <r/nj} paracada 1 < j < m, luego, si r verificara
Ry <r/nj Vje{l,...,m} (por ejemplo, r = 1+ max{Ryn;| 1 <j<m}),

se obtendria
E COiLiV(pjnj) =r0i V(pjng) € rU

y esto, dada la arbitrariedad de U € .47 (0), probaria que E es acotado. U

1.3. Seminormas y metrizabilidad

Teorema 1.3.29 Si X = X, .y es un C—espacio vectorial y I1 = {Pn}nen es una familia (nu-
merable) de seminormas sobre X que separa puntos, entonces la topologia vectorial T inducida
por I1 es compatible con una métrica invariante.
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Demostracion. Es sabido que 6 : R — (—1, 1) con férmula 6 (x) = x/ (1 + |x|) es continua,
estrictamente creciente (es decir, biyectiva) y con inversa continua. Para cada n € N, definase
fu(W)=2""(60p,)(w) (weX).El Teorema 1.2.27 asegura la existencia de una topologia
vectorial T bajo la que p, es continua, lo que implica que f,, es continua — f,, es composicion
de funciones continuas— (n € N). Ademas,

(W) <27"VweX neN) y Y27'=1L
n=1
Entonces, la sucesion de funciones continuas {sy }yen dada por

sy (W) = 21 fulw) (weX)

converge uniformemente (por el criterio de Weiersstrass) a la funcién

que es continua —ver Teorema B.1.7—. Sea ahora d : X x X — [0, 1) dada por la férmula
d(x,y) =s(x—y). Pruébese que d es una métrica.

» Esobvioqued (x,y)=d(y,x) V (x,y) € X xX.
» También es obviod (u,v) =0 < u=v.

= ,d verifica la desigualdad triangular? Para todos X, y, z € X se cumple:
Pn(X—Y) < pn(x—2) + pn (z—y) implica

pn(x—y) < pn(X—2)+py(z—y) _ pn(x—12) 4
L+ pa(x=y) = 1+pa(x=2)+pa(z—y) 1+py(x—2)+pn(z—Yy)
+ Pn (Z_y) < Pn (X—Z) Pn (Z_y)

l+pn(x—2z)+pp(z—y) ~ 1+pa(x—2) 1+pu(z—y)
para cada n € N. Luego d verifica efectivamente la desigualdad triangular.

Ademas, d es invariante, como es evidente.

Pésese ahora a probar la compatibilidad de 7 con d. Para ello, llamese 7, a la topologia
generada por d. Como s es continua, la base local {B, (0, )| r € R"} de 7, estd contenida en
T puesto que

By(0,r)={xcX|s(x)<r}=s5"'(—o0,r) VreR".

Como A € 74 i, y s6lo si, A= U )eaBa (X, 1) = Ux jea [X+Bg (0, r)] paraalgin A C X x R*
y como T es invariante, la afirmacién anterior implica 7; C 7.

Reciprocamente, para probar que T C T, basta ver que {B, (0, r)| r € R*} es base local
de 7 pues, asi, cualquier T—abierto serd union de 7;—abiertos y se obtendria el contenido bus-
cado. Por tanto, tomese U € .47 (0) arbitrario, que verifica U D ﬂTle (pkj, n j) para algunos
naturales k;, n; (1 < j <m). Razénese como sigue. Si x € B, (0, r) para un r > 0 arbitrario,

Pi; (%)
+ px; (x)

Pn(X)

— <2kirvijc 1,2,...,m}.
1+pn(x) / { }

<2"r YneN vy, en particular,
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Como 6! es continua, si ng = méx{n;| 1 < j < m} entonces existe 6 = &(ng, ki,..., k) >0
tal que si r < 8y d (0, x) < r se tiene

1 .
pkj(x)<n—0 Vije{l,2,...,m}.

Con lo cual, B4 (0, 8) C NV (ij, no) i,V (ij, nj) cUu. d

Observacion 1.3.30 Sean X = X .) un C—espacio vectorial y IT = {p, }sen una familia de
seminormas sobre X que separa puntos. Por el teorema que se acaba de probar, (X, 7) es espacio
vectorial topolégico, donde 7 es la topologia generada por la métrica invariante

d(xy) = i%% (x, yE€X).

n=1

Asi, si Y C X es subespacio vectorial, por el mismo teorema, las seminormas de {p,|y }nen in-
ducen una topologia para Y, la cual, trivialmente, es compatible con la métrica d|y «y . Entonces”
los elementos de la topologia relativa {ANY| A € T} son precisamente las uniones de

W+ ﬁ(n, m)EAV (pn|Y’ m) ’

conw e Y, ACN x N finito.

2Para ver esta implicacién conviene recordar que, en un espacio métrico (X, d), siendo ¥ un subconjunto de
X, la topologia para Y generada por la métrica d|y xy coincide con la topologia que Y hereda de 17,4, donde 7, es la
topologia para X generada por d.
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Contintese fijando la notacion para el espacio euclideo (R", d5). Un punto x € R" genéri-
co se escribird siempre en su forma expandida como x = (xp,..., xp), conxy € R (1 <v <n).
Asi, se define el producto escalar sobre R" x R" como

X-y=X1y1+" -+ XnYn,
de donde resulta la norma euclidea
Xl = vax=(F+-+2)? (xeR"),

que se denotara simplemente por |e|. En esta notacion los puntos de R" se escriben siempre en
negrita, en contraposicion con la escritura de los escalares complejos, siempre en ifdlica.

La métrica euclidea d es la inducida por la norma |e|. Una bola en el espacio métrico
(R", d) de centro x € R" y radio p > 0 se denotaré por B (x, p) y su clausura, por B (x, p).
Dicha métrica genera la topologia usual 7, para R", al igual que toda métrica inducida por una
norma sobre R". Enlazando con el Capitulo 1, (R", 7,) es espacio vectorial topoldgico. Los
conceptos topoldgicos que se consideren serdn respecto de 7, si se refieren a subconjuntos del
espacio vectorial R".

Finalmente, en todo lo que resta de trabajo, A denotard la medida de Lebesgue y la integral
con la que se trabaja es la de Lebesgue.

2.1. Preliminares

Esta primera seccion estd dedicada a fijar la notacion que se seguird a lo largo del trabajo
y a definir los espacios vectoriales de funciones que aparecen en la teoria de distribuciones. En
este capitulo se sigue principalmente la referencia [5, Cap 1.46].

2.1.1. Notaciones

Definicién 2.1.1 Se llama n—indice a un elemento o = (a, ..., &) € NJ := (NU{0})" y se

define su orden como || = o + -+ an. Si B = (B1,- .., Bn) es otro n—indice, se denota
a+B=(+Pi....,0+p) y B<osify<oy (I1<v<n).
En particular, para cada v € {1,..., n},
ey =(0,...,0,_ 1 ,0,...,0)

\%

denota el n—indice de orden 1 asociado al vector canonico e_v> =(0,...,0,_.1 ,0,...,0) e R".
\%



12 Funciones de testeo y distribuciones

Definicién 2.1.2 A cada a = (o,..., &,) € Nj se le asocia el operador diferencial

Jlel | . 9
= m y, €n partlcular, DYV = — (1 <v< n).

oxy

Ademas, si f: Q — C es diferenciable, la derivada direccional de f en el punto x € Q segin
el vector V € R" es

Dy f(x)=Vf(x)-V, donde Vf=(D'f,...,D"f).

Observacion 2.1.3 Tras estas dos ultimas definiciones, si f : Q — C es diferenciable y x € Q,
se puede escribir

D(X

Do £ (x) = D £ (x) = i £ (XTE80) —S (%)

v e—0 &

2.1.2. Definicién de los espacios C” (Q) y CZ° (Q)

En adelante, Q C R" denotard un conjunto abierto distinto del vacio y se escribird £ ()
para denotar a la familia de todos los subconjuntos compactos contenidos en €. También se
va a usar la notacion usual C(Q) para el conjunto de las funciones complejas definidas en Q y
continuas. Ademas, si k € N,

Q) ={f:Q—C|p*fec(Q) VaeN] con || <k}.

Definicion 2.1.4 El C—espacio vectorial C* (Q) de las funciones complejas infinitamente dife-
renciables en Q es el que se define estableciendo

feC(Q):& D*feC(Q) VaeNj]
y considerando las operaciones siguientes:
= suma de funciones, + : C* (Q) x € (Q) — C*(Q), dada por
(f+e)(x)=r(x)+g(x) VxeQ,y
= multiplicacién por escalares complejos, - : C x C* (Q) — € (Q), dada por
(a-h)(x)=a-h(x) VxeQ.

El neutro para la suma es la funcién nula Q > x — 0, que se representa simplemente por 0.

Definicion 2.1.5 El soporte de una funcién y € C(Q) se define como
sop (y) = {x € Q| v (x) # 0}.
Definicién 2.1.6 Dado un compacto K € R(Q), se define el subespacio vectorial Zk () como
Ik (Q) ={y €C7(Q)|sop(y) S K}.

Nota. Cada vez que se escriba Pk (Q) se supondra que es K C Q un compacto de interior no
vacio —pues si int (K) = 0 entonces P (Q) = {0}—.

Definicion 2.1.7 El C—espacio vectorial C3° () de las funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto en € o funciones de testeo sobre € es

Co(Q) ={¢ €C™(Q)[sop(9) € R(Q)}

dotado de las mismas operaciones de la Definicion 2.1.4 —en realidad, se trata de un subespacio
de C*(Q)—.
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2.1.3. Sucesion fundamental de compactos

Si A C R" es un subconjunto no vacio e y € R" es un punto, dendtese
dist(y,A) = inf{ds (y,x) : x€ A} =inf{|ly—x|: x€A}.

Definicion 2.1.8 Se llama sucesion fundamental de compactos de Q a la familia {K, },cn de
subconjuntos de €2 dada por

_|B(0,n) siQ=R",
" {xe Q| dist(x, R"\ Q) > 1/n, [x| <n} siQ#R"

Proposicion 2.1.9 Se verifica efectivamente K, € R (Q) para todon € Ny
K, Cint(Kp41) (n€N) y Q=U>_K,.

Demostracion. Como el caso Q = R" es trivial, supéngase Q # R". En (R", 7,) se cumple la
propiedad de Heine-Borel, luego el subconjunto K,, de £ es compacto porque es cerrado y es
acotado. En efecto, como la funcidn a valores no negativos pg (x) = dist (x, R"\ Q) (x € Q) es
continua, entonces pg, ' [1/n, +o0) = {x € Q| dist (x, R"\ Q) > 1/n} es un cerrado y, por tanto,
su interseccion con la bola cerrada B (0, n), que es igual a X,,, es también un cerrado.

Para cada n € N, definase V1 := {x € Q| dist(x, R"\ Q) > 1/(n+1), |x| <n+1};
este conjunto es un abierto que verifica K, C V41 C K,41, luego K,, C int (K, ). Finalmente,
six € Q, como R"\ Q es cerrado, dist(x, R"\ Q) = d5 (x, y) > 0 para algiin y € R"\ Q, luego
d> (x,y) > 1/m para algin m € Ny, por tanto, X € U>_ K. O

Nota. Notese que existird ny € N tal que K, # 0 para todo n > ng. En adelante, supéngase por
comodidad que ng = 1.

2.1.4. Particiones finitas de la unidad en Q

Teorema 2.1.10 Si K C Q es compacto, existe ¢ € Cy (Q) tal que

0<¢<1 y ¢lxg=1

Este teorema se conoce como el lema C* de Urysohn. Una funcion como la del enunciado
se llama funcion meseta. Para conocer los detalles de la demostracion consultar la referencia [2,
Lemma 8.18].

Definicion 2.1.11 Sea Q C R" un abierto no vacio y I" una coleccion de abiertos de R" cuya
unién es Q. Si una sucesion { Y, }men C Cg (Q) verifica

a) para cadam € N, se tiene sop (y,,) C A para algin A € T,

b) v,,(x) >0 VxeQ (meN),

oY Un(x)=1VxeQ,

d) para cada compacto K C Q, existen / € N y un abierto W C Q verificando K C W'y

l[/](X)-I-----I-l//l(X):l vVxeWw,

entonces se dice que { Wy, }men €s una particion localmente finita de la unidad en Q subordinada
al recubrimiento I" de Q.
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Teorema 2.1.12 Sea I' una coleccion de abiertos cuya union es Q C R". Entonces existe una
sucesion { Yy }men C C7 (Q) que es una particion localmente finita de la unidad en Q subordi-
nada al recubrimiento I

Demostracion. Sean D = QN Q", subconjunto denso y numerable de Q, y
¢r={B(q.r)|qeD,reQ" yB(q,r) CAparaalginA €T}
y péngase ¢ = {C1, C3, C3,...}, donde Cy, = B (qu, rn) (m € N). Es facil comprobar que
Q= B(aqn rm/2), (2.1.1)
meN

pero, aun asi, desgranese el contenido “C”. Si x € €, entonces X € A para algin abierto A € T,
luego existe r € Q7 tal que B(x, 2r) C A; por otro lado, por densidad existe xg € D tal que
Ix —xg| < r/2 luego x € B (xo, /2). La prueba de este contenido acaba al probar que B (xq, r)
estd contenido en A, pero esto esta claro:

lw—x| < |w—x¢|+ |xo — x| <3r/2 <2r YweB(xg,7),

es decir, B (x, r) C B(x, 2r) C A.
Ahora, aplicando el Teorema 2.1.10, es posible construir una sucesién de funciones
{Om}tmen C CT(Q) con 0 < ¢, < 1y tal que

On(x)=0Vx&int(Cp) vy 0un(x)=1VXEB(qu rm/2).

De seguido, definase y; = ¢; y, después, inductivamente, y,,, = (1 — @) - (1 — @,—1) ¢, para
cada m > 2. Es evidente que ¥, > 0 y que se anula en los puntos en los que se anula ¢,,, es
decir, Yy, (x) =0 Vx € R"\ int(C,,), luego

{xeQ|y,(x) A0} Cint(C,) y sop(¥n)<C, (meN).

Asi se concluye la prueba de las propiedades a y b de la Definicién 2.1.11.
Contintese probando las propiedades ¢ y d de la misma definiciéon. Se comprueba por
induccién que

I I
Y v = H 1 — ¢,,) paratodo/ € N.
m=1 =

Como se da (2.1.1), si x € Q, existe [y € N tal que

I
XEB(qIO,rlo/Z),luegollile//m( )=1— lim H 1—¢n(x)) =1,
“m=1

l()<l—>°<> —1

lo que prueba c. Por iltimo, si K C Q es compacto, entonces K C U =B (q i/ 2) para un
cierto / € N, lo que prueba d y concluye la demostracion. 0

2.2. La topologia & para C” (Q)

En esta seccion se va a utilizar la teoria del Capitulo 1 para poder exponer con detalle y
rigor las propiedades de las topologias para los espacios funcionales C* () y CZ (Q).
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Para cada n € N, definase la siguiente seminorma sobre C* (Q):
Pu(f) = max{[D%f (x)| : X €Ky, |t <n}.
Esta familia numerable de seminormas tiene la propiedad

Pa(f) < pni1 (f) VFECT(Q) (neN). (2.2.2)

(o)

Ademis, es facil ver que {p, }'-_, separa puntos en C* (Q), en el sentido de la Definicion 1.2.24.
En efecto, si f € C*(Q) es no nula, entonces existe x € Q tal que f(x) # 0 y, tomando n
suficientemente grande, se tiene que x € K, luego p,(f) > |f(x)| > 0.

Ahora, el Teorema 1.3.29 asegura que estas seminormas definen una topologia para
C*(Q), que aqui serd denotada por &, que es localmente convexa y metrizable. Ademads, el
Teorema 1.2.27 y la propiedad (2.2.2) establecen que una base local de & esta formada por los
conjuntos

Vo=V (pn,n) ={f€C”(Q)| pn(f) <1/n} (neN).
En particular, la sucesion { fy,; }nen C C () converge en la topologia & a h € C* (Q) si, para
cada n € N, existe m,, € N tal que m > m,, implica

fm—heV, & p,(fin—h) =max{|D%f, (x) =D*h (x)| : x €K,,

ol <n}<l1/n
—ver Definicion 1.1.14—, lo cual se reescribe, gracias a (2.2.2), como:

lim p, (fn—h)=0 VYneN.

m—soo

Apuntado esto, desgranese las propiedades de este nuevo espacio vectorial topoldgico.

2.2.1. Convergencia en (C*(Q), &)

Aunque resultan intuitivas, antes de seguir adelante conviene consultar B.1 para conocer
las notaciones adoptadas en este trabajo para la convergencia uniforme (o puntual o uniforme
sobre compactos) de sucesiones de funciones. Apuntado esto y para comenzar, la nocién basica
de &—convergencia de una sucesion en C* (Q) en términos tangibles:

Teorema 2.2.13 Dadas una sucesion { fi}meny C C*(Q) y h € C*(Q), son equivalentes:
L fn L h
m—yo0
II. Para cada o € N}, la sucesion {D% fi }men converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos de Q a D%h.

Demostracion. Fijese o € N} y témese K C Q un compacto arbitrario. Sea € >0y
considérese n =nq g ¢) € Ntalque K CKy, en>1y || < n, entonces existe m,, € N tal que

sup|D% fn (x) —Dah(x)’ <pn(fm—h)<1/n<e si m>m,.
xcK
De la arbitrariedad al tomar € > 0 se obtiene D% f,, converge uniformemente sobre K a D%,
probando II.

Sea n € N. Para cada n—indice & que verifique || < n existe mq, , € N tal que

sup D% fn (x) —D“h(x)‘ <1/n si m>mgy, , (aplicando 11).

x€eK,

Ya es claro que p, (fm —h) < 1/nsim>méax{mq_,: |ot| <n}. O
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Teorema 2.2.14 El espacio vectorial topologico (C* (Q), &) es completo.

Demostracion. Sea {fy,; }meny C C(Q) una &—sucesion de Cauchy, entonces, por definicion,

VneN Ik, eN : (m,len: max

x€Ky, |of|<n

Do‘fm(x)—Do‘fl(x)‘ < l/n).

Una demostracion andloga a la de la implicacién del Teorema 2.2.13 prueba que lo
anterior supone que, para cada & € Njj, {D*f,,} men es uniformemente de Cauchy sobre todo
K € 8(Q). Ahora, el Teorema B.1.6 asegura lo siguiente: para cada o € Njj, {D* f;, }men con-
verge puntualmente a una funcién g, : Q — C continua —continua por el Teorema B.1.7—
y también

p&f,, Kt o paratodo K € R(Q).
m—soo

En particular,

fn % go paratodo K € R(Q),
m—soo

y es ahora evidente que gg € C” (Q) pues go =D%gg V ¢ € Njj —debido esto tltimo al Teorema
B.1.8—. Por tanto, & — lim,, .. f,n = &o- O

Corolario 2.2.15 (C*(Q), &) es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Como la topologia &, ademds de ser completa, es compatible con una métrica
invariante y (C*(Q), &) es localmente convexo, el corolario sigue de la definicién de espacio
de Fréchet. U

2.2.2. Densidad de C7 (Q) en (C*(Q), &)
Teorema 2.2.16 CZ (Q) es denso en C* (Q) bajo la topologia &.

Demostracion. Sea {¢,, },en C Co () una sucesion tal que

(Pm’szl y 0§¢m§1,
cuya existencia estd garantizada por el Teorema 2.1.10. Sea también f € C*(Q); por un lado,
es evidente que sop (¢,,.f) C sop (), luego ¢, f € CZ (Q) (m € N); por otro lado, sean o € Nj)
y K C Q un compacto cualesquiera; existe / € N tal que K C K,,, si m > [, entonces
lim sup |D* (¢, f) (x) —Do‘f(x)’ = lim sup|D*(f (pn—1)) (x)‘ =0.

M-y g ISm—reoxck

De la arbitrariedad al tomar el n—indice y el compacto se obtiene & — lim ¢,,,f = f. U

2.2.3. Compacidad en (C*(Q), &)

Se va a hacer uso ahora de un resultado conocido de topologia que afirma que en un
espacio métrico se cumple la propiedad «un subconjunto es compacto si, y solo si, es secuen-
cialmente compacto»' —consultar referencia [7, 17G, pag. 125]—. Con dicha propiedad se
quiere probar que (C”(Q), &) tiene la propiedad de Heine-Borel, pero como paso previo co-
miéncese con el siguiente lema, en el que se usa la nocién de familia de funciones equicontinua
en un compacto —ver la secciéon B.2—.

"En un espacio topoldgico (X, ), un subconjunto K de X es secuencialmente compacto si, por definicién, cada
sucesion contenida en K tiene una subsucesion convergente a algin punto de K.
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Lema 2.2.17 Si E C C*(Q) es & —acotado, entonces, para cada parn € N, o0 € Njj con |ot| <,
la familia Fo, = {D*f| f € E} es

a) equicontinua en K, y

b) uniformemente acotada sobre K,,.

Demostracion. En primer lugar, por el Teorema 1.2.27 la acotacion de E es equivalente a la
existencia de {R, },en C R tal que p, (f) < R, para todos f € E, n € N. Esto es:

la| <n= [méx
x€K,

Daf(x)) <R, VfEE}
para cada n € N, lo cual prueba la propiedad b.
En segundo lugar, fijese n € Ny oo € Nj con || < n cualesquiera. A continuacion, dado

X € K,, sea € > 0: como x € int(K,41), existe 0 > 0 tal que By, (x, ) C int(K,41) y, como la
bola es convexa,

y € By, (x. 8) = [(1 —1)x+1y € By, (x. 8) V€0, 1] cR}.
Si h € E, definase 1 (t) := (D) ((1 —)x +1ry) paracadar € [0, 1], que verifica

/Oln’(t)dt:n(l)—n(o), donde ' (1) =V (D%h) (1 —1)x+1y) - (y—X).

Asi, se tiene

% () ~ D% ()| = 1 (1)~ (0) < [ [n'(0)ar <

<or2?<xl Z a(aD;:h)(<1—f)X+IY)-(yv—xv) <

<Ru+1 Z |)’v—xv| =Ru11 |X_Y|1

y, ahora, si se toma 6 < €/R, 41, se obtiene
‘Do‘h(x) —D“h(y)’ < Rus1 [x—y|, <.

En tercer lugar, se apunta que de la arbitrariedad al tomar /& € E se obtiene

Do‘f(x)—DO‘f(y)) <¢€ si yeBy (x,0)NK, paratoda f€E.

De aqui y de la arbitrariedad al tomar € > 0 se deduce que Fy, = {D*f| f € E} es equicontinua en
el punto x. Finalmente, como se ha tomado x € K,, cualquiera, el razonamiento anterior prueba
el resultado: Fy = {D*f| f € E} es equicontinua en K,,. O

Teorema 2.2.18 Sea F C C* (Q) un subconjunto cerrado y acotado bajo la topologia &. Toda
sucesion { fiu }men C F tiene una subsucesion convergente a algiin elemento de F. En particular,
(C*(Q), &) verifica la propiedad de Heine-Borel.
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Demostracion. Témese una sucesion { f;,; }nen C F. En cada paso de la siguiente construccién
de subsucesiones de { f;,; }nen se va a usar el evidente hecho «toda subsucesion de una sucesion
uniformemente convergente sobre un subconjunto de su dominio es uniformemente convergente
sobre dicho subconjunto y tiene el mismo limite que la original».

Aplicando el Lema 2.2.17, para cada o € Njj que verifique |ot| < 1, {D*f| f € F} es
equicontinua en K; y uniformemente acotada sobre K. Asi, {fn}men €s equicontinua en K|
y uniformemente acotada sobre K;. Ahora, el Teorema B.2.12 asegura la existencia de una

subsucesion {go.  tren de { fin}men tal que
80, k ]:— >g1, donde g; € C(intK;).
—>00

A su vez {D®' go. 1 }ren €s equicontinua en K; y uniformemente acotada sobre Kj, luego la suce-
sién {go.  }ren tiene una subsucesion {g; x }ren tal que

K; —unif.
e 1—
D™g1 k k= 8lLel:

Como en particular {g 4 }xeny converge uniformemente sobre K; a g, el Teorema B.1.8 im-
plica que g es derivable en la coordenada x; y que D*'g| = g[; ¢,). De nuevo, {D®2g1 i }ken €8
equicontinua en K; y uniformemente acotada sobre Kj, luego {g x }ren tiene una subsucesion

{&2, k}ken tal que

K; —unif.
D®gy k % 8[1,e;» dondeD?gy =g ¢y

Inductivamente, como {D*"g,_ ¢ }xen €s equicontinua en K; y uniformemente acotada sobre
K1, {gn—1.x }xen tiene una subsucesion {gn 1 fren tal que

—unif.
D*"gn, k k———>g[1 en] = D81

En particular, g; € C' (int K;).
Llegado a este punto, se renombra: f] x = gn x (k € N). Se ha obtenido la subsucesion
{f1. k}xen de {fin}men y una funcién g; € C! (int K;) que verifica lo siguiente:

i,
D*f1.k k4um>D°‘g1 para todo @ € Njj con |ot| < 1.

Contintese con el razonamiento. Como, para cada & € Njj verificando |ot| < 2, 1a familia
{D%f| f € F} es equicontinua en K, y uniformemente acotada sobre Ky, {gn « }xen tiene una
subsucesion {gn1 1.« fren tal que

8n+1,k szi> g2, donde g, € C(intKp).

Como la convergencia uniforme implica convergencia puntual y {g,1, 1 }xen converge unifor-
memente sobre K, se verifica go = g1 en K;. Repitiendo todo el proceso anterior, teniendo en
cuenta que D¢V =D®D® (1 < v, u < n) en los casos |0| = 2, se construye una subsucesion
de {1, k fken —Y, por tanto, de { fin } men—> { /2, k }xen, que verifica

Ko —unif.
2, D%, paratodo o € N} con |at| < 2,

Dfo k
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donde g> € C?(int K;) y, ademds, g» = g1 en K.
En conclusidn, existen una sucesién de subsucesiones de { fi,; }men

{80 = {fu.k}ken | en

y funciones (g,),cy que verifican, para cada n € N,
= §,11 es subsucesion de S,
o Ky—unif. _ n
=D fn,kk—>D gn para todo o € Nj con |a| <ny
—»00

= g, €C"(intK,) con g, = g, enk,,.

Del punto tercero se deduce la existencia de
h e C”(Q) tal que g, LN
n—soo

Abhora, por el proceso diagonal de Cantor, la sucesion A = { f;;, » }nen €s una subsucesion

de {fin}men y verifica

&
—h.
fn,n n—oo

Efectivamente, fijado « € Njj arbitrariamente y para cualquier K € £(Q), siempre existe np € N
tal que |ot| <ngy K C Kp,; como es obvio que { f,, » }ny<n €5 una subsucesion de S, y D% f,,, «
converge uniformemente sobre K,, a D%/, entonces también es obvio que

K—unif.
D% fo,n ———

n—oo

D%h.

Finalmente, como F es cerrado, h € F. ]

2.2.4. El subespacio Zk (Q) C C*(Q)

Sea K € R(Q) con interior no vacio; el subespacio Zk (Q) C C*(Q) ya fue introducido
en la Definicion 2.1.6.

Teorema 2.2.19 Para cada compacto K C € con interior no vacio, se verifica que P (Q) es
un subespacio & —cerrado de C* () con dimension infinita. En particular, dimC*™ (Q) = co.
Demostracion. En primer lugar, para cada x € Q, considérese el funcional
Ac:C7(Q) — C (2.2.3)
fr—= f(x).
Claramente, Ay es continuo y, por tanto, el nicleo ker (Ax) es & —cerrado. Con lo cual,
Ik (Q) = Nxeq\k ker (Ax)  (intersecci6n arbitraria de & — cerrados)

es un subespacio & —cerrado.
En segundo lugar, como el interior de K es no vacio, se construye una sucesion de bolas
{B (Xm» 'm) } men disjuntas dos a dos y contenidas en el compacto K. Para cada m € N, tomese
Wi € C°(Q)\ {0} con sop (¥;,) C B (X, ) —por ejemplo, segiin el Teorema 2.1.10—.
Ahora, en tercer y dltimo lugar, para cada n € N, es obvio que la ecuacién

Ayi+ -+ Ay, =0en las incognitas A, € C (1 <m <n)

tiene tinica solucién A = --- = 4, = 0, es decir, {y,,}" _, es un conjunto linealmente indepen-
diente. Por tanto, dim Pk (Q) > dimspan{y,,}" _, = n para todo n € N. O
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Definicién 2.2.20 Si K € £(Q) tiene interior no vacio, se denota por &X a la topologia que
hereda Zk (Q) C C*(Q) como subespacio topoldgico de (C*(Q), &).

Como resumen final de los resultados de esta seccidn se enuncia el siguiente

Corolario 2.2.21

a) (C*(Q), &) es un espacio vectorial topolégico con topologia localmente convexa, metri-
zable, completa, con la propiedad de Heine-Borel y, ademds, es no normable.

b) Si K € R(Q) tiene interior no vacio, entonces Yk () es un subespacio &—cerrado de
C*(Q) con dim P (Q) = . Ademds, el subespacio topoldgico (T (), EX) tiene la
propiedad de Heine-Borel, es metrizable, completo y no normable.

Demostracién. La no normabilidad de (C* (Q), &) y de (Zk (Q), &X) se deduce de los resul-
tados Teorema 1.1.13 y Teorema A.4.11; el resto de propiedades enunciadas ya estdn probadas
o son directas. U

2.2.5. El dual topolégico de (C*(Q), &)

Definicion 2.2.22 EI conjunto de todas las formas lineales definidas sobre C*(Q) y conti-
nuas bajo el par & — C),| se denota por & (Q). De manera natural, se define también las
operaciones suma + : &' (Q) x &' (Q) — &' (Q) y multiplicacion por escalares complejos
:Cx & (Q) — &' (Q) dadas por

= (T+S) () =T()+S(f) Vfec™(Q),

= (@-R)(f) =a-R(f) ¥V feC™(Q)

Nota. Es directo obtener que (8’ (Q), +, -) es un C—espacio vectorial. Como aclaracion, el
neutro para la suma se representa por 0, como el escalar cero y como la funcién nula.

Ejemplo 2.2.23 Dado x € Q, la forma lineal Ay : C* (Q) — C definida en (2.2.3) es continua
y, por tanto, Ax € &' (Q).

Teorema 2.2.24 Sea T : C*(Q) — C una forma lineal. Se da la siguiente caracterizacion:
T e &' (Q) si, y solo si, existenn € Ny ¢ > 0 tales que

TN <c-pa(f) VfeCT(Q).

Demostracion. Considérese una sucesion {g, ey C € () tal que & —limg,, = g, con
g€C”(Q),yseaT:C”(Q) — C lineal de manera que

IT(f)| <c-pn(f) VfeC(Q) paraalgunosc>0,ncN.

Entonces, aplicando que & — lim,;, 00 g = &, Se tiene

|T(gm_g)| <c-pu(gm—g) <c/n

si m > m,, para cierto m, € N. La equivalencia del Teorema 1.1.22 prueba que T es
continua.

Por reduccion al absurdo, si no se cumple la condicién, entonces, para cada m € N,
existe f, € C* () tal que |T(f,,)| > m- pp (fn). Témese ahora W, =T (f,) ' fru (m € N). Esta
sucesion { Wy, fmen C C (Q) verifica la siguiente contradiccion —ver equivalencia del
Teorema 1.1.22—:
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L] T(l//m)zl‘v’mEN

CRR T/ % 0, pues, fijados arbitrariamente o € Nj y K € R(Q),
m—>oo

_ Pm (fm) 1

sup D%y, (X)‘ < Pm (W) = IT(f)] = m moes

xeK

2.3. La topologia 2 para C? (Q)

En esta seccién se pasa a definir una nueva familia de seminormas sobre CZ (2) y una
topologia localmente convexa para este espacio vectorial. Ademads, se demuestra un importante
teorema de caracterizacion para las formas lineales continuas de (CZ (2), 2) en un otro espacio
localmente convexo. Se sigue principalmente la referencia [5, Cap 6].

2.3.1. Conjuntos 9 —abiertos en C; (Q)

Para cada n € N, definase la siguiente seminorma sobre C3’ (Q):
1¢1l, = max{[D*¢ (x)| : x € Q, || <n}.

Como motivacion, apuntar que esta nueva sucesién de normas {||e||,, },en podria utilizarse
para definir una topologia 2* localmente convexa y metrizable para Cy (), pero es que ésta
presenta el inconveniente de no ser completa en general. Por ejemplo, tomese n =1, Q =Ry
elijase ¢ € CZ (R) con soporte contenido en [0, 1], ¢ (x) > 0six € (0, 1). Si, para cadam € N,
se define

() =Y 10—k (eR),
k=1

entonces { Yy, } men €s una 2* —sucesion de Cauchy, como se muestra a continuacion:

oo 1
sup|D%wy;,, (x) —D%y; (x)| = su —(D%)) (x—k)| < —— - max [D%0 (¢
sup D () =D (9] =sup| B, 7 (0°9) (=) < g mix 06 1)

tiende a O cuando m > [ — oo. Pero su limite no tiene soporte compacto, es decir, no vive en
C¢ (R). Este contratiempo obliga a hilar mas fino.
Definase pues una nueva coleccion de conjuntos candidata a topologia (completa) para el
C—espacio vectorial C3° ().
Definicion 2.3.25 Sean las siguientes familias de subconjuntos de C3° (Q):
= By={W CCg(Q)|W es convexo, equilibrado y W N Zk (Q) € & VK € R(Q)}
= P ={Upwyea(@+W)|[ACCI(Q) x Ao}

Comiéncese con la siguiente observacion elemental.

Lema 2.3.26 Sea K C Q un compacto con interior no vacio, entonces

a) la familia de seminormas {||'||n|@K(Q) : n € N} induce la topologia &X para Dk (Q) y
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b) una base local de &X estd formada por los conjuntos

VE={opc ok (Q): ||9]|,<1/n} (nEN). (2.3.4)

Demostracion. Claro, a partir de un cierto n € N se da K C K, y, en consecuencia, se verifica
pn(9) =10]|, para toda ¢ € Pk (€2). Ahora a'y b son consecuencia de la Observacién 1.3.30
y de la propiedad (2.2.2). U

Teorema 2.3.27
a) 9 es una topologia para CT (Q) y Ay es una base local de D.

b) (CT(Q), 2) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo.
Demostracion. Para demostrar a es claramente suficiente probar que, dados
VI,Vo €Dy @ € ViNV,, se verifica ¢ + W C V; NV, para algin W € %,. (2.3.5)

La definicién de 2 muestra que existen @; € Cg (), W; € % tales que ¢ € ¢; +W; C V;
(j=1,2). Témese K € R() de forma que @, ¢1, ¢ € Pk (Q). Como ¢ — ¢; € Tx (Q)NW;,
que es un abierto de &K, se tiene? ¢ — ¢; € (1—8;) W; para cierto 8; € (0,1) y, entonces, por
ser W; convexo,
©—0;+ 5]'Wj C (1 — 5J) W+ 6J'Wj = Wj, luego
O+6W;, Co;+W;CV;
para j = 1, 2. Con lo cual, tomando W = (6;W;) N (5 W>) se verifica (2.3.5).

Observacion 2.3.28 Probado a, en adelante, los conceptos topoldgicos considerados serdn res-
pecto de 9 si se refieren a subconjuntos de Cg° ().

Pasese ahora a probar b o, lo que es 1o mismo, pruébese que Z es una topologia vectorial.
En primer lugar probamos la propiedad de Hausdorff. Sean ¢, ¢’ elementos distintos de CZ’ (Q)
y pongase

Ui (0.9) = {wec@: vl <4lo—o'll,
que es convexo y equilibrado y verifica, para cada compacto K C €,
U1(0.9) N7k (@) = 5|9 9[- VT € &5,

luego U, (¢, ¢') € HBp. Ademds, los conjuntos

0+U (0,0") y ¢'+Ui (9,9 (2.3.6)

son abiertos en 2 y disjuntos dos a dos, de donde sigue que la topologia es Hausdorff.

En segundo lugar, veamos que las operaciones de espacio vectorial son continuas. Por
un lado, la suma es continua porque, al ser convexo cada W € %, para cualesquiera que sean
Y1, ¥, € C7 (Q) se verifica

1 1
(lm + EW) + (wz+§W> =(yi+y2)+W.

ZPara justificar este paso: si (X, ) es espacio vectorial topolégico y x € X, entonces la aplicacién C 3 o > ox
es continua, luego es continua en o = 1.
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Por otro lado, para probar que la multiplicacién por escalares es continua, razénese como
sigue. Sean a € C, ¢ € CZ(Q), W € %, arbitrarios. Existe s > 0 tal que ¢ € 5W. Péngase
t =1/(2]a|+2/s). Entonces, para b € C,

by —ap=b(y—9)+(b—a)¢.

Si|pb—a|l <1/sy yw—¢ €W entonces del hecho de que W es convexo y equilibrado se
desprende que

1 1
by — “W+-W=W.
4 a¢€2 +2

Se ha probado D (a, 1/s)- (¢ +tW) C a¢ +W vy, por tanto, la continuidad del producto. O

2.3.2. Propiedades de la topologia 2

El siguiente resultado recoge las propiedades principales de (CZ (), 2) como espacio
vectorial topolégico.

Teorema 2.3.29 El espacio de las funciones de testeo tiene las siguientes propiedades:
a) Un conjunto convexoy equilibrado V C CZ () es abierto si, y solo si, V € A.

b) Para cada K C Q compacto, la topologia &X coincide con la topologia de subespacio
que P (Q) hereda de 9D, es decir, X = {UN Ik (Q)| U € 2}.

¢) Un subconjunto E C CZ (Q) es acotado si, y solo si, E C Dk, (Q) para cierto compacto
Ko C Q vy, ademds, existe una sucesion {6y, ey C RT tal que

9], <on VOEE (neN).

d) (CT(Q), D) tiene la propiedad de Heine-Borel.

e) La sucesion { Wy, }nmen C C3 (Q) es una sucesion de Cauchy si, y s6lo si, { Wy }men estd
contenida en algiin Pk, () y

Iim ||y, —wyl],=0VneN.
m, [—oo

f) La sucesion { Wy }men C CZ (Q) verifica D —lim y,, = 0 si, y s6lo si, existe un compacto
Koy C Q tal que sop (Y,,) C Ko para todo m € Ny, por otro lado,

D%y, 25 0 Vo € NI
m—soo

g) Cada sucesion de Cauchy en CZ () es convergente a alguna funcion de Cy (), es decir,
(CT(Q), 2) es completo.
Demostracion. a) Basta demostrar el siguiente hecho:
siV € 9 entonces VN Pk (Q) € £X paratodo K € R(Q). (2.3.7)

Suponer que V N Zk (Q) # 0 (de otro modo es trivial). Sea ¢ € V N Zk (Q). Por la propiedad
de base local existe Wy € % tal que ¢g+ Wy C V. Esto implica

do+ (Zk (Q)NWy) C Zx (Q)NV,
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donde el conjunto de la izquierda es ademds &X —abierto. Este razonamiento prueba que el
conjunto Pk (Q) NV es unién de &% —abiertos y, por tanto, que él mismo pertenece a &X.

b) Sea K € £(Q) fijado arbitrariamente. El contenido &% > {UN Zx (Q)| U € 9} estd
probado en (2.3.7). Ahora, sea E € &K se ha de ver que E es la interseccién de Zx (Q) con
algtin elemento de 2. Para cada ¢ € E existe ny € N tal que

0+ Vn, ={v e Zx(Q): |y —9l,, <1/ng} CE,
ya que, por el Lema 2.3.26,
EX ={U(g, mea (9+Vr)| AC Zx (Q) xN}.

Péngase Wy = {y € CZ (Q) : [|y]|, , <1 /ng }, entonces Wy € % (se comprueba facilmente) y
Tk ()N (9 +Wy) =9 +V, CE.

Con lo cual, Up := Upeg ((]) + W¢) verifica Uy N Pk (Q) = E. Asi se prueba el otro contenido.
c) Si K C Q es compacto, E C Zx (Q) y ||¢]|,, < 6» V ¢ € E para cierto 6, > 0
(n € N), entonces E es & K_acotado. Como se da b, E es acotado.
Considérese un conjunto E C Cy () que no esté contenido en ningliin Zk (Q) y
procédase por el contrarreciproco. Entonces,

para cada C € £(Q) existe algtin elemento ¢ € E tal que sop (¢) € C. (2.3.8)

Recordar que la union finita de subconjuntos compactos es un subconjunto compacto. Por
(2.3.8) existe ¢; € E tal que sop (¢;) € K;. Se toma x; € sop (¢;) \ K; tal que’ ¢;(x;) # 0.
Aplicando de nuevo (2.3.8), existe una funcién ¢, € E tal que sop (¢2) € Ko Usop (¢1), y existe
X2 € sop (¢2) \ (K2 Usop (¢1)) tal que ¢(x2) # 0. Usando de nuevo (2.3.8), existe ¢3 € E tal

que sop (¢3) Z K3 Usop (¢2) Usop (¢1) y un punto x3 tal que. ..
Inductivamente se construye dos sucesiones { @, }nen C E, {X, }neny C Q que verifican

n Oy (x,) OV REN,
= los puntos de {x; },cn son distintos dos a dos y

= X, & K,, lo que implica que la sucesion {x,},cn no tiene puntos de acumulacién en Q
—es decir, “se aleja hacia dQ U {eo}”—.

A continuacion, sea
W={¢cc(Q): [0 xn)| <[9n(xn)|/n VneN}
Véase que W € %,. Como W es convexo y equilibrado, s6lo hay que verificar que
WNZ(Q) ek VK R(Q). (2.3.9)

Sea N = {n € N| x,, € K}, el cual es un conjunto finito (debido a las propiedades de la sucesion),
y, por comodidad, lldmese a, = |, (x,)| /n > 0. Considerar el conjunto

A={yec 2% (Q): |y|, <b}=b-VK donde b=min,cya, >0,

3Si w € sop (1) \ Ky, entonces B(w,§) C Q\ K; para algiin § > 0. Por definicién de soporte, necesariamente
sedaB(w,8)N{x e Q| ¢;(x)#0} #0.
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que es &K —abierto y verifica A C W N Pk (Q). Basta probar que para cada ¢ € W N Zk (Q)
existe 7y > 0 tal que
¢ +19A C WNPk(Q).

Paraello,sit >0y f € A, uno cuenta con que

(9 +2F) (xa)| < [0 (x)[+ 211y < [@ (%0)[+2b YV eN.

Como sop (¢ +1f) C K, la expresion de la izquierda se anula si n & N, asi que basta elegir z5 > 0
tal que
|6 ()| +19b < a, ¥neN,

lo cual es siempre posible pues ¢ € W. Esto prueba (2.3.9) y por tanto que W € %,. Pero
¢, ¢ nW para todo n € N, luego E ¢ nW para todo n € N, es decir, E es no acotado.

En definitiva, un subconjunto acotado E de C7" (Q) estd necesariamente contenido en
Pk, (Q) para algin Ky € £(Q). Finalmente, y en virtud de b, un tal subconjunto es acotado
bajo la topologia £%0 y esto completa la demostracién de c.

d) Este aserto se desprende de b, de ¢ y del hecho de que cada (Zk (Q), &X) tiene la
propiedad de Heine-Borel.

e) Puesto que toda sucesion de Cauchy es acotada —Proposicion 1.1.15—, en virtud
de ¢, la sucesion {Yy, ey C C3(Q) estd contenida en algin Zk, (). Por b, { ¥, }men es
también una &X0—sucesién de Cauchy. Asi, si n € N es cualquiera, dado € > 0, existe ng > n
tal que Ky C K,,, y €ne > 1 de manera que se verifica

W —will,, < [[Wm —Will,, = Pne (W — 1) <1/ne <€

sim > 1> ky, para cierto k,, € N. Sumando a este razonamiento la arbitrariedad al tomar € > 0
se obtiene

Ii — =0.
lem [Wm — i n
Reciprocamente,

Iim ||y, — ||, =0 (n € N) junto con {Wy, }uen C Zk, (Q)
m>[—soo

implica la existencia de {k, },en C N tal que
m>1> ke = W= i, < 1/n& Y=y €V,

para cada n € N —ver (2.3.4)—. Con lo cual, {¥,,} ncn es una &% —sucesién de Cauchy y, por
b, es una sucesion de Cauchy.

f) Este aserto sigue las mismas lineas que el e. Si 2 — lim y;,, = 0, entonces { W, }nen €8
una sucesion de Cauchy y, por e, { Y, }nen estd contenida en algin Pk, (). Ahora, de esto y de
b se deduce &K — 1im y;,, = 0, lo que implica 1im, e || Win|,, = 0 para todo n € N. El reciproco
es directo gracias a b.

g) La completitud de (CZ (Q), 2) se sigue de b, de e y de la completitud de los subespa-
cios topolégicos (Zk (Q), £X). O

Corolario 2.3.30 Si K € R(Q) tiene interior no vacio, entonces Yk () es un subespacio ce-
rrado de (CT (Q),9D) de dimension infinita.

Demostracién. Por el Teorema 2.3.29 (punto b), en Pk (Q) coinciden las topologias 2 y &X.
Por tanto, el resultado sigue directamente del Teorema 2.2.19. U
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Teorema 2.3.31 El espacio vectorial topoldgico (Cy (R), D) es no metrizable y, en consecuen-
cia, también es no normable.

Demostracion. Dado un compacto K C Q con interior no vacio, Pk () es un subespacio
propio, no trivial y cerrado de C3° (Q) que verifica, por la Proposicion A.1.3, intZk (Q) = 0. De
todo esto esto se deduce que Cg° (Q2) es de primera categoria, ya que

e (@) = | %, (©).
n=1

Una version contrarreciproca del Teorema C.1.2, de Baire, establece que &, siendo una topo-
logia completa, no es compatible con ninguna métrica. 0

2.3.3. Continuidad de aplicaciones lineales

El siguiente resultado es una reformulacién del Teorema 1.1.22 sobre la caracterizacion
de la continuidad de las aplicaciones lineales de (Cy’ (), 2) en un otro espacio localmente
convexo (X, 7). Dicho teorema no es directamente aplicable a (C3 (), 2) por no ser éste
metrizable, sin embargo se puede obtener la misma caracterizacion utilizando las propiedades

de 2 probadas en la subseccidn anterior.

Teorema 2.3.32 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico localmente convexo y sea
T:(CJ(Q), 2) — (X, 1)

una aplicacion lineal. Entonces son equivalentes:
I. T es continua.

II. T transforma subconjuntos acotados en subconjuntos T—acotados.
.. . 9 ., . T
1. Cada sucesion { Wy} men que verifica W,, —— 0 también verifica T (y,,) — 0.
m—>oo m—oo

IV. Para cada K € 8(Q), la restriccion de T a cada Pk (Q) es continua, entendiendo esta
continuidad bajo el par &X — .

Demostracion. Sigue del mismo argumento que la prueba del Teorema 1.1.22.

Supéngase 2 —lim y,, = 0. Por la propiedad f del Teorema 2.3.29 existe algin
Ko € R(Q) tal que £X0 —1im y,, = 0. Aplicando ademés la propiedad b del mencionado teore-
ma, la hip6tesis IT implica que

Tlg, (@) : Ik (Q) — X

transforma subconjuntos acotados en subconjuntos T—acotados. Como (-@Ko (Q),& KO) €s me-
trizable, el Teorema 1.1.22 asegura que 7 — limT (y,,) = 0.

Considérese K € £(Q), la aplicacién T|y, (q) y una sucesion { @y }men con-
tenida en Zk (Q) que sea &K —convergente a 0. Si se verifica 111, entonces T —1imT (¢),,) = 0
puesto que, por el teorema anterior, 2 — lim ¢,,, = 0. De nuevo, como (.@K (Q), &K ) es metri-
zable, el Teorema 1.1.22 asegura que T| g, q) es continua.

Sea U € #¢(0) y péngase V =T~ ! (U), que es convexo y equilibrado por la
Proposicion A.3.6. La parte a del Teorema 2.3.29 asegura que

VED o Ik (QNVecEX VK R(Q).

Como se da IV, ahora I es evidente. U
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Corolario 2.3.33 Todo operador diferencial D* (OC € NB) es una aplicacion lineal continua de
(CT(Q), 2) en si mismo.

Demostracién. Fijese o € Nj. La demostracién es simple: se trata de comprobar que D trans-
forma subconjuntos acotados en subconjuntos acotados para poder aplicar el teorema anterior.

Si E C Cg (Q) es acotado, por ¢ del Teorema 2.3.29, estard contenido en algin Zk, (Q)
y existird {0, },eny C RT de manera que

|oll, <o, VocE (neN)

Como es obvio que D% (E) C Tk, () y DY@ ||, < [|9l,+o) ¥V ¢ € E (n € N), entonces D* (E)
es acotado. Asi, D% es continua. O

2.4. El espacio de distribuciones 2’ (Q))

Definicion 2.4.34 Una forma lineal T: Cg (Q) — C continua bajo el par 2 — C|,, se llama dis-
tribucion o funcion generalizada sobre Q. El conjunto de todas las distribuciones se representa
por 2’ (Q). Sean también las operaciones habituales suma +: 9’ (Q) x 2’ (Q) — 2’ (Q) y
multiplicacién por escalares complejos - : C x 2’ (Q) — 2’ (Q) dadas por

= (T+S5)(¢)=T(¢)+S(9) V¢ cC(Q)
= (a-R)(9) =a-R(9) V¢ cC(Q).

Nota. Es directo obtener que (2’ (), +, -) es un C—espacio vectorial. El neutro para la suma
se sigue representando por 0.

Ejemplo 2.4.35 Dado x € Q, considérese la forma lineal
Ox : C7 () — C dada por & (¢) = ¢ (x),

la cual se denomina delta de Dirac en X. Es inmediato verificar que dichas formas son continuas
y, por tanto, que & € 2’(Q). Cuando 0 € Q, se escribird directamente § = J.

2.4.1. Caracterizacion de distribuciones

El siguiente resultado da una caracterizacion bastante util de continuidad de distribuciones
en 2’ (Q), que es andloga a la obtenida en el Teorema 2.2.24 para &’ (Q).

Teorema 2.4.36 Sea T : CY (Q) — C una forma lineal. Se da la siguiente caracterizacion:
Tc9 (Q) si, y solo si, para cada compacto K C Q, existen n € N, ¢ > 0 (constantes que
dependen de K) tales que

T(@) <c-loll, V¢eZk(Q).

Demostracion. Témese arbitrariamente { ¥, },,en C Co () una sucesion 2 —convergente
a 0. Entonces, por el aserto f del Teorema 2.3.29, existe Ky € R(Q) tal que { W, }men estd
contenida en Pk, () y limy—eo || Winl|,, =0 V n € N. Como existen ng € N, ¢ > 0 tales que

T <coll9ll,, Vo< Tk (Q),

ya es evidente que Iim T (y,,,) = 0, y por el Teorema 2.3.32, que T es continua.
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Por reduccién al absurdo, témese T € 2’ (Q) y supéngase no se verifica la condicién
del enunciado, es decir, supéngase existe un compacto Ky C Q tal que, para cualquier par de
ndmeros n € N, ¢ > 0, se verifica

IT(9)| > c-[I¢ll, paraalgin ¢ =@, ) € Tk, (Q).
Asf, sea una sucesion {@, } meny C Zk, (Q) que verifica T ()| > m-||@nl],, ¥V m € N. Tomese
a continuacion
On =T (0n) " @ VmeN.
Entonces la sucesion { @y, } men C Zk, () verifica lo siguiente:
» T(Qy)=1VmeN y
= % 0, pues, dado n € N, se tiene |[@nl],, < [|@ml|,, < 1/m para todo m > n.

Esto entra en contradiccion con el hecho de que T)| Tiy () €8 continua —Teorema 2.3.32—. [J]

2.4.2. Ejemplos de distribuciones
Distribuciones definidas por funciones

Definicion 2.4.37 Una funcion medible f : Q — C. se dice localmente integrable en Q, y se
denota f € L] (Q), si verifica

loc

/ |f| dA < +eo paratodo K € R(Q).
K

Definicion 2.4.38 Si f € L] (Q), sea la forma lineal Ty : €7 (Q) — C con férmula

loc
T/(0) = | F(x)6(x) dx.
Proposicion 2.4.39 Si f € L. _(Q), entonces Ty € 9'(Q).

loc

Demostracion. Dado K € £(Q), se verifica

50)| < ( [/ 17192 ) ol ¥ € 7x (@),

Entonces, debido a la arbitrariedad al tomar el compacto, Ty es una distribucion sobre €2, apli-
cando el Teorema 2.4.36. OJ

Nota. Dada una funcién f localmente integrable en €2, es costumbre identificar la distribucién
T con la funcién f (diciendo que tal funcion es una distribucion), reemplazar la escritura Ty
simplemente por f —pudiendo asi escribir f € 2’ (Q)— y denotar su accién sobre ¢ € CZ° (Q)

por (f. ¢).

Distribuciones definidas por medidas

Andlogamente al caso anterior, si X es la o—algebra de subconjuntos de Borel en €,
y 1 : X —> [0, +oo] es una medida positiva que verifica p (K) < oo para todo K € R(Q),
entonces

6T (@3¢ — [ gdu

es una distribucién sobre Q. Las deltas de Dirac del Ejemplo 2.4.35 son un caso especial de
esta situacion.
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2.4.3. Derivacion de distribuciones

Definicion 2.4.40 Sean T € 2'(Q) y a € Nj. Se define la derivada ot—ésima de T como la
forma lineal D*T: CZ () — C con férmula

(DT) (¢) = (—1)!*IT(D%9).

Proposicion 2.4.41 Si a y B son dos n—indices, la derivada o.-—ésima DT de T € 9’ (Q) es
una distribucion sobre Q 'y vale la formula

DDAT = p*+AT = pPpoT,

Demostracion. Como T es una distribucién, dado un compacto K C Q, existenc >0yn e N
tales que |T ()| < c||¢]|, para todo ¢ € Tk (Q), luego pasa que

|0°T) (9)] = | (=D)“IT(0%9)| < ¢ D6l < cll9 10 ¥ 9 € Tk ().

Entonces D®T € 9’ (Q). Ademds, debido a que en C (Q) los operadores diferenciales D%, DB
conmutan, si ¢ € C3° (), entonces vale

(D*DPT) (¢) = (—1)/* (DPT) (%) = (—1)|**PIT(DPD¥9) =
= (—1)“PlTD*Pg) = (0*+PT) (9).
]

Definicion 2.4.42 Sean f € L!
piedad T, = D%T, es decir,

/g( )¢ (x) dx = (— '“'/f )D%¢ (x) dx V ¢ € C(Q), (2.4.10)
Q

se escribe g = D* f en sentido débil y se dice que g es una a—ésima derivada débil de f.

Q) y o € NI Si existe una funcién g € L (Q) con la pro-
y 0 p

loc loc

Ejemplo 2.4.43 Sea la funcién f (x) = e ¥ (x € R), que claramente es localmente integrable
en R. Compuitese las primera y segunda derivadas de la distribucion Ty.

T 0)= [ et mar= [ owac [Teear=
oo oo

=00+ [ comato) - [ e pa= / —sgn ()¢ g (x)dx

—00

donde sgn : R — R es la funcion (localmente integrable) dada por

1 st x>0
sgn(x) =¢0  six=0
-1 si x<O.
Como g (x) = —sgn (x) e M (x € R) es localmente integrable, entonces g = f’ en sentido débil.

Aprovechando los cdlculos ya realizados se computa la segunda derivada:
! e
T (0) =~ [ o @art [ e mar=

= 00)+ [ o +/ o= -26(0)+ [ e Mlo(
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Por tanto, en el sentido de las distribuciones, se tiene

= f-28.

Este ejemplo muestra que, mientras que la distribucion T tiene derivadas de todos los
ordenes, simplemente no existe ninguna segunda derivada débil de f.

Observacion 2.4.44 El ejemplo anterior también pone de manifiesto el hecho de que no siem-
pre es posible expresar, dados o € N" y f una funcién localmente integrable en Q, la derivada
D?T s en la forma de la parte izquierda de (2.4.10), como quizé cabria pensar de primeras.

La siguiente proposicion muestra que la nocion de derivada distribucional extiende la
derivada usual cuando se aplica a funciones diferenciables en Q2.

Proposicién 2.4.45 Sea f € CK(Q) para algiin k > 1. Entonces
Dan =Tpey Va e NB con |a| <k.

Demostracion. En primer lugar, nétese que D% f € C () y, por tanto, es localmente integrable
en Q, para todo || < k; tiene sentido pues definir las distribuciones Tpas. En segundo lugar,
utilizando integracion por partes se verifica

(D%T/) (¢ |°‘|/f ) (D%) )dx:/Q(D“f) (x) 6 (x) dx V ¢ €CT(Q), (2.4.11)

donde se anulan los términos de frontera porque sop (¢) € K(Q). O

Los siguientes ejemplos muestran que la derivacion distribucional permite definir nuevas
distribuciones ademads de derivar funciones y otros objetos no derivables en el sentido clasico
ni en el sentido débil.

Derivadas de la delta de Dirac

Ejemplo 2.4.46 Seanx € Q y o € Njj, entonces D%y coincide con la distribucion que sigue:
CT(Q) 3 ¢ — (1) *8:(D%) = (=1)!*/ (D%9) (x).

Derivada de la funcion de Heaviside

Ejemplo 2.4.47 Se define

1 six>0
H(x) = .
0 six<0,

que es la denominada funcion de Heaviside. Evidentemente, H € L}
distribucion sobre R cuya accién sobre una ¢ € C7 (R) es

400
= [H@ow= [ oW

La funcién H no es derivable en 0 (ni tampoco continua). Sin embargo, tiene derivada distribu-
cional, la cual coincide con la delta de Dirac:

Ty (0) =T (¢) == [ ¢/ =10} =0 (0) = 5(6).

Abusando de notacién se dice que H' = & (en el sentido de las distribuciones).

1oc (R), luego Ty es una
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La distribucion VP%

Ejemplo 2.4.48 La funcién f(x) = 1 /x (x € R) no pertenece a L{._(R) y, por tanto, no se iden-
tifica con una distribucién en 2’(R). En este ejemplo se define una variante adecuada que si es
una distribucién. Denétese id (x) = x (x € R). Entonces, dada ¢ € CZ" (R), sea

Loy o 9 (x)
VPE(Q)) ._sli>r(l)l+/|x|zs X dr

Notar que se da la siguiente cadena de igualdades:

—&
lim/ ) 4 — lim ( ¢
e=0T Jxj>e X £—0"

aes [0
— i ([0 /
)

00 ):
) -

. om0
e—0t

e -e(n
0 X

La ultima integral (impropia) es convergente dado que el integrando es una funcién continua
que se anula en el infinito (pues es de soporte compacto) puesto que vale

lim £ =09 2¢(0). (2.4.12)

x—0t X

Con lo cual, la forma lineal CZ (R) > ¢ — VP (¢) estd bien definida. Esta recibe el
nombre de valor principal de 1/id. Ademds, si ¢ € Pk (R), con K C [—R, R], entonces

'Vp1 Rde S/Rl (})()dt
0 x 0 X

Por el Teorema 2.4.36, de la arbitrariedad al tomar el compacto se deduce que VP% € 2'(R).

R
ar< [“20dx=2Rlol.

Ejemplo 2.4.49 Considérese la funcién g(x) = log|x| (x € R). Es obvio que esta funcién es par
y es facil ver que g € L] _(R), ya que

R R R
/ yg(x)\dx:—z/ log(x)dx+2/ log(x)dx:2+2/ log (x)dx < +o0 VR > 1.
—R 0 1 1

Notar que la funcién g no es continua en 0 y que, ademds, la derivada usual g’(x) = 1/x (x € R)
no es localmente integrable en R. Hilando con el Ejemplo 2.4.48, pruébese que su derivada en
el sentido de distribuciones coincide con VP%: dada una funcién de testeo ¢ € CZ” (R), teniendo

en cuenta (2.4.12) y que vale
logx 1/x ,
Iim xlogx= lim —— = lim ——— = — lim x=0, (L’ Hopital
g xlogx = M T = MR e = =0 (LHoRi

se tiene
_/Rlog |x] ¢ (x) dx = _/0+°°10g(x)¢/(x)dx_/o log (—x) ¢/ (x) dx —
:_/0+°°10g(x) (' (x) +9¢ —x))dx:_/o+ log (x )aa (¢ (x) — ¢ (—x))dx =

(
=— [xlog (x) L} +/+°0 o x )dx VP11d ().
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2.4.4. Multiplicacion de una funcién C* (Q) por una distribucién

Definicion 2.4.50 Sean T € 2’ (Q) y f € C*(Q). Se define el producto de f por T como la
forma lineal f-T: Cy (Q) — C dada por

(f-T)(9) =T(f9).

Proposicion 2.4.51 Dadas T € 9'(Q) y f € C°(Q), la forma lineal f - T estd bien definida y
es una distribucion sobre Q.

Demostracion. Si f € C*(Q), es evidente que el producto f - T estd bien definido porque
fo €CT(Q)si ¢ € CT (). Véase ahora que f- T es una distribucion, para lo cual se hace uso
de la formula de Leibniz para expandir la derivada del producto

D% (gh) = Y cq 5(D¥ Pg)(DPh) (g, heck(Q), ol < k) (2.4.13)

p<e

—Ilos valores de las constantes ¢y g (8 < ) no son necesarios para la demostracion—.
Dado K C Q un compacto cualquiera, como T es una distribucion, existen ¢c; >0, n € N
tales que

IT(fO) <crllfoll, =cr-max{]D*(f¢) (x)|: x€ Q, |af <n} (2.4.14)

paratoda ¢ € Pk (Q). Ahora, como se da (2.4.13) y el maximo de (2.4.14) se alcanza realmente
en el compacto K, existe ¢(f, k. ,y = c2 > O tal que || @ ||, < 2 [|9]], V ¢ € Pk (Q). De esto sigue

((f-T) ()] <creal@]l, V¢ € Zk(Q),
que, dada la arbitrariedad al tomar el compacto K, implica /- T € 9’ (Q). U
Ejemplo 2.4.52 La ecuacién en 2’ (R)
id-T=1

tiene por solucién T = VP + a8, con a € C constante. Claro, si ¢ € C7 (R),

{id- (VP$+a5>] (¢) = lim /|x|28x¢(x)dx+a5(id~¢):/+m¢(x)dx+O:(l,¢).

e—0t X oo

Esta definicion extiende el producto usual de funciones cuando T =T, con g € LlloC (Q),
como muestra la siguiente

Proposicion 2.4.53 Sea g € Ll (Q)y f € C*(Q). Entonces f-Ty = Ty,

Demostracion. En efecto, si ¢ € CZ° (Q),

(F T (@) =Te(£6) = [ e®f(X09(x) dx =Ty, (9)
O

Entonces, si f € C*(Q) y T € 2/ (Q), la distribucién f - T se puede derivar. ¢ Verifica
también la formula de Leinbiz? La respuesta es afirmativa —lo cual incide en el éxito de la
generalizacion del concepto de funcién que se hace en este capitulo tras la Definicion 2.4.50—
y se recoge en la siguiente proposicion, cuya demostracion se obvia pues no va a ser usada mas
adelante.
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Proposicion 2.4.54 Sean f € C*(Q), T € 2’ (Q) y o € Nj), entonces se verifica:
DY(f-T) = Y cq p(0* P f)-(DPT)

B<a

para ciertas constantes Ca, B-

2.5. Distribuciones de soporte compacto

2.5.1. Soporte de una distribucion

Definicion 2.5.55 Si A C Q es un abierto, sea el conjunto de funciones

C (A, Q) ={y ec(Q)]sop(y) CA}.

Definicion 2.5.56 Sea T € 2'(Q). Si A C Q es un abierto que verifica T (¢) = 0 para toda
funcién ¢ € C7 (A, Q), se dice que T es nula en A y se escribe T =0 en A. Sea Nt la unién de
todos los abiertos contenidos en € en los que T es nula; el complementario de Nt en €2 es, por
definicion, el soporte distribucional de Ty se denota sop (T).

Proposicion 2.5.57 Sea T € D' (Q). Entonces T es nula en Nr.

Demostracion. Sea o/t = {A C Q| A es abierto, T = 0 en A}, entonces Nt = Upc A, Hay
que probar que Nt € /7. Para ello, sea { Y} jeny C CZ” (N1, Q) una particién localmente finita
de la unidad subordinada a @/ —aplicando el Teorema 2.1.12—. Si ¢ € C7° (N, Q), entonces
¢ = ) y;¢, suma que solo tiene un nimero finito de términos distintos de cero. Con lo cual,
T(¢) = X T(y;¢) = 0. Esta dltima igualdad se debe a que, para cada j € N, sop (y;¢) estd
contenido en algtn abierto de .#r. 0J

Ejemplo 2.5.58 Six € Qy a es un n—indice, entonces de la definicion de la delta de Dirac en
el punto x se tiene

sop (&) = sop (D%8x) = {x}.

Teorema 2.5.59 Sea T € 2’ (Q), entonces se da las siguientes propiedades:
a) Si el soporte de una funcion ¢ € C7 (Q) es disjunto con sop (T), entonces T (¢) = 0.

b) Sisop(T) =0, entonces T =0.
¢) SiheC*(Q)yvale h=1 en algiin abierto U con sop (T) C U, entonces h-T ="T.

d) Si sop(T) es un subconjunto compacto de Q, entonces existen constantes ¢ > 0, n € N
tales que

T(@) <clol, voeccl(Q).

Demostracion. Las afirmaciones a y b son triviales.

¢) Considérese (1 —h) ¢, ¢ € CT(Q). El soporte de (1 — /)¢ no cortaa U pues h =1 en
U, luego tampoco corta a sop (T) y, asi, T((1 — ) ¢) = 0. Por tanto T (¢) =T (hp) = (h-T)(9),
para todo ¢ € CZ (L), de donde se desprende el resultado.

d) Si sop (T) es compacto, por la propiedad d de la Definicion 2.1.11 existen una funcién
y € Cy () y un abierto U D sop (T) que verifican y = 1 en U. Péngase K = sop (y¥); por un
lado, por el Teorema 2.4.36, existen ¢c; > 0y n € N tales que

IT(Q) <cilloll, VoeZk(Q);
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por otro lado, la férmula de Leibniz muestra que existe ¢, > 0 tal que

lwell, < callell, V¢ ecd(Q)

ya que, recuérdese, ||y¢||, = max{|D% (y¢)(x)|: x € K, |&t| < n}. Ademds, para cada ¢ en
CY (Q), se tiene T(¢) = T(y¢) —aplicando c— y, como Yy € Pk (Q), también se tiene

IT(¢)] = IT(wo)| <y, <cicall9],-

O

Definicion 2.5.60 Se define el conjunto de las distribuciones sobre € con soportes compactos
como

9.(Q) ={T € 2'(Q)| sop(T) € R(Q)}.

Nota. Es directo comprobar que las operaciones de la Definicion 2.4.34 son cerradas en 2, (Q),
luego este conjunto junto con dichas operaciones es un C—espacio vectorial.

2.5.2. Soporte de una funcion arbitraria

Definicion 2.5.61 Dados un conjunto E C R" y una funcién f : E — C medible, el soporte
de f es

supp (f) = {x € E| no existe r > 0 tal que f = 0 en casi todo B (x, r) NE}.
Para saber mas acerca de las propiedades del soporte supp de una funcién arbitraria y
para conocer los detalles de las demostraciones (aqui no es menester reproducirlas) de los dos

enunciados siguientes ver [3, Exercise 2.51, pag. 37].

Proposicion 2.5.62 Si f € C(Q), entonces supp (f) = sop (f).

Nota. Tras esta porposicion, resulta natural escribir sop (f) en lugar de supp (f) aun cuando la
funcién f: E C R" — C no sea continua.

Teorema 2.5.63 Si f es localmente integrable en Q, entonces sop (Tf) = sop (f).

Observacion 2.5.64 Este resultado implica que, si f es localmente integrable en Q y sop (f)
es compacto, entonces f se identifica con una distribucién de soporte compacto, la T.

2.5.3. Lainclusion 2’ (Q) < &' (Q)

Teorema 2.5.65 El espacio &' (Q) se identifica con el espacio D, (Q), en el sentido de que el
operador de restriccion natural

&' (Q) 5T — RT:=T)gz(g (2.5.15)

es un isomorfismo lineal de &' (Q) en 9. (Q).
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Demostracién. Véase, en primer lugar, que RT € 2’(Q) y sop (RT) es compacto si T € & (Q).
Es evidente que RT es lineal. Sea ahora { @y, },,en una sucesion 2 —convergente a la funcién
¢ € CZ(Q). Por el punto f del Teorema 2.3.29 se verifica que & —1im¢,, = ¢. Es decir, la
inclusién

Ce (Q) = C™(Q)

Cc

es continua. Aplicando que T € &’ (Q) se obtiene que limT(¢,,) = T(¢) = RT(¢). Resta probar
que RT tiene soporte compacto. Para ello se aplica el Teorema 2.2.24, es decir, que existen
n € Ny c> 0 tales que

TN <pa(f) ¥V feCT(Q),

donde, recuérdese, p, (f) = max{|D*f (x)| : x € K,, |a| < n}. Entonces, T (y) = 0 para todo
Y € CZ () con sop (y) NK, = 0 porque vale p, () = 0. Esto tltimo prueba que JRT es una
distribucién de soporte compacto (contenido en K,,).

En segundo lugar, pruébese que R es inyectiva. Sea S un elemento de

kerfR={T €& (Q)|RT =0} ={T €& (Q)| T($) =0 YV ¢ € C(Q)}.

Como C7 (Q) es &—denso en C* (Q) —probado en el Teorema 2.2.16—, entonces para cada
f € C”(Q) existe una sucesion {@,, } men € Cg (Q) tal que & —1lim ¢, = f y, por tanto,

S(f) =S (& —1lim ¢,,) = HmS (¢y,) = 0.

Asi, S =0y se concluye que kerR = {0} o, equivalentemente, que R es inyectiva.
En tercer y ultimo lugar, pruébese que R es suprayectiva. Si T € 2, (Q) y se llama K a
sop (T), tdmese una funcién y € CT () idénticamente igual a 1 en un entorno de K. Definase

Text :C” (Q) —C
f—T(yf).

Se procede a probar que esta extension de T es aplicacion lineal y continua, es decir, que Tex;
vive en & (Q). La linealidad de Tex es consecuencia de la de T. Ademds, Tex €s continua
porque Y tiene soporte compacto: siendo { f; }meny C C(Q),

Jm miﬁ fec”(Q) implica yf, %) yf, donde {Yfm}men C CZ (),

y, como T es distribucién, lim Tex¢ ( fin) = Text (f). Finalmente, RTex = T. Claro, si ¢ € CZ (),
se tiene

AText (@) = Text (9) =T (w¢) = (v-T) (¢) = T(9),

usando en el dltimo paso que ¥ = 1 en un entorno de K y la parte ¢ del Teorema 2.5.59. U
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Convolucion

Este capitulo y el siguiente son un complemento natural a la teoria de distribuciones.
En este tercero se introduce rigurosamente la convolucién en el contexto de las distribuciones,
importante herramienta del andlisis que juega un papel destacado en la resolucion distribucional
de EDPs, si bien esta aplicacion solo se esboza al final porque se sale del ambito del trabajo. Se
sigue principalmente la referencia [5, Cap 6].

3.1. Preliminares a la convolucion

Las demostraciones de las dos proposiciones de esta seccion se omiten pues son de com-
probacidn rutinaria.

Definicion 3.1.1 Si y es una funcién definida en R" y x € R" es un punto, sean las funciones
cotraslacion de y por X y traslacion de y por X, respectivamente,

(xy)(y)=v(x-y), (xy)y)=vy—-x) (yeR").

Para el punto x € R", estas dos formulas definen los operadores cotraslacion 1y y traslacion
Tx, cuyo dominio es el conjunto de funciones definidas en R". En este contexto, el operador
identidad se representa por 1.

Proposicion 3.1.2 Se verifica Txly = Ix1y = IxT_y para todos X, y € R" e 1919 = 1, donde la
yuxtaposicion es composicion. Ademds, dado w € R", la restriccion C3 (R") 3 ¢ —— 1w es

una aplicacion lineal y continua bajo el par 9 — 9.

Definicion 3.1.3 Sean f, g : R" — C funciones medibles Lebesgue. Se define su convolucion
en un punto x € R" como

(re9) )= [

Rn

F®x=y)dy= [ 1) (18 )ay.
supuesta la finitud de esta integral, es decir, supuesto que
L1 0)g(x=y)ldy <+

Proposicion 3.1.4 Si f, g : R" — C son funciones medibles Lebesgue y si x € R" es un punto
para el que (f * g) (X) existe con valor finito, entonces (f *g) (x) = (g* f) (x).
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3.2. Convolucion de una distribucion por una funcion

3.2.1. Convolucién de una distribuciéon por una funcién C" (R")

Definicion 3.2.5 El producto de convolucion de T € 9’ (R") por y € CZ (R") es la funcién
compleja Ty : R" — C con férmula

(Txy) (x) =T (1xy).

Observacion 3.2.6 La Definicion 3.1.3 es la razén por la que resulta natural presentar esta
tltima, ya que, para el caso en que T = T con f una localmente integrable en R", las dos son
definiciones coincidentes: si y € Cg” (R"),

(f*y)(x /f (x — y)dy:T(lxy/):(Tf*y/)(x) VxeR"

Ademas, si f sigue siendo una funcidn localmente integrable en R", dado x € R", la
traslacion de f por x también lo es y se da, para cada ¢ € C3° (R"),

L n®emat= [ re-x¢wmdt= [ r)oy+xdy-

Rn

= [ W) (5x0) (1) dy =T (7-x0).

luego también resulta natural la siguiente

Definicion 3.2.7 Dado x € R", la fraslacion de T € D' (R") por x es la forma lineal
75 T: CZ (R") — C con formula (7xT) (@) =T (7-x9).

Proposicion 3.2.8 Dadosx e R"y T € 9’ (R"), T es una distribucion sobre R".

Demostracion. Sea %k (R") fijado y ¢ € Pk (R") cualquiera. Por una parte se tiene que
sop (T_x¢) =sop (¢) —x C K —x, donde para el compacto K —x existen constantes ¢ > 0,n € N
tales que T (y)| < c||y||, paratoda y € Zx_x (R"). Por otra parte es claro que || ¢ (e +X)||,, es
igual a [|¢]|,,. Con lo cual,

[(%T) ()] =[T(rx9)| <clltxol, =cli¢ll,-

Lema 3.2.9 Sean T € 2’ (R") y ¢ € CZ (R" x R"), entonces
a) la funcion
= [ 0wy (xeR)
pertenece a Cg (R") y
b) vale la igualdad

T(y) = [ T(¢(s. ).

donde, para cada w € R", la expresion ¢ (8, W) denota la funcion ¢y € Cy (R") dada por
la formula ¢y (x) = ¢ (x, W) (x €R").
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Demostracién. Como ¢ € CZ (R" x R"), existe R > 0 tal que sop (¢) C [-R, R]" X [-R, R]". Es
claro que, si x € R" verifica |x| > R, entonces ¢ (X, y) = 0 para todo y € R", luego sop (y) estd
contenido en [—R, R]". Ademds, que ¥ € C (R") se obtiene aplicando la regla de derivacién
bajo la integral de Lebesgue —Teorema C.3.5—. Esto prueba el punto a.

Para el punto b, péngase K = [—R, R|". En primer lugar, se observa que ¥ es una integral
de una funcién continua y de soporte compacto, entonces ¥ puede expresarse como el limite
de una suma de Riemann. ;Pero esta sucesion de sumas de Riemann converge también bajo la
topologia 2? Sélo si es asi se podra aplicar el Teorema 2.3.32 para obtener b. Asi, en segundo
lugar, sea la sucesion { Wy, } meny C Zk (R") dada por

=Y vol(O) 9 (x.¥y') (X€R"), yreQy (1<k<m") U
k=1 k=1

donde {ka}km:n1 es una particion de K a cubos disjuntos dos a dos y de lado 2R /m. ;Se verifica

sup
xeR"

D*y, (X) — D%y (x) ——0Vae NG ?

Basta contestar a esta pregunta para el n—indice 0 pues la regla de derivacion bajo la integral
de Lebesgue hace el resto del trabajo. Fijado € > 0, razénese:

sup
xeR"

Vi (5) < )] = sup| 3 vol (09 (. ¥7) — L6 . ¥) | =

xekK

=SUPZ ¢ (x, yi')dy — Z/ (x,y)dy| <

x€K =1/ OF

mn
< sup Z /
xeK =179}

y, ademds, como ¢ es uniformemente continua (pues es continua y tiene soporte compacto),
existe ) > 0 tal que si |z—y| < 1, entonces |§ (x,z) — ¢ (x,y)| < &/ (2R)" cualquiera que sea
X € K; por tanto, si se toma m € N suficientemente grande como para que didm (ka) < M para
todo 1 < k < m" se va a verificar

¢ (x,y7) — ¢ (x, y)|dy

sup
xeRN

Vi (%) <sup2/ 9 (x. )

xeK =1

En tercer lugar y finalmente, se obtiene lo que se queria probar:

mn

T(y) =T(2 lim ) = lim T(y,,) = lim Y T(6 (e, y))vol (0] =
k=1

:/KT((p (e.y))dy= | T(¢/(e,y))dy,

Rn

donde la cuarta igualdad es vélida porque la aplicacién R" > y — T (¢y) es continua.
Para completar la demostracion, pruébese esta dltima afirmacion. Dado w € R", témese
una sucesion {w,, },,en C R" verificando limw,, = w; entonces {dw, }men C Zk (R"), como es
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evidente. Sea ahora & = (a1, .., 0n) € Njj arbitrario y pongase @ = (01,..., 0, 0,0,...,0) en
N(Z)”. Para cualesquiera m € Ny x € R" se tiene

D (9w, — Ow) (x) = DZ [0 (x. W) = @ (x. W)] = [D%9 | (x. wir) — D70 (x. W),

luego, debido a que D¥¢ es uniformemente continua,

sup D% (¢y, — Ow) (X)‘ —0.

xeR" m—eo
Se ha probado que Z — lim ¢y, = ¢w. Como T es distribucidn, se tiene que

Wi —— W= T(¢w,) —— T(¢w),
es decir, R" 5 y — T(¢y) es continua. O

Lema 3.2.10 Dados un vector V € R" y una funcién ¢ € Ce (RM) se verifica

¢(e+eV)—9

€

2
=Dy 9. (3.2.1)

Demostracion. Por linealidad, basta probar el enunciado para YV = e_v> (1 <v <n); por si-
metria, para v = 1. Entonces, y para también simplificar la notacion, se puede suponer n = 1.
Sea ahora la coleccion {@e }o<|¢|<1 dada por

¢8(x):¢(x+8)_¢<x) (XER).

&€

Se tiene, por un lado, que sop (@) C sop(¢)+[—1, 1] si 0 < |g| < 1. Por otro lado, se ha de
probar

¢£(n) unif. ¢(n+1) VneN,,

£e—0

pero basta probar esto para n = 0 y después proceder iterativamente.
Para ello, obsérvese que

blere) =00 = [ T (plrie)ar=e [ o (ctre)ar,
de donde
¢(x+€)—9(x)

&

—9'(x)

:‘/O] o' (x+1€)di — ¢’ (x)

— ‘/0] o (x+te)—¢' (x)dt| <

< [0/ t1) -0/ 0]

Sea 1 > 0 conocido; como ¢ es uniformemente continua, existe § = & (n, o’ ) > 0 tal que
ly| < & implica |¢’ (x+y) — ¢’ (x)| < 1 para todo x € R. Por tanto, tomando € suficientemente
cercano a cero como para que |t€| < d se va a verificar

1 1
\¢8(x)—<p’(x)|§/0 \¢’(x+ze)—q>’(x)\dz</0 ndt=n VxeR.

O
En lo sucesivo, se va a representar a las distribuciones sobre R" con las letras u, v, w.
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Teorema 3.2.11 Seanu € 2’ (R") y ¢, y € CZ (R"), entonces
u*

a) Tx(ux¢) = (Txu) ¢ =
b) ux¢ €C*(R")y

(7x¢) para todo x € R".

D* (ux¢) = (D%)*x¢ =ux* (D%) V a € N,

Q) ux(pxy)=(ux¢)xy

Demostracion. a) Fijado x € R", las tres funciones complejas de a evaluadas en un punto
y € R" valen u (1y_x¢). Se comprueba rutinariamente usando la Propesicién 3.1.2.
b) Sean o € Njj y x € R" arbitrarios. Por un lado,

x (D%9) = (D%9) (x— o) = (~1)!*/D* (1x9) implica
(uxD%9) (x) = u(1x (D%9)) = (—1)|*1u(D* (x9)) = (D%u) (1x9) = (D%u* 9) (x).

Por otro lado, para completar la demostracion es suficiente probar la igualdad primera de b
cuando |o¢| = 1 (después se procede iterativamente para obtener dicha igualdad para cualquier
n—indice). Considérese entonces el cociente incremental

(1w 9) (x+€€]) = (wr9) (x) _ ultyeqr9) - <lx¢>:u(_x+ee1¢ lx_‘l’) (3.22)

E E £

donde, por el Lema 3.2.10,

9_h/m(Z)(x—o%—&?f)—(Z)(x—o)
e—0 E

= (D%¢) (x— o) = 1x (D*'9).

Entonces, haciendo tender € a cero en (3.2.2) se obtiene D®! (ux ) (x) = (ux (D*1¢)) (x).
¢) Aplicando el Lema 3.2.9 se obtiene este resultado: dado x € R",

((wx0)+w) (0= [ <u*¢><y>w<x—y>dy=/Rnuaymw(x—y)dy:

— [ utwix-ywoyy=u( [ wix-yos-eay) -

:u(/ﬂ%nw<x—-—t>¢<t>dt) =u((9 ) (x—9)) =
=u(x(9*y)) = (ux (¢ xy)) (x).
O

3.2.2. Convoluciéon de una distribucién 2, (R") por una funcién C* (R")

Siu € 2'(R") tiene soporte compacto, u puede extenderse de modo dnico a una forma
lineal R~ 'u € &' (R") —ver Teorema 2.5.65—. Asf,

Definicion 3.2.12 El producto de convolucion de u € P, (R") por f € C*(R") es la funcién
compleja ux f : R" — C dada por la misma férmula de la Definicién 3.2.5, es decir, dada por

(uxf) (x) = (R'u) (e f).
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Teorema 3.2.13 Seanu € 9. (R") y f € C*(R"). Entonces
a) Tx (uxf) = (txu)* f =ux*(1xf) para todo x € R",
b) uxfeC”(R")y

DY (ux f) = (D%u)x f =ux (D*f) V a € Nj,.

¢) Si, ademds, ¢ € CZ (R"), entonces ux ¢ € CT (R") y

wi (F59) = (wr f)x§ = (ux §) x f.

Se prueba estas propiedades manejando los soportes distribucionales y sus demostracio-
nes siguen las mismas lineas que las de las tres propiedades del teorema anterior, luego no vale
la pena detallarlas. Aun asi, se puede consultar [5, Th 6.35].

3.3. Convolucion de dos distribuciones

Desde ya se adelanta que la convolucion de dos distribuciones sélo tendra sentido cuando
al menos una de las dos tenga soporte compacto.

3.3.1. Construccion

Teorema 3.3.14
a) Seanuec P'(R") y

H, :C7 (R") — C*(R") con formula H,¢ = ux*¢. (3.3.3)

Entonces Hy es una aplicacion lineal y continua bajo el par 9 — & que verifica la igual-
dad 7%H, = H, % para cada x € R".

b) Reciprocamente, sea H una aplicacion lineal y continua de (Cy (R"), @) en (C* (R"), &).
Si H verifica tgH = H1y para cada x € R", entonces existe una tinica u € 9' (R") tal que
H = H,, donde H,, es como en (3.3.3).

Demostracion. a) Como, dada ¢ € CZ" (R"), se verifica Ty (u* @) = u* (7x¢) para todo punto
x € R", de la definicién de H,, se deduce la conmutatividad del enunciado. Para probar que H,,
es continua, tomese un compacto K C R" arbitrario y demuéstrese que Hu|@K(Rn) es continua
—Teorema 2.3.32—; a su vez, para esto ultimo, si se prueba que

Graf Hy| g rr) = { (W, ux )| w € Zx (R") } (3.3.4)

es cerrado (bajo la topologia producto, claro), se obtendra, por el teorema del grafo cerrado
—Teorema C.2.3—, que Hy|g, (rn) s continua.

Recuérdese que, en un espacio topoldgico, un subconjunto es cerrado si, y solo si, el limite
de cada sucesion convergente contenida en dicho subconjunto vive en él. De este hecho que se
tome { Wy, tmeny C Zk (R") tal que

&x n € oo (TN
Yn —WeZxk([RY) y  uxyy — feC(R").

m—yoo
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Dado w € R", un simple cdlculo muestra iy, 2., lwV, luego
m—oo

f(x) = lm (u*yy) (x) = lim u(ix¥m) =u(xy) = (uxy) (x) VxeR",
m—roo m—>oo
y esto es: (y, f) vive en (3.3.4).

b) Definase la aplicacion u : CZ° (R") — C dadaporu(¢) = (AgoHo1y) (¢) = (H1p¢) (0)
—recordar el Ejemplo 2.2.23—. La Proposicion 3.1.2 asegura que 1 es un operador lineal y
continuo bajo 2 — 9, entonces u es una distribucion sobre R" por ser composicion de aplica-
ciones lineales y continuas. Ahora, puesto que H conmuta con las traslaciones y se da, dado
w € R" un punto cualquiera, 7_w (Hp) = (H¢) (o + w), se tiene

(Ho) (x) = (t-xH9) (0) = (HTx¢) (0) = (Hipt97x¢) (0) =
=u(loTx¢) = u(1x9) = (u*x9) (x)

para todo x € R". La unicidad de u es evidente: siv € 2’ (R") y v« ¢ = 0 para toda ¢ € CZ° (R"),
entonces v (109) = (vx @) (0) = 0 para toda ¢ € CZ (R"), luego v = 0; con lo cual, si existiera
u; € 9' (R") tal que H=H,,, se tendria

O=ux@—uix¢=(wu—u)x¢p Vo €Cq (R") = u=u.
U

Definicion 3.3.15 Sean u, v € 9’ (R"). Si al menos una de estas dos distribuciones sobre R" es
de soporte compacto, sea la aplicacién conv,, , : C¥ (R") — C* (R") dada por

conv, , (@) =ux(vxg).

Lema 3.3.16 En las condiciones de la Definicion 3.3.15, la aplicacion conv,, , estd bien defi-
nida, verifica txconv,, , = conv, ,Tx para todo x € R" y es continua bajo el par 9 — &.

Demostracion. La buena definicion y la conmutatividad del enunciado se desprenden, sin mas
dilacién, de los resultados Teorema 3.2.11 y Teorema 3.2.13.

Para ver la continuidad supdngase, en primer lugar, v tiene soporte compacto. En este
caso, vk y € Cy (R") paratoda y € CZ” (R") —propiedad ¢ del Teorema 3.2.13— y la aplicacién
Ce(R™) 5 ¢ —> v« ¢ es lineal (ya visto) y continua bajo el par 2 — 9. Esto tltimo se prueba
como sigue: sea { @, }meny C Cg” (R™) una sucesién 2 —convergente a 0, entonces, si & € Nj es
cualquiera, se verifica

sup D% (v* @) (X)| = sup |(v«D%@y,) (X)| = sup v(lXDO‘(])m)‘ <

xcRn xcR" xcR"
<c-sup [|[txD*@n|,, = (¢ >0,—d de Teorema 2.5.59—)
xcRn

:c-sup{‘(—l)'mDB‘Laqﬁm(x—yﬂ :xeR" yeR", |B] §n} <
<c-sup{|D7y (z)|: z€R", |[y| <n+]a|} =
= 9l —— 0.

Asi, y aplicando la parte a del Teorema 3.3.14, conv,, , es continua bajo 2 — &.

En segundo lugar, supongase u es de soporte compacto. Como, de nuevo, la parte a del
Teorema 3.3.14 asegura que CZ° (R") 5 ¢ — v ¢ es continua bajo 9 — &, si se prueba que
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C*(R™) > f — ux f es continua bajo & — &, entonces conv,, , serd continua bajo 2 — & por
composicién. Sea, pues, { fiu}meny C C° (R") con & —lim f;,, = 0. Dados & € Nj y K € (R")
cualesquiera, se tiene, andlogamente al caso anterior,

max D (0 ) (x)| = mix| (D% ) (x)| = x| (R"0) (D% )| <

< c-max p, (xD%f) = (¢ >0, —Teorema 2.2.24—)
xek

:c-méx{‘Dﬁ+afm(z)‘ :2€ K—K,, |B| gn} <

<c-pn (fm) ——0,
m—soo
y esta ultima desigualdad vale paran; € Ncon K —K, CK,, yn >n+|al. O

Corolario 3.3.17 Existe una tinica w € 9’ (R") tal que, si al menos una de las dos distribucio-
nes u, v sobre R" tiene soporte compacto, entonces

conv, ,(¢)=wx¢ V¢ ecCl(R"). (3.3.5)

Claro, el lema anterior no es mas que la prueba de que las hipétesis de la parte b del
Teorema 3.3.14 son ciertas para H = conv,_,.

Definicion 3.3.18 Sean u, v € 2’ (R") con, al menos una de ellas, soporte compacto. La con-
volucion u=v es la distribucién w sobre R" que viene caracterizada por (3.3.5), es decir, es

w = Agoconv, ,oly = (conv, ,(tpe)) (0)

—ver demostracion de b del Teorema 3.3.14—.

3.3.2. Propiedades

La siguiente proposicion asegura que la convolucién de dos distribuciones expuesta en
la definicion anterior extiende la convolucién de dos funciones de la Definicion 3.1.3. Para
conocer los detalles de la demostracion, ver [3, Remark 2.86].

Proposicion 3.3.19 Sean f, g € LlloC (R™) con, al menos una de las dos, soporte —recuérdese

la Definicién 2.5.61— compacto. Entonces f xg € L. _(R") y vale la igualdad Ty +Tg =T f.q.

loc

Teorema 3.3.20 Sean u, v, w tres distribuciones sobre R".
a) Si una al menos de u, v tiene soporte compacto, entonces u*v = v u.
b) Si dos al menos de u, v, w tienen soportes compactos, entonces (uxv)xw = ux (Vkw).

La demostracion consiste en realizar los cdlculos y no merece la pena reproducirla. Para
conocer los detalles ver [5, Th 6.37]. Las propiedades a y b se conocen, respectivamente, como
conmutatividad y asociatividad del producto de convolucion.

Teorema 3.3.21 Sean u, v dos distribuciones sobre R" con v soporte compacto. Sea también o,
un n—indice. Entonces:

a) D% = (D%S) xu y, en particular, u= 8 xu.
b) D* (uxv) = (D%u) *xv =ux* (D%v).
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Demostracion. a) Para ver este punto, sea y € Cy" (R") cualquiera, entonces vale

(bxyw)(x) =0 (x¥) = (k¥) (0) =y (x—0) =y (x) VxeR", esdecir, d*xy = y.

Por consiguiente, aplicando el aserto b del Teorema 3.2.11, se obtiene
(D%u) %@ =u*(D*¢) =ux* (D¥(8x¢)) =ux ((D*8)*¢) = conv, pas(¢) V¢ € CT(R").
Ahora, la Definicion 3.3.18 y a del Teorema 3.3.20 dan
% (D¥8) =D%u = (D¥8) *u
b) Este segundo punto es consecuencia del primero y del teorema anterior:

DY (uxv) = (D) x (ux*v) (DO‘(S «u)xv=D%)*v vy
((D%8) *u) xv = (ux(D*8)) *v=ux ((D*8) *v) = uxD%v.

O

Observacion 3.3.22 En general, no existe una nocién de producto de convolucién de dos dis-
tribuciones arbitrarias que extienda las propiedades anteriores y sea asociativa: en el sentido de
las distribuciones sobre R se tiene

» Hx[(8')x1]=H=[(6%1)"] = H=(1') =0, mientras que también
» [Hx(0)]*x1= [(H*(S)/} x1=[(H)*0]x1=(6x6)*1=

3.3.3. Aplicacion a la resolucion de EDPs

Definicion 3.3.23 Sea L un operador diferencial de coeficientes constantes y de orden n € N,
es decir,
L= Y auD* (aq € Cy ag, # 0 paraalgin |og|=n).

|l <n

Se dice que u € 9’ (R") es una solucion fundamental de L si se cumple
Lu=2.

Ejemplo 3.3.24 SiL = d/dx, entonces u = H, la funcién de Heaviside, es solucion fundamen-
tal de L.

Ejemplo 3.3.25 SiL=A=9?/dx?+---+9d*/dx% en R" con n > 3, entonces se puede probar
que una solucién fundamental de L en sentido de las distribuciones es la funcién

1
|X|C% (x€R) con —==(n=2)[B(0. )],
n

V(x)=—

donde [B (0, 1)| = 27"/2/I"(n/2) es el volumen de la esfera unidad. Para m4s informacién ir a
[2, Exercise 9.1.14, pag. 291].
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Ejemplo 3.3.26 SiL =0J/dr—Aen R xR", entonces se puede probar que una solucién funda-
mental de L en sentido de las distribuciones es la funcidén

1 x|? n
W(I,X)—WCXP (—T> [(t,X)ERXR}.
Para mas informacion ir a [2, Exercise 9.1.15, pag. 291].

Corolario 3.3.27 Sea k € D' (R") una solucion fundamental del operador diferencial de co-
eficientes constantes L. Si v es una distribucion sobre R" y tiene soporte compacto, entonces la
EDP no homogénea Lu = v tiene como solucion distribucional u = K * v.

Demostracion. Notar que u = k *v estd bien definido pues v € 2, (R"). El Teorema 3.3.21 da
Lu=L(x*v)=(LK)xv=38%v=.

U

Para terminar, se enuncia el importante teorema (de Malgrange-Ehrenpreis) que sigue, el

cual no va a ser demostrado pues se sale del ambito de este trabajo. Una demostracién puede
consultarse en [5, Theorem 8.5].

Teorema 3.3.28 Si L es un operador diferencial de coeficientes constantes, entonces
Ike2'(R") : Lk =4,

es decir, existe al menos una solucion fundamental de L.
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La transformada de Fourier se presenta en el andlisis como una herramienta fundamental
a la hora de dar solucién a multiples problemas. En este capitulo, que sigue principalmente
la referencia [S, Chapter 7], se presenta sus propiedades algebraicas y analiticas cuando se
restringe su accion a la clase de Schwartz y se define la transformada de Fourier de un tipo
particular de distribuciones, las distribuciones temperadas.

Para este propdsito conviene considerar el siguiente espacio de funciones continuas:

Co(R") = { € C(R") | limp 1o f (x) = O}

4.1. Transformada de Fourier

Definicion 4.1.1
» La medida de Lebesgue normalizada en R" es A, = A /7, donde m, = /(27)".
» Dado & = (&y,...,&,) € R", sea la funcion

eig (x) = eloX = exp{i- (&ix1+---+&xn)} (XER").
» La transformada de Fourier de una funcién f € L' (R") es la funcién
1 —iE-X n
FUNO = [ feodh= [ F0e (0 (R,

que se suele denotar simplemente por f.

= Laaplicacién L' (R") > f +—— .Z{f} se denomina transformacion de Fourier.

Teorema 4.1.2 Si f € L' (R"), entonces ”wa <[ fller@ny ¥ feco(RM.

La demostracion de este primer resultado, llamado lema de Riemann-Lebesgue, se obvia
arazén de restringir en este capitulo el estudio de la accién de la transformada de Fourier sobre
la clase de Schwartz. Se pretende asi presentar sin dar demasiados rodeos las distribuciones
temperadas.

Pé4sese a mostrar un ejemplo de computo de transformada de Fourier.
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Ejemplo 4.1.3 Calcilese la transformada de Fourier de la funcién f (x) = e ™ (x € R), la cual
es integrable. Entonces, dado & € R,

o0 O oo
f()= i/Jr e Memiedy = i/ eI dx + L o XXy —

1 [ [eti-ign]° e
TEm\|meE | T

X=—

e—(l—i—i(:)x

—(1+4i&)

1 1 n 1 12

S om \1—i€  14+iE)  m14+EY
x=

Las llamadas propiedades algebraicas de la transformada de Fourier, usadas con frecuen-
cia en las demostraciones de los siguientes resultados, han sido relegadas a la secciéon C.4 a
razon de aligerar este estudio.

4.2. Las funciones de decrecimiento rapido S (R")

Definicion 4.2.4 Suele llamarse funcion de decrecimiento rdpido a una funcién de C*(R")
con la siguiente propiedad: ella y todas sus derivadas tienden mds rdpido a O en el infinito
que el inverso de cualquier polinomio de n variables. El conjunto de todas las funciones de
decrecimiento rapido o clase de Schwartz es, pues,

S(R") = {f €C°(R"): supyepn

Observacion 4.2.5 El contenido CZ (R") C S(R") es estricto. La funcién ¢, definida en el
Lema 4.4.12 es un ejemplo de funcién S (R") que no tiene soporte compacto.

P (x)D%f (x)| < 4o para todo polinomio P y todo o € Njj }.

Definicion 4.2.6 Sea P un polinomio de n variables con coeficientes complejos (todos nulos
salvo un nimero finito de ellos), es decir,

P(t) = Z agt® = Z aatf“ ~-t? (teC") o, simplemente, P = Zaaida,
aeN aeN

donde id : C" — C" es la identidad y, para cada n-indice «, se denota por id”* a la aplicacion

x% =x{"...x% (x € C"). Entonces, si b € C, se define el operador diferencial

P(bD) = Zb'O"aaD“ y, en particular, P(D) =Y aqD%.
Proposicion 4.2.7
a) Por un lado, si f € L' (R"), entonces f(&) = nln(f*eié)(()) VEeRM
b) Por otro, si X, t € R" son dos puntos, entonces
» D%;(x) = (it)% ej¢ (x) para cada n—indice o, luego, en particular,

¢l operador diferencial P (D) de la definicion anterior actiia sobre ej como

P(D)e;t = ZaaDaeit = Zaa(it)aeit = P(it)e;.

Lema 4.2.8 Sea f € C*(R"). Las siguientes primeras cuatro afirmaciones son equivalentes.
Ademds, la afirmacion 1 implica V y VI.

L feS(R).
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(1+ ]X|2)n D*f (x)| < +eo para todos n € Ny, a € N,

II. SUDPycRn

L. SUPycRn

IV. SUpycRn

(1+x[)" DY f ()| < +eo para todos n € Ny, ot € N,

xPD% f (X)‘ < 400 para todo par a, B de n—indices.
V. P-D¥f € L1 (R") para todo polinomio Py todo n—indice a.
VI. Dado t € R", si P es un polinomio, entonces (P (D)f) ke = fx (P (D) eit).

Demostracién. [1= 11| Obvio pues [x|* (x € R") es un polinomio.
IT = III | Se verifica la siguiente cadena de equivalencias si x € R":

(1=x)*>0 < 2)x| <1+[x*> & (1+x])><2(1+[x?) =
o (1) <2"(1+x)" VneN,.
Sean o, B dos n—indices cualesquiera, entonces, si x € R", se tiene

ﬁ
!XﬁD“f(X)|=ﬁ‘ 1+ [x|) Iﬁ\Daf( )" con |xﬁ\:|x1|ﬁ1---|xn|ﬁ" §(1+|X|)|ﬁ\.

IV = 1| Obvio pues un polinomio es una suma finita de monomios.
111 = V | Dados «, B dos n—indices, basta probar que

Lol

Pero es que se verifica lo siguiente:

DY f (x)]dx < +oo.

. |xP| n+|Bl+1 e
D*f (x)|dx = 1 D dx <
JrPoes 0l /Rn(1+\x|>“+|ﬁ+1’( + ) Fo9]dxs
! n+|B|+1 not > _ d&x
< (Xseu]lgn ( +|X|) D f(X)’ /R” (1_|_|X|)n+1 <+

I = VI | Comiéncese probando el enunciado para el operador D®!. Después, procediendo
por iteracion, se obtendra el enunciado en su forma general. Entonces, el célculo es el que sigue:
para cada x € R" se verifica

((Delf) *eit) (X) — /Rn Delf(yl’ yl)eit- (X*(yl,yl)) dy1 dyl _
~+oo
= Jgo- (/ D f (v1, y1) € (X(y““))dm) dy; =

= ([f(yl,m) ((ylm)rw -

-1
Rn y1:—00

[ rouw) <—ir1>e”"("<y1’”>>dy1)dy1 =
= /R f () (i) eV dy = (Fx (inew)) (x) = (f % (D%ex)) (x).

La segunda igualdad es cierta por el teorema de Fubini; la tercera, por la integracion por partes;
la cuarta, porque f € S(R") y por el teorema de Fubini de nuevo. Ademds, se ha denotado

Yy=01--->¥n) = 1. ¥1)- O
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4.3. La topologia . para S (R")

Sobre el nuevo C—espacio vectorial S(R"), con la suma de funciones y la multiplica-
cién por escalares de la Definicion 2.1.4 restringidas a S (R"), se define las seminormas (que
evidentemente separan puntos)

XDUf(x)]: Bl <n |aj<n} (nEN),

sn (f) = max{supycpn

las cuales definen una topologia, llamada &, con las propiedades que recogen los resultados
Teorema 1.2.27 y Teorema 1.3.29. Ya que s, (f) < s,+1 (f) paratodos f € S(R") yn € N, una
base local estd formada por

W, = V(s n) = {f SR | sn(f) < 1/n} (neN).

Ademds, como es sabido, la sucesion {f,; }nen C S(R") converge bajo la topologia & a la
funcién f € S(R") si, para cada n € N, existe m,, € N tal que m > m,, implica

m—feEW, & s, (fm—f) <1/n,

es decir, si
lim s, (fu—f)=0 VneN.

m—soo
Esta ultima indicacion basta para ver el punto a del siguiente teorema, donde vienen recogidas
otras propiedades de la topologia .#.

Teorema 4.3.9 Las siguientes cuatro afirmaciones son verdaderas.
a) Dadas una sucesion { fm}men C S(R") y f € S(R"), son equivalentes:

S
L fn—f
m—yeo

unif.

i idPD% (£, — f) — 0 para todos a, B € Nj.
m—soo

b) El espacio vectorial topoldgico (S (R"), &) es completo.
¢) (S(R"), &) es un espacio de Fréchet.
d) CZ (R") es denso en S (R") bajo la topologia & .

Demostracion. b) Sea {f;,}neny C S(R") una & —sucesion de Cauchy, es decir, para cada par

de n—indices «, 3,
idPD% (f,, — ;) —2 s 0 (4.3.1)
m, [—oo
0, lo que es lo mismo, {id’D%,,},.en C Co (R") —contenido que se debe a la equivalencia
dada en el Lema 4.2.8— es uniformemente de Cauchy. Asi, el Teorema B.1.6 y el hecho «una
sucesion de funciones acotadas y continuas que converge uniformemente tiene por limite una

funcién acotada y continua» aseguran: para cada par o, B de n—indices,

unif.

id’D% £, o 8B E Co (R").

Por un lado, para todo o € N, se tiene D*gg_ ¢ = gq, 0, de donde g¢ ¢ € C™ (R"). Por otro lado,
dado € > 0, y para cada par de n—indices «, 3, el hecho (4.3.1) implica

xPDof,, (x)—xﬁnago,o(x)‘ :llin;‘xﬁD“ (foe — fi) (X)] <€ VxR



50 La clase de Schwartz y distribuciones temperadas

si mg > kg, para cierto ke € N; de la arbitrariedad al tomar € > 0 se deduce

unif.

idfp® ¥, - idPD%gy .

Como los n—indices tomados son cualesquiera, este razonamiento prueba g, g = idPp 80,0
para todos ¢, B € N, se concluye g¢ ¢ € S(R") y, por supuesto, también . —lim f,,, = g9, 0.

¢) El punto b y el hecho de que . es compatible con una métrica invariante prueban que
(S(R"), &) es un F—espacio. Como también .# es localmente convexa, (S(R"),.#) es un
espacio de Fréchet.

d) Tomese f € S(R") arbitraria. Sea y € CZ (R") con y|gg, 1) = 1 para definir la colec-
cion {fin}men C C (R") dada por f, (x) = f(x) y(x/m) (x € R"). Fijado m € N, para cada
n—indice ¢ y cada polinomio P se verifica, por la férmula de Leibniz,

o _ _ id
oD% (f =) =P a7 (071 o - (070)
donde se ha denotado ¢ = 1 — y. Entonces,
‘P(x)-DO‘ (f = fon) (x)( <y W“’YKD%)(;‘/'")' —A(x) VxR 4.3.2)

0<y<a ml" x|

g 71X P (X)D*7f (x)| < +o0 (0 < ¥ < @) yaque f € S(R").

Notar que, por la forma en que se ha tomado ¢, vale (DP¢) (x/m) = 0 si |x| < m para todo
B e N§. Mientras tanto, se tiene

CON Wq, y = SUPygcRn

Wa’}/ C
SUPp A (X) < ) v 1910 < o R——

0<y<a

4.4. La transformacion de Fourier .74

Definicion 4.4.10 La transformacion de Fourier restringida a la clase de Schwartz es
Frd:S(R") — Co(R")
con férmula, por supuesto, Fra{f} = f.

Nota. La notacion %4 hace referencia al rapido decrecimiento en el infinito de las funciones
de la clase de Schwartz S (R").

4.4.1. Propiedades analiticas
Teorema 4.4.11

a) Sean P un polinomio, g € S(R") y o un n—indice; entonces cada una de las tres aplica-
ciones

f—Pf, fr—gf, fr—=DYf

es una transformacion lineal y continua de (S (R"), %) en si mismo.
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b) Sean f € S(R") y P un polinomio; entonces

F{PD)f}(§)=P@&)f(&) vy F{Pf}(&)=P(D)f(&)

para todo & € R".

¢) La transformacion de Fourier Frq verifica #ra{S (R")} C S(R"). Ademds, Frq es una
aplicacion lineal y continua de (S (R"), &) en si mismo.

Demostracion. a) La linealidad es obvia. Si f € S(R"), es evidente que D% f estd en el mismo
espacio y, usando la férmula de Leibniz, es también evidente que Pf y gf pertenecen a S (R").
La continuidad de las tres aplicaciones es ahora consecuencia sencilla del teorema del grafo ce-
rrado —que puede ser aqui aplicado en virtud del punto ¢ del Teorema 4.3.9—. Por ejemplo, si
{fin}men C S(R") es & —convergente a h € S(R") y, ademds, {D* f;,, } nen €s & —convergente
a hg € S(R"), entonces, para todo par 3, ¥ de n—indices, dado que

idPD? (D% f,,) = idPDY*%f,, paratodo m € N,

se verifica hg = D%h.
b) En virtud de a, si f € S(R"), entonces P(D) f € S(R") y, por el Lema 4.2.8, P(D) f es
integrable Lebesgue en R", luego se puede considerar, para cada § € R",

FPOIHE) =1 ((PO)F) eig) 0) = = ((Pi&)eig) +£) (0 =P (&) FE).
donde la segunda igualdad se da también gracias al Lema 4.2.8.

Ahora, como también es sabido que Pf es integrable Lebesgue en R", es posible conside-
rar .# {Pf}. Comiéncese probando esta segunda igualdad para el monomio x*' = x; (x € R");
después, procediendo por recurrencia y teniendo en cuenta la linealidad del operador integral,
se obtendrd la férmula en su forma general. Asi, usando la regla de derivacion de integrales
paramétricas —Lema C.3.5— se tiene

() = [ nf ()¢ Ednn (x) = F{id" 1} (E) VE € R

¢) Sea f € S(R"). Para todo & € R", si a, B son n—indices, ocurre que el valor EPDf (&)
es igual al valor .% {DP (id®f)} (&) salvo una potencia de i, aplicando b. Por a, se tiene que
D (id*f) € (RM) y, por el Lema 4.2.8, 1a funcién DB (id® f) es integrable en R". Asi,

<
y, de la arbitrariedad al tomar los n—indices, f € S (RM).

Para probar la continuidad de Frq considérese Graf.%q = {(f, f) : f € S(R")}. Si
se prueba que este subconjunto es cerrado en la topologia producto, se podré aplicar el teo-
rema del grafo cerrado para obtener que .%yq es continua. Sea, pues, {fn}men C S(R") y
& —convergente a g, entonces, para todo n—indice o y todo polinomio P

sup
EcRn

EPD? (€)] < sup

EeRn

[ o e a0

DB (x%f (x)) ‘ Ay (X) < 4o

P-D%(f, —g) s . (4.4.3)

m—yoo
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De aqui que

(fn—8) (%) (1+]x*)"

/ | fin — g|dA < sup / (1+\X|2)7ndx—>0,
Rn Rn m—ro0

xeR"
. L'(R")
es decir, f,,, — g. Con lo cual,
m-—oo

(&) -2(8)] =

| a8 (e ™2 x)

! n
Sﬂ.—nHﬁn_gHLl(]Rn) mo Vé e R",

- unif. L
que se traduce en f,, —— &.
m—yeo

Finalmente, si se supone . — h’mj/c; = h, lo anterior prueba que & = g. De la arbitrariedad
al tomar la sucesion convergente en Graf.%q se obtiene que dicho subconjunto del espacio
producto S (R") x S(R") es cerrado. O

4.4.2. Transformacion inversa

La demostracion del siguiente lema también es un ejemplo mas de computo de la trans-
formada de Fourier de una funcion.

Lema 4.4.12 Sea la funcion ¢, : R" — R" definida mediante la formula

on ) =exp (3 ).

Entonces @, pertence a la clase de Schwartz y vale

b=t v 0= [ dar

Demostracion. Como, dado un o € Njj cualquiera, se tiene D*¢, = Py, con Py un polinomio,
basta probar que @, verifica la hipétesis 111 del Teorema 4.2.8 s6lo para @ = 0 para asegurar
on € S(R"). De inmediato, puesto que

N 2/ 2, 2 (rz)n/n‘
lim (14+72)"e /2 <2"lim r*e™" =n! 2" lim ~~"— =0 V n € N,
1<r—oo r—»o0 r—yoo er

se prueba lo apuntado en la afirmacién anterior.
. . . P .
A continuacién, definase ¢ : R — R™ por ¢ (r) = e " /2. Un breve cilculo muestra
que ¢, verifica la ecuacion diferencial

V() +ry(r)=0 (reR). (4.4.4)
Tomando transformadas de Fourier en (4.4.4) se obtiene
0= —iZ{o/ +id-¢;} =id- ¢ + 1,

es decir, q)Al también verifica (4.4.4). Asi, ¢; y (31 son la misma funcién salvo una constante (que
multiplica), donde vale ¢; (0) =1y

~ 1 1 too 5
0:—/ d/l:—/ 24y =1,
01 (0) m R¢1 )€ r
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como muestra el Ejemplo C.3.7. Entonces, en realidad, ¢; = (31 y, por tanto,
On (x) = @1 (x1) -+ 01 (xa) = 01 (x1) -+ 91 (xa) = $n () VX ER".

Es decir, ¢, = ¢, y, entonces,

P (0) = ¢, (0) = — x A= - n@dz.

Ttn Tn

Lema 4.4.13 Si f, g € L' (R"), entonces

1 A dxd
= Fean=[ [ fmsme™EY=— [ rparn

o Mo T
Resulta de aplicar el teorema de Fubini.

Estos dos ultimos lemas son la clave para probar el siguiente resultado, llamado el reorema
de inversion de la transformada de Fourier.

Teorema 4.4.14 Si f € S(R"), entonces

1 A R .
_ ! / FewdA = [ F(E)e™XE dan(E) VxERM (4.4.5)
Th JR" Rn
Ademds, la transformacion de Fourier Fvq es una aplicacion lineal, continua —ya probado en
Teorema 4.3.9—, biyectiva, de periodo 4 y cuya inversa es también continua.

Demostracion. Sean ¢, f € S(R") cualesquieray r > 0. Vale la siguiente cadena de igualdades:

L7616 (308 y) = /R 976 () kg (x) =

La primera igualdad se obtiene con cambio de variables; la segunda, aplicando la propiedad de
dilatacién —ver Teorema C.4.9—; la tercera, aplicando el Lema 4.4.13. Dado que las funcio-
nes de S (R") son integrables en R" es inmediato comprobar que se verifican las hipétesis de la
convergencia dominada de Lebesgue —Teorema C.3.4—, luego:

f(0)

Ttn

bai=1im [ 1/némam=tim [ F&oE/nanE="" [ ja
- 0% Jeen ey o Jee

En particular, tomando en la igualdad anterior ¢ = ¢, la funcion del Lema 4.4.13, la cual
verifica @n (0) = [pn @ dA /7y, se tiene

f(0)= : / fda, (4.4.6)

Tn

que es la férmula de inversion (4.4.5) evaluada en 0. El caso general (4.4.5) se deduce de (4.4.6)
tomando traslaciones —cualquier traslacion de f sigue viviendo en S (R")—

W =0 = [ Fleanar= [ Jendr= [ @@ vxew
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Ahora, la propia férmula (4.4.5) muestra que ker %q = {f € S(R")| f = 0} = {0}, luego
Fra s inyectiva. Sea h € S(R") arbitraria; para probar la suprayectividad de %4 calcilese
primero:

n

FY ) = FU) )= [ F(E) V50 () =h(—0) = (oh) () YxE R

Entonces .7 {F3{g}} = F#*H{g} = Z?{1yg} = 1ylyg = g para toda g € S(R"), lo que prueba
que Zrq es suprayectiva y, de paso, que tiene periodo 4 e inversa ﬁ’rﬁl = ﬁfd inversa que es
continua por ser composicion de aplicaciones continuas—. U

Definicién 4.4.15 La transformada de Fourier inversa de g € L! (R") es la funcién

§00= [ 2(©)eMan(E) (xeR).

4.5. Distribuciones temperadas

4.5.1. El dual topologico de (S(R"),.#)

Lema 4.5.16 La aplicacion idéntica de C (R") en S(R") —que se va a denotar por 1f9— es
continua. Esta continuidad debe entenderse, evidentemente, con relacion a las topologias 9
para CT (R") y & para S (R").

Demostracion. Para verlo, lo mds ordenado es probar que, para cada compacto K C R", la
restriccion 159| k(R €S continua bajo el par & K _ . Por lo tanto, sea {9y }men C Zx (R")
con & — lim ¢, = 0, entonces, para cada n € N, se verifica lo siguiente:

Sn (Om) < méx|x|”-méx{|D°‘¢m (x)]: x€K, |a| < n} <mix [x|" - pp, (o) —— 0,
xekK xeK m—yoo

donde n1 € N, que depende de K y n, verifica K CK,, y n; > n. O

Definicion 4.5.17 El conjunto de todas las formas lineales continuas bajo el par . — Cio| y
definidas sobre S (R") se denota por .’ (R").

Nota. Junto con las operaciones habituales suma de formas lineales y multiplicacion por esca-
lares complejos .’ (R") es un C—espacio vectorial. Rutinario de probar.

Teorema 4.5.18 Sea M : S(R") — C una forma lineal. Se da la siguiente caracterizacion:
M e &' (R") si, y sdlo si, existen n € Ny ¢ > 0 tales que

IM(f)| <c-sa(f) ¥V feESRY.
Se obvia la demostracién porque es exactamente la misma que la del Teorema 2.2.24.

Teorema 4.5.19 El espacio ' (R") se identifica con cierto subespacio de @' (R"). Esta iden-
tificacion debe entenderse en el sentido de que la aplicacion de restriccion natural

yl (Rn) BM'—>M|CZO(RH) (4.5.7)

define un isomorfismo lineal entre #' (R") y su imagen.



4.5 Distribuciones temperadas 55

Demostracion. La aplicacion del enunciado es lineal obviamente. Ademds, dada N € #’ (R"),
vale

Nlez(en) (9) = (No1E%) (9) ¥ ¢ €CZ(R");
el lema anterior asegura que 159 es continua, luego N|gee(rn) = No 1rd ¢ 9’ (R"). De la arbitra-

riedad al tomar N se deduce que la imagen de (4.5.7) estd en 2’ (R"). Ahora, un breve calculo,
usando la densidad de CZ (R") en S (R") bajo . —parte d del Teorema 4.3.9—, muestra

M|z (mn) = Nce(rn) = M =N para cada par M, N € &' (R")
y esto es: (4.5.7) es inyectiva. Con lo cual, la aplicacién (4.5.7) define un isomorfismo lineal

entre ' (R") y su imagen. O

Definicion 4.5.20 Una distribucion temperada es precisamente un elemento de 2’ (R") que
admite extension continua a toda la clase de Schwartz. El conjunto de todas las distribuciones
temperadas se denota por ¢ (R").

Nota. Es directo comprobar que las operaciones de la Definicién 2.4.34 son cerradas en 2; (R").
Por lo tanto, 2; (R") junto con dichas operaciones es un C—espacio vectorial.

Nota. En virtud del teorema anterior, resulta natural identificar Mo 154 y M, para cada forma
lineal M € %’ (R"), por lo que es costumbre decir que las distribuciones temperadas “son”
precisamente los elementos de .’ (R").

Ejemplo 4.5.21 Recuérdese la distribucion VP% del Ejemplo 2.4.48. Dada ¢ € S(R) cual-
quiera, se afirma que
=9 (x)—¢(—x)

dx < +oo.
0 X
Por un lado, atendiendo a (2.4.12) se tiene
1 —d(—
JEL L
0 X

y es inmediato comprobar que el valor de esta integral en valor absoluto es menor o igual que
el valor 2s; (¢). Por otro lado, se verifica

o) - () /+°°x¢(X)—X¢(—X)dx’ </+°° ¢ ()| + | —xp ()] |
1 1 o

1 X x2 - x2
+o° d
segwmwgymmoz S <2109,
Con lo cual, .
[t =019 e < 45, (9) < e (4.5.8)
Entonces, la forma lineal
S(R) S fr—> /0+°° de (4.5.9)

estd bien definida y la desigualdad (4.5.8) prueba que es continua —Teorema 4.5.18—. Por lo
tanto, (4.5.9) es una extension a S (R) continua de la distribucién valor principal de 1/id, luego

1
VP— "(R).
d € 2:(R)
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Distribuciones temperadas definidas por funciones

Proposicion 4.5.22 Si f € L? (R") con p > 1 (finito), entonces

CZ(R") 2 ¢ —> /R fo dA (4.5.10)

es una distribucion temperada.

Demostracion. Sea ¢ € S(R") en toda la demostracion.
En primer lugar, si p = 1, se tiene:

‘/Rnﬂp d/l‘ < (/R |1 d/l) - sup ¢(x)‘ < (/R ] dz>s1(¢),

es decir, (4.5.10) esté bien definida y es continua —Teorema 4.5.18—.
En segundo lugar, si p > 1 ygestalque 1/p+1/g =1 (el conjugado de p), aplicando la
desigualdad de Holder —Teorema C.3.8— se obtiene:

1/p 1/q
'/and/l'ﬁ(/mn!f\” d?t) (/RanA) <
1/p 1/q
2\ —qk
< (/R Tl dl) (/Rn(1+lx| ) dX) sup

si k € N verifica n41 < 2gk. Como (1 + |id|2)k es un polinomio, evidentemente es de la forma
Y ayid®* (suma finita), luego a del Teorema 4.3.9, Teorema 4.5.18 y la desigualdad obtenida
prueban que (4.5.10) es continua. 0

(1 167) 9 ()] <+

Definicion 4.5.23 Una funcion de lento crecimiento es una funcion f : R" — C para la que
existen constantes ¢ > 0, n € Ny tales que

FX)|<c(1+x*)" VxR,

es decir, f estd mayorada en valor absoluto por algin polinomio. El conjunto de las funciones
de lento crecimiento se denota por Sy (R") —del inglés slowly increasing function—.

Proposicion 4.5.24 Si f € Sy; (R"), entonces (4.5.10) es una distribucion temperada.

Demostracion. Sea ¢ € S(R"). Tras la demostracion de la proposicién anterior, la prueba de
ésta se desprende de la siguiente desigualdad:

Rnf‘l’ dﬂ«' SC/RH‘(1+IX\2)"¢(X) dx < ¢ sup

teR"

()" o 0] [ (1) i < oo

si k € N verifica 2k > n+ 1, donde ¢ > 0, n € Ny son las constantes de la definicién de funcién
de lento crecimiento. O

Definicién 4.5.25 Sea p > 1 finito. Tanto si f € L” (R") como si f € Sj; (R"), se llama M a la
forma lineal

S(R")aqu/Rnfqbd/l.
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4.5.2. Las inclusiones 2’ (R") +» &' (R") <= &' (R")
La primera inclusién la da el Teorema 4.5.19; la segunda, el siguiente

Teorema 4.5.26 Toda distribucion sobre R" de soporte compacto es temperada.

Demostracion. Dada T € 2, (R"), sea ¢ € CZ (R") verificando ¢|y = 1 para un abierto U de
R™ que contiene a sop (T). Esto es factible porque sop (T) es compacto. Definase ahora la forma
lineal Tey : S(R") — C dada por

Text(f) :T((Pf)

Pruébese que Tex; €s una extension continua a S (R") de T.
Si {fin}men C S(R") es & —convergente a 0, es claro que sop (¢ f) C sop (@) para todo
m € Ny también se tiene

b Ge
In =20 2 9fi L0 2 Tox(fu) = T(0 ) 5 O

La férmula de Leibniz muestra a, mientras que b se debe a que T es una distribucion. Enton-
ces, como . estd generada por una métrica invariante, el Teorema 1.1.22 asegura que Tey €S
continua bajo el par & —C,,|.

Puesto que se verifica, ademads, Text (W) =T (¢ y) = (¢ - T) () = T (y) para toda funcién
y € €7 (R") —la dltima igualdad debida al punto ¢ del Teorema 2.5.59—, Ty es extension de
la distribucion de soporte compacto T. U

Observacion 4.5.27 La inclusion &/ (R") < &’ (R") es estricta: un polinomio no nulo defini-
do en R" no tiene soporte compacto.

Observacion 4.5.28 La inclusién 2’ (R") <= &' (R") es estricta. Muestra de ello es el

Ejemplo 4.5.29 Sea la funcién f (x) = e (x € R"); evidentemente f es localmente integrable
en R". Entonces supéngase que existe M € & (R") tal que M|¢=(gny = Ty € 9’ (R"). Por una
parte, el Teorema 4.5.18 asegura la existencia de constantes finitas ¢ > 0, n € N tales que

M (@) <c-sa(@) Vo eSRY.
A continuacién, considérese una funcién y € CZ (R") verificando
w>0, sop(y)CB(0,1), / w(x)dx = 1.
I<Ix[<1
Con ella se construye la sucesion { Y, }men dada por v, (X) = y (x/m) (x € R"), la cual verifica
M) Scosa(ym) e max  xP| 0%y (x/m) | <

xeB(0, m), |ot|<n, |B|<n

~max D%y (x)|<c-m"s,(y) VmeN.
xeB(0, 1), |x|<n

<c-m"

Por otra parte se tiene, para cadam € N,
Xy, (x) dx > / Xy, (x) dx >

Myl = | :

|x[<m 2<|x|<m

> em/z/ Y (X)dx = e’"/zm_”/ v (x)dx ="/ >m™".
2<|x|<m 1<Ix|<1
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Operando con las dos desigualdades obtenidas se llega a que
M2 < ¢ sp (W)ym"™" ¥Vm €N,

lo cual es falso para m suficientemente grande. Con lo cual, Tf ¢ 2{(R").

4.6. Transformada de Fourier distribucional

Definicion 4.6.30 Sean a un n—indice, P un polinomioy g € S(R"). Si u € &’ (R"), entonces
las formas lineales

¢ (=1)"u(0%9). ¢ —u(P). ¢r—u(gs) [¢ESER)]
son denotadas, respectivamente, por D%u, Pu, gu.

Teorema 4.6.31 En las condiciones de la Definicion 4.6.30, las formlas lineales D*u, Pu y gu
son elementos de &' (R").
Consecuencia inmediata de a de Teorema 4.4.11.

Definicion 4.6.32 Dada u € .’ (R"), la transformada de Fourier distribucional de u es la for-
ma lineal .% {u} : S(R") — C dada por la férmula

F{u} (9) =u(9).

la cual también se denota simplemente por . La transformacion de Fourier distribucional es,

pues,
S (R") > ur— d.

Teorema 4.6.33 Si u € &' (R"), su transformada de Fourier Qi estd bien definida y extiende
la definicién de transformada de Fourier ususal —en el sentido de que si f € L!(R") vale
F{Ms} =M —

Demostracion. En primer lugar, si f € L! (R™), se verifica
N A (A .
FM} @) =My (9) = [ réar=—- [ foar=M;(0) voesE)

y tiene sentido considerar M 7 puesto que f es acotada (lema de Riemann-Lebesgue). La tercera
igualdad se da gracias al Lema 4.4.13 y el resto son definiciones.

En segundo lugar, puesto que %4 es lineal y continua bajo el par # — . —parte ¢ del
Teorema 4.4.11— y u € %' (R"), i pertenece a &' (R") por ser composicién de aplicaciones
continuas. U

Como 2' (R") <= &' (R"), este tltimo teorema da todo el sentido a la siguiente
Definicién 4.6.34 La rransformada de Fourier de T € D¢ (R") es la distribucion (temperada)
FAT}:CC(R") —C
9 —T(9).

que también se denota por T.
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Ejemplo 4.6.35 La delta de Dirac 6 es de soporte compacto, entonces es una distribucion tem-
perada. Dada una funcion de testeo ¢ se tiene

b= [ oai=(50).

Ademas, como los polinomios “son” distribuciones temperadas, se puede calcular lo siguiente:

5(9)=25(9)

1.
F{/m) )= 10 = (1.8) = [ dar—9@®=5(0).
En conclusién,
3:% y 1=m-8

Ejemplo 4.6.36 Compiitese la transformada de Fourier de VP%. Para ello, sea ¢ una funcién
de testeo.

Vel (o) = vel g = [T S

_/()+oo< +w¢ —téx / o (x zéx ) ;Z
i ¢ — o™ ’5x X

:_%_1/§>0/xeR ‘2i (Pé )dXdéz

(e

En la dltima igualdad se ha aplicado el teorema de Fubini. Ademas, para cada x € R, se tiene

+e° gin (x&) T
/0 d¢ = 5sen (x),

g

donde sgn : R — R es la funcién presentada en el Ejemplo 2.4.43 —para calcular esta integral
impropia consultar [6, Prop 8.1.5]—. Con lo cual,

—_—

1 T
VPE - — \/;ngn.

Finalmente, es posible enunciar un analogo del Teorema 4.4.11 para la transformacion
de Fourier distribucional, cuya demostracion se deduce del mismo teorema y de la definicion
de transformada de Fourier distribucional:

Teorema 4.6.37

a) La transformacion de Fourier distribucional es un isomorfismo lineal de #' (R") en si
mismo.

b) Siendo u € &' (R") y P un polinomio se tiene

F{P(D)u} =P(i-e)d.
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Ejemplo 4.6.38 Hallar una solucién de la ecuacién u” —u = & en 2’ (R). Para ello, se intenta
tomando transformadas de Fourier en la ecuacion:
A 1

PGi-o)i=F{u"—u}=6=—,
T

donde P es el polinomio w?> — 1 (w € R). Entonces se tiene, para cada ¢ € CZ (R),

1 [t ¢ (&) 1 ft=1 2 1t

ﬁ(¢):—a - 1+§2d§:—§ - n—lréﬂ’(é)dg:—i - f(8)o(&)de,

donde f (x) = e~ (x € R) —la funcién f del Ejemplo 4.1.3—. Como f € L' (R), el Teorema
4.6.33 y la parte a del Teorema 4.6.37 dan

u=Ty g()=F /2= —3f =5 (em).

El Ejemplo 2.4.43 aporta la comprobacion de que T es una solucion de la ecuacion.
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Este primer apéndice estd dedicado a complementar algunos resultados sobre espacios
vectoriales topoldgicos, los cuales son presentados en el Capitulo 1. En algunos casos se esboza
las demostraciones, si bien en general se refiere al texto [5, Chapter 1].

A.1. Bases de entornos en un espacio vectorial topologico

El siguiente resultado elemental se utiliz6 en la seccion 1.1.3.

Proposicion A.1.1 Si W € 17(0), entonces existe un entorno U € A7(0) simétrico —revisar
la Definicion 1.1.6— que satisface U +U C W.

Demostracion. Para ver esto obsérvese que 0+ 0 = 0 y que la suma es continua, por tanto
existen conjuntos Vi y Vo en A7(0) tales que Vi + Vo CW. SiU =V NVoN(=V)) N (—=Va),
entonces U tiene las propiedades requeridas. Compruébese:

m 0 € U y U es abierto por ser interseccion finita de abiertos, es decir, U € 47(0);
= es obvio que U es simétricoy que U C V|, U C V;, luego
s U4+UCVI+V, CW.
O

Las siguientes afirmaciones, usadas con frecuencia en las demostraciones de los teoremas,
son sencillas de probar; pueden encontrarse en [S, Th 1.13].

Proposicion A.1.2 Se verifica las siguientes afirmaciones.
a) SiA C X, entonces A = Nve s (A+V).
b) SiA,B C X, entonces A+B C A+ B.
¢) SiY es un subespacio propio de X, también lo esY.
d) Si C es un subconjunto convexo de X, también lo son C y C.

e) Si B es un subconjunto equilibrado de X, también lo es B; si, ademds, 0 € 1-03, entonces B
es equilibrado.

f) Si E es un subconjunto acotado de X, también lo es E.

Demostracion del Teorema 1.1.8. a) Sea U € .47(0). Como la multiplicacién por escalares
es continua, existen 6 > 0y V € 47(0) tales que oV C U siempre que || < §. Sea ahora
W =U|q<5aV, entonces:
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= por ser unién de abiertos W es abierto y 0 € W evidentemente;

= es claro que, si B € C es tal que |B| < 1, entonces |fa| < &; asi, si w € W, se verifica
w = ou para algunosu € Vy a € C con || < 8, por lo que Bw = Bouc faV C W;es
decir, W es equilibrado;

= por supuesto, W C U.

b) Sea U € 47(0) convexo. Sean también A = Mg aU y U D W € A47(0) equilibrado
(aplicando a). Como W es equilibrado, o'W =W cuando o € C verifica || = 1, por tanto,
W C aU (|a| =1). Entonces, W C A, lo que implica que A € .4 (0), donde A C U (pues U es
uno de los términos de la interseccidon de subconjuntos de A).

Por ser una interseccion de conjuntos convexos, A es convexo, luego también lo es A.
Queda probar que Aes equilibrado, pero para ello basta probar que A es equilibrado —aplicando
la afirmacién e del Proposicién A.1.2 y aplicando 0 € A—. Tomemos 0 < r <1y f € C con
|B| =1 (es decir, rp € C verifica |rf| < 1), entonces

como aU es un subconjunto convexo que contiene a 0, se tiene raU C aU (|OC| = 1), luego
rBA C A, lo que completa la demostracion. U

Proposicion A.1.3 Si Y es un subespacio propio de X, se verifica Y =0.

Demostracion. Razénese por reduccién al absurdo suponiendo ¥ # 0. Entonces sea x € Y.
Como Y es abierto, existe U € Ttalquexe U C Y C Y. Asi, U —x € Ty 0 € U —x. Ademis,
por ser Y subespacio, U —x C Y. Por un lado, como Y ¢ X, existe v € X \ Y (luego v # 0).
Por otro lado, la aplicacién My : C — X, dada por My(a) = av, es continua. Ahora, como
0 € U —x, entonces 0 € My (U —x) = {a € C| av € U —x}, que es un subconjunto abierto
de C, y por tanto contiene un escalar 3 # 0. Con lo cual, Bv € U —x C Y, lo que implica la
contradiccion ve B~y C Y. O

Proposicion A.1.4 Ningiin subespacio Y # {0} de X puede ser acotado.

Demostracion. Tomese x € Y \ {0}, con Y subespacio no trivial, claro, y sea el subconjunto
S = {nx},en. Por la propiedad de Hausdorff existe V € .47 (0) tal que x ¢ V, por tanto, nx ¢ nV
para todon € Ny esto es: S gZ nV V¥V n €N, es decir, S es no acotado. Entonces, como S C Y, Y
es no acotado. ]

A.2. Espacios de dimension finita
Proposicion A.2.5 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico localmente compacto. Entonces
X tiene dimension finita.

Demostracion. El origen de X tiene un entorno V cuya clausura es compacta. Por las partes b
y ¢ del Teorema 1.1.11, V es acotado y {27"V },cn es una base local para X. La compacidad
de V prueba que existen Xy, .. .,X,, € X (para algtn natural m > 1) tales que

_ 1 1
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Sea Y = span{xy,...,X;}, entonces dim(Y) < meY es un subespacio cerrado de X. Dado que
VCY+ %V, la propiedad de subespacio implica que %V CY+ %V y, por tanto,

1 1 1
VCY+-VCY+Y+-V=Y+-V.
C +2 CY+ +4 +4
Continuando inductivamente este razonamiento se prueba que V C Y +27"V V n € N, es decir,
V.Ce, (Y+27"V) =Y; estaigualdad se asegura aplicando la afirmacién a de la Proposicién
A.12.PeroY =Y, entonces V C Y, luegonV CnY =Y Vne Ny U> nV CY. Pero es que
X = U7 nV aplicando la parte a del Teorema 1.1.11, conlo cual, X =Y ydim(X) <m. O

Demostracion del Teorema 1.1.13. El origen de X tiene un entorno acotado, llameselo V. La
afirmacion f de la Proposicion A.1.2 asegura que V es también acotado, luego es compacto. Por
tanto, todo (X, 7) localmente acotado con la propiedad de Heine-Borel es localmente compacto.
En conclusién (proposicion anterior), X tiene dimension finita. U

A.3. Aplicaciones lineales

Proposicion A.3.6 Sean X e Y dos C—espacios vectoriales. Si T: X — Y es lineal y C C X
es un subconjunto convexo (equilibrado), también lo es T(C). Si E C Y es un conjunto convexo
(equilibrado), también lo es T~ (E).

Demostracion. En toda la demostracién, 0 <A <1y a € Ctal que |o| <1.SiC C X es
convexo, directamente se tiene

AT(C)+(1=A)T(C)=T(AC+(1-2)C) CT(C).

Si C C X es equilibrado, aT (C) =T (aC) C T(C).

Ahora sea E C Y convexo y tomemos X,y € T~! (E), es decir, T (x), T (y) € E; aplicando
la linealidad de T y la convexidad de E se tiene T(Ax+(1—A)y) =AT(x)+ (1 —A)T(y) €E
yestoes Ax+ (1 —A)y € T~!(E). Finalmente, si E C Y es equilibrado, T (ax) = oT (x) € E
para todo x € T~! (E), luego aT~! (E) c T~! (E). O

Demostracion del Teorema 1.1.21. Como ker(T) = T~ ({0}) y {0} es cerrado de
Clofs ker(T) es cerrado por ser antiimagen de un cerrado por una aplicacién continua.

11 = 111 | Por hipdtesis, ker(T) # X, luego ker(T) = ker(T) # X.
Si se supone que ker(T) no es denso, entonces

Uy Nker(T) = 0 para algin Uy € .

Sin pérdida de generalidad, se puede tomar Uy = x+ V para algunos x € X y V € #¢(0)
—aplicando el Teorema 1.1.8—. Asi

(x+V)nker(T)=0. (A3.1)

Por la Proposicién A.3.6, T (V) es equilibrado. Ahora bien, si T (V') es acotado, se verifica IV.
Sino, T (V) = C. Pruébese esta afirmacion:

= Como T (V) C C es no acotado, existe {v, } ey C V tal que 1im,, 0 | T (v;)| = +oo.
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» Sean € N fijado arbitrariamente tal que |T (v,)| # 0 y considérese el disco cerrado
Co:=D(0, [T(vy)|) ={z€C: [o| < [T (va)l}-

Como cualquier punto de C, es de la forma YT (v,) con y € C verificando |y| < 1, apli-
cando que T (V) es equilibrado se tiene

Co={aT(v,): o] <1} CT(V).

= Sea ahora w € C cualquiera. Como lim,, . |T (v,;)| = oo, existe m € N suficientemente
grande como para que w € Cy, y, por tanto, w € T (V). Este razonamiento prueba que
CcT(V).

En este ultimo caso —T (V) = C—, existey € V tal que T (y) = —T(x), luego T (x+y) =0, es
decir, x+y € ker (T), pero esto contradice (A.3.1). Por tanto, T (V) es acotado.

Por tltimo, si se verifica IV, [T(x)| <cVx€V yalginc e RT. Sie >0y
W = (g/c)V, entonces |T (x)| < & V¥ x € W. Por tanto, T es continua en 0, lo que implica que T
es continua, por el Teorema 1.1.20. U

Proposicion A.3.7 Sea E C X. Las siguientes propiedades son equivalentes.
I. E es acotado.

1. Cada sucesion {u,},cn C E verifica:

T
o,-u, —0
n—oo

para toda sucesion de escalares {0y, },cn que tiende a 0.

Demostracion. Sean, en primer lugar, {u,},cny C E 'y {0 },cn convergente a 0 cua-
lesquiera. Sea ahora V € .4;¢ (0); entonces E C tV para algtin # > 0. Es claro existe n; € N tal
que ||t < 1 sin>n;. Como V es equilibrado, o, E C otV C V sin > ny, luego au, €V si
n > ny. La arbitrariedad al tomar V € .4;¢ (0) prueba I1.

Por el contrarreciproco, si E C X es no acotado, existen U € .47 (0) y una su-
cesion de escalares positivos {r,},cn con limr, = 4o tal que E no esta contenido en r,U
para todo n € N. Témese una sucesion {x,},en C E tal que x, ¢ r,U V n € N. Entonces
%xn ¢ UV neN,luego {%Xn}neN no converge a (. O

Lema A.3.8 Sea (X, 1) un espacio vectorial topoldgico tal que T es compatible con una métri-
ca invariante d.

a) d(nx, 0) <n-d(x,0) paratodosx € X, n € N.

b) Si {X,}nen es una sucesion en X con x, — 50, entonces existen Y >0 (n €N) tales
n—oo

que
Clal T
Yn >foo Yy Y Xy —— 0.
n—oo n—oo

Demostracion. a) Como d es invariante, d (ax, ox —x) = d (0, —x) = d (x, 0) para todo par
o € C, x € X. La desigualdad triangular asegura que

d (nx, 0) < id(kx, (k—1)x) =n-d(x,0),
k=1
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donde x € X y n € N son cualesquiera.
b) Como limd (x,, 0) = 0, existe {n; }rery C Z* creciente tal que d (x,,, 0) < 1/k? si
n > ni. Péngase ahora, para cadan € N,

_ 1 sin<ny,
" k  sing<n<ngy

Entonces, d (,Xn, 0) = d (kx,, 0) < k-d (X, 0) < 1/ksing <n<mgy;ysinéeNes grande. ]

Demostraciéon del Teorema 1.1.22. Sean E C X acotado y W € .47, (0). Como T es
continua y T (0) = 0 entonces existe Viy € .47, (0) tal que T (Vi) C W. Como E es acotado,
E C tVy sit > sy para cierto sy > 0, luego T(E) C T (tVw) =T (Vi) CtW sit > sy. Este
razonamiento, dada la arbitrariedad de W € .47, (0), prueba que T (E) es acotado.

Se desprende del hecho de que las sucesiones convergentes son acotadas.

111 = IV | Témese una sucesion {x, } e C X tal que 7] — limx, = 0. Segin las hipétesis
del enunciado, el Lema A.3.8 asegura que existe una sucesion de escalares {¥, },eny C RT que
tiende a +oo tal que 7] — lim ¥%,x, = 0. Por tanto, {T(7,X,)| n € N} es acotado. Aplicando ahora
el teorema anterior se obtiene el resultado:

T (x,) = %T(yn ) 0,

Contrarreciprocamente, supéngase no se verifica I, entonces existe Wy € .47, (0)
tal que VZ T (Wp) VV € Az (0). Como By = {B,(0,1/n)| n € N} es una base local nu-
merable de 7j, una sucesion {X, },cn C X construida tomando x, € B;(0,1/n) V n € N verifica
7) —limx, = 0, pero T (x,,) ¢ Wy V n € N, es decir, {T (x,) } neny no converge a0 € Y. O

A.4. Acotacion y metrizabilidad

Observacion A.4.9 La demostracion del Teorema 1.3.29 proporciona un ejemplo de espacio
vectorial topoldgico con una métrica d tal que el didmetro (bajo esta métrica) de X es menor
o igual que 1. Por tanto, X es d—acotado; sin embargo, por la Proposicion A.1.4, X # {0} no
puede ser T—acotado. Luego en un espacio vectorial topoldgico metrizable (X, T), con métrica
d, los conjuntos d—acotados y los conjuntos T—acotados no coinciden en general.

Proposicion A.4.10 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico normable con norma ||e||. Si
d es la métrica inducida por ||e||, entonces un subconjunto de X es d—acotado si'y solo si es
T—acotado.

Demostracion. Como B, (0, 1) es abiero, existe M > 0 tal que E C MB,; (0, 1). Esto
implica ||x|| <M V x € E y, por tanto, didm(E) = sup{|la—b||: a,b€ E} <2M.

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que 0 € E (7 es invariante). Para todo
x € E se verifica ||x|| <didm(E) =: 6 < +oo. Ahora, si V € .47 (0), se ha de probar que existe
M > 0 tal que E C MV. Para ello se toma r > 0 tal que B; (0, r) C V. Entonces

E CBy (0, 5) = gBd (0, I’) C gv.

Por dltimo, se tiene la siguiente caracterizacion.
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Teorema A.4.11 Un espacio vectorial topoldgico (X, t) es normable si, y sélo si, su origen
tiene un entorno convexo y acotado.

La implicacion directa es elemental, simplemente tomando una bola centrada en el origen.
Para probar la implicacién inversa, que no es usada en la memoria, es necesario introducir el
concepto funcional de Minkowski de un subconjunto absorbente de X, el cual se prefiere obviar
para no desviar demasiado al lector del objetivo de este trabajo. Ver [5, Th 1.39].
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En este apéndice, que es un recordatorio de resultados basicos de convergencias puntual
y uniforme de funciones, {f,},cn denotard siempre una sucesién de funciones complejas defi-
nidas todas en un conjunto Q # 0. Se sigue la referencia [4, Chapter 7].

B.1. Definiciones y resultados basicos

Definicion B.1.1 Se dice que {f, }.en converge puntualmente sobre A C Q si 3 limy, e f;; (X)
como valor complejo para cada x € A; bajo esta condicién y tomando f : Q — C una fun-
cién que verifica f (x) = lim,_,. f; (X) para todo x € A, también se dice que { f, },cy converge
puntualmente a f sobre A y se denota

A—punt.

Jn /-

Definicion B.1.2 Sea f: Q — C y A C Q. Se dice que { f, }nen converge uniformemente a f
sobre A si para cada € > 0 existe ne € N tal que n > n, implica | f, (x) — f (X)| <eVx €A, lo
cual se escribe y se denota, respectivamente,

n—oo

ve>03n €N (”Znez‘supfn(X)—f(X)‘<e), fo M .

XEA

Definicion B.1.3 La sucesion {f; },en es uniformemente de Cauchy sobre A C Q si

Ve>0dn.eN : (n,mzngésup
XEA

f 0~ f(0)] <),

Observacion B.1.4 En las tres definiciones anteriores, cuando A coincida con Q la expresion
comun «sobre A» se puede obviar y, en el caso de las dos primeras, se denotard, respectivamente,

punt. unif.
n—oo n—oo

Definicion B.1.5 Si 7 es una topologia para Q, se dice que { f, },en converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de Q a f: Q — C si

K —unif.
fu —==5 f paracada K C Q T— compacto.
n—oo

Teorema B.1.6 Sea A C Q. La sucesion {f,}nen converge uniformemente sobre A si, y séla-
mente si, { f, }nen es uniformemente de Cauchy sobre A.

La equivalencia se obtiene usando fundamentalmente la desigualdad triangular y que Cy
es completo.
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Teorema B.1.7 Si 7 es una topologia para Qy { f,, }nen es una sucesion de funciones continuas
que converge uniformemente a f : Q — C, entonces f es continua.

Demostracion. Véase que f es continua en el punto arbitrario X € Q. Se ha de probar que,
dado € > 0,
existe U € 7 (Xo) tal que f(U) CD(f (xo), €). (B.1.1)

Como { f; }nen converge uniformemente a f, existe ne € N tal que

sup
xeQ

fn(X)—f(X)’ <e/3 si n>ne. (B.1.2)

Elabierto U = f,,_ ! [D(f (x0), €/3)] —es abierto por ser f,, continua—, verifica (B.1.1).
Efectivamente, siy € U, entonces |f, (¥) — fn, (X0)| < €/3 y se da

If () = x0)| < 1Y) = fae (V)] [fne (¥) = fre (0)| + [fre (X0) — f (x0)| <&

Los otros dos sumandos son menores que €/3 por (B.1.2). U

Teorema B.1.8 Tomese Q2 = R. Considerando el espacio métrico (R, dy), supdngase que las
funciones de { f,, }nen son derivables en un abierto acotado I & R de modo que { f,, (x0) }nen
converge para cierto xy € I. Si {f}},en converge uniformemente sobre I, entonces { f,}nen
converge uniformemente sobre I a una f : R — C derivable en I y vale

f'(x)=lim f, (x) Vx €.

La demostracién se puede consultar en [4, Teorema 7.17]

B.2. Familias equicontinuas de funciones

Definicion B.2.9 Se dice que la familia F de funciones complejas definidas en un subconjunto
X del espacio métrico (M, d) es equicontinua en el punto x € X si para cada € > 0 existe
0 =0 (&, x) > 0tal que

y € By (x,6)NX implica |[f(x)—f(y)|<e VfeF.
Se dira que F es equicontinua en X si F es equicontinua en todo punto de X.

Definicion B.2.10 Sea A C Q. Se dice que { f, }nen €58

= puntualmente acotada sobre A si

sup
neN

f,,(x)) < oo YXEA

Es decir, para cada x € A, la sucesion { f, (X) }nen C C es acotada.

= uniformemente acotada sobre A si existe R > 0 tal que

|fn (x)| <R paratodosn € N, x € A.

Lema B.2.11 Si {f,},cn es puntualmente acotada sobre A C Q un conjunto numerable, enton-
ces tiene una subsucesion { f,, tken tal que {fn, (X)}ren converge para cada x € A.
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Demostracién. Péngase A = {X;} jen. Como {f, (X1) },en es acotada, existe una subsucesién
S1 = {f1. ktken de {fn}nen tal que {f1, x (X1) }ren converge. Como es evidente que cualquier
subsucesion de una sucesion de funciones puntualmente acotada es puntualmente acotada, de
igual manera y generalizando, como la sucesion

{fi-r.x (X)) en CC

es acotada, existe una subsucesion S; = {fj «}ken de Sj_1 tal que {fj « (X j) tren converge
(j > 2). Se verifica las afirmaciones:

= S es una subsucesién de S;_; (j >2).

» {fjx (X;) }xen converge (j > 1).
Ahora sea A = {fi.1, f2.2, f3.3.-..}. Entonces,

= la sucesion A es una subsucesion de Sy, A\ {f1, 1} es una subsucesién de S, y,

= en general, la sucesién A\ {f1,1,..., fj—1, j—1} es una subsucesién de S; (j > 2);

= ademds, todas lo son de {f; },en-

Con lo cual, de estos cinco puntos se deduce
VjieN d lim x;) €C.
'] k1_>oo‘fk’ k ( J)
|:|

Teorema B.2.12 Sea Q CR" y considérese el espacio métrico (R", dy). Sea también K C R" un
conjunto compacto. Si { fu}nen es una sucesion de funciones continuas en K, es puntualmente
acotada sobre K y es equicontinua en K, entonces

a) tiene una subsucesion uniformemente convergente sobre K y

b) es uniformemente acotada sobre K.

Demostracion. a) Sea D = KN Q", que es un subconjunto denso y numerable de K. El lema
anterior muestra que {f,},cN tiene una subsucesion {fy, }ren tal que {fy, (X)}ren converge
para cada x € D. Para simplificar la notacion, pongase hy = f,, V k € N. Se va a probar que
{hi }ren converge uniformemente sobre K.

En primer lugar, dado € > 0 conocido, como { f, },cn es equicontinua en K, entonces para
cada x € K existe 8 > 0 tal que |f,, (x) — £, (¥)| < €/3 VneNsidy(x,y) < .

En segundo lugar, recuérdese que, como D es denso en K, para cada punto de K existe
una sucesion contenida en D y con limite este punto. Este hecho implica el contenido

K=DC |JB(q,8).
qeD

Ahora, como K es compacto, existe una cantidad finita m de puntos en D, sean estos qys, .- ., ¢,
tal que

m
KC|JB(q, 8q;).
j=1
Puesto que {/; (X) }xeny C C converge para cada x € D, hay un k,, € N tal que

\h (a;) —hi (a;)] < €/3 sik, 1> ky paratodo j € {1,..., m}.
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Ademis, si x € K, entonces X € B(q;, dq;) para algini € {1,..., m}, luego
|hy () —hi (qi)| < €/3 VkeN.

Con lo cual, de todo lo anterior se deduce que

|y (x) = hy ()| < [y (%) — by (@) + [ (@) — g (@) [+ [y (@) — hy (x)| < €

si k, [ > ky,. Esto prueba que {/y }ren es uniformemente de Cauchy sobre K, lo cual es equiva-
lente a que {/ }ren es uniformemente convergente sobre K.

b) Puesto que { f, }.en es acotada puntualmente, existe R > 0 tal que ‘ I (q j) ‘ <RVneN
(1<j<m).SixeK,entonces x € B(q;, §q,) para algin 1 <i <my, por tanto,

i

1o (X)] < | (X) = fu ()| + | fu(a)| < €/3+R YnEN.
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C.1. El teorema de Baire

Definicion C.1.1 En un espacio topoldgico (X, 7), se dice que un subconjunto A C X es de
primera categoria si A es unién numerable (puede ser finita) de cerrados de interior vacio.

Teorema C.1.2 (de Baire) [5, Th 2.2] Sea (X, T) un espacio métrico completo o, en su defecto,
un espacio localmente compacto y Hausdorff. Entonces, si A C X es de primera categoria,

int(A) = 0.

C.2. Continuidad de aplicaciones lineales

Teorema C.2.3 (del grafo cerrado) [5, Th 2.15] Supongase que
a) (X, 1) e (Y, m) son F—espacios,
b) T:X — Y es aplicacion lineal y
¢) GrafT = {(x, Tx) | x € X} es (1] X o) —cerrado.

Entonces T es continua bajo t| — 75.

C.3. Resultados relativos a la integral de Lebesgue
Teorema C.3.4 (convergencia dominada de Lebesgue) [2, Th 2.24] Sea (X, X, i) un espacio
de medida y sea una sucesion { f} men C L' (X) que verifica:

a) f,, —— f en casitodo X,
M—>o0

b) existe g € L' (X) no negativa tal que |f,,| < g en casi todo X (m € N).
Entonces f € L' (X) yvale [y f du = limy,—se [y fru dpt.
Lema C.3.5 (regla de derivacion de integrales paramétricas) [2, Th 2.26] Sea (X, X, 1) un
espacio de medida, I C R un intervalo abiertoy f : X x I — C una funcion tal que

a) f(e,t) €L (X)paratodot €1,

b) existe df/dt entodo X x 1y

¢) existe h € L' (X) no negativa tal que |(f/t) (x, t)| < h(x) para todo (x,t) € X x L.
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Definiendo
F)= [ fxndu (D)

se tiene que F es derivable en I y que
F(1) = / (Of/31) (x, 1)du Vi€l
X

Teorema C.3.6 (de Tonelli-Fubini) [2, Th 2.37] Sea f : X XY — C medible en X x Y. Si se

/x(/y|f(x’ y)| dy)@[x<Jrc><>
0 bien /Y</x|f(x’ y)l dX)dy<+oo

o bien
|1yl axdy < e
XxY

supone que

entonces

k </Yf("’ 7) dy) ax= </Xf<x, Y) dx) dy= [ f(xy)dydx

Y, por tanto, cada una de estas tres integrales es absolutamente convergente
Ejemplo C.3.7 Aplicando el teorema de Fubini, calcular

/+oo e*rz/zdr.

Elevando al cuadrado la integral, que es convergente pues ya se sabe que el integrando es una

funcién de la clase de Schwartz, se tiene:

oo oo
(/ e_’z/zd) / / (+s7) /zdrds—27r/ pe P2 dp =

= —27:/0 %( P /2> dp =21 [e”z/z}pzo =2m.

Teorema C.3.8 (desigualdad de Holder) [2, Prop 6.2] Sean p, g € [1, + o] tales que

I 1
—+4+—-=1 (conjugados)
p

y (X, ¥, i) un espacio de medida. Si f € LP (X)y g € L4(X), entonces fg € L' (X) y se verifica

1/p 1/q
Joursl o= ([ aw) ([l on)



C.4 Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier 73

C.4. Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier

Teorema C.4.9 Sean f, g € L' (R") ey € R". Entonces
a) F{tf}= e,-(,y)f (traslacion)
b) F{ewf}=1yf (modulacién)
o) F{fxgl=m.f§ (transformada de una convolucion)
d) Z{f(2)}(&)=¢e"f(e&) (E€R") sie >0 (dilatacion)
e) Flaf+bgl =af+bg sia, becC (linealidad)

Demostracion. Sea & € R" en toda la demostracion.
a) El célculo es el que sigue:

L=y B (0 = [ f@)e S i (@) = [ f e 2)

b) El cadlculo es el que sigue:

L@ e = [ Fx)e k(9 = (& )

¢) El calculo es el que sigue:

Frea @)= [ ro@e = [ ([ rx-ugwa)e

Tn

aplicando el teorema de Fubini —Teorema C.3.6—,

Firea) @ =5 [ et ([ 7w ox)au

Tn

y, realizando el cambio de variables X —u = v, luego dx = dv, se tiene

Firead @ =5 [ e ([ s ay)au—

Ttn
“ (/ : f<v>e—l‘5”dV) g(we S du = 1, f(£)§(£)

_ﬂ:n RN

d) El célculo es el que sigue:

/ Fx/e)e A (x) = / Flu)e EEengy (u) = " / £ (u) e ¥R, (u)

n n

efectuando el cambio de variables u = x/¢, luego dA, (x) = €"dA, (u).
La propiedad e es consecuencia de la linealidad del operador integral. U
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