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Resumen

En el presente trabajo se procederd al estudio de una herramienta muy 1til en Anélisis,
la transformada de Fourier. Realizaremos un estudio fundamentalmente tedrico y en dltima
instancia estableceremos su aplicacién a algunas de las més conocidas EDPs, como son la
ecuacién del calor, la ecuacién de Laplace y la ecuacién de ondas.

En primer lugar, en el Capitulo [1] introduciremos algunas definiciones y resultados que
seran relevantes en capitulos posteriores. Daremos la definicién y propiedades de la convo-
lucién de funciones medibles. La convolucion nos aparecera posteriormente en la expresion
de la solucién de las EDPs mencionadas anteriormente.

También se estudiara el concepto de aproximacién de la identidad regular (AIR) y pro-
baremos dos resultados importantes sobre convergencia en LP de AIR (Teorema |1.2.4) y
sobre convergencia puntual de AIR (Teorema . Estos resultados nos serdn impres-
cindibles a la hora de probar algunos de los teoremas importantes relacionados con la
transformada de Fourier, asi como en las aplicaciones.

Al final del capitulo se probard el Teorema de convergencia puntual de AIR. Para ello
introduciremos un operador, la funcién maximal de Hardy-Littlewood, asi como la prueba
de algunos resultados relacionados con éste.

Serd en el Capitulo [2| donde se introduzca propiamente la definiciéon de transformada de
Fourier de una funcién f € L'(R%):

~

F& = | fl@)e ™ %dx, ¢eR?
]Rd

Estudiaremos sus propiedades algebraicas, entre ellas las formulas para la transformada
de Fourier de una convolucién o una derivada y las propiedades analiticas de la transfor-
mada de Fourier, entre las que cabe destacar el lema de Riemann-Lebesgue:

“Si f € LY(R?) entonces limyg o0 ]?(f) =0.7

También estudiaremos algunos ejemplos de calculo de transformadas que nos seran tiles
posteriormente tanto en la prueba de algunos resultados como en el célculo de la solucién
de EDPs.

Como cierre de este capitulo, veremos uno de los teoremas mas importantes de esta teoria
y algunas de sus consecuencias. Este es el Teorema de Inversion 1’ que establece:
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“Sea f € LY(R?) tal que fe L'(RY), entonces
f(z) = e f(f)e%mfdf, ct.p.x.”

Esta expresion es conocida como transformada de Fourier inversa. (Para la prueba de este
resultado serd necesario el mencionado anteriormente Teorema de convergencia puntual
de AIR).

En el Capitulo|3[nos centraremos en el estudio de la transformada de Fourier en L?(R?),
donde destacamos un resultado fundamental que afirma que la transformada de Fourier es
una transformacién unitaria en L?(R%). Es el conocido como Teorema de Plancherel
y nos dice que:

“Si f € LY(RY) N L2(RY), entonces f € L2(RY) y ademds
£z ey = 1l L2 (ray-”

Para la prueba de este resultado serd necesario el teorema de convergencia en L? de AIR.

Como corolario, podemos establecer una definiciéon de la transformada para funciones
f e L2RY) (Ff) por densidad, pero al ser esta definicién abstracta, probaremos que se
puede dar una férmula explicita (Corolario [3.1.3]).

Por tdltimo, mediante un ejemplo veremos que la resolucién de algunas integrales cuyo
calculo no es sencillo, es posible simplificarlo mediante el uso del Teorema de Plancherel.

Es ya en el Capitulo 4{donde pasaremos a estudiar la transformada de Fourier en LP(R%).
En primer lugar, daremos una definicién de la transformada de una funcién f € LP(RY)
conl<p<2y f=fi+fo€ L'+ L?y veremos que se puede expresar como la suma de
las transformadas de f; y fo. Existe un resultado mas preciso que nos dice que si f € LP
con 1 < p < 2 entonces Ff € LP siendo p’ el conjugado de p. La prueba de este teorema
serd el objetivo fundamental de este capitulo. Este teorema es el conocido como Teorema

de Hausdorff-Young (4.1.3):

“Si f e LP(RY) con 1 < p < 2, entonces Ff € LP (R) donde }D + [% =1y

IF £l < I fllps  Vf € LP(RY).”

Para ello, serd necesaria la prueba del Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin .
Una vez probado el Teorema de Hausdorff-Young, nos plantearemos si existe una férmula
explicita para definir la transformada de Fourier en LP al igual que lo vimos en L? en el
capitulo anterior. Probaremos que si.

El ultimo capitulo del trabajo, lo dedicaremos al estudio de la aplicacién de la transfor-
mada de Fourier a la resoluciéon de EDPs.

Comenzaremos introduciendo la clase de Schwartz S, lo que nos permitira justificar la
validez de los cédlculos formales que siguen.
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Consideraremos el problema de la ecuacién del calor con condiciones iniciales. Mediante
el uso de transformadas obtendremos una solucién formal y probaremos un resultado
mas preciso que nos garantizara la existencia de dicha solucién y algunas propiedades.
Un razonamiento andlogo realizaremos para el problema de la ecuacién de Laplace en el
semiplano con condiciones iniciales.

Realizaremos un estudio méas exhaustivo del problema de la ecuacion de ondas. Mediante
una prueba formal obtendremos la solucién, y probaremos un resultado sobre existencia de
dicha soluciéon. Veremos también un resultado local de unicidad de la ecuacién de ondas
(unicidad en conos). Estudiaremos ademds una propiedad de la ecuacién de ondas: la
conservacion de la energia global.

Para finalizar, y a modo particular, veremos la ecuacion de ondas en dimensiones d =
1,2,3. En d = 1 aparecerd la conocida férmula D’Alembert, solucién del problema de la
ecuacion de ondas en esta dimension:

T+t

) = $ a0+ fe-01+3 [ gy

r—t

En d = 3, introduciremos el concepto de media esférica y se vera que la solucién puede
)
expresarse usando la media esférica de los datos iniciales.

Por ultimo, veremos que la soluciéon de la ecuacién de ondas en dimension 3 lleva a
una solucién de la ecuacién de ondas en dos dimensiones, lo que llamaremos método del
descenso.

A lo largo del trabajo hemos seguido principalmente las referencias [3], [6] y [7].
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Abstract

The current essay focuses on the study of a very powerful tool in Analysis, the Fourier
transform. A mainly theoretical study will be made and, finally, it will be applied to three
important PDEs: the heat equation, the Laplace equation and the wave equation.

Firstly, in Chapter [1| several definitions and results will be introduced, being relevant in
later chapters. The definition and properties of the convolution of measurable functions
will be given. The convolution will appear later as a part of the solution of the PDEs
mentioned before.

The concept of regular approximation to the identity will be introduced. We shall prove
two important results about convergence in LP of regular approximation to the identity
(Theorem and about pointwise convergence of regular approximation to the identity
(Theorem [1.2.6). Those results will be essential to prove some of the most important
theorems related to Fourier transform, as well as in its application.

At the end of the chapter the pointwise convergence of regular approximation to the
identity Theorem will be proved. To do so, we shall introduce the Hardy-Littlewood ma-
ximal function, as well as the proof of some others results related to it.

In Chapter [2| we give the definition of Fourier transform of a function f € L!(R%):

~

F©) = [ fla)e® ™ dx, &R
]Rd

We shall study its algebraic properties, such as the formulas for the Fourier transform
of a convolution or a derivative and the analitic properties of the Fourier transform. It is
important to outline the Riemann-Lebesgue lemma:

“If f is L' integrable on R, then f(f) — 0 as |§] = c0.”

Some examples of transform calculations will be studied as they will be useful afterwards
to prove some results as well as to calculate explicit solutions of PDEs.

At the end of this chapter, some of the most important theorems of this theory and

some of its consequences will be studied. This is the Fourier inversion Theorem(2.3.1]),
that establishes:

“Let f € LY(RY) such that f € LY(RY), then

f(z) = f(&)ezmmgdf, almost everywhere x.”
Rd
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This expression is known as inverse Fourier transform. (To test this result the already
mentioned pointwise convergence of regular approximation to the identity Theorem will
be needed).

In Chapter (3| the study will be focused on the Fourier transform in L?(R%), where
a fundamental result will be outlined. It says that the Fourier transform is a unitary
transformation in L?(R%).This is known as Plancherel Theorem (3.1.1)) and it says that:

“If f € LY(RY) (L2(RY), then f € L2(RY). In addition
1 2@y = 1l 2y

To test this result the convergence in L? of regular approximation to the identity Theorem
will be necessary.

As a corollary, we can establish a transform definition to functions f € L2(R%) (Ff) by
density, but as it is and abstract definition, we shall also prove that an explicit formula

can be given (Corollary [3.1.3]).

Finally, using an example, we will see that it is possible to simplify the process of solving
some integrals, whose calculation is not easy, by using the Plancherel Theorem.

In Chapter 4, we study the Fourier transform in LP(RY). Firstly, we shall define the
Fourier transform of f € LP(R?), 1 < p < 2, by writing f = f1 + f» € L' 4+ L? and letting
F(f) = fi+F(f2). There is a more precise result which says that if f € LP with 1 < p < 2
then Ff € L¥ being p and p/ conjugate exponents. The proof of this theorem will be the
main objective of this chapter. This is known as the Hausdorff-Young Theorem (4.1.3)):

“If f € LP(RY) with 1 < p < 2, then Ff € L (RY) where % + I% =1 and

IFflly < fllps  Vf € LP(RY).”

To do it so, it will be necessary to prove the Riesz-Thorin interpolation Theorem (4.2.2)).
Once it is proven, we will turn to the existence of an explicit formula to define the Fourier
transform in LP, as it was seen for L? in the previous chapter.

The last chapter of the present dissertation is dedicated to study applications of the
Fourier transform to the resolution of PDEs.

In first place, we will introduce the Schwartz class §. This will allow us to justify the
validity of formal calculations that come later.

The initial value problem of the heat equation will be considered. By using transforms
we will get to a formal solution and prove a more precise result that will guarantee the
existence of a solution and some of its properties. A similar reasoning will be done to the
initial value problem of Laplace’s equation in the upper half plane.

Later, we will do a most exhaustive study of wave equation problem. By using a formal
prove we will get to the solution, and will prove a result about its existence. A local
uniqueness result for wave equation (uniqueness in cones) will also be seen. We shall also
prove an important property of the solutions to the wave equation: the global energy
conservation.
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Finally, and particularly, we will find explicit formulas for the solutions of the wave
equation in dimensions d = 1,2, 3. In d = 1 we recover the well-known D’Alembert formula:

T+t

u(w,t) = L[f@+1) + flo— )] + L / o(y)dy.

r—t

In d = 3, the concept of spherical mean of a function f is introduced and it is proven
that the solution can be expressed by using the spherical mean of initial data (see Theorem
5.3.9)).

At the end, it is proven that the wave equation solution in dimension 3 leads to a wave
equation solution in two dimensions. This is named as the descent method (see Section
5.3.3).

The main references used in this study are the following: [3], [6] y [7].
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Capitulo 1

Convoluciones y aproximaciones
de la identidad.

En este capitulo, seguiremos principalmente las referencias [6] y [7].

1.1. Convolucion, ejemplos y propiedades.

Trabajaremos en esta seccién en R% con la medida de Lebesgue.

La nocién de convolucion de dos funciones desempeiia un papel fundamental en Anélisis.
Aparece de forma natural en las series de Fourier, como se ha visto en el Grado, pero
también sirve de manera mas general para expresar soluciones de EDPs, y en otros aspectos
que veremos en este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sean f,g : R — C funciones medibles. Definimos la convolucién
de f y g como:

fro@i= [ fa=poiy.  aer
siempre que la integral sea absolutamente convergente (es decir |f| * |g|(x) < 00).

Veamos algunos ejemplos relacionados con la solucién de EDPs en los que aparecen
estas convoluciones:

Ejemplo 1.1.2 (Solucién de la Ecuacién del Calor). Consideramos la ecuacion del
calor con una condicién inicial:

ug(z,t) = Agu(z,t) con (z,t) € R x (0,00)
u(z,0) = f(z)

Haciendo uso de la transformada de Fourier, veremos en el Capitulo 5| que la solucién
formal de este problema viene dada por:

u(z,t) = hi(z) * f(2),

2

_z 3 /

donde hy(z) = —— e~ % se denomina Niicleo de Gauss.
Vamnt

Vemos asi que el problema de estudiar la solucién de la ecuacién del calor u(x,t) se reduce
a estudiar propiedades de la convolucién hy * f.



Ejemplo 1.1.3 (Solucién de la ecuacién de Laplace en el semiplano). Considera-
mos ahora el siguiente problema:

Au(z,y) =0conz €eRey >0

u(z,0) = f(z)

Veremos también en el Capitulo [5| que la solucién de este problema viene dada por:

u(z,y) = (f * Py) (x)
donde Py(x) = %y%ix? es conocido como Nicleo de Poisson.
Proposicién 1.1.4 (Propiedades de las convoluciones). Sean f,g,h : R? — C
funciones medibles tales que f* g y [ * h estan definidas. Entonces se verifica:

L fx(g+h)=(Frg)+(fxh)
2. (ef)yxg=c(f*g) = f=*(cg) para cualquier c € C
3. frg=gx*f
4. (fxg)xh=fx*(g=*h), si alguna de ellas estd definida.
Demostracion. Las propiedades 1) y 2) se siguen de la linealidad de la integral.

3)

(P = [ 1oty =

haciendo el cambio de variable x — y = u,dy = du
= [ fwg(e ~udu = (g f)(x).
4)

(Fra)sh@) = [ (Fra)e-nhtds= |

R [ R fle—y- Z)Q(Z)dz] h(y)dy =

haciendo el los cambios de variable u =y + 2,z =u —y

= [\ fa = wote=pitan] ay = [ s ([ otumpiay) au

— [ Ja—w)(gh)(wdu=f*(g%h)(a).

R4

En la 4° igualdad hemos usado el teorema de Fubini (Apéndice [A.15) ya que si
suponemos el primer término definido se tiene |f(x —y — 2)g(2)h(y)| € L' (dydz).

O
Proposicién 1.1.5 (Desigualdad de Young). Si f € L', g € LP, 1 < p < oo, entonces:

1+ gl < 1 fllllgllo
por tanto f xg € LP.



Demostracion.
If*glly < H/If = y)9(W) Ayl Lr(dz) /Ilf T = Y)zr(ae)l9W)ldy = [ fllpllgllx

donde hemos usado en el segundo paso la Desigualdad integral de Minkowski (recogido en
el resultado del Apéndice |A.1]). O

Proposiciéon 1.1.6. Sea 1 <p< ooy feLP, ge LI con % + % =1, entonces:
i) f*g€UCRY
i) |1 * glloo < [[fllpllgllq
i) Sil <p<oo=limy . f*xg(x)=0
Para la demostracién de esta proposicién haremos uso del siguiente lema:

Lema 1.1.7. Si 1 < p < oo, entonces Vf € LP(RY)

Jm (174 ) = £l =0.

Demostracion. Usaremos la densidad de C2°(R?).
Dado € > 0, existe ¢ € C° tal que [|f — ¢||, <€

[FCH+R) = FOly = WfC+h) =l +h)+o(+h)—¢+¢—flp

IN

1FC+h) =@+ M)y + [l +h) = ¢llp + e = Flp

= 2le = fllp + llp(-+ ) =@l

El primer sumando del iltimo miembro sabemos que es < 2¢, nos queda ver que el
segundo sumando es menor que ¢, si |h| es suficientemente pequeno.

Como Sop(p) € Br(0) para R suficientemente grande, se tiene que
Sop(p(- +h) — () € B2r(0)
si |h| <R

COIHO (2 S Z/{O(Rd)’ eXiSte (50 = (50(('07 R7 6) tal que Si |h| S 50 y x c Rd entonces
lp(z + h) — ()] < Rd/P Por tanto

It +0) - ¢l = ([ oo+ - ga(x)\pdx)l/p <(/ ) o) 7w

con C constante. Por tanto,

IFC+h) = fOllp < (C+2)e, i |h] <o

Estamos ahora preparados para probar la Proposicién [1.1.6



Demostracion Proposicion 1.1.6. i) Podemos suponer 1 < p < oo (si no, intercambia-
mos f por g). Usando la desigualdad de Holder tenemos

gl h)— [rgla) = ‘/(f(:v+h—y)—f(x—y))g(y)dy

< fe+h =)= flz=)lpllglly = (1)

Haciendo el cambio de variable u = z — y y usando el lema anterior vemos que

|h|— 0
(1) = Ifw+h)=F)lewlglly— 0
independientemente de z. Por tanto, f * g es uniformemente continua.

ii) Aplicando la Desigualdad de Holder

rra@l = | [ s vawar| < [ 1= nra) " (/ \g(y)ﬁdy)l/q — 1 llgle

iii) Sea 1 < p < co. Fijamos € > 0.

Tomamos F, G € Cu(RY) tales que || f — Fll, < 5. la—Glly < - ¥ IGlly < 2llgla.
lo cual implica que F' * G tiene soporte compacto digamos en Bp.

Vamos a ver que si |z| > R entonces |f % g(x)| es pequeno.
[fxg(@)] = [fxg(x)—f*Gx)+ f+G(x) - F*G(z)]
donde el dltimo sumando vale 0 si x| > R. Entonces
[(Frg)@)] < [f+(g=G)@)+|(f = F)«G@)| <|fllpllg = Gllg + [If = FllplIGllq

1Gllq

€+ €
9l

< e+ 2¢ = 3e.

O

Recogida en la siguiente proposicién, se encuentra una propiedad de la derivada de
una convolucién que nos serd de gran utilidad cuando estudiemos aplicaciones de la trans-
formada de Fourier a la resoluciéon de EDPs en el Capitulo 5.

Proposicién 1.1.8. Sean f € L'(R?) y g € C¥(R?) con g acotada (y todas sus derivadas
también). Entonces

O (fxg)=[fx(0%),  silo|<k
y por tanto f x g € CF(R?),

Demostracion. Aplicando k veces el Lema de Derivacion de integrales paramétricas (reco-
gido en el Apéndice en el lema |A.2]) obtenemos la prueba. O



1.2. Aproximaciones de la identidad.

En esta seccion introducimos el concepto de aproximacién de la identidad, el cual nos
llevara a probar algunos resultados de convergencia, tanto puntual como en LP, de la
convolucién de una funcién con una aproximacién de la identidad.

Estos resultados seran determinantes a la hora de probar dos de los teoremas funda-
mentales que veremos en el Capitulo 2 (Teorema de Inversién [2.3.1]) y en el Capitulo 3

(Teorema de Plancherel (3.1.1]).

Definicién 1.2.1. Decimos que {¢;}¢i~0 € L'(R?) es una aproximacién de la identi-
dad regular (AIR) cuando ¢ — 0 si

i) Supsso / or] < oo

iii) Vo >0, h'mt_m/ lot] =0

|z|=d

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.2.2. La familia {cpe(:c) = mx&(o)(x)}oo es AIR.

Cumple las tres propiedades trivialmente.
Lema 1.2.3. Si p € L'(RY) y /go =1, entonces {p(x) = t%¢(%)}t>0 es una aprorima-
cion de la identidad reqular si t — 0.

Demostracion. Haciendo el cambio de variable % = u tenemos:

/tldgp (3) = /go(u)du -1 W

Por lo que se verifica i) y ii). Veamos iii):

Haciendo de nuevo el cambio de variable § = u, se tiene

[ Je@la= [ jp]du
ja] >0 ful >4
0

por lo que como 3 — +00 cuando £ —» 0T, por el Teorema de la Convergencia Dominada
(ver Corolario [A.11]) tenemos:

/ lo(u)|du — 0 cuando t — 0.
Jul

>4
]

Pasamos ahora a estudiar los teoremas mencionados anteriormente sobre convergencia

de AIR.

Teorema 1.2.4 (Convergencia en LP de AIR). Si {¢;}1~0 es aprozimacion a la iden-
tidad regular cuando t — 0, entonces:



a) Sil<p<ooyfeLP(RY) entonces i * f . f en LP(RY).

b) Sip=o00y f€UCyea(R?) (uniformemente continua y acotada) entonces

0 .
ot x f = f uniformemente.

Demostracion.  a)

ook (z) — f(z) = / f(& — y)er(y)dy — f(x) / ou(y)dy = / (Flz— 1) - F(2)) euly)dy

donde la primera igualdad se da ya que ¢; es AIR. Por tanto se tiene:

lovs f = Flloan = | / (F(& — 1) — F(2)) oe@)dyll1oan) <

aplicando la Desigualdad Integral de Minkowski

< [17@ =)~ F@lalerwldy

= / 1 f(z =) = F@)||Lo(dn) e (v)|dy + / 1f(x —y) — f(@)]|Lr(ax) o (y)]dy
ly|<d ly|>6

< /yK& If(z—y) — f(x)”LP(dx)"Pt(y”dy+/y|>6 12flplee(y)ldy = (1)

Dado € > 0, sabemos que 30 > 0 tal que [[f(-+y) — f()|l, < e si |y| < d (por el
Lema |1.1.7]). Por tanto:

1) < /| ey + / 127 Il ())dy

ly|>6

< eswlali+20fly [ ey = @

ly|>0
donde sup,~q [|¢¢][1 es finito por ii) de la definicién de AIR.
Por iii) de la misma definicién, 3ty = to(e,0) tal que / lod] < €, VE < to,

ly|>6
con lo cual

— 0

(2) < 6§“§|’s0t||1+2|!f!\p66—> 0
>

Por tanto, ¢ x f — f.

b) Este resultado es andlogo usando || - || en lugar de norma LP.

Como Corolario de la prueba de b), se puede extraer el siguiente resultado:

Corolario 1.2.5. Sea {¢i}i>0 una AIR. Si f € L®(R%), tal que f es continua en un
punto o € R, entonces

o * f(@o) =7 f(xo).



El siguiente resultado sobre convergencia c.t.p. de AIR es mas dificil que el sobre
convergencia en LP.

Teorema 1.2.6 (Convergencia puntual de AIR). Sea {(pt = tldcp (%)}DO donde
pe L, /8021 y le(@)] <W-
Entonces para toda f € LP(R?) con 1 < p < o0

3 lim fxpi(x) = f(x) ct.p.x.
t—0+

Nuestro objetivo ahora es la prueba de este teorema. Para ello es necesario introducir
el concepto de Funcién Maximal de Hardy-Littlewood y algunos resultados relacionados
con esta funcién, recogidos en la siguiente seccién.

1.2.1. Funcion Maximal de Hardy-Littlewood.

Definicién 1.2.7. Sea f € L} (R%), se define la funcién maximal de f como:

loc

1
Mf(z):= SHPM/BT(@ | fldx

r>0

Introducimos ahora la definicién de LP-débil y un resultado relacionado con este con-
cepto, la Desigualdad de Tchebichev, que seran necesarios posteriormente en el capitulo.

Definicién 1.2.8. Decimos que f : R — C medible estd en LP-débil =LP> con 1 <
p < oo sidC > 0 tal que

’{xeRd:]f(x)]>)\}’<%, VA > 0, (1.1)

y se llama || f||zp.cc := min{C : (1.1)) es cierto}.

Proposicién 1.2.9 (Desigualdad de Tchebichev). Sea f € LP entonces,

51> 3y < 8,

Demostracion.

- [ £ ity
{If] > NY| = /|f|>N1_/|f>N ~ </|f>N )l Np/\f |

Visto estre resultado, es claro que LP C LP*°. La inclusion contraria no tiene porqué ser
cierta, veamoslo con un ejemplo:

O]

Ejemplo 1.2.10. Veamos que LP & I[P

Sea f(x) = Ir\l/p € LP>°\LP. Es claro que f ¢ LP :

Lu@r = [ G —rer

7



Veamos que f € LP>°:

{reR:|f(z)] >N} = {:CER:;>N}:{:1:€R:;[>\$|1/1”}

1
lo cual implica que f € LP>° y || f||Lp.c = 2P.

Estamos ahora preparados para continuar con la teoria de la funcion maximal de
Hardy-Littlewood.

Teorema 1.2.11 (Teorema de Hardy-Littlewood). Sea f € LP(R%):

a) Sip=1 entonces M : L' — LY es decir existe Cy > 0 :
d Ca
‘{x eRY: Mf(z) > R}‘ < 2@y YR>0.
b) Sil<p< oo entonces M : LP — LP*°, es decir existe Cq > 0 :

C
{z eR": Mf(2) > RY| < ZIf, 0y VR >0

Nota. Este resultado puede ampliarse a M : LP — [P, 1 < p < oo usando el teorema de
interpolacion de Marcinkiewicz. Este teorema no entra entre los objetivos de este TFG,
pero puede encontrarse en [8] (Capitulo II, Teorema 2.5).

Enunciamos y demostramos un lema previo que usaremos en la demostracién de este
teorema:

Lema 1.2.12 (Lema de cubrimiento de Vitali). Si By, Bs, ..., By son bolas de R?,
existe una subcoleccion By, Bs, ..., By tal que:

i) By son disjuntas dos a dos.
y kS N
it) ‘Ul:l Bl’ 2 3%1 Uj:l Bj)

Demostracion. Podemos suponer que |Bi| > |Bgs| > ... > |By|.

Elijo E = B, la bola méas grande.

Elijo E: la siguiente bola mds grande que no toca a E, es decir:
sea ng = min{j : By () B; = 0}, entonces By = B,,.

Tomo B3 = la siguiente bola més grande que no toca a By U B, y asi sucesivamente.



En algiin momento el algoritmo para. Después de k iteraciones ya no existen mas bolas
disjuntas con By U ... U By. Para cualquier Bj,

= 0 bien coincide con algin B;

= 0 bien Bj corta a algunas bolas th, s By

Escojo la mayor E Entonces Bj C BE, ya que el radio de E es mayor que el de B;. Por
tanto se tiene:

N

Us

=1

k
<

k k k
3B <Y 3B =Y 87| B = 3| U B
1 =1 =1 =1

donde la dltima igualdad se da por ser los E disjuntos. Se obtiene la desigualdad

N
UB;
=1

=

k/-\_/
U5

=1

1
Z 34

Pasamos ahora a probar el teorema de Hardy-Littlewood:

Nota. En primer lugar, como r — |f| es continua, entonces

’B’l" By (z)
1
M f(z) = sup 7 |f1,
>0 |Br| /b, ()

y por ser supremo numerable de funciones medibles, es medible.

Demostracion del teorema[L2.11:  a) Caso p=1:
Sea Ep = {z € R?: M f(z) > R}. Tenemos que ver que |Eg| < &|/f|L, .
Si z € ER, entonces 3B, (bola centrada en x) tal que ﬁ / |f| > R.

Tenemos que Er C U,ep, By Como |Eg| = sup{|K| : K C Egr} con K com-
pacto, tomo uno de esos compactos K C Er C UerR B,. Existe por tanto un
recubrimiento finito By, ..., By donde N = N(K) tal que K C By U...U By.

Si las bolas fueran disjuntas,

N

N

1 1 Hf||1
Kl < |BijU..UB gg B»<§ — = — < -
K] B vl - ‘”’ jle/B.m R/UBJ,W R

Jj=1 7
v ya lo tendriamos.
En general, las bolas {Bj}j.vz , no serdn disjuntas pero podemos usar el Lema de
Vitali. Tenemos que K C By U ... U By, por tanto

N
K < |UJBj| <
j=1



usando el lema de Vitali

. k k d d
_ — 1 3 3£l Callfllx
- l l:1 | l| < Rl:1 E‘f‘ R UkE|f’ — R R

Tomando el supremo sobre todos los compactos K se obtiene el resultado.

< 3?

b) La misma prueba da que si 1 < p < oo

o€ RY: Mf(@) > BY < 5 [ 179, va que

s = s [0 <o (g ) = oasre

zeB zeB

En particular, Ep = {x € RY : Mf(z) > R} C {z € RY : M(fP(z)) > RP}, y
repitiendo el argumento de a) lo tenemos.

Ast, M : [P — [P
O

La funcién maximal de Hardy-Littlewood sirve para controlar las funciones maximales
asociadas a las AIR. Vedmoslo en el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.13. Si |p(z)| < entonces

C
(1+[z])d+L”
M f(z) = sup |y * f(z)] < C,Mf(z), VfeL'(RY) veeR?
t>0
Demostracion.

T /|f el — y)ldy <

por hipdtesis

1 C
< - -
< g /Rd |f(y)] T dey

1 C C
= 5 + e
= /xm\f(y)\(lw ey th |- el

1 C
< = T Wt / =)™
/ Bula )‘ 1d+1 Yy th 20t<|z—y|<29+1¢ (y)|(|xty‘)d+1 !
, C
< CO-= )|d !
= td By (z) v) y—l—z /a: y|<2J+1t ‘2j(d+1) ’
2 ]C
2]+1t
< CMf( 1+de2 N =M@,
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El siguiente teorema sera decisivo para la prueba del teorema de Convergencia Puntual
de AIR (|1.2.6) ya que dicha prueba se extraerd como un corolario del siguiente:

Teorema 1.2.14. Sea ® = {¢i}i~0 A.LR. tal que
i) g% @i(r) — g(z), VreRyVgeC,
i) Si M®f(z) = sup,~q | f * ()| cumple que M® : LP — LP>° para algin p > 1
Entonces, para toda f € LP(R?),
El%l;I}I(l)f xpi(z) = f(zx), ctp. zeRL

Demostracion. Sea f € LP(R?).

Para N > 0 fijo, sea Ey = {z € R? : limsup | f = ¢y(2) — f(z)| > %}

=

Hay que ver que |Ex| = 0 VN. En ese caso, |JEnN| = 0y si z ¢ |JEN entonces
limsup;_,o |f * ¢i(z) — f(z)] = 0y por tanto Ilimy_,o f * @i(x) = f(x) ct.p.w.

Como M® : [P — 7o [{M®g > A} < Flsle yx > 0,vg € L7,

Fijamos € > 0 y tomamos g € C°(R?) tal que || f — gl < 35
Por i), 3lim g * ¢(x) = g(z) Vz. Entonces

En = {xeRd:h’msup[l(f—g)*sot(w)Jr(g*cpt(x)—g(w))+(9—f)($)\]2Jif}

- {:r e R :limsup|(f — g) * @u(2)| + limsup |g = oy (z) — g()| + (g — ()] > —

donde el segundo sumando de este tltimo conjunto es 0 por la hipdtesis i).
Hemos usado el resultado recogido en el Apéndice que dice:

“limsup(a; + b;) < limsupa; + limsup b y si |F(z)| < |G(x)|, entonces

{z eRY: |F(z) > A} C {z e RY: |G(z)] > \}”.
Tenemos que
W ¢ {eertM -9 +o- N> 5|
Asi,
Bl < |foert oz o))+ [{eerti -0z g | <

usando que M® : LP — LP* y la Desigualdad de Tchebichev(|1.2.9)

If —9gllp

()"

Cllf = gllp

- &)

— 0

= 2N)P([C+ D[ f —glh <(C+1)e 70

+
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Una vez llegados a este punto, extraemos como un primer Corolario de este teorema
el teorema de Convergencia puntual de AIR(/1.2.6|). Recordamos su enunciado:

Corolario 1.2.15 (Convergencia puntual de AIR). Sea {p:(x) = tldgo (%) }t>0 donde
pell, /8021 y ()| <W'
Entonces para toda f € LP(R?) con 1 < p < oo

3 lim fxp(x) = f(x) ct.p.x

t—0t+
Demostracion. Aplico el teorema anterior. Veamos que se cumple ii) ya que
M? f(z) = sup |[f o+ eu(z)] < CoM f(x)
>

donde esta ultima desigualdad se da por la Proposicién [1.2.13

Como M : LP — LP°° por el teorema de Hardy-Littlewood (|1.2.11]), tenemos que
M® . P — [P por lo que se verifica ii).

También se cumple i) por el teorema de Convergencia de AIR (teorema b))
hecho, g * p¢(z) — g(x) uniformemente Yz € R y Vg € C.(R?)).

Por tanto,
3 lim f*p(z) = f(z) ctp. .
t—0

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.2.16. Sea ¢(z) = |B1( B O XB1(0 )( x), entonces pi(x —y) = mx&(z)(?/)'

Por tanto

1
% d
[*oi(x /f y)pi(z dy = Bl Bt(x)f(y) Y

lo cual tmplica

tlgnom o fy)dy = f(x) ctp.x VfeLP(R).

Corolario 1.2.17 (Teorema de Diferenciacién de Lebesgue). Si f € Li (R%), en-

tonces
1

7 _ d

Demostracion. Basta probarlo para casi todo punto « € By(0), VN.
Fijamos By(0) y tomamos fy = fXBy,,(0) € L'(R?).
Por el teorema de Hardy Littlewood (|1.2.11)) v por el teorema [1.2.14] se tiene que:

3 En tal que |En| =0y si x € By(0)\En:
1

r— 0 — f(2).
B )] Jiy 0N 7 N =1)

12



Podemos suponer » < 1 de modo que B,(x) € By41(0),
fn(x) = f(x). Por tanto se veriﬁcaVa; € RN\ (U En).

Observaciones. 1) Mf(z) < ||f]loo = sup{|f(z)| : z € R}.

V|z| < N, lo cual implica
O

2) Del teorema de diferenciacién de Lebesgue se sigue que: |f(x)| < M f(z) c.t.p. x.

3) Consideramos la funcién f(z) = x(—1,1). Su funcién maximal viene dada por:

1 si xe(—1,1)
Mf(x)=<{ 1/2 si z=-1,1
1+1‘$| 51 lx] > 1

Vemos en este caso que f(z) = x(—1,1) € L?,

V1 < p < oo pero M f(x) ¢ LY(R) ya
que

/ _1 /m s
= = |In X = Q.
zj>1 1+ [7] 1 l+z !
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Capitulo 2

La transformada de Fourier en
LY(RY).

En este capitulo, las principales referencias son [3] y [8].

2.1. Definicién y primeras propiedades.

Definicién 2.1.1. Sea f una funcién tal que f € L'(R?), se define la transformada de
Fourier de f como

F© = [ fl@)e®™¢dz,  €eR?
]Rd

Proposicién 2.1.2 (Propiedades algebraicas de las transformada de Fourier).
Sean f,g € L'(R?), sus propiedades algebraicas son:

i) Linealidad

o — o~

(af +Bg)(§) = af(&) + Bg(E), a,feC

ii) Conjugacion

iii) Traslacion: Llamando Tnf(x) = f(x + h),
Tf(©) = ()

iv) Dilatacion

— ~

[f(#)] = Rf(R¢)

v) Modulacién: Sea g(z) = > f(z), entonces

~

9(&) = f(E—h)

Demostracion. i) Se prueba trivialmente usando la linealidad de la integral de Lebesgue
y sacando las constantes fuera de la integral.

14



ii)

—~

1€ = [ Fle)e s = | f(s)etmi*tds = (=)
Rd R4
iii)

Thf(€) = f(z+ h)e 2™y = / Fu)e 2miu=hE gy,

Rd Rd
_ /Rd f(u)627rih56727riu5du _ €2ﬂih£]?(§)
Haciendo el cambio de variable u = x + h.
iv)
T\ _omix —2miRu. Iy
F()e ity = R [ f(u)e TRy = RIUf(RE).
Rd Rd

Haciendo en este caso el cambio de variable % =u.

~

v) Usando la definicién de transformada de Fourier, §(&) = T (f)(€) = f(€ — h).
0

Proposicién 2.1.3 (Transformada de Fourier de una convolucién). Sean f,g €
L'(RY), entonces

—_— ~

fx9() = f(©)g(E).

Demostracion.
Fae) = [ weaemtan [ ([ o= otsis) e i -
R4 R4 R4

usando el teorema de Fubini (ver Apéndice [A.15))

= /Rd g9(s) </Rd flz— S)ez’mfdx> ds — /Rd g(s) < 5 f(y)ezm(y*S)fdy) ds

~

= [ ([ swememsay)as ([ aoesas) flo = o

Haciendo el cambio de variable y = = — s. O

Proposicién 2.1.4. Sean f,g € L'(R?), entonces se verifica:

[ iweway = [ @i
R4 Rd

Demostracion.

y f(@)g(z)de = /Rd f(x) (/Rd g(y)e—%mydy> e —

aplicando el teorema de Fubini

= [ ([ rweman)a= [ s

15



Proposicién 2.1.5 (Propiedades analiticas de la transformada de Fourier). Sea
f € LY(RY), entonces:

i) f € CRY y [ floo < £
ii) Si f es derivable, f,0..f € L'(RY) y im0 f(2) = 0 entonces

— ~

O, f(§) = 2mi&i f (£)-
iii) Si xf(x) € L, entonces f derivable y

of

875(5) = —2miz f(§).

iv) Lema de Riemann-Lebesgue Si f € L'(R?) entonces limyg o0 f(f) =0.

Demostracion. i)
FOl = || r@e = < / F(@)e 277 g
R4 Rd
- /R F@lle™*™dz = || f]lx
ya que |e”?™¢| = 1 por ser un elemento de la circunferencia unidad.

Veamos ahora que f es uniformemente continua:

~ ~

IfE+h) = fE =

f(S)e—QTri(§+h)st o f(s)e—%risfds
Rd Rd

g f(s)ef%ris{(ef%rihs _ l)dS

< / F(s)][e2mhe — 1ds
Rd

donde fy(x) = |f(s)||le"?™"* — 1| — 0 puntualmente Vs.

Tenemos que probar que la dltima integral converge a 0 cuando h — 0. Para ello,
haremos uso del Teorema de la Convergencia Dominada. Tenemos que encontrar una
funcién integrable que acote a nuestra funcién fy,(z).

Vemos que | f(s)|le=2™hs — 1| < 2|f(s)| € L', por tanto en virtud del teorema de
la Convergencia Dominada (Apéndice |A.11]),

/ 1f(s)]le"2"hs — 11ds "0 0
Rd

Por tanto,

Ve > 0,30 > 0: V|h| < J se tiene / |£(s)|le"?7"s — 1|ds < e. Lo cual implica que
Rd

f es uniformemente continua.

16



ii) Demostramos para dimensién d = 1. Sea N > 0, integrando por partes respecto de
x:

N

N . ‘ N '
/N 8xf(:1})€72mx£d$ — [f(x)ef%rzxé} N 4 271'2{ /N f(di)e*%rmédx

haciendo N — oo lo tenemos. La generalizacién al caso R? es inmediata.

iii)
o . —2misE 0 —2misE
[—2mixf](§) = —27sif(s)e ds = — (e ) f(s)ds =
Rd Rrd O
ya que ‘a% (eQmef(:U))’ = |2wsf(s)| € L, usando el teorema de derivacién bajo el

signo integral

0

— 5 [ Fe)e s = 2Ll = 16,

23

-~ _ —2mixg _ i ( e—27rix§ ) —
2@ = [ ewermtar= [ oy (G ) ae=

—2migg 7 T o —2mix€
, e 2 e
_ Nl Y s A Lo
/]Rd—l ([90(33 L T5) —27Ti§j]xj:oo R OT; (2) —2mig; x;) T

_ 1 —2miz€
— 2, /]Rd 8%,90(3:)6 dx
Asi,
2mig;P(€) = O, p(8)-
Por tanto,
00,26 _Jouel
56| = , ‘ < ===t (2.1)
2m &5 2m(&;| (3]
Por otro lado
2] < llelly = Co (2:2)

Combinando [2.1] y [2.2] tendremos que

(1 +1&D 9] < Cr+ Co

lo que es equivalente a
C1+ Cy

I

29 <

Iterando tendremos

C,, Co  lel—o0
méxi<j<q (1 +§5]) = 1+ [¢]

(8] < 0.
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En general, si f € L'(R?), entonces Ip € CX(RY) tal que ||f — |1 < e. Por
consiguiente:

~

— ~ C
SOl <1 =@+ 2] < IIf =l + 1+ﬁ§’ <ete

si [€] = Ro(p,€) grande.

O
2.2. Ejemplos de calculo de transformadas de Fourier.
Ejemplo 2.2.1. Sea f(r) = X[—a,q(2), su transformada de Fourier es:
— +o0 omia a ozt e~ 2mizg 1T
f§) = x)e diL‘—/ e M dy = [ _ ]
oo ( a —2mi§ |,__,
_ 672m'a£ eZm’a{ B -1 6727ria§ _ e27m'a§ _ 1 627ria£ _ 6727ria£
—2mi&  —2mif  w€ 2i s 2i
sin(2mag)
= E
por la definicion compleja del seno.
En particular, x[/;E &) = 511175725), que es lo que se conoce como “seno cardinal”.
22
¥
1 .04
[)I.-."IHE \
/5.1&5 \I
fo4r
f ozt
/\ ) /\
{ -
-3 - 1 [ 1 2 3
/ —0.2} \\
Figura 1.1: Funcion seno cardinal.
Ejemplo 2.2.2. Consideramos f(z) = =271l
R +0o0 +00 “+o00o
f(é—) _ / f($)6—27ria:§dx _ / e—27r\x|6—27rim§d$ _ / 6—27r\x|—27ri:p§dx
—0o0 —0o0 —00
. 0 - . +o0
/0 e?ﬂm(l—if)dx+/+oo e—27ra:(1+if)dx: e?reti =) e 2meliHe)
. g w19 |
B Lo, 1 lldigtloig 11
2m(1 —i€) = 2m(1+i4€) 2 1+€2 w142
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Ejemplo 2.2.3. Sea f(z) = e‘”g, vamos a probar que su transformada de Fourier es
ella misma:

fle) = / e T2 gy = / ¢~ m(@+2int—€2) o ~E? g
R

R

= ¢ / e~ (@) g0 — (¥) = e / e ™y = e
R R

ya que / e dr = 1 (esta integral se resuelve trivialmente mediante un cambio a polares
R

como probaremos en la nota abajo de este ejemplo) y haciendo uso del cambio de variable
“formal”z + i€ = u en (x).
Vamos a justificar este cambio de variable mediante el uso de variable compleja:

. e} ., .
Consideramos F(z) = e~ ™", funcidn holomorfa, y el recinto:

-N 71 N

con I' = 1 Uy Urys Uy, Sabemos que

4

0= /FF(z)dz:Z/7 F(2)dz

=1 i
L Pl A ()i

Vedmoslo para vo = N +it,t € [0,¢]:

N—0

Basta ver que: — 0

i

F(z2)dz
72

[yz F(%(t))vé(t)dt‘ _

3 )
/ efr(NJrzt)QZvdt‘
0

/S e_qr(N2_t2+2iNt)dt‘ < /5 e_nN2€wt2dt
0 0

_ 2 2 N—
< e ™V e TR

Un cdlculo andlogo lo prueba para 4. Entonces

/ e ™ du= lim [ F(z)dz= lim F(z)dz = / e i)’ gy

0o N—oo " N—o0 —3

como queriamos demostrar.
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Nota. Veamos que / e dy = 1.
R

Sea h : RZ2 — R definida como h(z,y) = (y) = e~ (@ +y?)

! //f(/)

Haciendo un cambio a polares:
x = pcosb, y = psinf, tenemos

™ +o0 T 400
/ / h(pcos@, psinf)p dpdd = / / e_’Tpr dpd6
f=—m Jp=0 9=—7 Jp=0

2.3. Transformada de Fourier inversa.

Una vez llegados a este punto, podemos preguntarnos: ;Es posible recuperar la funcién
inicial f a partir de su transformada f ?
Para ello contamos con el siguiente teorema, uno de los méas importantes dentro de esta
teoria:

Teorema 2.3.1 (Teorema de inversién). Sea f € L'(RY) y suponemos que fe L'(RY),
entonces:

f(z) = » f(é)e%"mfdg, c.t.p.x.

Nota. Se suele denotar g(x) = / G(€)e*™¢d¢ y se le llama Transformada de Fourier
Rd
Inversa (IFT).

Demostracion. Queremos ver f(x / f £)e?™iTe e,

—la|?

Tomo () = &p(2) con p(x) = e

Usando la proposicion tenemos que:

/R Jragemtae = | FQai@ends = (Rdﬂy)e—?’“yfdy) GO dE = (a)

Rd

Por la proposicién usando la propiedad de dilatacién y que @ = ¢ (ejemplo [2.2.3))

tenemos que »
Bil€) = plte) = p(te) = e eI,

Por tanto, usando ésto y el teorema de Fubini

@ = [ g ([ et ta)a = o

Por el ejemplo tenemos que
—_— 1 _
eIy — ) = e = i —y)
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por lo que:

O = [ fwea-nir=fra@ = @) ctpa 1)

donde ésto ultimo ocurre por el teorema de convergencia puntual de aproximacién
de la identidad regular probado en el Capitulo 1.

Por otra parte tenemos:

Fro(©e¥metag = [ F(e)e T’ 2mivt ge / F©)ele?miatde  (2) vz e R
Rd ]Rd Rd

donde ésto ultimo se tiene ya que fe L' y por el Teorema de la Convergencia Dominada.

Igualando (1) y (2) vemos que:
fla) = g FOF ™ de  ctp.x.
O

Obsérvese que la funcion de la derecha es continua en todo z € R?. Por tanto, hemos
probado que : Si f y f € L'(R?), entonces se puede modificar f en un conjunto de medida
nula de modo que f € C(RY).

En virtud de este teorema, puede probarse la unicidad de la transformada de Fourier:
Corolario 2.3.2. Si f,g € L'(R?) y f(é) =3(€) V¢ e RY, entonces f(z) = g(x) c.t.p x.

Demostracion. Sean f — g = h € L'(R?). Por la linealidad y por hipétesis se tiene que

~ ~

h(&) = f(§) —g(§) =0

y h(€) € L'(RY). Entonces tenemos:

h(z) = /Rd/i;(ﬁ)e%mﬁdﬁ =0= f(x) =g9(x), ctpuzx.
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Capitulo 3

La transformada de Fourier en
L2(RY).

Para la construccién de este capitulo hemos seguido principalmente las referencias [3]
y [

El segundo teorema fundamental de la teoria de la transformada afirma que la trans-
formada de Fourier es una transformacién unitaria en L?(R?). Dicho teorema es el que da
nombre a la siguiente seccién.

3.1. El Teorema de Plancherel.
Teorema 3.1.1 (Plancherel). Si f € L}(RY) (L2(R?), entonces f € L*(RY) y ademds
£l 2 ey = HfHLz(Rd) (es una isometria,).

Demostracion. Sea p(x) = t%(p(%) con p(z) = e ™ se tiene:

I:/d

Usando que |f( 6? = ( ) f ( ), la propiedad de conjugacién de la transformada de Fou-
rier, y que ¢i(§) = e —lig]? (transformada calculada en la demostracién del teorema de
Inversién), se sigue:

como \f(x)\|f(y)|e*2”|t5‘2 € LY(dzdyd¢), podemos usar el teorema de Fubini

/Rd /Rd f(l‘)m (/Rd 6_2ﬂt§|26_2ﬂ(x_y)d£> ey

Como e~ 271t* — e*”‘\/itﬂz, se tiene /Rd e~ 2milte]? o —2mi(e—y) d¢ = go\[t( Y)

Fea@f ae= [ [Fof aor

t—

/ F@) oy F@)dz = (g F iz = U ) ey = |13

ya que @, /5, * f =0 f en L?(R?) por el teorema |1.2.4]de Convergencia en LP de AIR visto
en el Capitulo 1.
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Por tanto hemos llegado a:

i [ (FOFe > as — [ i)

t—0 Rd

Por otro lado la primera integral, por el teorema de la Convergencia Dominada converge
a:

LR yim e2eistae — [ (fio)pas

por tanto,

FeL2®Y y | flla=|I/l2

O
Corolario 3.1.2. Ezxiste un unico isomorfismo isométrico
F:L*RY — L*RY

tal que

1) Ff=F = Vfe'RHNL*RY

2) |IFflz=Ifll2,  Vf e L*RY)

3) F'f=f,  vfeL'RHNLARY
Demostracion. La demostracién es andloga a la del teorema del Apéndice. O

Si f € L2, la definicién de Ff por densidad es demasiado abstracta, y nos gustarfa
tener una férmula explicita.

Corolario 3.1.3. Si f € L?(R%) entonces Ff(&) = L? — h’mRﬂoo/ f(z)e 2™ g,

jo|<R

Es decir gr(§) = / f(x)e 2™z cumple || Ff — grll2 9o,
lzl<R

Demostracion.
f € L*(RY) = x| <rf(z) € L'(RY)

(por Hoélder o Cauchy-Schwarz). Por tanto, por el teorema se tiene que:
9R(E) = Xjuj<rf(£) € L*(RY).

Ademss, si R > R

lgr —grll3 = | " Rf(@’)e%mgdw—/KR f(@)e ™% dz|5 = |Xrejai<r fl3 =
z|< z|<R’/

de nuevo por el teorema (3.1.1

= xrewler f1IE = / F@)Pde 0 (x)

R<|z|<R!

por el teorema de la Convergencia Dominada.
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Con lo cual, volviendo a (*), tenemos que gr es de Cauchy y por tanto converge en L2

al ser un espacio completo. Ademas, | x|z<rf — fll2 =g,

Por el teorema de densidad Ff = L? — lim X@f = L? — limgg. O
Corolario 3.1.4. Si f,g € L*>(R%), entonces f g(z)dx —/ Ff(&)Fg(€)de.

Demostracion. Por el teorema [3.1.1, ||Ff|l2 = ||f||2 Vf. Por el lema probado en el
Apéndice se tiene que:

(Ff.Fg)=(f.9)VfgeL?

lo que por definicién de producto escalar en L? implica:

FIOFg©de = | f(w)g(a)dz

Rd

3.2. Ejemplo de aplicacion del teorema de Plancherel.

Sabiendo que / sin(z)

x
—0o0

funcién al cuadrado no va a ser finita, lo cual es erréneo, ya que tiene un valor finito ,

que se calcula facilmente usando transformadas y el teorema de Plancherel.

Sin estas herramientas, el calculo es mucho méas complejo. Veamos en primer lugar la

—+00

dxr = oo, podemos pensar que la integral de la misma

. ., : T (sin(€)
primera afirmacién que hemos hecho, y posteriormente calcularemos —= | d=z.

£
+oo
\/—OO
y como |z| es una funcién par:

[T,y [ i,
—0o0 ‘l‘| 0 T

Consideramos la siguiente acotacion inferior:

" |sin(z)| = /k7r |Sln / |sin(x)]
——dxr = ———dx
= >/ z -

k=1
2 -~ 1
= ) de = = il
Z;m/ | nelde = 2307

ya que como sin(x) es impar, |sin(z)| es par, luego Vk con k = 1,2, ...,n se verifica:

—0o0

sin(z)

+00 |4j
dr = / Ln(m)‘dw

i

X

km i
/( |sin(x)|dz = /0 sin(z)dr = [—cos(z)]f =1+1=2

k—1)m

pero como la serie >} _, % diverge, al tratarse de la serie armonica, entonces tenemos
que nuestra integral de partida diverge.

24



o (Smf))Q dz = T.

Vamos a probar ahora que /

—0o0

= Por el teorema|3.1.1| sabemos que / |f(§)|2df = / |f(x)|*da.
R R

Buscamos f tal que Sing(f) = ().

Por el ejemplo podemos ver que f serfa de la forma f(z) = TX(_q,) con
a = % Por tanto,

/R<Sin(§>>2d5 = /R|f(f)|2d§=Alf(x)\gdeWQ/;dm:ﬂ

3

Este es un ejemplo de funcién tal que f € L'(R) N L3(R) y f@é LY(R).
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Capitulo 4

La transformada de Fourier en
LP(R®).

Ete capitulo esta principalmente basado en [7] y [8].

4.1. El Teorema de Hausdorff-Young.

Teniendo definida la transformada de Fourier para funciones en L' (R%) y para funciones
en L?(R%), podemos definir la transformada de Fourier sobre la clase L'(R%) 4 L2(R?).
Como caso especial tenemos LP C L'+ 12si1< p < 2.

Ejemplo 4.1.1. Sea f € LP, 1 < p < 2. Consideramos la particion f = fi + fo =
Xigzr+ Fxp<a

= f1 estd en L'(R?). Vedmoslo:

_ T P*lx\ T xpilfL‘: VP da o
/W !f(w)!dx—/f|>1|f( -tde < [ 1r@Ifapde = [ (7@ <

ya que f € LP.

= fo estd en L2(R?) ya que:

/ (@) Pdx < / @) P ()P Pde < / (@) Pdz < 0.
FARS! [fI<1 Rd

Observar que f € LP(R?) con 1 < p < 2 se puede descomponer como suma de dos
funciones, una en L'(R?) y otra en L2(R?).

Definicién 4.1.2. Si1 <p <2y f € LP(R?), entonces se puede definir:

(FFE) = Fi(€) + Ffa(€)
sif=fi+fo€ Lt +L?

Veamos que esta bien definida la transformada de esta manera:

Si g1 +go = f1+ fo con g; € L'(R%) con i = 1,2; entonces

g1 — f1 = fo— g2 € LYRY) N LE(RY).
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Como las definiciones de la transformada de Fourier coinciden sobre L'(R%) N L2(RY),
tenemos que

91/—\fl=f2/—\92=]:(f2—92)=>g/\1—(]?1=ff2—}"92=>§1+f92=f1+}“f2

Aunque la definicién sélo nos dice que la transformada estd en L™ + L2, en realidad
existe un resultado maés preciso, que dice que F f estd en L* donde % + 4 = 1. De hecho,

P
se verifica lo siguiente:

Teorema 4.1.3 (Hausdorff-Young). Si f € LP(RY) con 1 < p < 2, entonces
Ff e LY (RY) donde % + 1% =1y

1F £y < I fllp . Vf € LP(RY).

Para realizar la demostracién de este teorema es necesario un teorema previo de Inter-
polacién que probamos a continuacién.

4.2. Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin.

Para esta seccién, usaremos las referencias [4] y [6]. El teorema que da nombre a esta
seccién también precisa de un lema previo:

Lema 4.2.1 (Lema de las tres lineas). Supongamos que ¢ : A — C es holomorfa en
el Int(A), siendo A= {z € C:0< R(2) <1}, ¢ continua y acotada en A.

Ademds, supongamos que |p(z)] < My en {R(z) = 0} y |¢(2)] < My en {R(z) = 1}.
Entonces Vy € R, 6 € (0,1),

(0 + )| < MEOMp.

< My — <M

B

Demostracion. Sea g > 0, si z € A considero
d)s(z) _ ¢(Z)M()Z_1M1_Z€€Z(z_1).
Entonces si R(z) = 0, tenemos

_ 2
e %Y

i < M Miy—lM—iyeeiy(iyfl) _
ey 0o 1

<1

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que ’a“’ =1,Vt € R,a > 0. Andlogamente,

. M,
iylog(572) —euy2 i
63/ g(Ml)e ey* ety < 1.

’¢6(1 + Zy)| < M ‘Mg+iy_1M1_(1+iy)68(1+iy)(1+iy_1)) _ e
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Como ¢. es holomorfa en Int(A), vemos que satisface las hipStesis del lema (tomando
My y M igual a 1). Para ver que estd acotada, tomo cualquier 6 € (0,1):

0+ = 0 + iy) MOV p 0= e (0+iy) (0+iy—1)
66+ i)| = |06+ i) M,
= |o(0 +iy)| ‘Mg_lMf965(92*9*y2)68iy(2971)‘
- o A 20, s

siendo C' = méxp<p<i (Mg_lMl_0> méx j |¢|. Esto se sigue del hecho de que méx j |¢| es
acotado en A.

Como e~%" — 0 si |y| —> o0, se sigue que |¢-(2)| — 0 si [S(z)| — .

Entonces, podemos tomar L suficientemente grande tal que |¢-(z)| < 1 en la frontera
del rectangulo 0 < R(z) <1y —L < J(z) < L.

Por el Principio del médulo maximo (recogido en el lema del Apéndice) se tiene
que |¢-(2)| < 1 en el interior del rectdngulo también.

Como ésto vale para cualquier L suficiente grande, tenemos que |¢.(z)| < 1 en todo el
conjunto A.

Tomando ¢ — 0, tenemos

lim[¢e(2)] = |¢(2)|Mg 'M? <1, VI=R(z) (0<06<1)

e—0

Por tanto,
6(2)| < My~°MY, Vze A

O]

Teorema 4.2.2 (Teorema de interpolaciéon de Riesz-Thorin). Sean (X, M,u) y
(Y,N,v) espacios de medida y 1 < po,p1,qo,q1 < 00.

Para 0 < 0 < 1, definimos p,q como:

1_1-60 , 0 1_1-60 , 0
P po +p1’ q qo+q1

Si T es un operador lineal de LP () + LP*(u) en LPO(v) 4+ LP(v) tal que

1T fllgg < Mollfllpo, V. € LP() y

ITfllg < Ml fllps, — Vf € LP(u)

Entonces:
ITfllg < My~ "M\ fll,  Vf € LP(w).

Para la prueba de este teorema, haremos uso de los siguientes lemas:
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Lema 4.2.3. SiT : LPO4+LP' — LO+ L% entonces / |TxE| xpdv < 0oVE € M,F € N

con medida finita.

Demostracion. xg € LP° + LP' si u(FE) < oo, por tanto T'(xg) = ho + hy con hg € L y
hi € L1,

/F|T(XE)\ < /F |h0|+/F |h1] < (/F |h0|q°>1/qO (M(F))l/qo/%-(/F |hl|‘11)1/q1 (W(FHY? < o

O
Lema 4.2.4. Sia >0 y z € C entonces |a*| = a™(?),
Demostracion. Sea z = x + 1y,
|a?| = |e*109] = |e@+iv)na| — |prlnagiylna) _ |golnajgiylna) _ cna® _ gz,
O

Demostracion del teorema[{.2.2. Distinguimos dos casos:

= Probemos primero el caso pg = p1 = p. Aplicando el corolario del teorema de
Holder tenemos:

1T fllg

N

" —0y[ £||1-0 N0 £]10
1T fllgs “NT Fllg, < Mo~ 1 fllpy MY 1| £l

= My "M\ Sl

= A continuacién se puede suponer que py # p1, y en particular 1 < p < oo para
0<6<1.

Sea ¥, (respectivamente X,), el espacio de las funciones simples en X (respecti-
vamente en Y). Entonces ¥, es denso en LP(u1) para p < oo (andlogo para X,).

La idea es probar que ||T'f|l, < M3='MY?|f|l, Vf € 3, Usaremos el hecho de
que

Il = sup{

| g

(ver [6], teorema 6.14) donde ¢’ es el exponente conjugado de ¢q. Ademds, podemos
suponer que || f||, = 1.
A partir de esto queremos ver:

Jez

cg €,y llglly 21},

<M;'MY, vgex, tal que |glly = 1.

Sea f = Z;n:l CiXE; ¥ 9 = Y j—1 dkXF,, donde los Ej y los F}, son disjuntos dos
a dos en X e Y respectivamente, y c;,d; # 0. Consideramos los coeficientes en su
forma polar ¢; = |c;|e?i, dj, = |d|e™*.

Sean a(z) = (1 —2z)po " +2zp1 !, B(z) = (1 = 2)qo " +2q1
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Por tanto a() = p~' y B(A) = ¢! para 0 < 6 < 1. Fijamos 6 € (0,1). Habiamos
supuesto que p < oo, por tanto a(f) > 0. Definimos

f,= Z lcj| =@ e x g,
j=1

n 1-6(2) |
9= = |di|TF@ Vg,
k=1
si B(0) # 1. Mientras que si 3(0) = 1, definimos g, = g Vz. Definimos finalmente

o(z) = / (Tf.) gdv.

Si B(6) = 1,
gb(z) = Z|Cja(6)|dk161(%+¢k)/(TXEj)XFk-
4.k
y si B(0) #1
o 1022 o 1 12
o(z) = | Tf)gdv= [T S leile@ x| Y 1del TF® erxp, | dv
j=1 k=1

n

a(z) 1-B(z) .
3 69 g R 5490 [ ()
=1 k=1

Y

<.

por lo que se tiene que ¢ es una funcién holomorfa de z y continua en el conjun-
to 0 < R(z) < 1. Ademas estd acotada en dicho conjunto por los dos lemas anteriores.

Notar que ¢(0) = / (T f)gdv ya que, tomando z = 6,
Y

m a(@) m m
fo = D lel*@eMxm = lejle™xm, = Y ejxE, = f.
j=1 j=1 =1
Anélogamente gy = g.

Por el lema de las tres lineas es suficiente ver que |¢(z)] < My para R(z) = 0y
|6(2)| < My para R(z) = 1.

1

Como a(iy) = po ' +iypi ' —po™ ) y 1= Bliy) = (L —qo ) — iyl —qo™ ),

para y € R tenemos:

y)

R a(i R 1-B(iy) / /
fal = 1AEE] 2 i, g = 0P LB ] = pgjaa
Por la Desigualdad de Hélder:

/ (T fiy) giydv

Y

[o(iy)| = < NT fiyllao l9iyllaor < Moll Fiyllpo [y ll o

p a
oo 7
Mol FI2 g2 = Mo.
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/

p 4
Anélogamente vemos que |fi4iy| = \f\ppl, |914iy| = |g|2" y por tanto

W(l —|—z'y)\ = /(Tf1+iy)gl+iyd’/ < HTflJrinq1H91+inq1’ < M1Hf1+inp1H91+inq1’

Y

/

p g
D1 7
M| fllp" lgll g = M.

Por tanto, como se verifican las hipotesis del lema de las tres lineas, tenemos el
resultado que queriamos.

O
Una vez llegados a este punto, pasamos a demostrar el teorema de Hausdorff-Young:

Demostracion del teoremal[4.1.3 Sabemos que

F:L'RY) — L®RY)

fo— f
tal que || f]lso < IIf]l1 ¥
FiLXRY — L*RY
fo— f

con [ fllz = [[£12-

Ademas todo 1 < p < 2 se puede escribir de la forma % = 1;19 +

0<9<1ytambién%ﬂ+g:g:%:1—%.

[\GI[Sa
I
—_
|
|

Por tanto, por el teorema de interpolacion de Riesz-Thorin se tiene:

F: LP(RY) — LY (RY)
v IFflly < I flly Vf € LP(RY). O

Al igual que probamos en el Corolario[3.1.3] en el que se obtenia una férmula explicita
de transformada en L?, nos preguntamos si existird una férmula similar en LP. Veamos
que si.

Corolario 4.2.5. Si f € LP(R%) con 1 < p < 2, entonces

Ff(é) = L’ — lim f(x)e 2™ gy,

R— 00 lz|<R

Es decir gr(§) = / f(x)e ™% dy cumple | Ff — grlly =g,
|lz|<R

Demostracion.
f € LP(RY) = xu<rf(x) € LP(RY).

Lo cual implica, por el teorema que
9r(E) = Xjz|<rf(€) € LP (RY).

31



Ademis,

1/p
—_ R—
lgr — grlly = IXR<jzi<r [l < IXR<|2)<r fllp = </R !f(fc)lpdw> —0

<|z|<R!

por el teorema de la Convergencia Dominada.

Tenemos por tanto que gr es de Cauchy en LP y como X{|z|<Rr} S L, f, entonces

9r = F (X{ej<myf) = FF. O
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Capitulo 5

Aplicaciones de la transformada de
Fourier a la resoluciéon de EDPs.

En este capitulo seguiremos principalmente la referencia [3]. En él, nos dedicaremos a
aplicar lo que hemos estudiado acerca de la transformada de Fourier al estudio de algunas
EDPs: la ecuacion del calor, la ecuacién de Laplace y la ecuacién de ondas.

Trabajaremos a partir de ahora con funciones de la clase de Schwartz S, funciones
de decaimiento rapido C* en R?, lo que nos simplificard el estudio. Sabemos que en el
analisis de estas ecuaciones es importante que las funciones tengan un comportamiento lo
mds general posible, en particular, podrian ser discontinuas. Sin embargo, lo que perdemos
en generalidad considerando funciones de la clase de Schwartz lo ganamos en claridad.

Nuestro estudio en este contexto restringido nos permitira explicar ciertas ideas bésicas
en su forma maés simple.

Antes de pasar al estudio de algunas EDPs, daremos la definiciéon de clase de Schwartz
y algunos resultados relevantes relacionados con ello.

Definicién 5.0.6. Una funcién f : R? — R é C decimos que pertenece a S(R?) si:

i) feC®RY

i) V8 = (B1, .., Ba) € N%, VN € N? se tiene | DP f(x)| < (ﬁ%N.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.0.7. 1) Si f € C*(R?) entonces f € S(RY).
2) f(z) = e € SRI\C(RY).
3) e~ 17l ¢ S(RY) porque no es derivable en x = 0.

Proposicién 5.0.8. f € S(R?) si y solo si *DP f(x) € L>, para todo o, 3 € N%.
(donde 2*DP f(z) = x?lxnggingf(m))

Antes de demostrar la proposicién, enunciamos y demostramos el siguiente lema;:

Lema 5.0.9. Para todo k € N, C%Jx]k < D o=k [ < Cilz|F Vo e RY
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2\04:/9 ‘xa‘

Demostracion. Como es continua y no nula en la esfera, 3C), > 0 tal que

|[*
1 Z\a|:kz ‘$a| d
— < ————<(Cy VreR® |z|=1. (1
5= <a =1 (1)
Si x € RN\{0}, entonces z = rw con |w| = 1, por lo que (1) sigue siendo cierto por ser
polinomios homogéneos. O

Demostracion Proposicion[5.0.8“ ="

2§ DA f (@) < Jafertetod

DA f(@)] < (1+ o)

Dﬁf(x)’ <Cglq <00 Vre RY.

“ <« 7 Usando el lema anterior,

@ o] = 3 (Ve prse] <3 (V)er &
k=0 k=0

|al=k

xO‘D’Bf(x)’ < Cf‘];; < 0.

O

Veamos un ultimo resultado de estas funciones relacionado con su transformada de
Fourier:

Teorema 5.0.10. f € S(R?) si y solo si f € S(RY).
Demostracion. Recordemos de la proposicién que

DA()(€) = (—2m)Pl (27 f(2)) (€)

S —
— - _Da
que se verifica Vf € §. Combinando estas dos igualdades

amBs e (—2mi)lP
¢*DP(f)(€) = @iyl

donde D¥(2” f(z))(¢) € L*(R?). Por tanto,

D f(2))(€)

€D J(©)] < CID (@ f(@))ls, < o0

lo que implica por la proposicién anterior que fe S(RY).

Para la implicacion contraria, el razonamiento es el mismo en sentido contrario. O

Antes de pasar al estudio de las EDPs, veamos el siguiente lema que nos sera de utilidad
en las siguientes secciones:

Lema 5.0.11. Si f € S(R?), entonces
Af(€) = —4m*[e[ f(€).
Demostracion. Por la proposicién ii) tenemos que 8/xl\f &) = 2711'@?(5). Derivando

~

una vez més, 92 f(&) = —4w2¢2 f(£) por tanto

Af(€) = —an?l€l f(€).
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5.1. Ecuacién del calor.
Consideramos el siguiente problema:

ug(z,t) = Agu(z,t) con (z,t) € R x (0,00)
u(z,0) = f(z)

Resolvamos formalmente:
Para obtener la solucién aplicamos la transformada de Fourier a u(x,t) en la variable x.
En primer lugar, usando el lema anterior tenemos

@(éa t) = _47T2 ’€|26(€7 t)

Por otra parte

du,. . [ du Cwiae, Ol

Aplicando la transformada de Fourier a ambos miembros de la ecuacién llegamos a:

ou ~
5 (60 = —ar’ a1

que es una ecuacién diferencial ordinaria, pues sélo aparece la derivada respecto de t.
Llamando v(t) = (&, t), donde ¢ € R? estd fijo, tenemos la EDO

v'(t) = —4m?|€[*o(t)
(5.1)

o~

v(0) = f(£)

cuya solucion es: b
u(t) = e 4™ 16y 0). (5.2)

Por tanto, deshaciendo el cambio
a(e,1) = eI Fe).
Aplicando transformada de Fourier inversa
uat) = [ e nde = 7 () -
por la Proposicién [2.1.3

=F! (e*4”2|5|2t> * f(x).

Calculamos F~! (e_“?g?t). Sea f;(&) = =411t Por el ejemplo [2.2.3 sabemos que si

o(x) = e~ ™ entonces gg(f) = e,

En nuestro caso ﬁt(g) = e m(@VTLE)? — <Z(2\/7Tt§) = $(A§). Usando la propiedad de dilata-

cién tenemos que
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Por tanto,

1 _Isfl\2
P 7
(2v/mt)d

donde h¢(x) se conoce como Nicleo de Gauss.

u(x,t) =

Lema 5.1.1. {h¢}, es una AIR.

Demostracion. Veamos que verifica las tres propiedades de AIR:

i) y ii) siguen de /hl(x) = 1.
iii) es consecuencia del lema O
Una vez hallada la solucion formal, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 5.1.2. Si f € LP(R?) 1 < p < oo, la solucion
u(z,t) = (hy * f)(z), (x,t) € RY x (0,00)
cumple:
i) u(z,t) € C* (R? x (0,00))
i) ug(x,t) = Ayu(z,t)
i) Iimy_o+ u(x,t) = f(x) c.t.p. x. y en norma LP(R?).

Antes de pasar a la demostracién, enunciamos y demostramos los siguientes lemas que
usaremos en dicha prueba:

Lema 5.1.3. 0; (h(z)) = Ay (he(z)).

Demostracion. Basta ver, tomando transformadas de Fourier en = que

—_—

Oy (hi(x)) = Ag (he(2)).
Esto es consecuencia de los célculos que prueban 5.1y [5.2] ya que

~

hi(§) = e~ A HIEl,

Lema 5.1.4. Para todo o = (ay,...,aq) con ag + ... +ag = L,

oz e - - (5.9
o ( + 1') = W +\T). .
donde P;, es un polinomio de grado L en RY.

Demostracion. Se verifica que :
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= O (hi(2)) = 220 (hl (%)) - Waﬁ & <j%>

= Pr(z)h1(x)

J‘Z‘Q
% | am
las cuales implican [5.3 O
Demostracion Teorema[5.1.2. Veamos que Vf € LP(RY) con 1 < p < oo Ju(z,t) asi defi-
nida.
» Si f € L'(R?) entonces

—|z—y|?

e 1
— dy < / dy < oo.
L il Wty < [ 5@l
» SifelP(RY conl<p< oo
—lz—y|? —lo—y|?

i [ TPV
/Rd (47Tt)d/2f(y) Y S/Rd (47rt)d/2 |f(y)ldy <

usando la Desigualdad de Holder

P dy

oyl O\ VP
g(/Rd!ﬂp)l/p </R - ) <oo (1)

(47t)¥/?

Por tanto, 3h; * f(z) Va € RVt > 0.
Veamos que se da la dltima desigualdad (1) (Ese producto es finito):

Haciendo el cambio de variable x — y = u, dy = du:

|z—yl? L/ ) Juf 1
(/ e P dy> = </ e P du> =
yeRd u€Rd

: . . u d,
haciendo el cambio de variable PN AL du = (2\/f) dv:

1/p'

( / e (\/@)d) <.

Nota. Como hy € LY(R?) (y /h1 = 1), por la Desigualdad de Young (|1.1.5) se tiene

hy* f < 00. Este es un argumento directo, pero mantenemos el argumento anterior ya que
nos servira posteriormente en la demostracion.

i) Veamos que u(t,z) es C* respecto de t y respecto de x.

Usando el lema OF (hy(z)) = AL (hy(x)). Por tanto
930 (he(x)) = OFAL (he(x))
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y bastaria comprobar que hy(z) es infinitamente derivable en la variable x.
Por el lema tenemos que

Entonces

outn)] < [ 102 o — o) 1wl dy

< 1
< i

por el argumento anterior.

ii) Por el lema se tiene que
Ot(u(t,x)) = 6t(ht * f) = (8tht) * f = (Aht) * f = A(ht * f) = Au

I (“’;ﬁ)\ helar — )| £ dy < o

donde la segunda y la cuarta igualdad se dan por la Proposicién [T.1.8]
iii) Si f e LP
2

e T« f(z) — f(x) ctpx

. . 1
=0+ =07 ( @rt)d
donde ésto se verifica por el Teorema y por ser hy una AIR (lema[5.1.1)) que cumple
las hipdtesis de dicho teorema. ]

5.2. Ecuacion de Laplace en el semiplano.
Consideramos el siguiente problema:

Au(z,y) =0conz €Rey >0

u(z,0) = up(z)
Consideramos la transformada de Fourier de la funcién w en la variable .

+o0 )
(e, y) = / u(z,y)e 2 dr.

—00
Por el lema (5.0.11]

Upw = —ATE2U(E, ).
Por otra parte, tenemos:

Uyy (8, y) = Uyy(€,y)

La ecuacion del problema queda de la forma:

—Am*EU(E, y) + Tyy(E,y) = 0.

Se trata de una ecuacion diferencial ordinaria, ya que sélo aparecen las derivadas respecto
de la variable y de la funcién incégnita u. Llamando v(y) = u(&, y) para & fijo, llegamos a
la siguiente ecuacién:

—4r?eu(y) +v"(y) = 0.
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La resolvemos:
—47%€2 + 22 = 0 por tanto A\? = 472€2, con lo cual A = +27¢.
La solucién es de la forma:

v(y) =c1 (5)6727@ + 02(5)627@

deshaciendo el cambio de variable:

U(E,y) = c1(§)e ™Y + cp(§)e* ™.
Segtn el lema de Riemann-Lebesgue (2.1.5)), la transformada de Fourier de una funcién
integrable tiende a cero cuando || — 400. En consecuencia, para que u(&,y) — 0 cuando
|¢| — 400 resulta razonable suponer u de la forma:
c1(§)e™ 2™V s £€>0

u(é,y) =
c2(8)er™ s £<0

por tanto,

(€, y) = c(&)e el

Para obtener la funcién ¢(§) usamos la condicién de contorno u(z,0) = ug(z). Como
estamos transformando en z, debe ser u(€,0) = u(€) con lo que ¢(§) = () y finalmente:
(€, y) = ug(&)e el

Debemos calcular la transformada inversa de esta funcién para obtener la solucién u(x, y)
que buscamos:

u(z,y) = FHaEy) = F@o(€)) * FH (e 2™ = ug(a) » F~H (e72™)
Nos falta calcular F~*(e=2mvlél),

1
1+§2

£)-

Sabemos que si f(x) = e~ 27#| entonces f({)

Sea nuestra funcién h(f) = 6_2”1‘/'5' — e 27lyel =

por el Ejemplo [2.2.2

11 1 g

fly

1 PR
(x) Comyl4+ o myy?+a?
a Yy

1y
= oy D)

Esta funcién es la que se conoce como Niucleo de Poisson. Por tanto, llegamos a que
u(z,y) = (uo * Py)(x).
Una vez obtenida esta solucién formal, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 5.2.1. Siup € LP(R) 1 < p < o0, la solucion
u(z,y) = (uo * By)(x)
cumple:
i) u(z,y) € C (R x (0,00))
ii) Au(z,y) =0
i1) 31m,_,o+ u(z,y) = uo(x) c.t.p. x.

Una prueba similar a la realizada en el Teorema [5.1.2 para la ecuacién del calor nos
darfa este resultado. Notar que {Py} _, es una AIR.
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5.3. Ecuacion de ondas.
Sea el problema (P):

ug(2,t) = Agu(x,t) con (z,t) € R? x (0, 00)
u(z,0) = f(z)

ut(wv 0) - g(x>

Por el lema [5.0.17] e
Ay (&, 1) = —47°|E[Pu(E, b).

Por otra parte, al igual que vimos en la ecuacion del calor,

0% 0%u
W(f»t) = W(fi)‘
Damos con la siguiente EDO:
2/\
alePate, 1) = T (e )

Haciendo el cambio de variable u(&,t) = v(t) tenemos que
472)€)Pu(t) + 2" (t) = 0

y resolviéndola: \? + 472|£|? = 0, despejando llegamos a A = 27|€]i.

Por tanto, la solucién es de la forma v(t) = A(&) cos(2m|¢|t) + B(&) sin(27|¢|t). Desha-
ciendo el cambio de variable:

u(g,t) = A(§) cos(2m¢]t) + B(€) sin(2m[]¢).
Tomamos también transformadas de Fourier en las condiciones iniciales para obtener

A(&) y B(&):

~ -~

u(§,0) = f(¢) por tanto f(&) = A(S).

51 (€,0) = g(€) por tanto @(¢,0) = g(&) = —A(€) sin(2m[¢|0)2n[¢| + B(€)2n[¢] cos(2n[]0)
lo que implica que B(&) = %ﬂ. Finalmente llegamos a que

~ _, .. sin(27[|t)

(e, 1) = F(&) cos(emlele) +5(0) ™5 1 (5.4)

y la solucién wu(x,t) se obtiene tomando transformada de Fourier inversa en la expresién
anterior en la variable &.

Esta prueba formal nos conduce a un teorema de existencia de solucién de nuestro pro-
blema:

Teorema 5.3.1. Si f,g € S(R?), una solucion del problema de Cauchy para la ecuacion
de ondas es

e.t) = [ || Fieycontameln + a2l | enivea
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Demostracion. Primero comprobamos que u satisface la ecuacion de ondas. Esto es sencillo
una vez que observamos que podemos derivar respecto de x y de ¢ bajo el signo integral
(porque f y g con ambas funciones de Schwartz) y por tanto u es al menos C2. Por una
parte derivamos la exponencial respecto de x para obtener

~ . sin(27|£|t) -
Au(,t) = / [f(f) cos(2m[&[t) +§(€) 7 | (—4n?[¢[?) 2T ielag,
Rd 2r(¢]
mientras que por otra parte, derivamos la parte entre corchetes respecto de ¢ dos veces
para obtener:
0%u

St = [ [-amieR i costarele) - 4s%ia(6)

sin(27|&|t)

eZﬂ'iz-\ﬂd )
2rlE ] :

Esto muestra que u verifica la ecuacién Au = uy. Tomando ¢t = 0 obtenemos
u(@,0) = [ F(&)e*™ e = f(x)
Rd
por el teorema de Inversién (Teorema[2.3.1)). Por dltimo, derivando respecto de ¢, tomando

t = 0 y usando transformada de Fourier inversa vemos que us(z,0) = g(z). Vedmoslo:

ou

5 (@1 :/Rd [%Iﬁlf(é) Sin(2w|§|t)+2w\g|§(g)‘w 2TirE g

evaluando en ¢t =0

ou ~ iz
@0 = [ geemids = gl
8t R4
por lo que u también verifica las condiciones iniciales y lo tenemos probado. O

Habiendo probado la existencia de solucién del problema de Cauchy para la ecuacién de
ondas, se plantea la cuestiéon de la unicidad: ;Hay soluciones al problema de la ecuacién
de ondas distintas de las dadas en la formula del teorema anterior? La respuesta es no. La
prueba de este hecho se basa en un argumento de conservacién de energia.

Estudiemos una propiedad de la solucién de la ecuacién de ondas: la conservacion de la
energia global.

Definicién 5.3.2. Definimos la energia de una solucién u(x,t) como:

E(t):/Rd

Teorema 5.3.3. Si u es la solucion de la ecuacion de ondas dada por la formula del
teorema entonces E(t) se conserva, es decir,

2 2

2
u dz.

+ .ot |
0xg

du
ot

ou

81‘1

E(t) = E(0), vt e R.
Para la demostracién haremos uso del siguiente lema:

Lema 5.3.4. Sean a,b nimeros complejos y o real. Entonces

lacosa + bsinal? 4+ |—asina + beos af? = |af? + |b|?.
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Demostracion. Esto se sigue de que e; = (cosa,sina) y ea = (—sina, cos ) son un par
de vectores ortonormales, por tanto con Z = (a,b) € C2, tenemos

ZP =12 e’ + |2 el
donde - representa el producto interno en C2. ]

Probemos ahora el teorema:

Demostracion. Por el teorema de Plancherel,

J.

De forma similar,

L
R4 = 3:1:]

Aplicando ahora el lema con a = 27|&|f(£), b= g(&) y o = 27|]t, el resultado es:

ou

2
51| 4= [ |2l sinenleln) +(6) cosemigle)] de.

2
do = /R [2nlelF(&) cos(2mlel) + 5(6) simrlele)|”de.

B = [ |2 [ 2 2 = [ (atepiFe ¢ o) de
= Jpa |0t o | T org| T Jaa g ’
que es claramente independiente de t. ]

Veamos ahora un resultado local de la unicidad de la ecuaciéon de ondas. En particular,
probaremos la unicidad de la ecuacién de ondas en conos.

Sea B(xg,7r9) la bola cerrada en el hiperplano ¢ = 0 centrada en zy y de radio r¢. El
cono con base B(xg, 1) se define de la siguiente manera:

Chtmory) = {(x’t) ERIXR: [z — o <o —t, Oétéro}.

(2.1)

r-space

Figura 1.2: Cono centrado en (x,t).

Teorema 5.3.5. Supongamos que u(x,t) es una funcién de clase C? en el cono CB(zo,r0)
que resuelve la ecuacion de ondas:

ut = Au,  en Cpag ro)-
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Siu(x,0) = %(3},0) =0 Vz € B(zo,70) entonces u(x,t) =0 V(z,t) € Cpy

Z0,70)"

En otras palabras, si las condiciones iniciales del problema de Cauchy para la ecuacion de
ondas son cero en una bola B, entonces cualquier solucion u del problema es identicamente
nula en todo el cono de base B.

Antes de probar este teorema, enunciamos y demostramos un lema que usaremos en

la demostracion:
0
= / u(z)dzx :/ u(x)do(x).
ot | JB,(0) 8B:(0)

Lema 5.3.6.
Demostracion. Haciendo un cambio a polares:

;[/Bt(o)u(x)dx] = gt[/ot/Sd_lu(rw)da(w)rnldr =

haciendo el cambio r = ts

_ gt[t” /O 1 /S B u(tsw)da(w)s"_lds]

1 1
= nt”_l/ /Sd 1 u(tsw)do(w)s" 'ds + t”/o . Vu(tsw) - swdo(w)s" tds = (1) + (2).

2) =" /S N [ /0 1 Vu(tsw) - s"wds} do(w).

Sea A la integral entre corchetes, entonces:

Lsm d
A = —_—
/0 7 S[u(tsw)] ds

Por tanto,

(2 = t" 1/5611{ /lns (tsw)ds] do(w)
:tnl/Sdl (tw)do (w t"l/Sdl/ns u(tsw)dsdo (w).

(1) +(2) =t"! / u(tw)do(w).

gd—1

Haciendo

Por lo que, finalmente:

d __4n—1 .
p [/Bt(O) u(x)d:v] =1 /Sdl u(tw)do(w) = /aBt(o) w(z)do ()

donde en la dltima igualdad realizamos el cambio de variable z = tw,w € S ! y por
tanto do(x) = " ldo(z). O
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Probamos ahora el teoremas

Demostracion. Asumimos que u es real. Para 0 < ¢ < 1o, sea Byy_t(x0) = {z : |z — zo| < ro — t}
y definimos también

ou ou Ju
vu(.ﬁ,t) = <8$1,,axd,at> .

Consideramos también el funcional de energia

1 1 ou\ 2 1 d ou \?
E(t) = / \Vul® dz = / <> dx + / <> dz;.
2 Bro*t(mO) 2 BTO*t(xO) ot 2 B'roft(xo) ; 8m'7 ’

Vemos que E(t) > 0y E(0) = 0 ya que us(z,0) = u(x,0) = 0. Derivando y usando el lema
anterior:

ou 0*u ou 9%u 1
E't:/ — :L'—/ Vul? do (7).
( ) Bryt(a0) ot (%2 Z 6xj 8:63(% 2 9By —t(z0) | | (’7)

Ou Ou| _ 9*u du u  9%u
Como 5~ [ax] dt] = 92,2 0t T Ow; 000 CNLONCES

Zi Qu dul 4 5%y du Zau Fu  0*udu Z&?u 0%u

Ox; |Ox; Ot | 4= Ox,2 ot 8xj Ox;0t Ot Ot 8.%'] Oz ;0t
7=1

ya que u verifica la ecuacién de ondas uy = Au.

Por lo que

d
0 [ Ou Ou 1
Bro—t(0) 8% 8% ot 2 8Bry—t(x0)

d
Ju Ou 1 2
- S do() 5 [ IVl do(y)
/c’?Brot(xo) jz::l 8xj ot 2 0Bry—t(z0)

donde la ultima igualdad la obtenemos por el teorema de la divergencia.
Por otra parte,

d
ou Ou ou ou
3 | ' — e, ) Vo ] < e, O] [Vou(, 8

0Ny (.05 ot

1
< 5 (lul? + Voul?)

donde la tdltima desigualdad la obtenemos aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Por tanto:

E'(t) <0 lo que 1mphca que E(t) < E(0) =0y como E(t) > 0, tenemos que E(t) = 0,
conlocual uy =0y E =1 ax =0 en el cono C. Lo que finalmente implica que © = 0 en

C. O
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Corolario 5.3.7. Si u,u € C? (Rd x (0, oo)) y cumplen ambas (P) para algunas f y g.
Entonces
u(z,t) = u(z,t), Va,t.

Demostracion. Aplicar el teorema [5.3.5la v = u — . ]

Es interesante estudiar también la ecuaciéon de ondas en las distintas dimensiones.
Estudiaremos en este trabajo esta ecuacién en dimensiones d = 1,2,3 y veremos las
distintas propiedades que posee.

5.3.1. La ecuacion de ondas en dimension 1.

Consideramos en primer lugar el problema de la ecuacién de ondas en una dimensién:
up(z,t) = Au(z,t) conzx € Ryt >0
u(z,0) = f(z), f € C*(R)
ug(2,0) =0
Por la férmula dada por el teorema tenemos que
ulta) = [ Fe)costamen)et=ii,

2milt —2mift . . .
como sabemos que cos(27ét) = %, aplicando transformada de Fourier inversa:

o 2mig(a+t) —2mi€(z—t) B
u(t,x) = /Rf(g)e +2€ dé_f(ert)-;f(x t).

Calculamos ahora la solucién del problema anterior pero con w(x,0) = g(z). Como
hemos visto en [5.4] al calcular formalmente la solucién de la ecuacién de ondas:

U, t) = f(€) cos(2mEL) + g(gw.
27€
Por tanto,
f () Sn2ret)

u(g,t) = f(§)cos(2m&t) +g(&) e

_ 1~ | Y L
p2mist +e—27rz§t:| f(&+ 2/ €2m£ydyg(€)’

DN | =
|
~

y tomando transformada de Fourier inversa:
1 x+t
u(e,t) = 5+ 0+ S =0+ 5 [ g

Esta es la conocida como férmula D’Alembert.

Nota. En general u(x,t) puede no ser derivable, pero cumple u;; = g, en algin senti-
do. En general, las EDPs no siempre tienen soluciones cldsicas (pero tienen soluciones
distribucionales o débiles).
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5.3.2. La ecuacién de ondas en R3 x R.

Si S? es la esfera unidad en R3, definimos la media esférica de la funcién f sobre la
esfera de radio t y centro x como

1

M) = g [ fle =)o) (55)

donde do(v) es el elemento de drea de superficie para S2. Como 47 es el drea de la esfera

unidad, se puede interpretar M;(f) como la media de f sobre la esfera centrada en x y de
radio ¢.

El hecho basico de integracién en esferas que vamos a necesitar es la siguiente férmula
de la transformada de Fourier.

Lema 5.3.8. )

B(6) = - [ ¥ oty = 2L,

 4n 27|

Esta formula esté relacionada con el hecho de que la transformada de Fourier de una
funcién (o medida) radial es radial.

Demostracion. Vemos que la integral de la izquierda es radial en £. En efecto, si R es una
rotacién, entonces:

do(RE) = / e~ 2M ROV g () = /

e_QWif'Ril(’Y)do-(f)/) = / e—QWif"YdO.(fy) = C/Zg(g)
S2 52

SQ
porque podemos cambiar las variables v — R™1(y) y el |det R| = 1.
Asi que, si [€| = p, es suficiente probar el lema con £ = (0,0, p).

= Si p =0, obvio.

= Si p > 0, usamos coordenadas esféricas (x = sinf cos @,y = sinfsiny, z = cosf) y
vemos que la parte de la izquierda es igual a

1 21 T )
— / e 2miPcosOgin 0dOde.
47T 0 0

El cambio de variable u = — cos # nos da
1 .
= 1 /7r 6_27rz'pcos9 sin Adf = 1 / e27ripudu _ L [egm-pu] 1 _ M,
2 Jo 2/, 4drip -1 27p

y la férmula esta probada.
O

Por la férmula definida en [5.5|interpretamos M;(f) como la convolucién de la funcién f
con el elemento do, y como la t/raﬁformada de Fourier intercambia convoluciones con pro-
ductos, podemos esperar que M;(f) sea el producto de las correspondientes transformadas
de Fourier. En efecto, tenemos la igualdad

— ~ . sin(27|€t)

WD = 7O (5.6)
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Para ver ésto, escribimos

WE© = [ e (& [ e =it ) an

47 S2

y vemos que podemos intercambiar el orden de integraciéon y hacer un cambio de variable
sencillo para conseguir la identidad deseada. Vedmoslo:

/5‘2 ﬁ < - flx— ’yt)e_%mgdx) do(7)

haciendo el cambio de variable y = x —t, dy = dx tenemos que la integral entre paréntesis
es

/ f(y)e—zwi(yﬂt)&dy:/ f(y)e—Qﬂ'ifdye—Zwi'yt{ :J?(g)e_gﬁmg
R3 R3

por lo que finalmente:

— ~ . sin(27|¢|t)

MDE) = () [ e 2 do(y) = fle) oreft

S2 47

Como resultado de ésto, vemos que la solucion de nuestro problema puede ser expresada
usando la media esférica del dato inicial.

Teorema 5.3.9. La solucion cuando d = 3 del problema de Cauchy para el problema de
la ecuacion de ondas

ug (2, t) = Au(z,t) con (z,t) € R? x (0, 00)
u(z,0) = f(x)

Ut(w, 0) = g(SU)
con f,g € S(R?) wviene dada por

(e, 1) = 2 (M) () + M) ).

Demostracion. Consideramos primero el problema
up(x,t) = Au(z,t)
u(z,0) =0

ug(x,0) = g()

Por el teorema sabemos que su soluciéon uq viene dada por

wwn) = [ @ e emecag e [ o WP | @i~ o) @

usando [5.6] aplicado a g, y la transformada de Fourier inversa.

Por el teorema de nuevo, la solucién del problema
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up(x,t) = Au(z,t)

u(z,0) = f(x)

ut(x,0) =0
viene dada por

up(z,t) = /R 3 7€) cos(2mlelt)| e2mi= g = gt (t /R 3 [f(g)W] eQ”"“"/‘fdf) = gt(tMt(f)@))-

Superponiendo estas dos soluciones obtenemos v = wuq + us como solucién de nuestro
problema original. O

5.3.3. La ecuacién de ondas en R? x R : descenso.
Es un hecho relevante que la solucién de la ecuaciéon de ondas en dimensién 3 lleva a

una solucion de la ecuacién de ondas en dos dimensiones.

Definimos la correspondiente media como:

1

21 Jiy<a

M,(F)(x) Fle—ty) (1—[y>) ?dy, zeR%

Teorema 5.3.10. Una solucion del problema de Cauchy para la ecuacion de ondas en dos
dimensiones con condicién inicial f,g € S(R?) viene dado por

(e, 1) = 2 (V1) @)) + Vo) () (57)

Vemos la diferencia entre este caso y el caso d = 3. Aqui u en (z,t) depende de fy g
en el disco completo (de radio |t| y centro ), y no sélo de las condiciones iniciales cerca
de la frontera de ese disco.

Formalmente, la igualdad del teorema se obtiene de la siguiente manera. Si empeza-
mos con unas funciones iniciales f, g € S(R?) deberfamos considerar las correspondientes
funciones f y g en R3, que son extensiones de f y g constantes en la variable x3, es decir,

flx1, 20, 23) = f(z1,22) vy g(w1, 22, 23) = g(x1,22).

Ahora, si u es la solucién de la ecuacién de ondas en dimensién 3 con condiciones
iniciales f y g, podemos esperar que u sea también constante en x3 para que u satisfaga
la ecuacion de ondas en dimension 2. Un problema de este argumento es que f y g no
decrecen rapidamente ya que son constantes en x3, por lo que no se pueden aplicar los
métodos previos.

Sin embargo, es facil modificar el argumento para obtener la prueba del teorema [5.3.10]

Fijamos 7' > 0y consideramos una funcién 7(z3) en S(R), tal que n(z3) = 1si [3]| < 37
El truco es truncar f y g en la variable x3, y considerar el cambio

ﬁ)(l‘lax%w‘ﬁ) = f(x1,z2)n(x3) y @Jo(iﬁl,ff%fﬁa) = g(x1, x2)n(23).

Ahora f? y g” estan en S(R?), por lo que el teorema, nos proporciona una solucién
@ de la ecuacién de ondas con datos iniciales fb y 3.

48



Vemos de la férmula que @°(z,t) es independiente de z3 cuando |z3] < Ty |t| < T.

En particular, si definimos u(z1, zo,t) = @ (21, T2, 0,t), entonces u satisface la ecuacién
de ondas en dimensién 2 cuando [t| < T.

Como T es arbitrario, u es solucion de nuestro problema, y queda por ver porque u tiene
la forma que buscamos.

Por la definicién de las coordenadas esféricas, recordamos que la integral de una funcién
H sobre la esfera S? viene dada por

1

1 2 pm
— | H(vy)o(y) = / / H (sin € cos @, sin 6 sin ¢, cos 6) sin 8dOdyp.
4 S2 41 0 0

Si H no depende de la tdltima variable: H(x1, z2,x3) = h(z1,22) con h una funcién de
dos variables, entonces:

1 2 ™
M(H)(z1,22,0) = e / / h(z1 — tsinf cos p, x9 — tsin O sin ¢) sin dfdep.
T™Jo Jo
Para calcular esta ultima integral, separamos la integral en 6 de 0 a 7/2 y de /2 a

7. Haciendo el cambio de variable r = sin 6, encontramos, después de un cambio final a
polares, que

1 —
Mi(H)(o120,0) = 5 [ bl = ty)(1 =~ [g) " 2dy = D) a1, ).
T Jlyl<1
Vedmoslo:
1 2w /2
— / h(x1 — tsinf cosp,x9 — tsinfsin ) sinOd | dy
47 0 0
1 2w ™
+ — / h(z1 — tsinf cos , x9 — tsinfsin ) sin0d | dp =
am 0 w/2
haciendo el cambio r = sinf y por tanto 6 = arcsinr, df = + \/ll_jdr
1 2w 1 1
= — 2 h(x1 —trcosy,xy — trsin)r—=dr | dp =
e </O (21 P, 2 ) %1_7”2)@

haciendo el cambio a polares y; = rcos g, ya = rsing con (y1,y2) € D

1 2 1 r

= — 2 | h(zy — tyr, 29 — tys) ———drd
i ) /0 (1 Y1, X2 y2)m @
1

2T

= 5 [ M=t = ) .

Aplicando ésto a H = ]H’, h=fyH=4¢,h= g, vemos que u viene dada por la
férmula y la demostraciéon del teorema [5.3.10] estd completa.

- L / / By — tyr, e — tyo)(1 — [y[2)~2dy
D
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Nota. En el caso de un d general, la solucién de la ecuacién de ondas comparte muchas
de las propiedades que hemos comentado en los casos d = 1,2 y 3.

= En un tiempo dado ¢, la condicién inicial en un punto x sélo afecta a la solucién u
en una regién especifica. Cuando d > 1 es impar, la condicién inicial influye sélo en
los puntos de la frontera del cono de centro x, mientras que cuando d = 1 6 d es par,
afecta a todos los puntos del interior del cono. Alternativamente, la solucién en un
punto (z,t) depende s6lo del dato de la base del cono centrado en (x,t) (ver Figura
1.2). De hecho, cuando d > 1 es impar, sélo los datos muy cercanos a la frontera de
la base influirdn en u(z,t). Este hecho es conocido como Principio de Huygens.

= Las ondas se propagan con velocidad finita: si la condicién inicial se da en un conjunto
acotado, el soporte de la solucién u se propaga con velocidad 1 (6 mas en general c,
si la ecuacién de ondas no estd normalizada).

Podemos ilustrar algunos de estos factores con la siguiente observacién sobre el dife-
rente comportamiento de la propagacién de las ondas en dos y tres dimensiones.

Como la propagacién de la luz se rige por la ecuacion de ondas en 3 dimensiones, si en
t = 0 una luz se enciende en el origen, ocurre lo siguiente: cualquier observador vera la luz
(después de una cantidad finita de tiempo) s6lo por un instante.

Al contrario, consideramos lo que ocurre en dimensién 2. Si dejamos caer una piedra
en un lago, cualquier punto de la superficie empezard (después de un tiempo) a ondular;
aunque la amplitud de la oscilaciéon decrecera con el tiempo, las ondulaciones continuaran
(en principio) indefinidamente.

El carécter diferente de las férmulas de la solucién de la ecuacion de ondas cuando d = 1
y d = 3 por un lado, y d = 2 por otro lado, ilustra un principio general en el andlisis de
Fourier d-dimensional: un nimero significativo de las férmulas que se plantean son mas
simples en el caso de dimensiones impares que en dimensiones pares.
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Apéndice A
Resultados auxiliares.

Proposicién A.1 (Desigualdad integral de Minkowski). Sean (X,pu), (Y,v) dos
espacios de medida. Sip > 1,

H /Y Fy)dv(y)

Para més informacién, ver [6], resultado 6.19.

s < /Y 1£Co )l (w):

Lema A.2 (Lema de derivacién de integrales paramétricas). Sea (X, u) espacio de

medida
f: X x(a,b) — C tal que f(-,t) € L*(du) Vt € (a,b)

verificando:

i) Eriste 2 (x t) Ve e X y Vt € (a,b)

i) 3h e L'(z) : )%(x,t)( < h(z) Yz, t.

Definimos F(t / f(x,t)du(x). Entonces:
: ) of
F es derivable en (a,b) y F'(t) = Bt —(z,t)dp(z).

(Ver [6], Lema 2.27).

Definicién A.3. Sea {x,}nen una sucesién. Se define el limite inferior de la sucesién
como:

sup mf xp =sup{inf {zy : k >n}n >0}
n>0k

o también como lim,,_ (mkan xy) y se denota como liminf, o x,. Se define el limite
superior como:

lim sup x,, = mf suprr = lim (sup xk> .

n—00 n20g>np n=00 \ k>p

Anélogamente, si a : (0,00) — R*:

liminf a(t) = sup inf a(t) y limsupa(t) = inf sup a(t).
=0 §>0 0<t<d t—0 6>00<t<s
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Proposicién A.4. Sean {ai}i~0 y {bt}1>0, se verifica

lim sup(a¢ + b;) < limsup a; + lim sup b;.
t—0 t—0 t—0

Proposicién A.5. Sean F,G dos funciones definidas en R? tales que |F(x)| < |G(z)],
entonces:
{$ eR¢: |F(z)| > k:} c {x eR?: |G(z)| > )\}

con k, A > 0.

Teorema A.6. Sean Xi1,Xy espacios de Banach y D un subespacio denso en Xi. Sea
T : D C Xy — Xy un operador lineal acotado. Entonces existe una unica extension
T : Xy — Xy lineal acotada con la misma norma.

Demostracion. Sea D C X;. Para cada z € X; 3{z,} C D tal que z, H.”ﬂ .

Como {z,} converge, es de Cauchy, por tanto, para cada € > 0, podemos encontrar N tal
que si n,m > N entonces ||z, — zm|x, <e€.

Ast, [|[Txy, — Topllx, < ||T|||xn — zmllx, <€, paran,m > N.

Esto prueba que {Tx,} es una sucesién de Cauchy en Xy, y por ser Xy completo, Jy € X,
tal que Tz, — y. Definimos Tz = y. Esta definicién resulta independiente de la eleccién

de la sucesién {x,} puesto que si z, ‘% x implica que x, — T, ‘% 0 y por tanto

[ T (2 = 20) |3, = U |[T(2n = 20)|[x, < [T

h;an [#n — Znllx, —n 0
lo cual implica que lim T'z,, = lim Tz,,.
Para probar que T es acotado, necesitamos la desigualdad

IT2x, = lm [ Tznx, < [T ||,

que es equivalente a -
1Tz, < [T, -

Esto prueba ademds que ||T| < ||T|. Pero por otro lado, al ser D C X1, nos dice que
tomar supremos sobre D es més restringido que tomarlos sobre X1, y entonces:

Il = swp [Tz, > sup [Tz|x, =|IT].
llellx, =1 llllx, =1
z€X] z€D

Por tanto, |T'|| = ||T|| como queriamos demostrar. O

Teorema A.7. lim, , f(z) = L si y sdlo si Y{a,} C dom(f) tal que a, — oo cuando
n — oo cumple f(an) — L cuando n — cc.

Lema A.8. Sea H un espacio de Hilbert. Si ||Tz|| = ||z||, Vx € H entonces,

(Tz,Ty) = (z,y) Vz,y € H.
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Demostracion.

| Tz +Ty|?> = (Tx+Ty,Tx+Ty) = (Tx,Tz) + (Ty,Ty) + (Ty, Tx) + (Tx,Ty)

= | T|? + | Ty|? + 2R(Tz, Ty)
por hipétesis. Por otra parte
ITe+Tyll> = T +y))?=llz+yl*= |+ [yl* + 2Rz, y)
lo cual implica que R(Txz, Ty) = R(zx,y).
Quedaria asi probado para la parte real. Veamoslo ahora en general:

Tz +iTy|> = (Tx+iTy, Tx+iTy) = (Tx, Tx) + (iTy,iTy) + (Tx,iTy) + (iTy, Tx)

= | Ta|? +||Ty|? + 2R%(Tx,iTy) = |« + lyl|* + 2R(Tz, iTy).
Por otro lado
1Tz +iTy[|* = |T(x +iy)|> = Iz + iy = l|l=[” + yl* + 2R(z, iy).
Igualando ambas y usando el resultado que dice que (z,y) = R(zx,iy) llegamos a que
S(Tz, Ty) = Sz, y),
con lo cual llegamos a que (T'x,Ty) = (x,y) como queriamos probar. O

Teorema A.9 (Teorema de la Convergencia Monétona). Sea (X, M, ) un espacio
de medida y L = espacio de funciones medibles de X a [0, 00).
Sea { fn} una sucesion en LT tal que f; < fip1 Vi y f=1lm, 00 frn, entonces

/ f=lm [ f..
n—oo
(Ver [6], Teorema 2.14).

Teorema A.10 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea {f,} una sucesion
en L' tal que:

a) fn— f ctp.

b) g € L' no negativa tal que |f,| < g c.t.p Vn.
Entonces f € L' y/f: lim /fn.

n—o0

(Ver [6], Teorema 2.24).
Una variante del Teorema de la Convergencia Dominada para familias es:
Corolario A.11. Si {fi}1>0 C L'(X) tal que

a) Ilimy_g fi(x) = f(x) c.t.p.x.

b) 3g € L tal que sup,_,o | fi(z)| < g(z) c.t.p.x.
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Entonces f € LY(X) y

[ =t [5i) .

Demostracion. Tomo t, — 0. Por el TCD aplicado a f, = fi,,

Como ésto es valido V¢, — 0, entonces (x) es cierto. O

Teorema A.12 (Desigualdad de Hélder). Sean p y g nimeros reales tales que

1 1
1<pg<o0 y —+-=1
P g

Si feLP(,%,pu) ygeLi(Q%,p), entonces fg e L* (0,5, 1) y

1/p 1/q
76l = [ \rslan < < / If!”du> ( / Iglqdu> = 1l llgll-

(Ver [6], Proposicién 6.2).
Corolario A.13. Si f € L N LY y qo < q < q1, entonces f € L1 y se tiene
-0 0
£ llze < A1z 11 2
1—-6 6
+—.
q0 q1

1
donde 6 € (0,1) cumple — =
q

(Ver [6], Proposicién 6.10).
Lema A.14 (Principio del médulo maximo). Sea 2 C C, Q acotado y f € H(Q2) N

C(2). Supongamos que existe una constante M tal que méxpq |f(z)] < M Vz € 09.
Entonces |f(z)] < M Yz € Q.

(Ver [5], Capitulo 3, Corolario 4.6).
Teorema A.15 (Teorema de Tonelli-Fubini.). Sea f : X xY — C medible en X x Y.

Si
/ (/ If(x,y)ldy> dx < 0o
x \Jy
o bien
/ (/ If(w,y)\dw> dy < oo
y \JX
o bien
/ |f(z,y)| dvdy < oo.
XxY
Entonces

/X (/Y f(x,y)dy> dr = /Y </X f(x,y)dx) dy = /Xxyf(:c,y)dwdy

y todas las integrales son absolutamente convergentes.
(Ver [6], Teorema 2.37).

Teorema A.0.11 (Teorema de la Divergencia en el plano.). Sea D C R?, 9D
su frontera y n la normal unitaria exterior a 0D. Sea F un campo vectorial C! en D.

Entonces:
/ F-nds:/V-FdA.
8D D

(Ver [9], Capitulo 8, Teorema 4).
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