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Resumen

Este trabajo trata sobre el Problema de Restriccién, una famosa conjetura
dentro del area del Analisis Armonico cuya solucién completa sigue abierta. Mas
concretamente, el objetivo principal de este trabajo es demostrar el Teorema
Tomas-Stein, que da una solucién parcial a este problema. Para poder conseguir
esto, son necesarios varios resultados de Analisis Complejo y teoria de Integracion
gue se han visto durante el grado. También usaremos otros resultados, que seran
construidos de manera rigurosa en los tres primeros capitulos.

La Transformada de Fourier se estudiara en el primer capitulo. Esta es una
herramienta fundamental en el Analisis moderno, con una gran variedad de
aplicaciones. La definicién es la siguiente.

Definicion 1 Transformada de Fourier

Dado f € L*(R™), su Transformada de Fourier es la funcién f : R™ — C determina-
da mediante la férmula:

O = fl@e?™ ¢ do £ eR"
Rn

Esto define un operador lineal con muchas propiedades interesantes. En este
capitulo exploramos solo las relevantes en este trabajo, principalmente su buena
relacion con la convolucion, el Teorema de Inversidn y el Teorema de Plancherel.
Para ilustrar mejor la Transformada de Fourier, en la Seccion 1.1 se han calculado
algunos ejemplos. Uno de ellos seré la funcién gaussiana ¢(z) = e~I*I°, Este caso
es de especial interés porque su Transformada de Fourier es la propia funcion. A
parte de ser una propiedad curiosa, sera luego utilizada en varias demostraciones.
La convoluciéon es una herramienta muy importante del Analisis, y una de
las propiedades relevantes de la Transformada de Fourier es que transforma
convoluciones en productos, es decir, que f/*\g — ¢ para todas las funciones
f,g € L'. Esta identidad se utilizard a menudo en el trabajo, pues muchos
operadores se pueden expresar usando convoluciones.

El siguiente resultado importante del primer capitulo es el Teorema de Inversion,
gue nos permite, dada la Transformada de Fourier de una funcién, recuperar la
funcién original.



Teorema 1.5 Teorema de Inversion

Dada una funcién f € L'(R") tal que f pertenece también a L*(R™), entonces se
cumple que

f(x) = / 2™ EF(&) de para casi todo punto = € R™.

De este teorema se sigue como corolario interesante que la Transformada de
Fourier es Unica, en el sentido que si dos funciones tienen la misma Transformada
de Fourier, entonces son iguales en casi todo punto.

Otro resultado importante de este capitulo es el Teorema de Plancherel. Este
afirma que la Transformada de Fourier conserva la norma L2. A continuacién se
muestra el enunciado exacto.

Teorema 1.7 Teorema de Plancherel
Dada una funcién f € L* N L%(R™), entonces f € L2R™) y || fllz2 = ||l z2-

Este teorema permite extender la definicién de la Transformada de Fourier
al espacio L? completo. En el capitulo 4, esto sera utilizado para extender la
Transformada de Fourier a los espacios LP con 1 < p < 2.

Por ultimo, hay un elemento mas que introducir en el primer capitulo: la Clase
de Schwartz §. Intuitivamente, es el conjunto de funciones de clase C* tales que
tanto la funcién como sus derivadas decrecen mas rapido que cualquier polinomio.
Esta clase tiene varias propiedades que la hacen bastante interesante.

* Es un subespacio denso de L? paral < p < +o0.
+ La Transformada de Fourier es una biyeccion de la Clase de Schwartz sobre
si misma.

Esta clase de funciones sera luego fundamental en la definicion de ciertos
operadores relacionados con el Problema de Restriccion.

En el capitulo 2, estudiamos dos resultados sobre Interpolacién de Operadores. En
primer lugar se enuncia un resultado clasico, el Teorema de interpolacién de Riesz-
Thorin. Luego lo generalizamos demostrando que, dada una familia analitica de
operadores, definida en una banda del plano complejo, acotada en los bordes, y
que cumpla la condicién de “crecimiento controlado”, entonces se tiene que esta
acotada también en la parte del eje real contenida en la banda. El enunciado
exacto es el siguiente.
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Teorema 2.4 Teorema generalizado de Riesz-Thorin

Sean (X, ) y (Y,v) espacios de medida o-finitos, y sea T. una familia analitica de
operadores con crecimiento controlado. Dados 1 < pg,p1,q0, 1 < +oc tales que

para todas las funciones finitas simples f € SF(X) existen constantes positivas
Mo, My >0y k >0 con:

|1 Tit(f)|| oo < Moe™™|| f]| vo, | Ti4it ()l o < MyeH|| £l oo

Para todo 6 con 0 < 6 < 1 calculamos p, q como:

1 1-6 0 1 1-6 6
_|_

)

b bo b1 q q0 q1

Entonces se tiene la siguiente acotacion:

1T (f)llpe < Mg—0 MY EVEIE=O) 1 #|l s.

Tanto la version clasica del Teorema de Riesz-Thorin como su version generalizada
seran de utilidad en los capitulos posteriores, ya que la interpolacion de operado-
res es una herramienta muy potente en Analisis.

El tercer capitulo introduce las funciones de Bessel del primer tipo. Son una familia
de funciones analiticas definidas como sigue.

Definicion 6 Funciones de Bessel

Dado un numero complejo v € C con Rev > —1, la funcidn de Bessel del primer tipo
se define como la aplicacion J, : {z € C: Rez > 0} — C dada por

oo . 1 o v+2k
Tul2) = kZ_O(l) T(k+1)D(k+ov+1) (2> ‘

Las funciones de Bessel jugaran un papel importante al estudiar el Problema de
Restriccidn, ya que aparecen de manera natural cuando consideramos la Trans-
formada de Fourier de funciones radiales. Esto significa que luego necesitaremos
usar varias de sus propiedades. Por tanto, este capitulo se encarga de recopilar
todos los resultados necesarios, para que puedan ser usados facilmente después.
El primer resultado clave es la siguiente acotacion.
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Teorema3.?

Dado s, € [—%, +o0), € Ry r > 0, entonces existe una constante positiva C, que
depende unicamente de s, tal que

1 og 1
| Tsorio(r)] < C(1+ |0])2e MW'

Ademds, si sy se mueve en un intervalo compacto K de [—%, +oc), entonces la
constante C' estd acotada en K.

Este teorema nos da una muy buena acotacién cuando r no esta cerca de
cero. Para trabajar con la funcién de Bessel cerca del origen, usaremos mejor el
siguiente resultado.

Teorema 3.9

Dado un niimero complejo v = s +i6 € C cuya parte reales s > —3, para 0 < r < 1
se tiene que

|J,(r)] < Cezlflys,

con C una constante que depende de s.
Ademds, si s lo restringimos a un intervalo compacto K de [—1,+o0), entonces la
constante C' estd acotada en el intervalo K.

Un ultimo resultado sobre las funciones de Bessel que me gustaria resaltar es la
siguiente aproximacion.

Teorema 3.10

Dado un niimero complejo v € C con Rev > —3, para r > 0 se cumple que

_ [2cos (r—ﬂ— )
Ju(r) = \/; \/;2 + Ry (r).

Con R, una funcién que cumple que |R,(r)| < C,r~2 cuando r > 1.

ISE

Este teorema nos proporciona informacién precisa sobre el comportamiento
cuando r es grande de las funciones de Bessel, permitiendo calcular facilmente
algunas estimaciones.

En el capitulo 4 se explica el Problema de Restriccién sobre la esfera. En este
problema se pregunta para qué valores de p y ¢ se cumple que restringir la
Transformada de Fourier a la esfera es un operador continuo de LP(R%) a L?(S4~1).
Usando densidad, es suficiente estudiar las correspondiente desigualdades del
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problema restringidas a funciones suficientemente suaves. Esto significa que el
problema puede ser formulado como sigue.

Definicion 9 Problema de Restriccion sobre la Esfera

Diremos que se cumple el Problema de Restriccion sobre la esfera de LP a L? cuando
exista una constante positiva C, , > 0 tal que

= ; o (Tpd
Hf‘sd_1 La(gE-1) < CpgllfllLrray  paratodas las funciones f € Cg°(R?).
En esta situacién, diremos que se cumple R(p, ¢, S%1).

Llamaremos a la siguiente expresion Operador de Restriccion

R(f)(§) := f}sd,l(&) = / e 2™ L f(z) da feCPRY, e 5%,

R4

Este problema admite una formulacion equivalente usando el dual del Operador
de Restriccion: el Operador de Extension £. Este toma como entrada una funcion
integrable sobre la esfera y devuelve una funcion con RY como dominio. Este
operador esta determinado por la siguiente formula, muy similar a la que aparece
en el Teorema de Inversion.

Ew) = [ @ 0 oo ge (s, x e e

Usando esta dualidad, podemos dar algunos contraejemplos al Problema de
Restriccion para algunos valores de py ¢ especificos, véase los teoremas 4.4y 4.5.
Una vez mas el uso de las funciones de Bessel juega un papel importante.

El capitulo termina con una breve explicacién de la, aun sin resolver, Conjetura de
Restriccion y de los avances relacionados.

En el dltimo capitulo se demostrara el Teorema de Tomas-Stein. Este resultado nos
da un rango de valores de p para los que se cumple el Problema de Restriccion de
LP(RY) a L2(891).

Teorema 5.1 Teorema Tomas-Stein
Sit<p< 2%*31) entonces el Problema de Restriccion sobre la esfera se cumple de

LP(R) a L2(S91).

A continuacion resalto los puntos mas importantes de la demostracion:

*+ SOlo es necesario probarlo en el punto final p = 22?:31) porque usando el

Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin se obtiene el resultado para el
resto de valores de p.

+ Empezamos considerando el operador R*R. Este sera mas facil de manejar,
ya que tanto el dominio como la imagen estan formadas por funciones de R?
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a C. Es mas, usando las funciones de Bessel se puede calcular explicitamente
como actua este operador.

+ Vamos a demostrar que R*R es un operador continuo de LP(R%) — L¥ (R%)
si y solo si el Operador de Restriccion R es también continuo de
LP(R?) — L?(S91). Esto nos permite centrarnos en el operador R* R, en lugar
de trabajar directamente con el Operador de Restriccion.

* Vamos a meter el operador R*R dentro de una familia de operadores, con
la intencién de aplicar la version generalizada del Teorema de Riesz-Thorin.
Para poder hacer esto, necesitamos verificar que se cumplen las hipétesis
del teorema:

- Lafamilia de operadores esta definida en una banda del plano complejo.
Hay que acotarla en los extremos de la banda. Esto usara las acotaciones
de las funciones de Bessel.

- Hay que asegurar que la familia de operadores es suficientemente buena,
esto es, que es una familia analitica de operadores con crecimiento
controlado.

* Por ultimo, se aplica el teorema de interpolaciéon en un punto especifico, para
obtener el resultado de acotacion deseado sobre el operador R*R. Con esto
finaliza la prueba.

Respecto a la bibliografia, las principales referencias han sido [3] para el primer
capitulo, [7] para los capitulos 2y 3, y [6] para los capitulos 4 y 5. Para el tercer
capitulo también he consultado [1]y [8].




Abstract

This essay is about the Restriction Problem, a famous conjecture in the field
of Harmonic Analysis, whose complete answer is still an open question. More
specifically, the main objetive of this work is to prove the Tomas-Stein theorem, as
it gives a partial answer to the problem. In order to achive this, we will use several
results of Complex Analysis and Integration theory seen during the bachelor
studies. We will also require some other new theorems, so they will be rigorously
built in the first three chapters.

The Fourier Transform is introduced in the first chapter. This is a fundamental tool
of modern Analysis, with a vast range of applications. We define it as follows.

Definition 1 Fourier Transform
Given a function f € L*(R™), its Fourier Transform is the function f:R" = C given
by

Fle) = /n e 2™ (1) da, for each ¢ € R™.

The above formula defines a linear operator, with many interesting properties. In
this chapter we explore only the relevant to this essay, mainly its good relationship
with the convolution, the Inversion theorem and the Plancherel theorem.

To better illustrate the Fourier Transform, we will calculate some examples. One
of them is the gaussian function ¢(z) = e~™*I°. This case is of special interest
because its Fourier Transform is the function itself. Besides being a curious fact,
this property will be used later during some proofs of this chapter.

The convolution of functions is an important tool in Analysis, and one of the
relevant properties of the Fourier Transform is that it transforms the convolution
into a product, that is to say, f/>x<\g = 7 - g for all functions f,g € L!. This identity
will allow us to easily compute the Fourier Transform of convolutions, something
very useful as many operators can be expressed as a convolution.

The next key result of the first chapter is the Inversion Theorem. This theorem
allows us to, given the Fourier Transform of a function, retrieve the initial function.
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Theorem 1.5 Inversion Theorem
Given a function f € L'(R™) such that f is also in L'(R"), then we have that

fl@)= / 2T EF (&) dE for almost every point = € R".

This theorem implies an interesting corollary, that the Fourier Transform is unique
in the sense that, if two functions have the same Fourier Transform, they are equal
almost everywhere.

Another important result of this chapter is the Plancherel Theorem. It states that
the Fourier Transform preserves the L? norm. The precise statement is as follows.

Theorem 1.7 Plancherel Theorem
Given a function f € L' N L2(R™), then f € L2(R™) and || f|z2 = || f| 12

This theorem allows to extend the definition of Fourier Transform to the whole L?
space. In chapter 4, this will be crucial to extend again the definition of the Fourier
Transform to LP spaces when 1 <p < 2.

Lastly, there is one more element to be introduced in the first chapter: the
Schwartz Class §. Intuitively, it is the set of functions infinitely derivable such that
both the function and its derivatives decay faster than any polinomial. This class
has several properties that make it very interesting:

* Itis a dense subspace of L forall 1 < p < +cc.
* The Fourier Transform is a biyection of the Schwartz class onto itself.

This class of functions will later play a role in the definition of certain operators
related with the Restriction Problem.

Moving on to chapter 2, we change the topic to Operator Interpolation. This
chapter presents a classical result, the Riesz-Thorin interpolation theorem. Then,
we generalize it to prove that, given a nice enough family of operators defined in a
strip of the complex plane, and bounded on the edges, then we can conclude that
the operators on the real edge of the strip are also bounded.
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Theorem 2.4 Generalized Riesz-Thorin Theorem

Given (X, ) y (Y, v) o-finite measure spaces, and T, an analitic family of operators
with moderate growth. Given 1 < py, p1,qo, 1 < +0o such that for every simple finite
function f € SF(X) there are positive constants My, M, > 0 and k > 0 with:

I Tt ()l oo < Moe®|| £]] oo, Ty it ()l < Mye®™) f]|on.
For each 6 with 0 < 6 < 1, we compute p, q as

1 1-06 0 1 1—e9+0
P po p1 q 9 a1

Then we have the following bound:

ITo(f)llze < My=0M7 VOO0 | £

Both the classical and the generalized version of the Riesz-Thorin theorem will be
useful in later chapters, as the interpolation of operators can be a very powerful
tool in Analysis.

The third chapter introduces the Bessel functions of the first kind. They are a family
of analitic functions, defined as follows.

Definition 6 Bessel Functions

Given a complex number v € C such that Rev > —1, the Bessel function of the first
kind is defined as the application J, : {z € C: Rez > 0} — C determined by

00 . 1 5 v+2k
Tol2) = kzzo(_l) T(k+ Dk +o+ 1) <2> ‘

The Bessel functions will play a important role in the Restricction Problem, as
they appear naturally when we consider the Fourier Transform of radial functions.
This means that later we will need to use several of its properties. Therefore,
this chapter puts together all the needed results, so that they can be easily used
afterwards. One key result is the following bound.
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Theorem 3.7

Given sy € [—3,400), € R and r > 0, there exists some positive constant C that
depends only on sy such that

1o 1
|[Tso+io(r)] < C(1+[6])2e w'W'

Furthermore, if sy is restricted to a compact interval K of [—%,+cc), then the
constant C'is bounded over that interval K.

The previous theorem will give us a very good upper estimate when r is not close to
zero, but as r tends to zero its utility will decrease. To deal with the Bessel functions
near the origin, we can rather use the bound stated below.

Theorem 3.9

Given a complex number v = s + i € C whose real parte is s > —1, when 0 < r < 1
it holds that

| (7)| < Cezlre,

with C' a constant that depends only on the real part of v.
In addition, if s is restringed to a compact interval K of -1, +00), then the constant
C'is bounded over that interval K.

One last result about the Bessel functions that i would like to highlight, is the
folliwing approximation.

Theorem 3.10

Given a complex number v € C with Rev > —1, for each r > 0 it holds that

- QCos(r—ﬂ— )
Jp(r) = \[r \/;2 + R, (r).

Where R, is a function that verifies that |R,(r)| < Cyr~2 whenr > 1.

SE

This results provides precise information about the Bessel functions when r is
large, allowing us to easily calculate some estimates.

On chapter 4, we discuss the Restriction Problem over the Sphere. This problem
asks when the Fourier Transform restricted to the sphere is a continuous operator
from LP(R?) to L4(S9~1). By density, it is only necessary to study the corresponding
inequalities restricted to smooth enough functions. This means that the problem
can be technically written as:
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Definition 9 Restriction Problem over the Sphere

We will say the restricction problem over the sphere holds from L? to LY when there
is a positive constant C, , > 0 such that

N g oo (md
Hf‘sd_1 La(ge-1) < Cpgllfll e (ray for all functions f € C5°(R?).
If this is the case, we can denote it by R(p,q, S?1).

We will the call the following expression as the Restricction Operator

R(f)(€) := }\}5&1({) = /Rd €—2ﬂ'ix~§f(x) . fe CS"(Rd),g c gi-1.

Thereis actually a case where the Restriction Problem is trivially true: the case from
LY(R%) to L>°(89~1), this means that R(1, co, S%~1) is fulfilled. This fact will allow us
to use some interpolation results later.

The Restricction problem admits an equivalent formulation using the dual of the
Restriction Operator: the Extension Operator £. It takes as input an integrable
function over the sphere and returns a function defined over R%. This operator
is defined by the next formula, very similar to the one in the Inversion Theorem.

fo)w) = [ g(e) do(e ge L (s* ),z e RY

By the use of this duality we are able to give some counter examples to the
Restriction Problem with some specific p and ¢, see theorems 4.4 and 4.5. Again,
the use of the Bessel functions plays an important role.

The chapter comes to an end with a brief overview of the, still open, Restriction
Conjecture and the existing progress.

The last chapter is a proof of the Tomas-Stein Theorem. This results gives a range
of values for p in which the Restriction Problem holds from LP(R?) to L?(S%1).

Theorem 5.1 Tomas-Stein Theorem
Ifi1<p< Q(ddjgl) then the restriction problem over the sphere holds from LP(R¢) to

L2(S%=1). This is, R(p, 2, S%1) is true.

A brief outline of the proof is as follows:

* We only need to prove it at the end pointp = 25:31) because using the Riesz-

Thorin interpolation theorem obtains then the result at the remaining values
of p.

+ We start by considering the operator R*R. This will be easier to handle,
as both the input and the output are functions with R? as their domain.
Moreover, we can calculate it explicity using the Bessel functions.
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« We justify that R*R is a continuous operator from L?(R%) — L?'(R?) if and
only if the restriction operator R is also continous from LP(R?) — L2(S91).
This allows us to focus on the R*R operator, rather than working with the
Restriction Operator.

+ We are going to embed the R*R operator into a family of operators, with the
intention of applying the generalized version of the Riesz-Thorin theorem.
In order to do that, we need to verify first that theorem’s hypotheses are
actually true:

- This family of operators is defined over a strip of the complex plane.
Therefore, we need to bound it on the end lines. This will require
the bounds of the Bessel functions that were studied during the third
chapter.

- We need to also make sure that the family of operators is nice enough,
this is, that is analitic family of operators with moderate growth.

+ Lastly, we use apply the interpolation theorem in a specific point, so that we
bound the original R*R operator. This concludes the proof.

The corpus of the eassay ends there. After that, there are several appendices that
go over some well known theorems used during the main body of the work.
Regarding the bibliography used, the main sources have been [3] for the first
chapter, [7] for the second and third chapters, and [6] for the fourth and fifth
chapters. For Chapter 3, [1] and [8] have also been checked. During the essay,
further references have been added where necessary.




Simbolos y Notacion

N Conjunto de los numeros naturales, N = {0,1,2,...}
Z Conjunto de los numeros enteros

R Conjunto de los numeros reales

C Conjunto de los numeros complejos

S Banda compleja {z € C: 0 < Rez < 1}

S Esfera n-dimensional

S(X) Funciones simples X — C

SF(X)  Funciones simples finitas X — C

S Clase de Schwartz

O Funciones de clase C* y con soporte compacto
r Funcién Gamma

B Funcién beta

Jy Funcién de Bessel de primer tipo

Notacién de multi-indices:
Un multi-indice es un elemento o« € N", es decir, una n-tupla (aq,...,«,) de
elementos enteros con «; > 0. Se usara la siguiente notacion:

n
* a| = Zaj.
i=1

n
» 2% =[] «}" paratodo x € R™.
=1
olel
0z Oxpn

n

| = |

¢ ol = ot
j=1

.« ¢
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Capitulo 1

Transformada de Fourier

En este capitulo voy a introducir la Transformada de Fourier, asi como sus
Teoremas mas importantes. También se va a definir la Clase de Schwartz, un
conjunto de funciones que se relaciona muy bien con la Transformada de Fourier.
Como referencia, he seguido en gran medida el libro [3, Capitulo 8].

1.1. Definicion y propiedades basicas

Definicion 1 Transformada de Fourier

Dado f € L'(R") se define su Transformada de Fourier como la funcién f : R® — C
mediante la formula:

O =[ f@e fda £ER™.
Rn

También se usard la notacién [f]" para denotar la transformada, en especial cuando
esto aporte legibilidad.

La primera observacion es que la definicion tiene sentido ya que la integral es
absolutamente convergente. En efecto,

| @ de= [ 15@)de = 1fl < .

Es mas, se tiene la siguiente acotacion:

Proposicion 1.1:
Si f € L'(R™) entonces Fe L*>(R™), es uniformemente continua y cumple

[fllzee < NI f1lgr-
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Demostracién. Como || f|| g = SupgeRnﬂf(f)H se tiene la acotacién del enunciado:

~

FOI=1|[ fl@)e ™ ¢da

< [ 1@I= 1l < +oc.
Para ver la continuidad uniforme,

/n F(z) <6—27rix'(§+h) _ e—27rix'§) da
< / /()] ‘6—27rim~h _ 1‘ . ‘e—%mf‘ da
< [ @) fereeh ) da,

Fle+m—Flo|=

Como |f(z)| - |[e7?™@ " —1| < 2|f(x)| € L'(R™), podemos aplicar el Teorema de
Convergencia Dominada, y meter el limite dentro:

tim [7e + 1) - 76| _/ tim [£(z)] - [e2r 1] dr =0

|h|—0 n |h|—0

Ademas, como este ultimo limite no depende de ¢, se tiene la convergencia
uniforme para ¢ € R™. O

Como la transformada es claramente lineal, esta proposicion nos dice que
podemos verla como un operador L'(R") — L>®(R").

La convolucidén se relaciona bien con la transformada, tal como muestra el
siguiente resultado.

Proposicion 1.2:
Si f,9 € L(R") entonces f  g(&) = f(£)3(©)-

Demostracion. Usando las definiciones de transformada y convolucion,

—

o) = [ rea@e s tar= [ ([ e iatnay) e can

Observamos que se tiene la siguiente acotacion

L irtengtme == <oty = [ 1ol ([ 160 = lde) dy = 11l < .

Por tanto se puede aplicar el teorema de Fubini para obtener que

—

7@ = [ o ( [ o gy -%) v,

: = d [ stweme ([ e ) ay = feoae. o
dr =dz
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Algunos ejemplos de transformadas de Fourier son los siguientes.

1. La funcion caracteristica X _4 4 con A > O:

Xi—a(©) = /RX[—A,A} (w)e ™ da

- / ? emamiatg, _ €T
_A —2m Zf
o—2mIAE _ ,2miAg
B —2mi€
_ sin(2mAE)
==

A

—A

sin(w§)

¢

2. La funcién gaussiana o(z) = e "2, 2 € R:

p(&) = / e e 2mint gy — / % (@t 2iag) gy _ e / >
R o o

Luego falta calcular el valor de la in-
tegral. Para ello considero la siguien-
te funcién compleja f(z) = e ™
qgue sabemos que es holomorfa. Por
tanto, usando el teorema de Cauchy,
para cada N > 0 su integral en
la curva cerrada de la derecha vale
cero.

A~ N\ JANVANE:
AR
—e 7T$2
. R
1 2 3
e~ (@+i8)? go.
=t «
I4v ~N AIQ
>
> )
-N I N

Esto equivaleaque I + Ir + Is + Iy = 0.

lim I; = lim
N—o0 N—oo J N

N 2 o0 2
e ™ dt = / e dt = 1.
— 00
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N o)
hm 13 == hm —/ 67W(t+i§)2dt: —/ eiﬂ—(t+i£)2dt‘
_N PN

N—o0 N—o0

Para I e I, voy a parametrizar por z = £ N +it cont € [0,£] y dz = idt. Quiero
probar que estas integrales tienen a cero, cuando N — oo, luego voy a acotar
su modulo:

|| = [14] = ’/ —m(N+it)? zdt‘ ‘/ (N2 —t2£2iNt) ; dt'

< / 77I'N \/\5 eﬂ'tz dt .
—Jo 0
S

Ke
Y como K, es una constante que depende Unicamente de ¢, que esta fijo, se
tiene que lim |Ix] = lim |I4] =0y portanto lim I, = lim Iy = 0. Asi,
N—oo N—oo N—o00 N—o00

—N? 71’t2 $772th

e

N—oo

Y volviendo al valor que habiamos calculado para la transformada:

Vemos que ha salido que la transformada de la gaussiana es la propia gaussiana.
Esta interesante propiedad nos sera util por lo que vamos a generalizarlo a n
dimensiones en el siguiente resultado:

Proposicion 1.3:
Si g : R™ — R es p(z) = e~ entonces §(€) = ¢(€).

Demostracion. Six = (z1,...,x,) Yy & = (&1, .., &) Se tiene que:

@(é) _ / e*ﬂ"x|2672ﬂiz Cdp — / e > x126727ri > Tii o —
n
/ He—wm —27rw1£1dx
1=

n

_H/e e—QWixifidxi
R

_r£2 _ no g2 _ 2
ST =S = e e

=1

donde en la segunda linea he separado las variables y en la tercera he usado que
cada integral es la transformada de Fourier de una gaussiana en una dimension.
0
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Proposicion 1.4: Transformada de Fourier para transformaciones basicas
Dado f € L*(R™), se tiene que

9() g9(x)
Traslacién flx—a) — e 2méaf(g)
Dilatacién (g — R" f(R¢)
Modulacién fem —  Jle— %)
Dilatacién matricial  f(Az) — o, F((AY)te)

Donde a,n € R", R > 0, A € M,x»n(R) con det(A) # 0.

Demostracion. En las condiciones de cada transformacion, se tiene que:

1. Sig(xz) = f(z — a), hago el cambio de variable y = x — a.

5@)=1/n64“$ff@—wwdx=1/n64“@*”ff@»dyze—%mf&>

2. Si g(z) = f(%), es un caso particular de la dilatacién matricial. Tomando
A = %I, su determinante es 5 y su inversa es A~! = (A7!)! = RI,. Con
esto sale directo aplicando el apartado 4.

3. Sig(z) = f(x)e™*:

ﬂa—/fQwaW@MM—/fZWWf@ﬂ@m—f@—;)

4. Si g(z) = f(Az), vamos a hacer el cambio de variable y = Az, que tiene

jacobiano |det(A~Y)| = m. También tenemos que recordar que para

cualquier matriz n x ny vectores u,v € R" se tiene que (Bu) - v = u - (B'v).

96 = [ e () do = [ e T ) dy
_ 1 r —1\t
= Ty’ (A7)
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1.2. Teorema de Inversion

Teorema 1.5 Teorema de Inversion

Si f € L'y f € L' entonces para casi todo punto = € R™ se cumple:

f@) = [ Fe)ermtde

Demostracion.

Considero la funcién gaussiana o(z) = e=™=I* y la familia {p(z) = Ao(%) }s0 que
por el Lema D.2 es una aproximacion regular de la identidad. Observamos por la
Proposicion 1.4y la Proposicion 1.3 podemos calcular facilmente la transformada
de ¢y

o —

5O = () © = 8(16) = (0

Dada una funcion f con las condiciones del teorema, quiero ver que la integral
—_—
anterior vale f(z). Para ello, primero voy a aplicar la integral a f * ¢;.

li@)i= | Fra@emetds= | fO@©™ et =

Rn

= / < f(y)e—%ﬂy'fdy>¢(t£)e2mx~gd£ Fub.
n \ JRn

w /]R W) ( /]R p(tg)etritey) §d£> dy =

:/nf(y)<so/(t'\)(y—w))dy~ (1.1

El teorema de Fubini lo he podido aplicar porque la integral de los moédulos es
finita:

/n Rn\f o (t€)e2mi@=y) €|d£dy—/ / o(t8) \dﬁdy_HfHLl/ lp(z)|dz < oo

Para calcular la transformada de Fourier que aparece en (1.1) uso que es la
transformada de un cambio de escala:

- = 26(10) = 2o (15) = wlo - u).

Y por tanto la integral original se expresa como:

i) = [ 56 (A -0t~ [ Sede =iy = 1+ olo).

Por ser ¢; una aproximacion regular de la identidad, se puede aplicar el Teorema
D.3y se tiene que lim+ I(z) = f(x), donde la convergencia es la norma L*.
t—0
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Usando el lema D.8 se tiene que existe una subsucesion (t;) con limjt; = 0y
Ii;(z) — f(z) para casi todo punto 2 € R". Es inmediato que los (;) los puedo
tomar para que sean una sucesion decreciente hacia cero.

Por otro lado,

hw) = | JO@©E™ de= | Flepe)em de= | Jleje el e,
y como la integral del modulo es acotada:

| R s = [ fe i< [ fee =17l < .

se puede aplicar el Teorema de la convergencia dominada para conmutar el limite
t — 0y laintegral:

lim () = / lim f(g)e e e2miv Sdg = | Fe)ermin Cde.
t—0 R t—0 R
Por tanto, para casi todo punto z € R se tiene que:
f(z) = lim Ij;(z) = lim [;(x) = f(g)e%iw'& de.
Jj—oo t—0 RN

O]

Corolario 1.6 Unicidad de la Transformada de Fourier

Si f,g € LY(R™) con f(g) = g(&) para todo £ € R™ entonces f = g en casi todo
punto.

Demostracion.

Considero la funcién h := f — g que tiene transformada h(¢) = f(¢) — §(€) = 0.
Comoh € L*(R™) puedo aplicar el Teorema de Inversion (Teorema 1.5)y se obtiene
que:

f(z) = g(x) = h(z) = / 0-e?™* &d¢ =0 para casi todo punto z € R™.
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1.3. Teorema de Plancherel y TF en L?

Teorema 1.7 Plancherel
Si f € LY(R")NL2(R™) entonces f € L2(R™) y ademds se cumple que || f|| 12 = || f]| 2.

Este resultado es analogo a la identidad de Parseval para Series de Fourier, ya que
elevando al cuadrado las normas se tiene la igualdad:

f(z)Pde = | |f(€)*de. (1.2)
R™ R™

Demostracion. Igual que parala demostraciéon del teorema de inversién, considero
la funcién gaussiana o(z) = e~"#I” y la aproximacion regular de la identidad

{orte) = ()]}

que sabemos que tiene Transformada de Fourier ¢,(§) = ¢(t€).
Una primera observacion es que para probar que las normas son iguales me basta
probar la Ecuacion (1.2). Voy a calcular la segunda integral para f * ¢y

t>0

G /\f )2161(6)2de = /f o(t6)[2de =

_/ ( fx)e 2 6@)( 5 f(y)emy'gdy>|<p(t§)| it =

— [ ][ s@ife e o) Pydads
n n Rn

= / ) Rnf(w)f(w( /R ) e‘*”‘”‘y)'f!go(tf)!?ds) dy dz. (1.3)

El teorema de Fubini lo he podido aplicar porque la funcién en valor absoluto es
integrable:

L[ 1r@Tle e ¢ ot Pdodyde = 1718 [ 21 dg < o,
n n JR" _\,_/ Rn

Ahora vamos a observar que la integral del paréntesis en (1.3) es la transformada
de Fourier de cierta ¢y y por tanto podemos calcularla facilmente:

/ e—27ri(:v—y) .§|<p(t£)|2d£ _ /]R e—27ri(x—y) 3 e—27r|t§\2d£ _ i e—27ri(:v—y) 3 €—7r|\/§tf\2d£

= (W(\/it : ))A(f —y) = (\/%t)na(x\/_ﬁty) - (\/%t)"sp(x\/;ty)
= gpﬁt(y—x).
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Sustituyendo este valor:

I = /n . f@) F)e sz (v — x) dyda = /Rn f(x)<7 * ‘P\/it(x)>d$ =

Convoluciéon

_ /R @) (Frpya@)de = (£.£ * oyz).

Como f € L*(R") se tiene que f x ¢; 207 fen 12 y deducimos que

lim [; = lim
t—0+t t—0+t

o f o) = (2 ) = / F(@)? da.

n

Por otro lado, aplicando el Teorema de la Convergencia Mondétona,

. _ TV 2 o2t ge im | F(€) 2o 27t g¢ — £(6)2
ST AR R"|f(§)| e\A(sn * Rn L [f()[e a4 /R"|f(£)| &
Pt

O]

El teorema de Plancherel quiere decir que el operador “transformada de Fourier”
es una isometria en:

F:L'NnI?*R") — L*R")
(1.4)
f o— Ff:=Ff

Pero como se tiene que L' N L? es denso en L?, este operador se extiende a todo
el espacio L? conservando sus propiedades.

Proposicion 1.8: Transformada de Fourier en >
Existe un Unico operador lineal y continuo F : L2(R") — L2(R™) con Ff = [ si
f € LN L?(R™). Ademds, cumple las siguientes propiedades:
) | F£llzz = lIfll.2 para todo f € L2(R™).
i) F es biyectivo.
iii) Su operador inverso viene determinado por:

(F 9@ = [ gt Vg e L nIA@®)

Demostracién. Como C§°(R™) es denso en L2y C§° C L' N L? entonces L' N L?
es denso en L? y aplicando el teorema de extension de operadores en espacios
de Banach (Teorema D.1) al operador antes descrito, Ecuacion (1.4), se obtiene
la existencia y unicidad de este operador. En esta demostracion usaré F para
representar el operador de (1.4) y usaré F para su extension.

Plancherel nos permite calcular || F(f)|;2 = ||flz2 en el denso Cg°, y por
continuidad se puede extender a todo L2.
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Para probar las dos propiedades siguientes defino el operador

G:L'nL*R") — L*R")
(1.5)
g — Ggi= [gag(&)e*™® d¢

Es inmediato comprobar que Gg(z) = F(g9(—=z)) luego es un operador lineal y
acotado, al que podemos aplicar el teorema de extension otra vez y obtenemos
un operador G. Para ver que G = F~! nos basta darnos cuenta que (Go F)f = f
y (FoG)g = g paracada f,g € Cg°(R"™), y por continuidad tenemos que son la
identidad en todo L2. O

Teorema 1.9 Identidad de Parseval
Si f,g € L*(R") entonces (f, g) = (Ff, Fg).

Demostracion. Se demuestra directamente usando la identidad de polarizaciény
que F es lineal y conserva las normas:

1 1
(frg) = 1 (1F + 932 + 1 = 9l32) = 3 (IFF + Follde + |1Ff = Fgliz) = (Ff. F)

O

1.4. Clase de Schwartz

Definicion 2 Clase de Schwartz

Dado f € C*(R") se dice que f € S (f pertenece a la clase de Schwartz) si para
cada par de multi-indices o, 3 se cumple que sup,cga |x*9° f(x)| es finito.

Lema 1.10

Dado f € C>(R"), las siguientes definiciones son equivalentes:
a) fed.

b) Para cada par de multi-indices o, 5 se cumple sup |9° (% f(x))
z€R4

¢) Para cada N € Ny a multi-indice se tiene que sup (1 + |z|)™ |0% f(x)| < 400,
z€R4

d) Para cada N € Ny a multi-indice se tiene que existe una constante C,, n tal que

o Ca,N
0% f(z)] < W

< +00.
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Demostracion.

a=b: Dados «,p arbitrarios, usando la Regla de Leibniz podemos poner

9P (xf(z)) como combinacion lineal de {9 f(z) : o < a,3 < B}. Por
tanto,

sup 8ﬁ(l'af($))‘ < Z C, sup |22 PH97f(z)| < +o0.

r€RY B—a<~y<s z€R4

b=-a: Voy a demostrar por induccion sobre el cardinal de |3| que

sup ‘xaaﬂf(x)‘ < 400 para todo multi-indice a.

Para |3| = 0, se tiene por la hipotesis b que sup |z*f(z)| < +oco para todo
multi-indice a.

Si se cumple para todo |5'| < n, dado 8 con |B] = n + 1y o multi-indice
arbitrario, aplicamos la Regla de Leibniz se tiene que

0% (@ f(2)) =0 f(x) + Y Coa® PO ().

B—a<y<p

Luego, si despejamos 2*9°f(z), como los términos del sumatorio estan
acotados por la hipotesis de induccion, se obtiene

sup 2P f ()| < +oc.

z€R4

20 f(2)| < swp |0° (@ f(2))| + D €y sup

zcRd B—a<~y<f zcRd

a=c: Dados N € Ny s multi-indice arbitrario, consideramos la funcién continua
Z?Zl lz;|N, que es estrictamente positiva en la esfera S¢—!. Como este es
un compacto, la funcién alcanza un minimo § > 0. Normalizando, esto se
extiende a todo el espacio: para todo z € R? §|z|V < Z;l:l |lz;|~. Por tanto:

d
(1+ |w’)N < 2N—1(1+ ’.f‘N) < 2N—1 +2N_15_1Z|$i’N
j=1

y concluimos que,

d
sup (1 -+ [2) ¥ |0 f(2)| < 2V sup 2907 f(2)| + 2V 71071 Y o907 f(a)] < +oc,
zeR? j=1

c=a: Dados «, 8 arbitrarios, observare que para N = |a| se tiene que

@) = [251 - @ - ... 25| < max|ailN < [2| < (1+ |V,

Se sigue entonces

xaaﬁf(x)‘ < sup (1 + |z])V )8Bf(x)‘ < +o00.
zER4

sup
z€Rd

¢ < d: La equivalencia es inmediata.
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Lema 1.11

Si f € 8, entonces para todo multi-indice « se tiene que las funciones z®f(x) y
0° f(x) pertenecen también a S.

Demostracion. Que z®f(x) pertenece se sigue de la equivalencia b del Lema
1.10. Que 0% f(z) pertenece es consecuencia directa de la definicion de clase de
Schwartz. O

Proposicion 1.12:
Se tiene que C3°(R?) C S(RY).
De aqui se deduce que S(R?) es denso en LP(RY) para 1 < p < +o0.

Demostracion. La primera afirmacion se tiene porque para cualquier par de multi-
indices, la funcion x*9° f es continua y con soporte compacto, por lo que esta
acotada.

Para la segunda afirmacién, primero vamos a ver que § C LP. Pero esto se tiene
porque si f € § existe una constante Cy tal que |f(z)| < (IJrCIW y tomando N
suficientemente grande (N > g) la segunda funcion esta en LP.

Que el contenido es denso es consecuencia directa de que las funciones C§° son
densas (Teorema D.4). O

Definicion 3 Funciones que se desvanecen en el infinito

Dada una funcion f € C(R?) se dice que se desvanece en el infinito si para cada
e > 0 el conjunto {x € R? : |f(x)| > e} es compacto. El conjunto de las funciones
lo denoto por V (R%).

Una observacion inmediata es que esta definicién es equivalente a que se cumple
el limite lim f(xz) =0, lo que explica el nombre de estas funciones.

|z|—o00

Lema 1.13

Si f €8, entonces f € V.

Demostracion.
Recordemos que existe una constante C' > 0 tal que |f(x)| <

sabemos que que existe r > 0 tal que ¢ =

147
Por tanto {z : |f(z)| > ¢} € B(0,r) es un conjunto cerrado y acotado, es decir,

compacto. O
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Proposicion 1.14: Transformada de Fourier y derivadas

a) Siz*f € L*(R%) para todo multi-indice |o| < k, entonces f € C* y
0°f = [(~2miz)* ]

b) Si f € C*, 0~f € L' paratodo |a| < ky d*f € V para todo |a| < k — 1, entonces

~

(0°f)" (€) = (2mi&)*f(€).

Demostracion. Para la primera afirmacién voy a realizar induccién sobre |«| hasta
la] < k. La hip6tesis de induccion sera que

O*F (&) = 5 fla)(=2miz) e ™2™ & dy = [(—2miz)*f]" .

Cuando |a| = 0 es inmediato, ya que no estamos derivando.

Si se cumple para todo |a| < n, dado o con || = n+ 1 < k, observamos que lo
podemos escribir como o’ = « + e; para cierto « con |a| = n. Entonces se tiene
que:

o f(e) = o1 (0°F) (&) = 0 ( [ Ha)(-arizyemes dm) |

Como el resto de ¢; estan fijos, 9% no es mas que la derivada de una variable (;)
en R. Por tanto quiero usar el teorema de derivacion de integrales paramétricas
(Teorema B.5). Observamos que se cumplen las hipétesis:

9(2, &) = f(x)(—2miz)*e 2 ¢
|g(x &)l = [f(@)]]z*] € LY(R%)

(90 &) = f(x)(—2mizx)*(—2miz;)e ™0 ¢ = F(2)(—2miz)® e~2mia ¢
6§]

a6

||
5 (56| = |f)a] (2T € L' (&)

Luego puedo aplicar el teoremay se tiene que

, N

0" (&) = 9 fla)(=2miz)” e ™ & dy = | (=2miz)” f(x)

Ademas, como ag 9 (z, - ) es una funcién continua, obtenemos que 0 f(¢) también
es continua.

Para la segunda afirmacién usaremos también induccion sobre |a/.

El caso base |a] = 0 es inmediato. Si se cumple para todo |a| < n, dado o' con
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|o/| =n+1 < k lo podemos descomponer en o’ = o+ e; con |a| = n.
o 2" e; ao —2mix - €
] @ = [ oo s da

/d 1 </ 86180‘ 72”” & d.’L’j) dry ... dwj_ldwj+1 ..o.dxg .
R Ve

dx’

Hago integracion por partes en la variable z;, y usando que 9% f € V porque |a| =
n < k — 1 se tiene que:

=+00
/aejaaf(x)e—%rixfdx _aaf( ) —27ri:c~§ _|_27_m£j/aa —27riz~§ dxj
R

_2m§]/8°‘ e 2miz & dx;.

Sustituyéndolo y usando la hip6tesis de induccion:

~

o s]" (€ = 2mie; [ o7 )€ do = (amity) - 2mi)* F(€) = (2i€)” F(E)

Teorema 1.15
Dado f € L'(R9),
fes = fe S

Demostracion. Dado f € S8, observamos que para todo multi-indice « se tiene
que z%f(z) € 8§ C L'Y(R?). Por tanto podemos aplicar la Proposicion 1.14.a y
obtenemos que f € C®y que

9 f(€) = [(—2miz)* f(2)]" (€) = (—2m) ! 22 f ()] ().

Aplico ahora 1.14.b a la funcién z®f(z) y para calcular la derivada 9°. Puedo
aplicarlo porque 9°(z“f(x)) € S C L' N V. Se tiene entonces que

07 @ @] (© = Crief @) (©).

Despejando en la primera ecuacion que [z°f(z)]" (&) = 8°f(€)(—2mi)~lol y
sustituyendo en la segunda se obtiene que:

[0° (2 f(2))]” (€) = (2mi) Pl (-1)*IPor Fe)
§70°7(€) = (2mi) 1 PI(=1) [0 (2 ()] (6.

Por tanto, si acoto [0” (a:o‘f(a:))]/\ (¢) tendré acotado €79 f(¢) para multi-indices
«, 5 arbitrarios y por tanto fes.
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Pero la acotacion es inmediata, porque como 9% (z*f(x)) € S € L'(R?) se tiene
que

< +o00.

ISCIENNE

< 07 @ f(@))
.

Ll

Para el reciproco, podemos aplicar el teorema de inversiéon porque f € L%,
feS8Sc L. Ademas, f(— ) € S de manera evidente. Entonces aplicando el caso
anterior:

i=(7) =(f=) es.







Capitulo 2

Interpolacion de Operadores

2.1. Preliminares y resultados clasicos

En esta seccidén voy a presentar un resultado clasico de interpolacion de ope-
radores, el Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin. Introduciré también una
generalizacion de éste, que aplicaremos luego al problema de restriccion.

Vamos a manejar dos espacios de medida (X, u), (Y, v) que seran o-finitos. Esto
en general no sera restrictivo ya que tanto R™ con la medida de Lebesgue como la
esfera S"~! con la medida usual lo son.

También es conveniente recordar que es habitual trabajar con operadores
definidos en un subconjunto denso de LP(X, u), en lugar de en todo el espacio.
Si un operador esta acotado en el conjunto denso, se podra extender de manera
Unica a un operador acotado en todo el espacio. Esto jugara un papel fundamental
en este capitulo, ya que los operadores dados seran de la forma:

T:SF(X) — M(Y),

donde el conjunto .l representa a las funciones medibles y SF(X) son las
funciones simples finitas de X. Es decir, f € SF si se puede poner como f =
> j-1% X, €ON n < +00, z; € Cy los conjuntos E; medibles, disjuntos dos a dos
y con medida finita (u(E;) < +oo). Este conjunto sabemos que es denso en L” si
p < oo por el resultado D.7, que se puede consultar en los anexos.

Durante este capitulo trabajaremos también en la siguiente banda del plano
complejo, que representaremos por S.

S={z€C : 0<Rez<1}.
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Un resultado conocido de analisis complejo es el lema de las 3 lineas:

Teorema 2.1 Lema de las 3 lineas de Hadamard

Si tenemos una funcion F : S — C, analitica en la banda abierta S, continua y
acotada en la banda cerrada S y acotada en los extremos:

|F'(it)| < By para todo t € R, con By > 0 constante.
|F(1+4t)| < By para todo t € R, con B, > 0 constante.

Entonces para 6 € [0, 1] se cumple que
|[F(0)] < By "B,

El resultado clasico de interpolacion al que hacia referencia es el siguiente.

Teorema 2.2 Teorema Riesz-Thorin

Sean (X, ) y (Y,v) espacios de medida o-finitos, T : SF(X) — J(Y') un operador
lineal, y sean 1 < po,p1,q90,q1 < +oc tales que para todas las funciones finitas

simples f € SF(X) existen constantes positivas My, M; > 0 con:

|T(f)lLeo < Mol fI|Lro, IT(F )l < Myl fll -

Para cada 6 con 0 < 6 < 1 calculamos p, q como:

1 1-6 0 1 1-6 6
_|_

P po p1 q 9 @

Entonces se tiene la siguiente acotacion:

IT(f)llpe < My~ MY f|Le-
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2.2. Teorema de Riesz-Thorin generalizado

En el Teorema de Riesz-Thorin clasico acotamos un Unico operador, mientras que
en la version generalizada vamos a acotar una familia de operadores. Para ello,
voy a introducir las siguientes definiciones:

Definicion 4 Familia analitica de operadores

Sea T, con = € S una familia de operadores lineales de la forma
T,:SF(X)— M(Y).
Decimos que es una familia analitica si verifica las dos propiedades siguientes:

a) Para todo par de conjuntos medibles A C X con u(A) < +ooy B C Y con
v(B) < 400 se cumple que:

/Y IT.(X 4) - Xp| dv < +o0 para todo z € S.

b) Para todo par de funciones f € SF(X)y g € SF(Y) se cumple que la aplicacion
z+— [, To(f) - g dv es analitica en S y continua en S.

Definicion 5 Crecimiento controlado

Sea T, una familia analitica de operadores, se dice que tiene crecimiento controlado
si para cada par de funciones f € SF(X)y g € SF(Y) existen constantes
C=0C(f,9) >0y K =K(f,g) >0 tales que

< Cek Itz paratodo z € S.

/Y T.(f) - g dv

Observamos que en algunas condiciones trabajamos con funciones caracteristicas
y en otras con funciones simples finitas. Sin embargo, gracias a la linealidad basta
con probarlo para funciones caracteristicas unicamente.

Por ultimo, para la demostracion del teorema de Riesz-Thorin vamos a usar el
siguiente resultado:
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Teorema 2.3 Lema de las 3 lineas generalizado

Sea F : S — C una funcién holomorfa en S, continua en S y que cumple las
siguientes acotaciones

|F(z)| < Bedl ™=l Vz € S.
|F(it)| < Boeltl Vt € R.
|F(1+it)| < Bre®! Vt € R.

con B, By, By, a, ag, a1 constantes no negativas.
Entonces para 6 € |0, 1] se tiene que :

F(9)] < BI0 B emax{oo.ar}/0(1=0)

Demostracion. Podemos suponer que By, By > 0. Dado « > 0, definimos

F(Z) ea(ZQ—z).

Ga(2) = ———
O

Esta funcién es analitica en S, y continua en S, ya que F tiene estas propiedades
y estamos multiplicando por funciones con las mismas propiedades.
Escribimos z como z = 0 + it y acotamos la funcién por

Rc(227z)
S N, a2 _
G (6 +it)| = NF)] a@? -2 —6) _ Bellema e 20070 B —attal
a Béfer - min{ By, B1 } ~ min{By, B1} '

Y por tanto, cuando [t| — +oo se tiene que |G, (0 + it)| — 0 uniformemente en 6.
Esto quiere decir que podemos acotar la funcién salvo por un rectangulo.
Formalmente, dado § > 0 existe T > 0 tal que

|Ga(0+1it)| <6 Vo e [0,1] y V|| > Ts.

Voy ahora a estudiar la funcion en los dos extremos de la banda:

. 2
IGalit)] = Mgat? < eoltl—at® < o35
0
La ultima desigualdad se tiene por- (a_o a_g)
2 4dx

que aolt| — at? es una parabola con
i ao
raices 0 y % y por tanto alcanza su

2
Avi ag %o
maximo en (2@’ 4a).

oIS e




2.2. Teorema de Riesz-Thorin generalizado 21

Razonando igual para el otro extremo:

F(1B+ Z.t)|6—oa€2 < 6a1|t|—an2 < eg.
1

max{a%,a%} AN AN\

Tomando ahora § = e~ 4 observamos
que tenemos los extremos acotados por ¢ Ga(2)] <0
también.

Considero el rectangulo R = [0, 1] + i[—T5, T).
Al aplicar el principio del modulo maximo
(Teorema B.2) obtenemos que:

Ts

R

. . . .
T T T T
02 04 06 08

AN\
A\

= < 0.
max |Go(z)| = max |Ga(2)| < 9
Pero si Imz > Ty, tenemos que |Gy (2)] < §
también, asi que tenemos la funcién acotada
en toda la banda. Esto es, Vz € S

2 2 |Ga(z)| <0
F(Z) 6a(z2_z) <5 6max{fo?,a1}

G,(2)| = | ———— .
Gola)] = |5 1 1

Para z =60 € (0,1) despejo F(0):

max{a%,a%}

F(6)] < BIO B0 "5 _ BIopich@)  h(a) = o(1 - p)a 4 229001}

4o

Como la acotacion se tiene para todo « > 0, puedo verlo como una variable e
intentar minimizar la funcion h(«) para asi encontrar una cota menor. Se tiene
entonces que:

m=60(1-6)>0

1
n = Z(max{ao, a1})? >0

h(a) = —
(@) ma-i—a
n 4
h'(a):m—g
" n

n 8 | | | |
W) =0 <= ao=4/— B | | | |
m 2 4 6 8 10

Por tanto el punto minimo se alcanza en oy con el siguiente valor:

h( ”):QW:maX{ao,al}m.

m

2
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Sustituyéndolo en la acotacidn se tiene que:
|F(0)] < BL? Bl emax{aoai}/0(1-6)

Nota: aunque la férmula anterior esta probada para 6 € (0, 1), se cumple también
para € {0,1} porque son las hipotesis de acotacion en los extremos de la banda.
Para el caso By = 0 (6 B; = 0), se tiene aplicando el resultado con B = ¢
(respectivamente B] = ¢) y observando que la acotacion tiende a 0 cuando
e — 0. O

Demostracion del Teorema 2.1 (Lema de las 3 lineas cldsico). Se sigue de la version
generalizada de forma directa, ya que las hipétesis de la version clasica son las de
la versidn generalizada con a = ag = a; = 0. O

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar el teorema generalizado de Riesz-
Thorin. Se ha tomado como referencia una resultado de E. M. Stein, donde el
crecimiento controlado se sustituye por otra condicidbn menos restrictiva. Para
poder hacer el trabajo mas autocontenido, se ha optado por demostrar una
version simplificada. Se puede encontrar mas informacion sobre la versién de
mejorada en [/, Seccién 1.3.3].

Teorema 2.4 Teorema generalizado de Riesz-Thorin

Sean (X, ) y (Y,v) espacios de medida o-finitos, y sea T. una familia analitica de
operadores con crecimiento controlado. Dados 1 < pgy,p1,qo,q1 < +oo tales que
para todas las funciones finitas simples f € SF(X) existen constantes positivas
My, M; >0y k >0 con:

Tt ()l oo < Moe®|| £]] oo, Ty it ()l < Mye®™) f]|on.
Para todo 6 con 0 < 6 < 1 calculamos p, q como:

)

b bo b1 q q0 q1

1 1-6 0 1 1-60 0
_|_

Entonces se tiene la siguiente acotacion:

ITo(f)llze < My=0M7 VO | 5],

Demostracion. Dado f € SF(X), escribimos la funcion como
n .
f= ZajeijAj aj >0,a; € R,,M(Aj) < +00, yAiﬂAj =0sii#j.
j=1

Usando dualidad (Teorema D.10), podemos escribir la norma que queremos
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calcular como:

I72(F)llze = sup{

/YTZ(f)g dv| : ge SF(Y) con |g|l ;o < 1}.

Donde recordemos que ¢’ es el exponente conjugado de g, es decir, el nUmero que
verifica ¢ + 7 = 1.

m

Dado g € SF(Y) la escribimos también de la forma g = > " be’tx 5 con b, € R,
k=1

Br € R,y los conjuntos By C Y disjuntos dos a dos y con medida v(By) < +oc.

Para z € S defino:

p p q q
Plz)=—(1—2)+—= Q(z) = (1 —2)+ —=
(=) p0< )+ ()= =2+
f, = Z af WXA g, = Z bg(z)eﬁkiXBk

k=1

Observamos lo siguiente:

- P() = Q) = 1.

+ Por tanto se tiene que fy = fygo = g.
* Re (P(z)) = P(Re(z)) Yy Re (Q(z)) = Q(Re(z)).

Definimos ahora la siguiente funcién F: S — C

F(z) = / (f2)9- dV—ZZa bQ 2) O‘J’eﬂ’“’/ T, (XAj> X, dv.

7j=1k=1

< FO) = [ To(s)g dv
+ Fes anaﬁtica enlabanda S, ya que por la definicion de familia de operadores
analitica las integrales [, T- (XAJ) " X p, dv 1o son, y las exponenciales af(z),
b§<z> lo son también por tener una base real positiva.
* Repitiendo el mismo argumento, F' es continua en S.
Ahora voy a probar que ||fit||zro = ||f|]p/p°.
Distingo dos casos, segun el valor de py. Si py < +o0:

. Po 0
P(it) ja;
fillom = { [ 32 af e X, @) duo
X |4
1.p
n A P PO »
| [ [ e, @] duw) | =11
X |4
. N
| [ [T we @] @) | =
X4

La igualdad entre la integrales se tiene porque se da punto a punto. Para cada
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x € X fijo, el sumatorio “tiene a lo sumo un termino”, ya que como mucho hay
un solo termino no nulo, por ser los A; conjuntos disjuntos. Para este termino
que queda, como hay un valor absoluto, podemos usar que

P(it)] _ ReP(it) _ _P(0) _ p/po
‘aj j =a; =a;".

La exponencial puramente imaginaria, como tiene modulo 1, puedo cambiar la
parte imaginaria del exponente.

Para el caso py = +oo, observamos que Re(P(it)) = L = 0 implica que
‘af(“)emj = 1. Luego, por el mismo razonamiento de que los A; son disjuntos,
tenemos que || fitl|Lro = sup{|fi(z)|} =1.Como f € SF(X) C LP(X) tenemos
que || f||z» < +o0. Por tanto, || f||75 2IP0 — 1 = || fit|leo, Que es lo que buscabamos
probar.

De manera completamente analoga se prueba que ||gi[|, ,; = Hqu /o,

Usando Hdélder (Teorema D.6), podemos acotar F en los extremos de la banda:

[P @it)] < |Tie(fie)l oo - llgiell oy < Moe™|| fill oo - giell o

>
< Mol| 117 - llgll 1o ™.

[F(U+it)] < | Tagae(freio)llo - [giviell o < Mie™ | frpiellzo - lgrriell o

L
a] ok
< MleHE lgll 2 et

Voy ahora a acotar F en todo S. Para ello observo que:

2l < z": i QR FEREQE) |

j=1k=1

ajzeﬂkz

. '/YTZ (X)) X, ).

+ Como podia conmutar Re y los polinomios P,Q, y la parte real de z esta
acotada 0 < Rez < 1, las exponenciales estan acotadas por una constante.
Pongamos entonces que

n m
Za;{ep(z ReQ(z) <c.
Jj=1k=1

* El modulo de las exponenciales imaginarias es 1.
* Como la familia de operadores T, tiene crecimiento controlado, para cada
par de indices j, k existen constantes positivas c;, kj;, > 0 tales que

kig|Im z
< ejp - eFirlm,

’/YTZ (XA]-> ’ XBk dv
Tomando K = max{k;,} y C' = max{c;;} se tiene que:

|F(2)] < ccleflmal,
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Y por tanto estamos en condiciones de aplicar el lema de las 3 lineas generalizado
(Teorema 2.3) con las siguientes constantes:

’ ’
q aq_
7

. - P
By = Mollf 175 - gl %, By = Mil|fl155 - lgll -

Al aplicarlo obtenemos:

(=) = < B0 BletVAI0)

/Y Ty(f) g dv

/

1-0 L
< <M0||f||zp% ‘ ||9H§£31/> (Mﬂlf\lfpé ' ||9||,§,1q/> FV/0(1-6)
< MEOM fllo - gl e*VOO,

Tomando el supremo en g con ||g||;+ < 1 se tiene la acotacién para la norma:
1To(f)llLa < M(}_GMfoHL,,ek\/ﬂli—@)'
]

Demostracion del Teorema 2.2 (Teorema de Riesz-Thorin cldsico). Para demostrar el
teorema clasico a partir del generalizado, observamos que las acotaciones de 2.2
son las del generalizado tomando como familia de operadores al Unico operador
que tenemos:

T.=T vz e S.

Ahora falta comprobar que es una familia de operadores analitica con crecimiento
controlado:
+ Para probar la primera propiedad de familia analitica uso la desigualdad de
Hoélder:

/ IT:(X4) - X5 dvz/ IT(Xa) - Xg| dv < 1TX allzo X 5l 4
Y Y
< MolIX all e IX 5l gy < o0

+ Para la segunda propiedad, observamos que por el mismo razonamiento
anterior | [, T(X 4)X 5 dv| es una cantidad finita, por lo que la siguiente
aplicaciéon es constante y por tanto continua y analitica:

zHF(z):/YTZ(XA)XB dV:/YT(XA)XB dv.

* Por ultimo, la definicién de crecimiento controlado se obtiene tomando las
siguientes constantes:

k(A, B) =0, (A, B) = ‘/y T(X4)Xp dv
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O

2.2.1. Generalizacion a otros intervalos

Los resultados de este capitulo han hecho referencia a una banda del plano
complejo en concreto, la banda S = {z € C : 0 < Rez < 1}. Sin embargo, esta
banda no tiene nada de especial y podemos considerar bandas mas generales:

S@ap =12 €C : a<Rez < b} con a, b finitos.

Las definiciones de familia analitica de operadores (Definicion 4) y de crecimiento
controlado (Definicién 5) se enuncian de manera evidente, sustituyendo S por
S(a,b)-

Para el enunciado del teorema de Riesz-Thorin hay que ser un poco mas preciso.
La idea fundamental es que si tenemos una familia de operadores T, sobre la
banda S, ), tomando 2’ = ;=% podemos verla como una familia de operadores
T., sobre la banda S. Asi, se trata de aplicar el teorema que ya hemos enunciado
y probado a T, y ver qué acotacion da para la familia T, original.

Teorema 2.5 Teorema generalizado de Riesz-Thorin

Sean (X, ) y (Y,v) espacios de medida o-finitos, y sea T. una familia analitica de
operadores sobre la banda S(, ), con (a,b) un intervalo finito y T, con crecimiento
controlado. Dados 1 < pg,p1,q0,q1 < +oo tales que para todas las funciones finitas
simples f € SF(X) existen constantes positivas My, My, > 0y k > 0 con:

| Tatit ()]l oo < Moe™™|| £]| Lvo, [ Torit ()l < My £ pon.

Para todo 6 con 0 < 6 < 1 calculamos p,q y zg cOmo:

1 1-6 0 1 1—-6 0
Sl L S 29 = (1—6)a+6b.
b bo b1 q q0 q1

Entonces se tiene la siguiente acotacion:

1Tz (Fllze < My =0 M7 VOO0 | £l .




Capitulo 3

Funciones de Bessel

3.1. Propiedades basicas de la funcion de Bessel

Definicion 6
Para v € C con Rev > —1 se define la funcion de Bessel (de primer tipo) como la
aplicacion .J, : {z € C: Rez > 0} — C dada por:

00 . 1 e v+2k
Tolz) = ;(_1) T(k+ 0k +0+1) (2) '

La primera observacion es que la definicion tiene sentido ya que, para cada v
con Rev > —1 las funciones Gamma del enunciado estan bien definidas (ver
Anexos), y por ser Rez > 0 las potencias z¥ estan bien definidas. Ademas, la serie
es convergente por el test del cociente:

1 ﬁ k—4o00
(k+Dk+v+1] 4

ak41
ag

> 0

TR+ +v+1) <E>v+2k+2—v—2k
T D(E+2)T(k+v+2) \2

Ademas, esto nos dice que para cada v fijo, J,(z) es analiticaen {z € C: Rez > 0}.
Aunque el dominio de las funciones de Bessel lo he definido en todo el semiplano
complejo, suele ser habitual restringirlo a los nimeros reales J, : (0, +00) — C.

Proposicion 3.1: Propiedades de las derivadas

. d
(i) Para Rev > Q, e [2°Jy(2)] = 2°Jp—1.

.. d
(i) Para Rev > — [z_”Jv(z)] = —2z""Jyi1.

1, —
dz

Demostracion. Hay que observar que, como la funcion es analitica y la serie
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0 2 4 ] B 10

Figura 3.1: Representacion de varias funciones de Bessel, para v real.

converge absolutamente, se puede conmutar la serie con la derivada:

g (2] = df (_1)k SUF2k+u B +00 (_1)k2(v+k) 2 20+2k—1
dz VN T L 2T+ DDk + o+ 1) 20+ I'k+1DI(k+v+1) 202k
k=0 k=0
too k v—1+42k
_ v (_1) z v
— kz Tkt DOk + o) 212 7 Jo ()
d k 2k k2k 2k—1
4 vy (2) Z —1) z (-1 z
dz T dz T (k T(k+v+1)20H2k — I(k+1)T (k4 v+ 1)2v+2k
= (_1)k =142k = (—1)k+1 SuH1+2k
—c ; T(k)T(k +v+1) 20172k~ ~ kzzo T(k+ 1) (k + v + 2) 201142k
= —z "Jyt1(2).

Donde estoy usando que la funcion Gamma cumple que
Fk+v+1)=(k+v)'(k+v), I'(k+1) =kl(k).

Hay que tener en cuenta que para la primera igualdad, la condicion Rev > 0 es
necesaria para que este definida la funcién de Bessel .J,_1, ya que consideramos
I'(k +v) cuando k£ = 0. O

Teorema 3.2 Formula de recurrencia

Para Rewv > 0 se cumple que:

Toor(2) = 22 00(2) = Josa(2).

z
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Demostracion. Para probar la formula de recurrencia se utilizan las dos férmulas
anteriores, por lo que necesitamos imponer Rev > 0 también. En efecto,

)= jz [29,(2)] = 02" Ty (2) 4+ 2V T (2) =Jp_1(2) = ng(z) + J)(2)

~1(2
i

2 ps(2) = dz{—m)] vz (2) + 2T () = (2) = 2 — ()

Y sumando las dos expresiones obtenemos

Too1(2) + Josr (2) = %“Jv(z).

O]

Teorema 3.3 Formula integral para la Funcion de Bessel
Férmula de Representacion de Poisson

Parav € C conRev > = yr > (0 se tiene que:

v 1
Jy(r) = 5 _: T ) / e (1 — 82)1)_% ds.

Demostracion. Primero observamos que:

1 1
B(k+ =, v+ -
(+2,v+2

F(k + v + 1) t:s2 ] 0

dt=2sds

1 1
= / s (1 — s2)U72 ds.
-1

Y despejando, se tiene que

1 1
T(k+v+1) T(k+3)r

1
2k 2\v—1 ‘ 1
s(1—s 2 ds Si Rev > ——.
(v+3) /_1 ( ) 2

Usando la férmula de duplicacién de la funcion Gamma (Proposicion A.2) tenemos
también que:

225D (k + )T (k + %) -7 (;) (2 +1) =T <;> (2h)!.

Por tanto, sustituyendo en la serie con la que definimos .J, y conmutando la serie
y la integral se obtiene que:

R (k) 1 Yooy 2yed
Jv(r)—zo Tt Tt Do +1)/—1S (1—s%) ds
(E ” 1 +oo )k 2k N
2 Ska(l _ 82)’0—5 dS

T(v+3) 22krk+1 I(k+3)

T(k+ LT 1 1 1
) = (1t 5) (U+2):/ =3 (1 — )2 dt[ = /sz’“‘l(l—s2)”‘523d8
0
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— (S)U/l S M(l — s%)""z2 ds

P+ 3)0(3) Jor iz (2K)!
_ (%)U ! . 2 U—%
- o D /_lcos(Ts)(l 2)7b ds
_ (%)U ! irs 2\v—35
_F(’U—I—%)F(%) /—16 (1—s%) ds
0
3.2. Acotacion de la funcion de Bessel
Teorema 3.4 Acotacion para la funcion I'

Dado a > 0 existe una constante C,, > 0 tal que para cada 0 € R se cumple que:

1

1 s
L o418l
(a1 a0y = Call +101)2 %

Ademas, si K es un intervalo compacto de (0, +c0), existe sup C < +00.
acK

Demostracion.
Dado z = a + 46 fijo, lo sustituimos en la Férmula de Stirling (Teorema A.3):

T'(a+i0)| = vV2r e 7HE)|

donde H(z) es una funcion que cumple: lim H(z) = 0 para toda constante

|z]—=+o00

Rez>C>0
positiva C. Pasando a los inversos,
1 _ 1 Z%—zeze—H(z) ]

T(a+i0)] or
Vamos a acotar cada uno de los términos:

1 1 1_
o252 _ e(§fa)10g|z|60Argz — |CL + 19|2 aeéArg(z)'

_ ‘e(%fz) Log(z)

, T ) =
Ademés, como | Argz| < 5 se tiene que eI Are(z) < l0ATe(2)] < (l0l3
o |e”| = e

| Im z|—+o00

e Como se tiene que |H(z)]| ——— 0, existe H, := max |H(z)| < +0o0

Rez>a Rez>a
y por tanto )e‘H(Z) < M,
Por tanto llegamos a que:
1 1 1 ™
< e%eMa|q 40|27 elfl5
< | |

IT'(a + i6)]
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Falta ver que se cumple que \a+z’9|é’a < ke (T+ |0|)%’a, pero es inmediato
distinguiendo casos:

*Sio<a< % el exponente % —a > 0 es no negativo, y la acotacion se tiene
porque

1
\a+i9|§a+|9|§§+\91<1+‘9‘ - |G+i9‘%_a§<1+|0‘)%_a

. . 1 M .
Sia > 3, el exponente es negativo, luego:

1 1/1 1
o i) > max{a. 10) = 5a-+16) > 5 (5 +10) > (116D =

= |a+i0]27% < 2271 (1 4 |g|)2 @,

Y por tanto se llega a la acotacion

1 1
<
T'(a+1i0)| = /2r

Observamos que si a € [ap,a1], 0 < ap < a1 < oo, Se cumple que H,, > H,.
De aqui se deduce la ultima afirmacién del teorema.

e“eMe max {1,227} (1 + |9|)%_“ ells

O]

Lema 3.5
Si s> *71,06]1%,v:s+i«9,yr>0$ecump/eque:

1 i 1 . oo 1 . o0 2
/ et (1 —t2)" " 2dt = je / e " (t? + 2it)""2 dt — ie'™ / e "t (t? — 2t)U"2 dt.
-1 0 0

Demostracion. Comienzo considerando la siguiente funcion:
F(Z) _ 62'7“2(1 _ ZQ)U—% _ eirze(v—%)Log(l—ZQ).

Esta funcion es holomorfa en C\ (—oo, —1] U [1,4+00), ya que:
* Quitando el logaritmo complejo, el resto de funciones son analiticas en C.
* Log(1— 22) esta bien definido y es analitico cuando (1 - 22) € C\ (—o0, 0]. Esto
ocurre siysolosi 22 ¢ [1,4+00) <= z ¢ (—o0,—1] U1, +00).
Por tanto, para R >> 1y 0 < 6 << 1 puedo considerar el ciclo 5 r de la Figura 3.2.
Como esta contenido en el dominio donde la funcién F' es analitica, puedo aplicar
el teorema de Cauchy a la integral de linea siguiente:

/ F(z) dz = 0.
Y5, R

Dividiendo la integral en 6 integrales de la manera de la Figura 3.2, y usando las
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Figura 3.2: Diagrama de la integral sobre el ciclo v5 g, y su division en varios caminos con
sus orientaciones indicadas.

orientaciones alli descritas, se tiene la siguiente igualdad:
L+ —Is—1,— Iy —Ig = 0.

Usando que |z¥| = |z|Rewe~ v Arg2 nhodemos expresar el modulo de la funcién
como:

N

’F(Z)| _ e—'rImz |1 o 22’3*% e—BArg(l—zQ) _ e—rlmze\G\r(H - Z’ . ’1 +Z’>Si

Esto nos va a permitir acotar las integrales I5 e I:

[I5] =

< /ﬂ |[F(1+ 6e™)| 6 dt

2

/ F(14 6e™) ide™ dt

2

™ . e 1 e
</ e—résmteﬂ'\ﬂ(;s—% ’2%—56“‘5 3 5dt§55+% 567r|9|01’

2

gL
Ci = max ’2—|—56Zt‘5 2 < +o0.
5€[0,1]
tel-m,— 5]

™

2 . .
/ F(—1+ de") ide™ dt
0

Ig| = < /2 |[F(—=1+d6e™)| & dt
0

% . g—L 1 1T
< / e r0eteml0l |9 — §et|TE 07725 dt < 672 SN0y,
0

el
Cy = max ‘2 — (56”}8 2 < +o0.
§€0,1]
te[o,g]

Y por tanto, tenemos que
lim |I5| = lim |Ig| =0.
5 OJ 5 5 0+\ 6|

Calculamos ahora Iy:

(S

1 1
I4=/ F(t+iR) dt:/ et (1 — (t+iR)?)" 2 dt,

-1 -1
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1
ni< |
—1

e—TR

1
< / e R |1— 12 4 R? 4 2itR|* " O Ms(1-(tHiR?) gt
-1

eir(tJriR)‘ ‘1 _ (t . iR)Q‘S—% e—@Arg(l—(t+iR)2)dt

Observamos que el numero complejo del
modulo pertenece a la region de la figu- ..,
ra, por lo que podemos acotarlo como
sigue:

R*<Re(1—t"+R*+2itR) < R*+1, e R

—2R <1Im (1 —t*+ R® + 2itR) < 2R,

ORI

~5 SArg(1-# 4 B 42itR) < 7.

Luego su modulo cumple:
R*<|1—(t—iR)®*| < |R*+1+2Ri| < R*2V2.

Y por tanto,

1 s ]
Hal < / e RO (R?)* 72 510 dr < 20 TR R 1650,
-1

Donde C es una constante que depende de si mayoramos o si minoramos el

s . 1
modulo, segun el signo de s — 5.

v

IA
o o

C:

N—= D=

_1
(2v2)F s-
Se tiene entonces que lim |4 = 0.

R——+o00
1-6 1
Para I, = / F(t) dt = / F(t)X (~1451-5)(t) dt observamos que podemos
1 ’

146
aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada, ya que F € L'(—1,1). En efecto,

1 1
/ ]F(t)dt:/ ¢irt(1 — 2)v=
-1 —1

Y por tanto

1
dt < C/ (1—1)*"2 < +00.
0

1 1
lim I :/ F(t) dt:/ e (1 — 12)°7 3 dt.

6—0t+ 1 -1
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Voy ahora a calcular las integrales I, e I5:

R R
I = / F(l+it)idt = / detm (D (1 — 12 _ 244 4 42)v=3 gt
é 1)

R L
= / ieme (12 — 2it)V 72 dt.
5
R R . 1
13:/ F(—l—i—z‘t)idt:/ i (1 — (=1)2 + 2it 4+ 2)P 72 dt
5 5
R )
= / ie” e (12 + 2it) 2 dL.
5
Usando que las funciones que estamos integrando pertenecen a L!(0,+c0),

podemos volver a usar el teorema de Convergencia Dominada, y por tanto
podemos calcular sus limites:

lim I = ie™ / et — 2t "2 dt, lim I3 =ie " / e (2 + 2ti)V 2 dt.
0 0

R—+oc0 R—+o0
§—0t s—ot
Juntando los limites de las 6 integrales se obtiene el resultado. O

Lema 3.6
Para s € [3,+0), 0 € Ry r > 0 se tiene que:

_ . 1
| Jesio(r)] < Cs(1+16])) €™l min{r*, W}'
Ademds, si s estd en un intervalo compacto, entonces la constante C; estd acotada

en ese intervalo.

Echemos primero un vistazo a la funcién
min{rs,%ﬁ}, ya que como s > 0, tiene un .
comportamiento bastante sencillo:

« Si0o < r<1,setiene que rsgﬁ. 24
R . . 1 s
Sir > 1, se tiene que N .

Esto nos va a dar una idea clave para ma-
nejar esta acotacién: distinguir casos segun |
r € (0,1] o r > 1. Esta idea se usara tanto
en la demostracién del lema como en su o
aplicacion.

min{r®, %}

0.5 1 15 2 7

Demostracion. Recordemos que usando la férmula integral para la funcion de
Bessel

(t)s—&-iG 1 o
2 )/ ezrt(l _t2)s+1975 dt.

Jsi =
+i0(r) T(s+i0 + HT(L) J 4
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La integral se puede acotar usando la funcién Beta B:

1 1 1
'/ eirt(l_t2)s+i07% dt’ S/ eirt(l_tQ)eriOf% dt:2/ (1 _tQ)Sfé dt
-1 -1 0
1 L1 11 [(s+ 3HT(3)
= 1—y)¥ 2y 2dy=B(s+-,- | = — 222/
[tzy-/o( b= (s =G
_ 4y
dt = 27 |

Para el caso 0 < r < 1, esta acotacion junto con el Teorema 3.4 sirve para obtener
el resultado:

(l)s F(S+ %)I(lg) I(‘E 21) 6 |+ 7
Js—f—i r) < 2 < Cs € 1 0 S\/S
F I = S min 757\/77
(034

s

Para el caso r > 1, vamos a acotar la integral usando el lema 3.5:
1 ) 1 ) e’} 1 ) e’} 1
/ e (1 — 32 dt = z'e“"t/ e TH(tR 4 20t) T2 dt — z’e“"/ e " (t? — 2it)" "2 dt,
—1 0 0
1 . 1 o0 1
'/ el — %) dt‘ < / e "t 4 2it) V2 dt‘ +
—1 0

(o.)
< / e—’f‘t
—Jo

Vamos a acotar los dos moédulos que aparecen:

/ e (2 — 2it)v 2 dt'
0

o
dt+/ e Tt
0

e(sf%)log|t2i2it|79Arg(t2i2it) _ ’t2 + 2it’sf%€fGArg(t2

(2 + 2it)* 2 (t2 — 2it)*" 2| dt.

(12 £ 2it)" 2

_ ‘ o(v—3) Log(t?+2it)

< [£2 4 20t 2ll5

Donde hemos usado que [t* + 2it| = [t* — 2it| y que |Arg(¢* & 2it)| < Z. Como
esta acotacion sirve para las dos integrales, usando que para A,B > 0y p > 0 se

cumple (A+ B)P < 2P( AP+ BP), obtenemos la siguiente cadenas de desigualdades:

1 00 e}
'/ elri(1 — 2)' 2 dt‘ < 2/ e + 2t 2elflE gt = 2013 / e "% 4 20t 7 dt
-1 0 0

1 ™ o0 o0 1
< 2tz (/ et gt +/ e " (2t)5 2 dt) [d
0 0

1
[e.9] o0 S—35
19z —z 2s—1 1 22772 o1
< 25F3,l015 O A e ” ¥ 2 do
2s 1
0 r 0 rots

_1 1
< orthelol (ms) L2+ 2>>

1
7.28 T‘s+§

< 25+%€|9|%71 : <F(2S;) 2572 4 I'(s + ;))

,r8+§ 7,,8—2

~ 1
< kzsew‘? -
rsta

+2it)

x=rt
T = rdt

|
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Por tanto, ahora si puedo acotar la funciéon de Bessel:

(%)S X |9|g 1 . /6‘9‘% 1

e

IT(s+ 5 +i0)|0(2) s 0 s |D(s+ 1 +40)
1

<Cl 1 0 —8 |9\7r7.

< C(1+10])" % 7

| Jsti0(r)] <

Si la parte real s esta en un intervalo compacto, se tiene que las constante del
Teorema 3.4 estd acotada. Y como el resto de funciones de s son continuas,
también estan acotadas. Esto hace que se cumpla la afirmacion final. O

Teorema 3.7
Para sy € [%1, +00), 8 € R, y r > 0 existe una constante, que depende solo de s,
C = Cs, tal que:
1o 1
| Jeo4io(r)] < C(1+ 6])2e MW'

Ademads, si sy esta en un intervalo compacto K, entonces C, estd acotado en K.

Demostracion.
La idea principal es usar la Férmula de recurrencia con v — 1 = so + i6:

2(30 + 1+ 29)

‘]So-i-i@("") = r

Jso+14i0(1) = Jsg424i0(7).

y luego aplicar el Lema 3.6 a la funciones de Bessel de la parte derecha, ya que
so+1+1i0y so + 2+ i0 cumplen que tienen parte real > 1.

2 2 4+ 240 1 1
| Jso+i0] < Wk‘s()(l + |6)) %0 Le™ min{root!, W} + ki, (1+ 16]) #0271 min{rsot2, W}
. ; so+1 1 ; so+2 1
_ 250 + 2 + 246 min{r**t, \[} min{r ) \[}
< koo, K. YemOl(1 4 |g]) 50 1250 r r
— maX{ 0’ 50}8 ( +| ‘) (1+ |9|) r + (1+ ‘9|)2

. 1 . 3
1250 + 2 + 2i0| min{r, =} min{rz, 5=}

< ks k/ 0] 1 f1)—50
< max{ks,, kg, Je™ (1 4+ |0]) (1+16]) r (L+0))?

. 1 . 3
e + 2.4 200 mintrd 35y mintr oy
1+ 16 r (14 16])?

< max{kyy, K, }e™?(1 + |6])2

Por tanto, para probar el resultado quiero ver que lo que hay en el paréntesis es
menor o igual que k\% para alguna constante & > 0. Es decir, quiero probar lo
siguiente:

250 + 2 + 20| min{r?, 2=} min{r2, 2} o g
+ >~ <k— k> 0constante.
1+ 19| r (L+161) VT

(v4) =

El uso de la funcién min nos lleva a distinguir dos casos:
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Sir > 1, entonces min{r%, \};} = min{r%, \};} = \}; y se tiene que
i 1 1
(+) 250 +2 + 20| 7 N N 1 ( 12s0]  2(1+16)) 1 )
L+ol v (410> 7 /e \L+10]  (L+10)  (1+16])?
1
< — (2
= \/; (| 50‘ + 3) )
donde he usado que 2 <1y que %WI <1.
Si0 < r <1, entonces min{r%, \};} =72 y min{r%, \};} = 2. Sustituyendo,
() |250 + 2 + 2i6| 3 rf o _ 1 < 2s0] | 2(1+6)) r2 )
L+l o (L4107 Ve \1+0] 0 (1416  (1+10])?
1
< —(]2
< \/77(! sol +3),
donde ahora he usado que » < 1y que ﬁkﬂ\ <1.

Si sp € K, con K un intervalo compacto, observamos que la constante del
enunciado es Cy, = max{ks,, Kk, } (|2s0| + 3). Pero este valor esta acotado por el
siguiente razonamiento.
* Los numeros sy + 1y s + 2 también se encuentran en intervalos compactos,
y como las constantes kg y k{, vienen del Lema 3.6 estan acotadas.
+ La funcidn (|2so| 4+ 3) es continua en sq y por tanto esta acotada también.

O]

En la propia demostracion observamos que hemos usado que

N

(L]0 < (1 +10])2.

Esto hace que en la acotacion lo Unico que dependa del punto sy elegido sea
la constante, y no los elementos que dependen de 6. Esto nos permite obtener
una acotacion mas facil de usar, ya que hay menos elementos que dependen
de sp, y sera la que se usara posteriormente. Sin embargo, el resultado sin esta
mayoracion puede ser util en otros ambitos.

Teorema 3.8

Para sy € [5+,400), 6 € R, y r > 0 existe una constante, que depende solo de s,
C = Cs, tal que:

o 1
| Jsori0(T)| < C(1 4+ 10]) %€ |G|W'

Ademads, si sy estd en un intervalo compacto K, entonces C, estd acotado en K.
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3.3. Comportamiento cerca del origen

Teorema 3.9

Dado v € C con Rev > —3, para 0 < r < 1 se cumple que
|Jo(r)| < CezltmelpRev,

Donde C es una constante que depende de la parte real de v: C = C(Rewv). Ademas,
si Rev se encuentra en un intervalo compacto K, entonces C' estd acotado en K.

Demostracion. Descomponiendo v = s + i en las partes reales e imaginarias, por
la definicion de funcion de Bessel se tiene que:

+00 too
_ (—1)F vizk g (—1)Fkr2k
To(r) kZ:()F(k+1)F(k+v+1) (5) - 27 — 22FEID(k + v + 1)
v 1 too ( 1)k 2k
:2U<F(v+1)+z22kk'(k‘+v) (k+v—1)- ..-(v+1)F(v+1)>

1 (—1)kp2¥
_QUF(U+1)< +222kk:'(k:—|—v) ...~(U—|—1)>

e 1 +o0 T,Qk
| T (r)] > T+ 1) <1+;22kk!(k+s)- -(s+1)> '

Voy por tanto a acotar la ultima expresion:

IN

* El termino r%* < 1 lo puedo omitir.
* La funcién Gamma la podemos acotar con el lema 3.4:

1 us us

_ 14|60 “le3lfl < 0z lfl.

T S G0+ 1D <,

+ Como s > —1,sabemosques+1>1ys+k>1parak> 2. Poresto, dividir
por s + k va decreciendo para todo k£ > 2y se tiene que:

1 1
< .
(k+s) ... (s+1) ~ s+1

Juntando todo, se tiene la acotaciéon buscada.

C ™ 1 1
510l § =S o510l 1
\Jv(r)|<r e2 <1—|— 122]%') <r52562 (1—1—8 164).

Que la constante final esta acotado sobre intervalos compactos es inmediato si
tenemos en cuenta que C; lo esta. O
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3.4. Comportamiento asintotico

Teorema 3.10

Dado v € C con Rev > —3, para r > 0 se cumple

() = 2R =2

con R, (r) una funcion que verifica |R,(r)| < Cyr~2 parar > 1.

ISE

) + Ry(r),

5.

Demostracion. Comenzamos usando la Formula integral para la funcién de Bessel,
y sustituimos la integral del Lema 3.5.

v 1

r ; 1

Jv — irt 1*752 V=3 dt
) 2T (v + 3)T(3) /—1 e )

rY > t—ir (42 1 > t ir (42 1
= e e (t +2t) VT2 dt —/ e e (7 — 2t1)V 2 dt) .
sro e UL (20 ; (=20

Observamos que se tienen las siguientes igualdades:

) P t VT3
ie (2 + 2it)° 72 = (2t)" 270 73) <2 + z) (—i)°"2 ()" 3
o
= (2t)" 2T 1) (1 - LA
2
1
b1
—ie” (2 — 2it)" 2 = (2t)" 7261073 (; —~ z) NOREICHE
1
. v—=
_ (Qt)v—%ei(r—%—%) (1 + 7;) 2 .

. _1 s
Por tanto, sumando y restando 1 a (1 + %)” 2 [legamos a la siguiente expresion:

1 1
Tv2_§ > 1 . TV T Zt v—3
Jp(r) = ——————— / et ae =% 1) <1 - ) — 1| dt+
"= rer e [ : 2

[ee) . U—l
/ B UG ) <<1 + Z;) o 1) dt+
0
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Observamos que la Ultima integral es la aproximacién que buscamos:

_1 0o _ My _ Ty oo
T / etV T32 cos(r — v z) dt = \/fcos(r f 1) / V"3 dr
F(U + §)I‘(§) 0 2 4 [z=rt] T F( + 5)\/’17" 0

2cos(r — 5 — %)
g

Haciendo las siguientes definiciones se admite la formula del enunciado.

N Y
Ri(r) = —— 0% -5) / et <1i”> T
T .
(2m)2T(v + 35) 0

Ry(r) = Ry(r) + R_(r).

Para acabar la demostracion, faltaria probar que parar > 1, se cumple la acotacion
3 . . . .
R,(r) < Cy,r~2. Descompongamos v es su parte real e imaginaria, v = s +i6, y
comencemos acotando Ry (r):
1
it\ "2
(1 + ) -1
2

Vamos a usar el siguiente resultado. Paraa > —1y para b € R se cumple que:

,’,,S

o]
/ e—rtts—%
1
(2m)2|C(v + 3)| Jo

|Re(r)] < dt. (3.1)

(i)™ — 1] < (] + b)) Can y Si0<y<l.
’(1iiy)“+ib—1’§0a,b'y“+l sil1<y.

la|+1

Donde Cpp =22

elols
Para probar la primera afirmacién, considero la funcién
f(Z) — Za—l—z'b _ e(a+ib) . Logz’

gue es analitica siempre que Re z > 0. Ademas cumple la siguiente cadena de
desigualdades:

(LEiy)™™ —1| = |f(L £iy) — f()| = <yl max |f'(z)].

z€[1,1+3y]

/ f'(2) dz
[1,1+35y]

Luego si probamos que |f'(z)] < C,p para z € [1 — 4,1+ ¢] tendremos el
resultado. Calculamos esta derivada:

() = |(a+ i)z,

Usando ahora que | Argz| < Z y |z| < v/2 se obtiene la acotacién, ya que

la|+1
bz

/()] = la+ib| - [2°7 ) = Ja + ib| - |2 *~Te A2 < (|af + [0)2 2 e
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Para la segunda parte, acotamos directamente con

(1 % iy)o+ — 1‘ < ‘(1 +ig)t P 1 1< (14 y2)5eltE 41

la|

<22 y"

(M)

Observamos que, distinguiendo casos llegamos a que (1 + y?)

)

<N
[SEE NI
IN S
oo
|
Neg
Q

* Sia>0,(1+y?
* Sia <0, (1+y?)

EX

[CTISI TS
IAIN

Sustituyendo esta acotacion se completa el resultado.

Vamos a evaluareny = £, v — 1 = a+ib(es decir, § = by s — 3 = a). Sustituyendo
en la acotacion de la integral de (3.1), obtenemos estas tres integrales:

2 2
t
I1=/ 6_”ts_%(|a|+|b|)0a7b§ dt 1;:/ e T gy
0 0
[e.9] 1 ts—% [e.9]
Iy :/ €_Ttts_50a,b Tt 1 :/ o Tty2s—1 gy
2 28 2

_1
2
o0 1
I3 = / e "5 Ta dt
2

Vamos a acotar cada una de ellas.

2 T 3
g =| [ e < L2
0 r5te
rs 0l < Cap(|al +[0))T(s + 32) 1
1 — 3 1 3
(2m)z|T (v + 3)| 20z D(v+3)| 2

Para acotar las dos integrales siguientes, usaremos que existen constantes
positivas tal que, para todo ¢ > 2

rt rt 1
e 2t < [y, e 2572 < k.

Entonces se tiene que

e*T’

o Tt
‘Ié| < / e 2k dt =2k

2 r
Ca,bkl rst < C’a,bkl 5

3
2

r
’ ‘IQ| < 1 1 i 1 1
257 Im2[T(w + 3)| € 257 1m2[D(v + 5)| r

e—?"

oo rt
‘13| < / e 2 kg dt = 2ko
2

r

=

2ko ps—l < 2ko
T @m)ETo+ r

,r.s
5| <
(2m)2[T(v + 1) (2m)2[T(v+ 1) €

Nl

Juntando las 3 integrales y tomando la mayor de las 3 constantes, se obtiene la
acotacién buscada: | R, (r)| < 2|Ry(r)| < 2K~ 2. O
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3.5. Relacion con la Transformada de Fourier

Las funciones de Bessel aparecen de manera natural al considerar ciertas
Transformadas de Fourier, tal como vamos a ver en esta seccidon. Esta realmente
es la motivacion para introducir esta familia de funciones en este trabajo, ya que
en los capitulos posteriores aprovecharemos esta relacion.

Definicion 7 Transformada de Fourier de una medida

Dada una medida finita ;. sobre RY, se define su transformada de Fourier como la
siguiente funcion:

©) = [ 6" dufa) para ¢ € R

Recordemos que en el Anexo C se define la medida en la esfera y se enuncian sus
propiedades mas importantes.

Teorema 3.11 Transformada de Fourier de la medida en la esfera
Para d > 2, la transformada de Fourier de do(S%~1) es

2
T Jas (27E]).
I

do(€) =

Demostracion. Usando el Teorema C.5 es sencillo calcular la integral.

d—1

d—1 1 ] da—1 1 .
= 27::1 / 6_27ri‘5|s(1 — 52)%(& = 272:1 / e2m‘\§|3(1 - 52)%d5
P(%) - N /=

2r’s I(452 + Hrid)e2=

Hay que tener en cuenta que puedo usar la férmula integral para la funcion de
Bessel porque 52 > —1,y que en el tltimo paso he utilizado que I'(3) = /7. O
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Teorema 3.12 Transformada de Fourier de una funcion radial

Sea f(x) = fo(|z|) una funcién radial en R? entonces su transformada de Fourier
se puede expresar como:

~ +o00 .
f(&) = |£|2;T—2 . fo(r) - J% (2nr|€|) - r2 dr

Demostracion. Haremos un cambio a polares, y luego usaremos el teorema
anterior para sustituir do:

/ fO ‘LIZ| —2miz - gdl‘_/ /Sd 1 d 1f0 72m§ r9)d0_(9)d

e~ 04 r= o(r
= [Tt [ e a0y dr = [ (oo ar

= oord_lf 7“27%227rr§ r
/0 o) a2l d

|§\ / fo(r)Ja 2(27rr|§]) re dr.

Teorema 3.13
Seat >0, Rep > —1yRev > —1, entonces se cumple

F 1)2v
/ Tu(ts)s" (1 = 8%)" ds (Ut:rl) Juto+1(t).

Demostracion. Laidea es usar el desarrollo en serie de la funcion de Bessel y, como
hay convergencia absoluta, conmutar la integral con la serie.

! v g ts (—1)* ts\ 2 v
) asista = ) ds_/o (2) ( e >8W(1_32) &
1k2k 1
Zk'riiJrLil)Q%/ A - s

( 1)kt2k 1 ! +k v
Zk'r Gtz f, W (Imwidu

( 1)kt2k 1
k'F k+p+1)22k2

B(u+k+1v0+1)

Z (=D IT(u+k+ 1w +1)
k'Fk+u+1)22k2 F(p+k+v+2)
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2”1—‘(1} + 1) i (_1)kt2k+u+v+1
= 11 ] 2k+v+p+1
tv kZOk.F(u+k+v+2)2 vtp
[(v+1)2Y

= = Jurori(t).
]

Una aplicacion de estos dos resultados es el calculo de la siguiente Transformada
de Fourier.

Proposicion 3.14:

Sea A € C con Re A > —1, definimos la funcion

(1— g silel<1

ma(e) = (1 - [¢2)) = e~ 1

T(A+1) J242(27]2])
T ‘xyg—k)\

entonces m(z) = my (z) =

Demostracion. Como estamos con una funcién radial, aplicamos el Teorema 3.12:

2 o0
ia(@) = g [ (=) Xy (r) Tz Qrlel) r% dr
|z| 7z Jo [0.1] 2
2 1
= 5 [ (=P (emrlal o ar
2]"2" Jo 2
2m (A +1)2) T(A+ 1) T2 27]2])
= pUS] ‘]d A(27la]) = ) Y
|z (2rl2l) m 2|2+
donde en la segunda linea hemos usado el Teorema 3.13. O

3.6. Funciones relacionadas con .J,

Teorema 3.15

Dado r > 0 fijo, la aplicacién = — 2=}

es analitica en —1 < Re z.

Demostracién. Desarrollando la serie de potencias de J,(r) se tiene que

7, 1 o0 )k2k k2k

1 oo
rz T 2% 0Fk+1 (k+z+1) ?Z /c—i—z—i—l)
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. " B (—1)kr2k
Luego hay que probar que la serie es analitica. Llamo fi(z) = Wt 251) y
observo que

?”2 7,2 7,2

Jrt1 <
(k—i—l)]k—i—z—i—l\ (k:—i—l)(k—i—Rez%—l)_k—i—l'

i

Luego la serie converge absolutamente e uniformemente en z. De aqui se deduce
gue como las funciones f; son holomorfas la serie también lo es.

O]

Teorema 3.16

Dado « > 0, se cumple que

Ja(|]) d
€ LP(R?) <= p> .
oe V) = p> o

Demostracion.

< Paraz € R? con |z| < 1 se tiene que |J,(|z])| < Oy - |2|* y por tanto

/|z|<1 <Jam(||i‘)>pda; < H00.

Por otro lado, si |z| > 1, aplicamos el Teorema 3.7:

C

|2

[Ja(lz])] <

Sustituyo esto en la integral:

p
/ (’Jaqu> dx < Cp/ ;1 dr < +o0.
>\ [z]* je[>1 |z|(@F2)P

Observamos que la integral es finita por (a + 1)p > dy el resultado E.3.

= Supongamos que JT(‘E') € LPRYyp <
Distinguimos dos casos segun el valor de p:
d

e Cas

+: Usando Teorema el 3.10:
2

’ \f\cos!ar\—’;a—?;)!_ Co
lea |+ jrf+3

Y por tanto, se puede acotar la siguiente integral:

p P 1
/ <K / dzr +/ ———dz | < 4o0.
|z|>1 |z|>1 |z[>1 |x‘(a+§)p

Sifz| > 1,

cos(|z| — Fa —7)

Ja(|2])

Eds

dzx

ot
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Haciendo el cambio a polares, se llega a que

> |cos(r — Za—2)P
[cos(r — 5o = )| rd 1 dr < +o0.
1 T(a+%)p

En particular, se tiene que

0 T TP

cos(r — Za

I:/ ’ ( 21 4)‘ Td_l dT<+OO.
T+ IatT rloatz)p

Considero el cambio de variables s = r — Sa 4 7, que cumple ds = dry
r=m+%a+7% <= s=m. Ademas, cumple las siguientes desigualdades,

<s+la+Tor< Q+” +”)

S S —Q — =T S —Q —

sstpaty=rs 24T
1 1

>C .
pletip = 7 glatg)p

De aqui deducimos que

00 (k+1)

> | cos(s)[P (A1 gg
I>C/ Mﬁp M_CZ;/

0 L)d—1 (k+1)7
> Z (k) ;)p/ | cos(s)[P ds.

" [cos(s) [P

2L i1 (s

Usando que

_k+1§2k:>;122—(a+%)10 .
(k + 1)(a+§)p Elat3)p

(k+1)m ™
- / | cos(s)|P ds = / | cos(s)|? ds es una constante,
k 0

™

oo

sellegaaquel>C">» "
k=1

PP Pero esta serie es divergente por
kT2

1
p—d+1<1.

1
f)gd:>(a+2

<
p 2

= pla+
a+% (

Sin embargo I era finito, por lo que es una contradiccién que I > +co.

Por la implicacion < hemos visto que para algun p;

BNEEE

Si ademas ‘]T(“jfn € LP(RY)
obtenemos que

€ LY(RY) Vg € [p,p1].

Esto es una contradiccidon con el caso anterior. O




Capitulo 4

Restriccion de la Transformada de Fourier

4.1. Transformada de Fourier en L?

En el Capitulo 1 hemos comenzado definiendo la transformada de Fourier para
funciones de L'. Tras ver el Teorema de Plancherel, se ha generalizado a funciones
de L? mediante el operador F. Vamos a ver ahora que podemos extenderlo
también a funciones de L? cuando 1 < p < 2.

Proposicion 4.1:
Sil<p<2yfe LP entonces existen f, € L'y fo € L? tales que f = f1 + fo.

Demostracion. Basta observar que la siguiente descomposicion es valida:

fr=F- Xz € LR, fo=f Xyg<ry € (R,
0

En el lenguaje del andlisis funcional, esto se puede expresar como LP — L' + L2,

Definicion 8 Transformada de Fourier en [.”

Dado f € LP(RY) con 1 < p < 2, definimos su transformada de Fourier como
F = fi + Ff, donde f = f1 + f» es una descomposicién con f; € L'(R?).

Hay que justificar que esta definicion no depende de la descomposicion elegida.
En efecto, tengamos f = f1 + fo = g1 + g2 dos descomposiciones,

Gn—fi=f—gpel'nl?= (g~ fi]" =F(fa—g2) = §i + Fgo = fi + Ffo.
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4.2. El problema de la Restriccion de la TF

Aunque toda la teoria de la Transformada de Fourier la he desarrollado en R¢
arbitrario, a partir de ahora vamos a suponer d > 1. Esto es asi porque vamos
trabajar con la funciones restringidas a la esfera S9!,y S° = {—1,1} no tiene las
mismas propiedades que las esferas de dimensién mayor.

Definicion 9 Problema de Restriccion en la esfera

Diremos que se cumple el problema de Restriccion de la esfera S4—' para p — q,
abreviado R(p,q, S%1), cuando exista una contante C,,, > 0 tal que

oo (mpd
La(5d-1) < Cp gl fll Lo (re) Vf e CPRY).

e

Se llamard operador de Restriccion a

R(f)(E) = f}sd,l(a = /R =27 € £ () dp feCe(RY, € e 501,

Definicion 10 Operador de Extension
Dado g € L'(S%1), se define

E@)w)i= [ g(e) do(e v R

Proposicion 4.2:

El operador de extension es el adjunto del operador de restriccion, es decir, se cumple
que para todo par de funciones f € L*(RY) y g € L'(S%1) se verifica

<Rf7 g>Sd_1 = <f7 €g>]R‘i

Demostracion. La idea es conmutar las integrales.

(Fl.g)sos = [ F©a dote)
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Y se puede aplicar el Teorema de Fubini porque

Jori Lo

e—?m’x'é‘ “Nf@)] - g do(§)dx = || fll L1 (ray - [19]lL1(sa-1y < +oo.

Teorema 4.3

Dados 1 < p,q < +oo y una constante C' > 0, son equivalentes:
1. Para cada f € C3°(R?) se cumple || Rf || pa(sa-1) < C||fllpo(ray.
2. Para cada g € L'(S91) se cumple que I1€9ll Lo (may < Cligll Lo (a-1y-
En caso de que se cumplan estas condiciones, entonces se cumple R(p,q, S?~1).

Demostracion.
1=2 Dado g € L'(S%1),

1] 1 ray = sup { (€9, gl = f € CERY, I fll oy = 1}
sup { (9. Bf)su| + £ € CR@. Il poien = 1}
< sup {”g”qu(Sd—l) : HRfHLQ(Sd—l) : f S Cgo(Rd), ”fHLP(Rd) — 1}

<C- HgHLq’(Sdfl)-

Donde en la primera linea he usado el Teorema de dualidad (Teorema D.10),
y en la tercera linea he usado Holder (Teorema D.6).
2=1 Dado f € C§°,

1B llaqsay = sup {[(RF.9)su] = g€ L7(S* ). gl porgsmry = 1
sup {|(f, E)as| = g € L7 (%), gl (ga sy = 1}
< sup {1l o) * 1€9l 1w ray = 9 € L7 (S%7), gll o (gary = 1}

< C [ fllpemay-
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4.3. Acotaciones para el Problema de Restriccion

Una vez definido el Problema de Restriccidon, nos podemos preguntar para qué
valores de py ¢ se cumple. En esta seccion vamos a comprobar que no se cumple
para cualquier par de valores, si no que hay ciertas limitaciones.

Un primer ejemplo clasico es el siguiente.

Teorema 4.4

Si1<gq < 4o, el operador R : C§° — L9(S%1) no se puede extender de manera
acotada a L?(RY) — LI(S41).

Demostracién. La idea es construir una familia de funciones . € § C L?*(R%) que
podamos hacer crecer su norma tanto como queramos.

Comencemos con una funcion ¢ € C§°((—1,1)) que verifique ¢(0) = ||¢||z~ = 1,
por el Lema D.5.

Para ¢ > 0 arbitrario, defino

3-(6) ::¢<‘5"1> £ R

g

Su soporte es inmediato de calcular. Efectivamente,

|§|€_1€(171)}:{56Rd : 175<|£|<1+5}.

Sop ¢ {s eR? :
Por tanto, para ¢ > 0 suficientemente pequefio, Ve cumple:
+ Tiene soporte acotado, y por tanto compacto.
* Es de clase C siempre que £ # 0, por ser ¢ € C*°.
* En un entorno del 0 la funcidon es idénticamente nula, por tanto también es
C* en el origen.
En definitiva, ¢ € Cg° C Sy por el Teorema de inversidn se tiene que v, := [@E]v
esta bien definido y por el Teorema 1.15 se tiene que . € S.
Voy ahora a calcular las normas:
s (7“—1)
9

Bu(6)| dr(e) = [ aote) = a(s™ ),

14¢
r&1 dr

92 sy = 19l = (57 [

1—e

<o(5 1) 2d19e 2% g

7114 —
Ay

Por tanto, si R se pudiera extender de manera acotada existiria C > 0 una
constante positiva tal que || Rf|| a(gi-1) SACHfHLz(Rd) para toda funcién f € L*(R%).
Pero esto es una contradiccion con que [[¢c|| ,q(sa-1) S€a Una constante y [|Y: || 2 ra)
tienda a 0 conforme ¢ — 0. O
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El siguiente resultado muestra un rango mas 6ptimo para p.

Teorema 4.5

Si1 < p,q < +oo cumplen R(p,q,S%"), entonces p < 2.

Demostracion. Por el Teorema 4.3, se tiene que

Hngde} < Cp,q”g”Lq’(sdfl) Vg € Ll(Sdil)'

Por tanto, haciendo g = 1 en S9! obtenemos que 1€9Nl 1o (may < C'’. Es decir, la
norma es finita y por tanto £g € L¥' (R%).
Vamos a calcular &g:

_ Ja—2(2
Eg= /Sdl X2 Edg(¢) = do(€) = QWM

d—2
|z =

Se tiene entonces que

Jua(2nlal) Jus@nlzl)  Jao(ly)

2WT S (Rd) = : d—2 : 2 € L» (Rd)

= (2m|z[) =2 lyl ="
Y aplicando el Teorema 3.16 acabamos la demostracion.

o d 2d . 1 d-1

B v

T_, 1, d-1_d+1 N L 2
p 7 2d 2d P<i

4.4, La conjetura de Restriccion

Los resultados anteriores nos muestran que no para todo p,q se cumple el
Problema de Restriccion. Surge entonces una pregunta natural: ;para que valores
si se cumple? Esto ha sido un tema de estudio en analisis desde que fue planteado
en la década de 1960. Actualmente, se conjetura los siguientes valores.

Conjetura de Restriccion
d—1

El Problema de Restriccién R(p, g, S4—') se cumple siysolosil < p < % Ya<p'g
con p’ el exponente conjugado de p.

Observamos que la acotacion para el valor de p es la encontrada en el Teorema
4.5, por lo que hemos visto un argumento de porque esta acotacion no se puede
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mejorar.

Los primeros avances para el Problema de Restriccion fueron el Teorema Tomas-
Stein, que sera demostrado en el siguiente capitulo. Posteriormente, esta acota-
cién se ha ido mejorando poco a poco, e incluso se ha probado la conjetura para
dimension d = 2.

Mas informacion sobre este tema se puede encontrar en [10] 6 [2].




Capitulo 5

Teorema de Tomas-Stein

En este capitulo voy a probar el Teorema Tomas-Stein, que nos da una primer
rango de valores para los que se cumple el problema de Restriccion.

Teorema 5.1 Teorema de Tomas-Stein

Si1<p< 28 entonces se cumple R(p,2, 84°1).

Demostracion.
Ya habiamos visto que el operador de extensién £ es el operador adjunto de R, es
decir,

R'g=Eglo) = [ o 4g(e) dote).
Sd—1
Si definimos el operador T := R*R, observamos que se tiene lo siguiente:

IRF 2501y = (Rf, Rf)p2(sa-1y = (R*RS, oy < 1fllooe) - 1R R || 1ot mays

donde la desigualdad se tiene por el Teorema de Hdélder (D.6). Normalizando,
observamos que si probamos que T = R*R es un operador continuo de
LP(R%) — LY (R%), tendremos probado que R : LP(R%) — L?(S%!) es acotado
también. Esto es, que se cumple R(p,2, 547 1).

Dado f € C§°(RY), como f es continua, podemos calcular explicitamente 7'f:

Tf(a) = R'(Flgu)@) = [ e <F(e) dot) = /5 e | ) dy do(e

/ / e~ 2mi(y—z) - gda dy—/ fly da (y —x) dy
Rd gd— 1

fly) - da(m— )dy_f*da( )
Rd

Donde en la linea 3 hemos usado que por el Teorema 3.11, sabemos que do es
una funcién radial. En la linea 1, podemos usar Fubini porque

fors Lol

=27 =) €| 4o()dy = 171 21 ety (84 < +o0.
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En resumen,
T(f) = f = do(z) para f € C°.

Y sabemos que la transformada de Fourier de la medida es

— . 2
dofa) = [ e Cdo(€) = T Jua(2rla).
Sd—1 2

|z =z

Laidea clave de la demostracion es sustituir el operador T por una familia analitica
T, que cumpla T = Ty. Entonces, si aplicaramos el teorema generalizado de Riesz-
Thorin tendriamos una acotacion sobre T. Para ello, hay que definir esta familia y
comprobar todas las hipétesis del teorema de interpolacion.

Definimos la siguiente familia de funciones:

_Ja2, (27ly]) —d+1
‘y’d%—kz 2

K.(y) =2
T.(f) =K.+ f
Es inmediato comprobar que K, = do y portanto Ty =T.
Vamos a acotar las funciones en la linea Re z = =4, Usando el Teorema 3.7
Ty ig(2)| < Co(1+ 1) 224 < Coel+5IPIjg) 3.
Ademads, observamos que ||f x K. | < ||f]1 - [ K]/ Y pOr tanto

J 1 ‘9(27’3/‘)
<K a1 glloo = o b5 (%)—% 1ti
2

- - < 002%71%6(”—’—%)‘9‘.
(2m) "z |y| 2 |y|*®

|71

L1—L>®

o0

Para la otra banda, Re z = 1, usamos el teorema de Plancherel. Para f € S:

1Tvi0(F) g2 = 1K 110 * fll = [[[Kivio * £ 2 = 1K 1440 fllr2
< | Kiviollze<ll fllz2 = 1K iviallzoe || 1] 22

Usando la Proposicion 3.14 sabemos que:

Luego deducimos que |71 ill;2;2 < K1l y queremos acotar K ().

; (1 -6 Ja l(27r]a:\)
[uwwﬁr=(ﬁﬁ>ﬁ9% ~

]2

Y por tanto:
719‘]%“9(%’%') ' _ 2 1 2vi6)
“ |t

Kﬂﬂ@:k” i T(1+i0)

]2
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Tengo entonces la acotacién que buscaba.

2

K 1 ™ s 1
Tisiolss < | = 16| Cr(1 -+ 0]y < el

_ 2

'+ 6)
Falta ahora ver que T, es una familia analitica en de crecimiento controlado
cuando =% < Rez < 1.

Es convenlente usar la expresion o = a(z) = % + z, ya que entonces podemos
escribir algunas expresiones de forma mas compacta:

Jo(27|z])

]

K, =277 <Rea <

l\D\H
M\&

La primera observacion es que si f € SF, entonces T.f = f x K, es una funcion
medible.

Observamos también que si tenemos un conjunto medible A C R¢y una funcion
medible f, la siguiente convolucién se puede expresar como:

Xaxf(@ /XAx_ f(y) y=/x_Af(y)dy,

donde el conjuntoz — A = {y € R? : Ja € Ay =z —a} es una rotaciéon y una
traslacion. Como la medida de Lebesgue es invariante por estas transformaciones,
se tiene que A\(A) = \(z — A).

Para la primera condicion de familia analitica, dados 4, B € R? conjuntos con
medida finita, fijamos z = s + i, y denotemos a = a + if. Queremos ver que la

siguiente integral es finita:
dy’ Xp dr < 27" S//

* Si|y| <1, usando el teorema 3.9 tenemos que

Ja(27yl)

- dydzx.
||

/Rd}Tz(XA)! Xpdr= |

Ja(|2'r'|y|)‘ < (QW)aCae%M.
yie

* Si |ly| > 1, usamos el teorema 3.7

<1
r—;‘\
Ja(27r‘y|)‘ < ( )acl(l + ‘9‘)267r|9\
|yl lylote

Por tanto, como z esta fijo, podemos acotar ambos casos por la constante:
K = max {(2w)acse%\9| | (2m)°C(1 + ye|)%eﬂ|9|} .
Entonces,

/ IT. (X 4)| " Xpdr< 27r1—5/ KXz — A) de = 21 S KA(B)M(A) < +oo.
R4 B
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Para probar el crecimiento controlado, dados 4,B C R? con medida finita,
repetimos la acotacion:

‘/ (X 4) XBd)\‘<27rls//

Tomando z = s + 46 y fijando s, quiero acotarlo por algo de la forma Ce*l?l. Pero
teniendo en cuenta que K vale lo siguiente se obtiene:

Ja(27|y])

e dydz < 2n' S A(A)N(B)K.

K = max {(2w>acse%\9| | (2m)°C (1 + ye|)%eﬂ|9|}
< (2m)* max {Cs, C% } max {e§|9| , (1+ |0|)%e”|9|}
< (QW)%_'_S max {CS’ Cg} e(”"'%)W.
Parala segunda propiedad de familia analiticas, dados A4, B C R con medida finita,

gueremos ver que la siguiente funcion z — / K = X 4 dX es analitica en la banda
B

abierta y continua en la frontera.

(2
/K £ X 4 dA = // K,y dyds = 2~ // |y7|;’y| dydz
27r\y| 27T|y!

Como 2% es analitica y continua, tengo que ver que la integral lo es también. Una
observaciéon inmediata es que como a = z + %2, es equivalente probar que es
continua/analitica respecto de « que respecto de z (teniendo cuidado con que los
dominios sean los adecuados). Por tanto, defino la siguiente funcion:

27r]y\ 1
dyd — < Rea <
/ / Gyl 2 =

Vamos a hacer la observacion de que la funcion F esta acotada sobre compactos.
Recordemos que la tenemos acotada por

I\D\&

|F(a)] < MA)A(B) max {Cy, C} e(m+z)Itmel,

La exponencial es continua y por tanto esta acotada sobre compactos. Las
constantes Cy y C! también lo estan por venir de 3.9y 3.7.

Dado ag en {—1 <Rea < ¢} , queremos ver que F es continua en ay. Para ello
podemos restringir la funcion a una bola cerrada que contenga este punto, o una
semibola cerrada si ag esta en la frontera. Alli la funcion estard acotada por la
observacion anterior y usando convergencia dominada se tiene que:

(2 (2
lim F(a / / ﬂ‘y’ / / Jao (27]y]) dydr = F(ayp).
a—ao Aty 27T!y\ (2my|)@o

Usando el Teorema 3.15 en el ultimo paso. Esto prueba que la funcion es continua.
Para ver que es analitica, voy a usar el teorema de Morera. Dado un triangulo A
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contenido en —% <Rea < g. Observamos que como A es un conjunto compacto
la funcion F esta acotada en Ay se tiene que:

/ F(a)] da < I(A) sup |F(a)] < +oo.
A aEA

Por tanto podemos usar Fubini, y de nuevo por el Lema 3.15 sabemos que la
funcion que estamos integrando es analitica. Esto implica que tiene integral nula
sobre el triangulo A.

frrovsom (5580 w) e | [ e

Ahora podemos aplicar el Teorema de Riesz-Thorin generalizado (Teorema 2.5).
Recordemos que tenemos pp = 1, g0 = ooy p1 = ¢1 = 2. Para las cotas en los
extremos de la banda, no necesitamos recordar las constantes usadas. Esto es
porque realmente no vamos a calcular explicitamente la acotacién en Tj, ya que
nos vale con saber que es de la forma

1 To(N) e < K [ f]lze-

Recordemos que 6, p, q, z9 deben cumplir estas relaciones.

1 1-06 0 1 1-46 0 —d+1
- = +—, - = +—, 29 = (1-0)
b Do b1 q q0 q1

+0-1.

En lugar de fijar 6 € [0, 1] vamos a fijar zp = 0, para asi acotar T,, = Tp = T. Tengo
por tanto que despejar primero el valor de 6, para luego calcular py q:

—d+1 d—1
0=(1-6 6 = 6=—
1-9) * a1
L_1-0 .0 _ 0 _  _2d+1)
p 1 2773 P="03
1 1-60 6 0 1 1 ,
—=E—— == = —4+-=1 = q=Yp.
q %) 2 2 P q
Con esto se tiene acotado el operador T de L? — L¥ cuando p = 2(;:31)'
Una vez probado en el extremo, el casoenelque 1 < p < 2S’j31) = po Se obtiene

de manera facil aplicando Riesz-Thorin. En efecto, tenemos el operador acotado
en:

R: LNRY) — L8971 € L2897
R:LPO(RY) — L2(S4° 1)

podemos concluir que se encuentra acotado de LP(R%) — L?(S91). O







Anexo A
Propiedades de Ias funciones Gamma y Beta

Las funciones Gamma y Beta son de gran importancia en Matematica, y por
tanto su estudio se encuentra incluido en los contenidos de los Grados en
Matematicas. Por ello, en este anexo voy a comentar brevemente sus propiedades
mas relevantes para este trabajo, sin pararme a demostrarlas. Un desarrollo
riguroso se puede consultar en [7, Anexo A] o [&, Capitulos 1y 2].

Definicion 11 Funcion Gamma

Sea z € C con Re z > 0, se define la funcion Gamma como

+o0
/ t*~ et dt.
0

Proposicion A.1: Propiedades basicas

* La funcion Gamma es analitica en Re z > 0.
e T'(z41) = 2I'(2).
* Generaliza el factorial: sin € Z*, T'(n) = (n — 1)L

L) =y

Proposicion A.2: Formula de duplicacion

Para z € Ccon Rez > 0,

22510 ()T (2 + %) — /AT(22).
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Teorema A.3 Formula de Stirling

1

[(a +i0) = V2rz*"2e eH(?)
Con H(z) una funcién continua que para toda constante positiva C' > 0 verifica

lim H(z)=0
Reo2050

Este Ultimo teorema, se puede consultar en [1, Capitulo 5 Seccion 2.5, p. 204]. Otro
enunciado similar se encuentra en [/, Seccién A.6].

Definicion 12 Funcion Beta

Sean z,w € C con Re z, Rew > 0, se define la funcién Beta como

1
B(z,w) = / #2711 — )t dt
0

Proposicion A.4:
Es simétrica, es decir, B(z,w) = B(w, z).

Proposicion A.5: Relacion entre las funciones Gamma y Beta
Sean z,w € C con Re z, Rew > 0, entonces se cumple la siguiente igualdad.

I'(z)0'(w)

i )




Anexo B
Resultados de integracion y analisis complejo

B.1. Resultados de analisis complejo

Teorema B.1 Teorema de Morera

Sea Q C C un abierto, y f : Q — C una funcién continua. Son equivalentes:

1. f es holomorfa en .

2. Para todo triangulo A C (), se tiene que / f(z)dz=0.
oA

Referencia: Teorema 2.19 de [9].

Teorema B.2 Principio del Mddulo Maximo

Sean 2 C C un dominio acotadoy f : Q — C una funcién holomorfa en Q y continua
en Q. Entonces se cumple que f alcanza su mdximo en la frontera, es decir,

r;le%lf(Z)\ = gégglf(Z)l-

Referencia: Corolario 3.13.a de [9].

Teorema B.3 Teorema de Cauchy

Sea © C C un abierto simplemente conexo, f una funcién holomorfa en Qy ~ C Q
un ciclo en ). Entonces se tiene que

/Vf(z) dz=0

Referencia: En [9] no aparece este enunciado exacto, pero se tiene que es
consecuencia directa 4.13y 4.20.
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B.2. Resultados de integracion

Teorema B.4 Teorema de Fubini-Tonelli
Sean (X, M, )y (Y,N,v) espacios de medida o-finitos:

a) (Tonelli) Si f € LT(X xY), entonces g(z) = [f, dv € LT(X),
h(y) = [ f¥ du e L*(Y)y se cumple la /gualdad.

fratwnr= (] ey - ([ s )

(B.1)

b) (Fubini) Si f € L'(u x v), entonces

* f. € L*(v) para casi todo punto z € X.

 fY € L'(u) para casi todo punto y € Y.

* Las funciones definidas para casi todo punto g(z) y h(y) pertenecen a L' (u)
y L(v) respectivamente.

* La ecuacion (B.1) también se cumple.

Referencia: Teorema 2.37 de [3].

Teorema B.5 Derivacion de integrales parametricas

Sea (X, M, ) un espacio de mediday f : X x[a,b] — C(—o0 < a < b < +0o0) tal que
f(+,t): X — Cesintegrable para todo t € [a,b]. Definimos F(t) = [y f(z,t) du(x).

Si existe g € L'(u) con |f(x,t)] < g(x) para todo x € X y para todo t € [a,b).
Entonces, si f(x, - ) es continua para todo x, F es continua también.

Si ademds f es diferenciable respecto de t y existe g € L'(u) con ) 9 (x, t)‘ < g(x)
para todo z y t, entonces F es diferenciable y

P)= [ ) dute).

Referencia: Teorema 2.27 de [3].
Teorema B.6 Teorema de Convergencia Monotona
Sea f,, una sucesion de funciones en Lt tal que f, < f..1 para todo n. Entonces,

llamando f = lim,, . fn = sup,, f, cumple que [ f =lim, oo [ fn.

Referencia: Teorema 2.14 de [3].
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Teorema B.7 Teorema de Convergencia Dominada

Sea f,, una sucesion de funciones de L' que verifiquen
a) fn — f para casi todo punto.
b) Existe g € L' con g > 0y para todo n, |f,| < g en casi todo punto.

Entonces, f € Lly/f = lim f,.

Referencia: Teorema 2.24 de [3].







Anexo C
Medida de la esfera

En esto anexo voy a introducir brevemente los resultados necesarios para definir
la medida en la esfera. Para la bibliografia he utilizado el Anexo D de [7/] y el
Capitulo 2 de [3]. La segunda referencia es especialmente adecuada para ver una
construccion rigurosa de la medida.

Empecemos recordando algunos conceptos basicos:

Definicion 13
Una medida sobre X es una funcién de conjuntos p : 3 — [0, +o0o] que cumple:

* Y es una o-dlgebra sobre X.

* p(0) =0.

* 1 es o-sumable, es decir, dada una sucesion de conjuntos disjuntos E,, € Y,

entonces p (UE,) = > u(Ey).

Una medida se dice finita o de probabilidad si u(X) < +oc.
Si X es un espacio topoldgico, los conjuntos de Borel es la o-dlgebra generada por los
abiertos de X. Una medida de Borel es una medida cuyo dominio son los conjuntos
de Borel.

Ala medida de Lebesgue en R" la denotaremos por m 6 A.

Teorema C.1 Medida en la Esfera
Sabemos que ® : R"\{0} — (0, +oc0) x S"~! definida asi

T
o) = (lel, ) = )
|z
es una biyeccidn continua con inversa continua también. Por tanto induce una
medida de Borel en m. en (0, +o00) x S"~! mediante la férmula m.(E) = m(®~1(E)).
Si consideramos p,, la medida en (0, +occ) dada por p,(E) = [, r"! dr, entonces
existe una tnica medida de Borel o = o, sobre S*~! tal que m. = p,, x 0.
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Ademas, esta medida verifica que si f es medible Borel en R", y cumple que f >0
o f € L, entonces se cumple que

. f(z) de = /000 /Sn—l f(r, ') -t dr do(z)).

Esta medida también se puede extender a una medida completa.
Referencia: Seccidn 2.7 [3], en especial el teorema 2.49.

Teorema C.2 Cambio a coordenadas polares
Si consideramos el difeomorfismo G : Q2 C R™ — R"™ dado por

G(T, ¢1,. 5 '7¢n—1) = (a;l, 000 ,$n)
r> 07 ¢17¢27’ . '7¢n—2 S [Ovﬂ-] ¢n—1 S [0727T)

T1 = rCos ¢1
To = rSsin ¢y © cos ¢

T3 = rsin¢; - sin ¢y - cos P3

Tp_o =71Singy - singy---sing, o - coso,_1

Tp_1 =7rsing; - singg---sin¢,_9 * sin ¢p_1

Que tiene jacobiano J(r,¢) = r" t(sin¢1)" 2 - - - (sin ¢,,_3)%(sin ¢y, _2).
Teniendo r > 0 fijo, esto define un sistema de coordenadas en la esfera de radio r,
y por tanto permite expresar integrales en ella como

1= [o2=T On_2=T [Ppn_1=2T
/ .CU dU / / / / l‘l,xg,...,l'n)J(T,qb) d¢
rSn—1 p1= p2= ¢n—2=0 Jpp,_1=0

Referencia: Ejercicio 52 del capitulo 2 de [3], o seccion D.1 de [7].

Corolario C.3 5
o(S"71) =

|3

™

(%)

|3

En particular, o es una medida finita.

Referencia: Corolario 2.52 de [3].
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Corolario C.4

La medida o es invariante por rotaciones.
Referencia: Capitulo 2, ejercicio 62 de [3].

Teorema C.5

Sea una funcién en la recta real K : R — C, para dimension d > 2, se tiene que

K(z-0) do(0) d /K slz|) - 1—3)2ds
Sd—1 T —

Referencia: Seccién D.3 de [7].

Proposicion C.6:

La medida o en la esfera S"~! se puede ver como una medida en R™ donde todo el
peso estd concentrado en la esfera.

Demostracién. Para un conjunto medible E C R", definimos 6(E) = o(E N S™1).
* El dominio de la medida es una o-algebra, los conjuntos medibles Lebesgue.
* 5(0) =0o(0) =0.
* Si B, C R" son disjuntos dos a dos, entonces £, N S"~! también lo sony se
cumple que

G(UE,) =0 (U(E,nS")) =D o (E.nS") = 6(En).

Esto prueba que es una medida. La Ultima afirmacién del teorema es inmediata
ya que

G(R™MS" N =g (0) = 0.







Anexo D
Espacios L?

Teorema D.1 Teorema de Extension de operadores acotados

Sean X eY Espacios de Banach y S C X un subespacio vectorial denso, entonces
para cada operador lineal acotado T : S — Y existe una extension de T a X lineal
y continua. Es decir, existe T : X — Y lineal y continuo con T| s=T.

Ademds, cumple que ||T| = |||

Definicion 14 Aproximacion regular de la identidad

Una familia de funciones {¢;}~o C L' se dice aproximacion de la identidad regular
(abreviado AIR) o aproximacion regular de la identidad si cumple:

1. / o(x)de =1Vt >0
R’VL

2. sup/ lot(z)|de < oo
t>0 JR»

3. V6 > 0se cumple que lim lp(z)|de =0

t=0F Jiz|>6

Lema D.2 Funcion dilatacion

Sea p € L'(R™) una funcién con [z, ¢(z)dz = 1. Se define la familia de dilataciones

como {p(z) = E¢(%) }i>o. Esta familia constituye una aproximacién regular de

identidad.

Teorema D.3 Convergencia de las aproximaciones de la identidad

Sea {p} una AIR, si f € LP con 1 < p < oo entonces f * ¢y % I
t—0

Referencia: Las ideas clave de los resultados de aproximaciones de la identidad
se encuentran en el Teorema 8.14 de [3].
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Teorema D.4

C§° es denso en LP cuando 1 < p < 4oc.
Referencia: Teorema 8.17 de [3].

Lema D.5 Lemma de Uryson para C§°

Sea K C R™ un subconjunto compacto y U C R™ un abierto con K C U, entonces
existe una funcion f € Cg° con0 < f <1, f =1en K y Sop(f) C U.

Referencia: Teorema 8.18 de [3].

Teorema D.6 Teorema de Holder

Dado 1 < p < +ooy p' su exponente conjugado (es decir, ]17+ ]% = 1), entonces dadas
dos funciones medibles f, g se tiene que

gl < [ f1lpllglly- (D.1)

Referencia: Teorema 6.2 de [3].

Teorema D.7
El conjunto de las funciones simples finitas SF es denso en LP para 1 < p < +oo.

Referencia: Teorema 6.6 de [3].

Lema D.8

1
Si fn L, f entonces existe una subsucesion ( f,,) con fy.(x) — f(z) para casi todo
punto z € R™.

Referencia: Ejercicio 9 del Capitulo 6 de [3].

Teorema D.9
Para 0 < pyp < g < p1 < +o0 Se cumple que LPo N LPr C L4,

Referencia: Teorema 6.10 de [3].
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Teorema D.10

Sean p,p’ exponentes conjugados y g una funcién medible tal que fg € L' para
toda funcion f € X el conjunto de las funciones simples que se anulan fuera de un
conjunto de medida finita. Consideramos que la siguiente cantidad es finita,

My(g) = sup{\ / fg] eS|l = 1}. (0.2)

Si el conjunto S, = {x : g(x) # 0} es o-finito, entonces g € L” y ||g||, = Mp(9).

Observaciones:
* Enel caso de medidas regulares sobre R"™, cuando g tenga soporte compacto,
la condicion de que fg con f € ¥ es inmediata.
+ Si es espacio entero es o-finito, entonces S, también lo es.
* En la cantidad M,(g), podemos sustituir la condicién de pertenecer a ¥ por
pertenecer a un conjunto denso en L”". En particular, por C5°.
Referencia: Teorema 6.14 de [3].







Anexo E
Otras formulas utilizadas

Teorema E.1 Formula de Leibniz

Dado un multi-indice « y funciones f, g € C!®, entonces se cumple:

0°(f9) = ¥ (O )

=M a—7)

Demostracion. Vamos a probar primero el caso donde derivamos solo una varia-
ble, es decir, para todo «; € Ny funciones f,g € C%,

o (f )=y Jaij!(a’ij)(a(O‘j_Vj)g)'

IPVAY
~i<a; Y5t — ;)]

Esto es sencillo de comprobar por induccién. El caso base a; = 0 es inmediato. Si
se cumple para «; < n, para el caso n + 1 se tiene que

Pt (f - g) = [0 (f - g)] = 0 [Z — .(Wf)(t?‘”‘”g)] -

i<y 'Vj-(aj - 'Yj)-

_ Z Oéij!'(a(—yj+1)f)<aaj—fng)+ Z Jaijll(ghf)(aaj—’ﬁ+lg):

viSay e = )" v Sy vt =)

o OCJ' ( ) ai+1—n; Ol]‘ . ai+1—n. o
— 87]]" 0% 'YJg + 76’73‘]" 0% 'YJg =
1<"/j;1]'+1 (’7j —1)!(Oéj+1—’yj>!( )( ) 0<;<Oéj ’}/j!(aj —’yj)!( )( )
_ a;+1 a+1 aj! aj! Y aj+1—7; —

=10 g @ Net D <(%‘—1)!(Oéj+1—%')! +%‘!(Oéj—7j)!> (0716 9)

1<v;<a;

— Z (aj + 1) !(a'yjf)(aaj-i-l—'ng).

0<y;<aj+1 vit(ey +1=7)

Una vez probado esto, se trata de aplicarlo para cada una de las variables. Dado
a = (ai,...,a,) un multi-indice y f, g € Cl°l se tiene que

0% (f9)= > — (07 f) (9% g)

vj <oy Pyj(aj - PYJ)

Oéj!
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lov,!
ATRED DY e (@754 (g

vi<ay vi<a; | 73t — 75) (e = 73)!

(g =3 M(avf><aa7g>.

Lema E.2

Dados multi-indices o, 8 y una funcién f € C181, entonces se cumple:

P af@)= 3 st p(n)

a1 (B =)
|
— 2298 f(a) g g M;ﬁ—ﬁ#f@v f(@).
—asy<a

Demostracion. Viene de aplicar la formula de Leibniz a cuando una funcién es z¢,
haciendo la observacién de que 9(3 — v)(z®) se anula si no ocurre que 8 — v < a,
0 equivalentemente que 8 — a < . En efecto,

P @)= Y e (07) @ @)

0o52s N -}
Bl
S L e @
a<y<a

Proposicion E.3:
Dado a € R, se tiene la siguiente equivalencia,

1
/ dr < +00 < a>n
zC€RN |x|a

|z|>1

Demostracion. Comenzamos haciendo un cambio a polares:
1 1
/ T dr = oS- 1)/ —ard_ldr = U(Sd_l)/ rd=1=a gy,
Tﬁﬂi’; |z r>1 T r>1

Como sabemos que la ultima integral es finita si y solo el exponente es menor
estricto que —1, se obtiene la equivalencia buscada. O
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