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Abstract

The Laplace transform owes its name to the French mathematician Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). This project aims to carry out a detailed study of the Laplace transform, its most
essential analytical properties, such as the holomorphy, uniqueness, and inversion theorems, and
to provide examples of its most relevant applications to prove its utility. The work is divided
into four chapters and primarily follows the reference of J.M. Mazén [6]; also, authors such as
D. V. Widder [11] and G.B. Folland [3, 4] have been essential to complete the study.

In Chapter 1, we begin by defining the Laplace transform of a function f, locally integrable
on the interval [0,), as the formal integral

/ @ f(1)di, z€C,
0

and we establish the notions of pointwise, absolute, and uniform convergence (see Definition
1.1.2). Next, we study Theorem 1.1.5, which establishes the convergence of the Laplace trans-
form of a function f in the half-plane R(z) > R(zp), in case it converges at the point zy € C,
doing so uniformly within the sectors

So(z20) ={z€ C: |arg(z—z0)| <0}, 0€[0,m/2).

Afterwards, we define the class of functions of exponential order, which will be fundamental
for the development of this work. We say that a function f : [0,00) — C is of exponential order
if there exist constants A > 0 and 8 € R such that:

()] < AP, we>o.

Furthermore, if f € Exp, we define the order of f as

p(f) ::fnf{ﬁ ER:|f(t)] <AeP, vt > 0};

(see Definition 1.2.6). In turn, we establish the notions of the abscissa of convergence, 6 (f),
and the half-plane of convergence, H s (see Definition 1.2.8). The concept of the order
of a function of exponential order proves to be highly useful; Proposition 1.2.9 states that
o(f) < p(f) for any function of exponential order, and additionally ensures that the Lapla-
ce transform of such a function converges absolutely in the half-plane R(z) > p(f). In order
to give practical support for these definitions, Section 1.3 includes three examples where we
compute the abscissa of convergence and we study the regions of convergence of three diffe-
rent functions. Finally, the chapter concludes with the study of the following holomorphy and
uniqueness theorems:
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Teorema 0.0.1 (Holomorphy of the Laplace Transform) Ler f € Llloc([O, o)), then the follo-
wing hold:

1. ng%(HO'(f))-

d P
2. d—Z.Zf(z):—/o te “f(t)dt = —-L(tf)(z) Vz€Hgy (0.0.1)

Teorema 0.0.2 (Uniqueness Theorem) Let f € L[, ([0,00)) such that 6 (f) < o. If there exists
xo > o (f) such that:

ZLf(z)=0, forall ze&C suchthatR(z)> xp. (0.0.2)
Then f = 0 almost everywhere on [0, o).

In Chapter 2, we examine the main operational results that allow us to transform differential
equations into algebraic equations. We begin by studying how the Laplace transform interacts
with the differentiation and integration operators (see Theorems 2.1.1 and 2.1.3), and we analy-
ze the duality between the translation of a function and its multiplication by an exponential
factor under the action of the Laplace transform (see Theorem 2.1.4). The chapter concludes by
adapting the classical definition of the convolution of functions to the space of functions defi-
ned on [0,0) (see Definition 2.2.6), and with the proof of the Convolution Theorem, a result of
special relevance since it helps us to compute inverse Laplace transforms (see Theorem 2.2.8).

For its part, in Chapter 3, we prove the Complex Inversion Formula and Bromwich’s For-
mula (Theorem 3.1.1 and Corollary 3.1.2, respectively), which will enable us to prove the Hea-
viside Expansion Theorem stated below.

Teorema 0.0.3 (Heaviside Expansion Formula) Let F(z) = P(z)/Q(z) be a rational function,
where P and Q are polynomials such that deg(P) < deg(Q), and {ay,...,a,} are simple zeros of
the polynomial Q such that P(a;) # 0 for all j € {1,...p}. Then, the inverse Laplace transform
of F, denoted by f(t) as defined in Theorem 3.1.1, can be expressed as

flt)= i e“f’%. (0.0.3)

J=1

This theorem is of vital importance, since it provides an algorithmic procedure to find the
inverse Laplace transform of any rational function satisfying these hypotheses.

By using the results established in Chapters 1, 2, and 3, we obtain the following method
for solving ordinary differential equations: first, we take the Laplace transform on both sides
of the equation and, by applying Theorem 2.1.1, we convert the differential equation into an
algebraic equation; next, we solve the equation to obtain a rational expression to which the
Heaviside Expansion Theorem can be applied; finally, we use the uniqueness of the Laplace
transform along with results such as the Convolution Theorem to recover the exact solution of
the differential equation.

The study of the Laplace transform concludes with Chapter 4, where we present two of its
applications. First, we verify how the aforementioned method is applied to solve the ordinary
differential equations that model series RC and LCR circuits (see Section 4.1). In order to
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conlude the project, we address the tautochrone curve problem, a classical challenge in physics
where we use the Laplace transform to solve the integral equation:

b L
T:/O\(p(u)|.mdu—(](p] ) (), h>0, (0.0.4)

in order to find the function |¢| (see Section 4.2).

Finally, Appendix A compiles the core theoretical results required to fully understand this
work, and it is divided into three sections: the first gathers results from Integration and Measure
Theory, the second covers Complex Analysis, and the third addresses Functional Analysis. Ad-
ditionally, Appendix B presents several examples of computing abscissas of convergence and
half-planes of convergence which, due to constraints of length and relevance, have not been
included in the main body of the text.






Resumen

La transformada de Laplace debe su nombre al matematico francés Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Este Trabajo de Fin de Grado tiene como objetivo realizar un estudio detallado
de la transformada de Laplace, sus propiedades mas importantes, como los teoremas de holo-
morfia, unicidad e inversion, y dar ejemplos de algunas de sus aplicaciones mas relevantes para
mostrar su utilidad. El trabajo se divide en cuatro capitulos y sigue principalmente la referencia
de J.M. Maz6n [6], aunque también nos hemos apoyado en autores como D. V. Widder [11] o
G.B. Folland [3, 4].

En el Capitulo 1, comenzamos definiendo la transformada de Laplace de una funcién f,
localmente integrable en el intervalo [0,0), como la integral formal

/ e “f(t)dt, zeC,
0

y establecemos las nociones de convergencia puntual, absoluta y uniforme, véase la Definicioén
1.1.2. A continuacidn, estudiamos el Teorema 1.1.5, que establece la convergencia de la trans-
formada de Laplace de una funcién f en el semiplano R(z) > R(zg), siempre que converja en
el punto zg € C, y ademas lo hace uniformemente en los sectores

So(z0) ={z€C:|arg(z—z0)| <0}, 6€[0,m/2).

Después, definimos la clase de funciones de orden exponencial, que resultard fundamental para
el desarrollo del trabajo. Diremos que una funcién f : [0,00) — C es de orden exponencial si
existen constantes A > 0y B € R tales que:

f()] <A, i >o0.

Ademads, si f € Exp, definimos el orden de f como

p(f) i=inf{B € R:[f(1)] <A, vt > 0};

véase la Definicién 1.2.6. A su vez, fijamos las nociones de abscisa de convergencia, o (f), y
de semiplano de convergencia, H; ) (constltese la Definicion 1.2.8). El concepto de orden
de una funcién de orden exponencial resulta de gran utilidad, la Proposicion 1.2.9 establece que
o (f) < p(f) para toda funcién de orden exponencial, y ademas, asegura que la transformada de
Laplace de una funcién de orden exponencial converge absolutamente en el semiplano R(z) >
p(f). Para dar soporte practico a estas definiciones, en la Seccién 1.3 se incluyen tres ejemplos
donde se calcula la abscisa de convergencia y se estudian las regiones de convergencia de tres
funciones. Finalmente, el capitulo concluye con el estudio de los teoremas de holomorfia y
unicidad siguientes
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1

1oc([0,00)), se cum-

Teorema 0.0.4 (Holomorfia de la Transformada de Laplace) Sea f € L
plen:

1. ffe%”(Ho(f)).

d * -z
2 S ()=~ /0 te = f(t)dt = —L(tf)(2) Ve € Ho(y) 0.0.5)

Teorema 0.0.5 (Teorema de Unicidad) Sea f € L] .([0,)) tal que o(f) < o. Si existe xo >

o (f) tal que:
Zf(z) =0, paratodo zé€ Ctal que R(z) > xp. (0.0.6)

Entonces f =0 en casi todo punto t € [0,00).

En el Capitulo 2, estudiamos los principales resultados que nos permiten transformar las
ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas. Comenzamos viendo cémo se relaciona la
transformada de Laplace con los operadores de derivacion e integracion (véanse los Teoremas
2.1.1 'y 2.1.3), y analizamos la dualidad existente entre la traslacién de una funcién y su mul-
tiplicacion por un factor exponencial bajo la accion de la transformada de Laplace (véase el
Teorema 2.1.4). El capitulo concluye adaptando la definicion cldsica de convolucion de funcio-
nes al espacio de funciones definidas en [0, ) (véase la Definicion 2.2.6), y con la demostracion
del Teorema de Convolucién, un resultado de especial relevancia, ya que nos ayuda a calcular
la transformada de Laplace inversa de una funcién (véase el Teorema 2.2.8).

Por su parte, en el Capitulo 3, demostramos la Férmula de Inversién Compleja y la Férmula
de Bromwich (Teorema 3.1.1 y Corolario 3.1.2, respectivamente), que nos permitiran probar el
Teorema de Expansion de Heaviside enunciado a continuacion.

Teorema 0.0.6 (Formula de Expansion de Heaviside) Sea F(z) = P(z)/Q(z) una funcion ra-
cional, donde Py Q son polinomios y tales que gr(P) < gr(Q), y {ai,...,ap} son ceros simples
del polinomio Q 'y tales que P(aj) # 0 para todo j € {1,...p}. Entonces, la transformada
inversa de Laplace de F, f(t), definida en el Teorema 3.1.1 se puede expresar como

u ait L ((l]')
— 2 g7 0.0.7
f(t) j_le Ql(aj> ( )

Este teorema resulta de vital importancia, ya que gracias a él podremos hallar la transfor-
mada de Laplace inversa de cualquier funcion racional que cumpla las hipotesis.

Utilizando los resultados vistos en los capitulos 1, 2 y 3, obtenemos el siguiente método para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias: en primer lugar, tomamos transformadas de Lapla-
ce en ambos miembros de la ecuacion y utilizando el Teorema 2.1.1, convertimos la ecuacion
diferencial en una ecuacién algebraica; a continuacién, despejamos la ecuacion para obtener
una funcidn racional a la que aplicar el Teorema de Expansién de Heaviside; finalmente uti-
lizamos la unicidad de la transformada de Laplace junto con resultados como el Teorema de
Convolucién para obtener la solucién de la ecuacion diferencial.

El estudio de la transformada de Laplace concluye con el Capitulo 4, donde mostramos
dos de sus aplicaciones. En primer lugar, comprobamos cémo se aplica el método descrito
anteriormente para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan los circuitos
RC y LCR en serie (véase la Seccion 4.1). Como cierre del Trabajo de Fin de Grado, abordamos
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el problema de la curva tautdcrona, un problema clasico de la Fisica en el que utilizamos la
transformada de Laplace para resolver la ecuacidn integral:

b L
T:/O\(p(u)|.mdu—(](p] ) (), h>0, (0.0.8)

para hallar la funcién |@| (consiltese la Seccién 4.2).

Finalmente, en el Apéndice A, se recogen los principales resultados necesarios para com-
prender el trabajo, se divide en tres partes: en la primera parte se recogen resultados de Integra-
cion y Teoria de 1a Medida, en la segunda, se encuentran los resultados de Andlisis Complejo, y
en la tercera los resultados de Analisis Funcional. Por otro lado, en el Apéndice B, se muestran
algunos ejemplos de calculo de abscisas de convergencia y semiplanos de convergencia, que
por cuestiones de extension y relevancia no se han incluido en el cuerpo del trabajo.






Transformada de Laplace:
Definicion y primeras
propiedades

-

CAPITULO

A lo largo de este capitulo, definiremos la transformada de Laplace, veremos en qué region
del plano complejo estd definida y estudiaremos algunas de sus propiedades mas importantes,
como la unicidad y la holomorfia. En este capitulo seguimos principalmente la referencia de
J.M. Mazén [6, Cap. 12.1], ampliada con algunos detalles adicionales. Algunos ejemplos de la
seccion 1.3 estan adaptados de [11, Chapter 5.3].

1.1. Definicion y Convergencia

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente clase de funciones.

Definicion 1.1.1 Diremos que f : [0,00) — C es localmente integrable, y lo denotamos f €
L. ([0,)), si es medible Lebesgue y cumple:

loc

R
/|f(t)|dt<0<>, para todo R > 0.
0

Definicién 1.1.2 Sea f: [0,0) — C tal que f € L}, ([0,)). Llamamos Transformada de La-
place de f a la integral formal:

/ e “f(t)dt, zeC.
0

Diremos que la integral anterior converge en el punto z € C si existe el limite:

R
lim [ e “f(t)dt,
R—e0 J0
y en ese caso escribimos:
R oo
L) = lim [ e @ f(r)d = / e~ f(1)dt. (1.1.1)
R—o0 J0 0

Diremos que -2 f(z) converge absolutamente en z € C si ademas se tiene:

/ e F ()| di < oo.
0

Por ultimo, si § C C, diremos que .Zf converge uniformemente en S cuando el limite en
(1.1.1) existe uniformemente para todo z € S.
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Una vez definida la transformada y fijadas las nociones de convergencia, nuestro objetivo es
determinar bajo qué condiciones y en qué regién del plano complejo existe y es holomorfa la
transformada de Laplace de una funcion f. El estudio detallado de estas cuestiones se desarro-
llard en la seccion siguiente. No obstante, para abordarlo, necesitaremos establecer un primer
criterio de convergencia cuya prueba se apoya en el siguiente criterio de Cauchy.

Proposicién 1.1.3 (Criterio de Cauchy) Sea f € L! ([0,)) y sea S C C, son equivalentes:

loc

1. Zf converge uniformemente en S.

2. Ve > 0,dtg > 0 tal que Vi1t > 1o se tiene sup,g <E.

/tt2 e I f(t)dt

Observacion 1.1.4 Sea 6 € [0,2x], dado zo € C, definimos el sector:
Se(z0) :={z € C: |arg(z—=z0)| < 6}.

En la Figura 1.1 podemos ver una representacion grafica de este sector cuando 6 € [0,7/2).

Figura 1.1: Sector Sg(z0) para 6 € [0,7/2).

Gracias al criterio de Cauchy, podemos probar el siguiente resultado, que nos permitira
demostrar mds adelante la holomorfia de la transformada de Laplace.

Teorema 1.1.5 (Convergencia uniforme de la Transformada de Laplace) Sea f € L} ([0,))
tal que L f converge en un punto 7o € C. Entonces,

Z f(z) converge para todo z con Rz > Rzp.

Es mds, si 0 € [0,7/2), entonces £ f converge uniformemente en Sg(zo).

Demostracion.  Basta probar la dltima afirmacién, pues
U Se(z0) = {SRZ > Eﬁzo} U{zo}.
0<6<m/2

Para ello aplicaremos el Criterio de Cauchy de la Proposicion 1.1.3: debemos probar que para
todo € > 0 existe 79 > 0 tal que, para cualesquiera t,f; >ty y todo z € Sy,

/tze_”f(t)dt <e. (1.12)
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Comenzamos definiendo la funcidn:
~+o0

h(x) = /Oxezof Flt)di - / e f(1)dr, x> 0.

0

Por hipétesis, .2 f(z0) = Jo " e~ f(t)dt converge, con lo cual existe también el limite:

X—>4-00

lfm h(x) = /0 e (1) di — /0 T e () di = 0

Por otro lado, por el Teorema Fundamental del Calculo, ver Teorema A.1.10, tenemos que A es
derivable en ctp x > 0 y:

H(x) = e £(x)

Para 0 <t <t < 1y, reescribimos el integrando afiadiendo el factor etot

e f(t) = e TN (1) = RN (1)

Integramos por partes con F () = e~ (%) y G(r) = h(r), ver Teorema A.1.11:

15 1
/ze‘Z’f(t)dt :/Ze‘(Z‘ZO)’h’(t)dt

n 51

15}

_ [e—(z_zo)th(t)} +(z—zO)/lze—(Z—zo)’h(t)dt

| 131

15}
= e F () — e N p(ry) 4 (z—zo)/ e p(r)dr. (1.1.3)

3]

Dado € > 0, como lim;_, 1. i(t) = 0, existe tp = 1y(€,0) > 0 tal que:

\h(t)| < € = scgs@) Vit > 1.

Dado z € Sg(z0) con z # z9, sea & := Arg(z — z9), entonces |o| < 6. Como podemos ver en
la Figura 1.1, esto implica que R(z) > R(zp), en efecto,

z—20=|z—z0|€"® = |z—z0|(cos ot +isinat) => R(z—z0) = |z —z0|cos ax.

Como || < 6 < /2, se cumple cos & > cos 0 > 0, de donde deducimos: R(z) > R(zo).

Finalmente, acotaremos los sumandos de (1.1.3) para t{,t, > fo y z € Sg y veremos que se
cumple (1.1.2). Denotamos:

ri=lz—z>0 y K = R(z—z9) =rcosa >0.

Sean ty,t, >ty y z € Sg, 2 7 20-
= Primer término. Como k > 0, se tiene |e_(Z_Z0)‘1] = e ¥ < 1, luego:

gcos0 €
3 - 3

e p(e)| < h(n)| < € =
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= Segundo término. Anidlogamente,

‘e*(zfzo)tzh(tz)‘ < |h(n)| < g

» Término integral. Dado 7 € [r1,1,] con ] > 1y se tiene |a(z)| < €. Calculamos:

15}
< r/ ¥ ()| di

n

15}
< re’/ e M dt
141

15}
(z—z())/ e~ T p(r) dr

n

—Kfy __

, e e K2 re
=ré€ - < —
K
e e €

"~ cosot — cos@® 3’

donde en la dltima desigualdad hemos usado que || < 0 implica cos o > cos 6.

Reuniendo las tres acotaciones para z # zp:

) €cosO €cosb € g€ € €
T dt] < — < —4-4-=¢.
/tle f@) ’— 3 T3 3= 37373
<e/3 <e/3

El caso z = zg es inmediato a partir del Paso 1:

— k() — h(e)] < [h(1)| + ()] < 2E < .

/tz e W f(t)dt 3

N

Dado que #y depende dnicamente de € y 0, pero no de z € Sg(z0), 1a Proposicién 1.1.3 garantiza
que £ f(z) converge uniformemente en Sg(zp). O

1.2. Funciones de Orden Exponencial

En la seccién anterior definimos la transformada de Laplace y establecimos un primer cri-
terio de convergencia. En esta seccidon, ampliamos el estudio de la convergencia, considerando
la clase de funciones de orden exponencial, que constituye un contexto natural para la transfor-
mada de Laplace. Comenzamos definiendo esta nueva clase de funciones.

Definicion 1.2.6 Sea f : [0,00) — C, diremos que f es de orden exponencial, f € Exp, si
existen constantes A > 0y 8 € R tales que:

f()] <A, i >o0.

Ademads, si f € Exp, definimos el orden de f como

p(f) ::inf{ﬁ eR:|f(t)] §Ae5’,w20}. (1.2.4)
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Veamos algunos ejemplos de funciones de orden exponencial.

Ejemplo 1.2.7

. f(t)=r",n=0,1,2,....
Sea 8 > 0 cualquiera, definamos la funcién:

g(t):=r"e P, >0,

y veamos que existe A > 0 tal que: g(r) < A. Distingamos los dos casos siguientes: En
efecto, por un lado, 1im,_, . g(¢) = 0, con lo cual, existe #y > 0 tal que |g(z)| < 1, para
todo 7 > fo. Por otro lado, sea M = mdx,¢[o ] |8()], que es finito ya que g es continua en
el compacto [0,#p]. Combinando ambas expresoines se tiene:

lg(r)| <max{1,M} =:A, paratodor >0,

luego 1" € Exp.
Noétese que, como consecuencia de este ejemplo, deducimos que los polinomios son fun-
ciones de orden exponencial, con orden p(f) = 0.

2. flt) = e

En este caso es claro que f €Exp con p(f) = a.

3. (Ejemplo de funcién que no es de orden exponencial) f(¢) = e
Si f fuera de orden exponencial, entonces existirian A > 0y 8 > 0 tales que:
e < AP >0, (1.2.5)
Tomando logaritmos en la desigualdad (1.2.5), se cumple:

e <logA+ Bt Vt>0.

de donde deducimos la siguiente acotacion:

et

— <1 Vt>0. 1.2.6
logA+ Bt — - ( )

No obstante, si tomamos el siguiente limite en la desigualdad (1.2.6)

el et

Iim ————— = lim — = 4+
tﬁlToologA—kﬁt tﬁlTooﬁ teo

llegamos a una contradiccién. Con lo cual, la acotacién (1.2.6) no puede ser cierta, y por
ello: f ¢ Exp.

Una vez hemos definido la clase de funciones de orden exponencial y visto algunos ejem-
plos, podemos demostrar la holomorfia de la transformada de Laplace. Para ello, es necesario
definir primero los conceptos de abscisa de convergencia y semiplano de convergencia.

Definicion 1.2.8 Sea f € L} ([0,)), llamamos abscisa de convergencia de f a:

o(f):=inf{o € R: Zf(z) converge para todo z € C tal que R(z) > c}.
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Notese, por el Teorema 1.1.5, que si .Z f(zp) converge, entonces o (f) < R(zp). Por convenio,
si .Z f(z) no converge para ningin z € C, entonces escribimos o(f) = +eo; por el contrario, si
Z f(z) converge para todo z € C, entonces o(f) = —oo. Finalmente, llamaremos semiplano de
convergencia de f al semiplano:

Hs(p):={z€C:R(z) > o(f)}.

Notar, por el Teorema 1.1.5, que .Z f(z) no puede converger si R(z) < o(f). Como veremos en
ejemplos posteriores, el comportamiento en la frontera Rz = o(f), dependera de la funcion f.

En la prictica, el cdlculo exacto de la abscisa de convergencia o (f) puede ser complicado.
El siguiente resultado nos da una cota superior para ¢(f) en el caso de funciones de orden
exponencial.

Proposicion 1.2.9 Sea f € Exp, con orden p(f) < oo definido en (1.2.4). Entonces
a(f) <p(f)
Es mds, Z f(z) converge absolutamente en el semiplano Rz > p(f).
Demostracion.  En primer lugar, definimos el conjunto:
Q:={beR:existe M > 0 tal que |f(¢)| < Me"”, ¥t >0}

Como f € Exp, sabemos que Q # (. Tomemos un b € Q arbitrario. Vamos a probar que si
R(z) > b, entonces .Z f(z) converge (de hecho, absolutamente). En efecto:

[l sl a= [ o)
0 0
<M / G
0

—m [ TR gy
0

Como R(z) > b, el exponente es estrictamente negativo y la integral converge a %. Por tan-
to, .Z f(z) converge absolutamente. Entonces, si R(z) > p(f), por las propiedades del infimo,

existe b € Q tal que p(f) < b < R(z), luego .Z f(z) converge.

De este modo, al converger para todo z con R(z) > p(f), de la definicién de o(f) (ver
Definicién 1.2.8) concluimos:

o(f)<p(f).

1.3. Ejemplos

Antes de continuar con el estudio de la holomorfia, vamos a ver algunos ejemplos de calculo
de la abscisa de convergencia y de semiplanos de convergencia.
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Ejemplo 1.3.10
L f(t) = Xpo.0) (1)-

Vamos a distinguir los siguientes casos:

» R(z) >0
Lfl(z :/ e ddt = — e @] =—.
f(z) ) Z [e7], Z
» R(z) = 0: En este caso, z =iy cony € R; si y # 0, entonces:
L fliy) = / eVt = lim [ e Mt
0 R—e /o
—1 , 1 —e DR
— 1fm — - [¢"]5 = Ifm ———
R—eo 1y R—o0 1y
we 2S€n <y2R>
=lime 2 -——~.
R—o0 y

No obstante, el limite anterior no existe, pues las sucesiones: (R,), := <= 2”” Y (Rp)n:

21D dan limites diferentes. Por otro lado, es inmediato que Zf(0 ) = [y ldt =
y
o0,
De este modo tendremos que 6(f) =0y Hy(s) = {z € C: R(z) > 0}. En la Figura
1.2 podemos ver el semiplano y la abscisa de convergenc1a de esta funcion.
3(z)
¢
Divergencia o(f)
Zf(2) 5 Convergenc1a
diverge ' 1
i
: R(z)
3 2 -1
—ils
—2i
Sin convergencia
_3 en R(z) =0

Figura 1.2: Region de convergencia de .2 f para f(t) = x|, (). La abscisa de convergencia es ¢ (f) =0
y el semiplano de convergencia es Hg(s) = {z € C: R(z) > 0}.

2 fl)=——. >0

1+2
Seaz e C:

o 1
< =,
Zf)l = /0 ¢ e

& 1
. —R(z2)t
t= -———dt.
d /0 ¢ 1412

Distinguimos los siguientes casos:
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= R(z) > 0: Como e R < 1, para todo ¢ > 0:

il 1 > 1 ©° T
—Ria)r. dt</ :[ t t} = 2 < oo,
/0 e w24 s ) e arctan(t) 0 =3 +

= R(z) <0:SeascRcons<0.ParaR >0, usando que r <R = 1+12 > 1JrRzyque
t > & junto con —s > 0 implican e~ > e~ sR/2.

= —st 1 R —st 1
/ e - 2a’tz/ e - 2dt
0 141 R/2 141

R 1 R e*SR/Z R
> —sR/2._© g — . 2T Lo
_/R/ze 1+ R2 2 1T+R2 oo

pues —s/2 > 0.

Concluimos que .Z f(z) converge absolutamente para todo z € C con R(z) > 0y diverge
para todo z € C con R(z) < 0. Por consiguiente, 6(f) =0y Hy(s) = {z € C: R(z) > 0}.
En la Figura 1.3 podemos ver el semiplano de convergencia de esta funcion.

3(2)
] o(f)=0
Divergencia Hg ()
s Convergencia
1i
; } } t t t EK(Z)
3 2 -1 1 2 3
—1i
—2i
Convergencia también
_3 en R(z) =0
Figura 1.3: Region de convergencia de . f para f( )= 1+12 La absmsa de convergencia es o(f) =0,
el semiplano de convergencia es Hy(s) = {z € C: R(z) > 0}, y la region de convergencia es

el semiplano cerrado {z € C: R(z) > 0}

3. f(t) = lt, t>0.
En primer lugar, veamos qué sucede si z =

/ —dl t] = H-oo,

por lo que .Z f no converge en z = 0. En particular, por el Teorema 1.1.5, .2 f(z) también
diverge cuando Rz < 0.

Sea ahoraz € C, 7 # 0:

2l [

Distinguimos los siguientes casos:

e . —|dt
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. R(z) =0
oo 1 Sl |
ER(Z)t._d[:\/ —dt = 4+
X Ty T

luego no hay convergencia absoluta cuando R(z) = 0.
» R(z) > 0: Dividimos la integral en dos partes:

~R@)e, Ly :/ ~R@)e, Ly / —%
e t e -+ e
/0 Vit 0 Vi

(.

1
@r. —dr.
ﬁ >y

Iy 14)

Para I}, como e~ %) < | parat € [0, 1]:

11 1
1 </ —dt:[z l} =2 < Hoo,
AN xfo
Para I, como % <lparat>1:
oo —R(z)
I </ Gl
= R(z)

Por tanto, .Z f(z) converge absolutamente para todo z € C con R(z) > 0.

Nos falta ver qué ocurre en el eje imaginario:
Sea z =1is, s € R\ {0}. Escribimos:

oo e—ist 1 e—ist o0 e—ist
Zfli :/ —dt:/ —dt / —dt.
f<ls) 0 \/; \O \/Z /+\1 \/lT B

I b
Para I;:
I i d 2/t : 2
< —dt = [ t} =2 < Hoo,
ni< [ 7 )
) e—ist /
Para I, integramos por partes usando que e ™" = <— - ) :
IAY

oo —ist\ ! —ist > oo —ist
1 1 1
1 is Vit is i), is 213/2
—is 1 40 ,—Ist
= ¢ — — / e— dt.
is  2is)1  13/2
La integral restante converge absolutamente, ya que:

=) d oo eiﬁ(fist) d =) 1 d
/1 l—/l —t3/2 t—/lvlﬁf<+°°,

pues 3/2 > 1. Por tanto, I, converge, y con ello .Z f(is) converge para todo s € R\ {0}.
En conclusién, o(f) =0y Hs(5) = {z € C: R(z) > 0}. La transformada £ f converge
absolutamente en todo el semiplano abierto R(z) > 0, y converge (pero no absolutamente)

efist

32
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en {R(z) =0} \ {0}. En la Figura 1.4 podemos ver el semiplano de convergencia de esta

funcioén.
3(2)
Divergencia ' | Hg(p)
. | Conv. absoluta
1i
" " " O " " " cﬁ(z)
-3 2 -1 1 2 3
) 1i 1
Diverge
enz=0 o |
—3;i +

Figura 1.4: Region de convergencia de .Zf para f(t) = % La abscisa de convergencia es o(f) =0
y el semiplano de convergencia es Hy () = {z € C: R(z) > 0}. La transformada converge
absolutamente en 3R(z) > 0 y de forma no absoluta en iR\ {0}

El ejemplo anterior admite un célculo explicito de .2 f(z) que nos serd de utilidad mas
adelante.

Lema 1.3.11 Sea f(t) = 1/+/t, sit > 0. Entonces 6(f) = 0y ademds

. R(z) >0, (1.3.7)

Demostracion.  Ya sabemos que o (f) = 0. Probamos primero (1.3.7) para z = x > 0. El
cambio de variable xt = s da

© gdt 2 [ o m
gf(x):/o e %—%/0 e dS—\/;7

donde la ultima igualdad es consecuencia de [ e ds = VT

Para extender la formula (1.3.7) a Rz > 0 usaremos el Principio de Prolongacién Analitica
(Corolario A.2.23). Por un lado, sabemos que la funcion G(z) = \/H , definida con la parte
principal de la raiz, es holomorfa en R(z) > 0. Por otro lado, del Teorema 1.4.13 que veremos
después, también .Z f(z) es holomorfa en R (z) > 0. Como ambas funciones coinciden en (0, o),
que tiene puntos de acumulacién, deben ser idénticas en el abierto conexo R(z) > 0. U

La definicion de abscisa de convergencia nos garantiza la convergencia puntual en el semi-
plano abierto Hys). Sin embargo, la convergencia no tiene por qué ser uniforme, como mostra-
mos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.3.12 Sea f(t) = X[0,.0)(?)-
En el Ejemplo 1.3.10.1 vimos que:
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- o(f) =0.
= Hy(p)={z€ C:R(z) > 0}.

Sabemos que hay convergencia puntual en Hy 5. Para analizar si esta convergencia es uniforme

en todo el semiplano, veamos la convergencia de la integral: Ig(z) = f§ e % dt. La convergencia
serd uniforme en Hy s) siy solo si:

lim ( sup IIR(Z)—ff(ZH) =0

Rveo \ zeHy ()

Veamos cuanto vale esa diferencia:

e RR(@)

R o
|IR(z)—.$f(z)|:‘ /0 e di — /0 o7 dt

= —/ e 4 dt
R

€ R™, podemos restringirnos al eje real positivo, entonces, tomamos z = x con

’ _esz

z 2|

RR(z)
I2]
x > 0y evaluamos el supremo cuando x > 0:

e

Como

e—Rx ) e—Rx
sup = lim = oo
>0 X x—=0t X
Por lo tanto:
e—R‘J?(z)
sup ——— =+ VR>0
R()>0 2]

Como el supremo no tiende a cero cuando R — oo, hemos probado que la convergencia no
tiene por qué ser uniforme en el semiplano de convergencia.

1.4. Holomorfia

El siguiente teorema establece la holomorfia de la transformada y nos permite calcular su
derivada.

Teorema 1.4.13 (Holomorfia de la Transformada de Laplace) Sea f € L\, ([0,)), se cum-

plen:
1. ffe%(Ho(f)).
d P
2. d—Z.Zf(z)z—/o te “f(t)dt = —-L(tf)(z) Vz€Hgy (1.4.8)

Demostracion.  Supondremos que ¢ (f) < o, pues de otro modo Hg(p) =0y no habria nada
que probar. En primer lugar, fijamos z € Hy(y) y definimos la sucesion de funciones (gn)n del
modo siguiente:
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Como z € He(y), la transformada - f(z) converge y, por ende, r}gglo gn(z) = Zf(2).

A continuacién, consideramos el arco y: [0,n] — C, definido por y(s) = s. Entonces, se verifi-
can:

= y€ ¢ ((0.n)).
= Paratodor € y* = [0,n], la funcién h(z) = e~ f(¢) es holomorfa respecto de z en todo C.

Entonces, por el Lema A.2.19, deducimos que g, € S (HG( f)) para todo n € N, con deri-
vada:

gn(z) = /On(—t)e_”f(t)dr.

Ahora vamos a ver que la convergencia es uniforme sobre compactos de Hy(r). Sea K C
Hg () compacto, queremos probar que existe un angulo g € [0,7/2) y un vértice z9 € Hg(p)
tal que K C Sg, (z0). Suponemos por simplicidad que o (f) # —ce.

! Sox (z0)
E / Se, (z0)
s
! 0
Ny //
i__i_z() Se, (ZO)
‘

olf) \\

Figura 1.5: Construccion de la region Sg, (z0) que contiene al compacto K.

Como Hy ) es abierto, podemos tomar 0:= d(K , 8(HG( f))) > 0y elegimos 7z € C tal que:

o

R(z0) = o(f)+73.

luego z0 € Hey(y), y por el Teorema 1.1.5, £ f converge uniformemente en Sg (z0), para todo
6 € [0,7/2). Definimos entonces:

Q= U (§9 (ZO)) 5
0c[0,7/2)
y probamos que K C Q.
Sea w € K, en particular, R(®) > & +o(f). Escribimos @ —zg = p '? con p = |@ —z0| > 0,
de modo que:

)5

[\S1[e7)

pcos@ =R(w—z0) = R(w) —R(z0) > 6+0(f)— (G(f)+
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Al ser p > 0, la desigualdad anterior implica que cos ¢ > 0, de donde deducimos que:
Arg(@ —z0)| = [@] < 7/2,

entonces, existe 6 tal que |@| < 6 < 7, luego w € So(z0) C Q, y por ende K C Q.
Como K es compacto, admite un subcubrimiento finito, es decir, existen 6y,...,0,, < 7/2
m
tal que K C U(S‘gi(zo)), asf, K C S, (20), donde Ok := max{6y,...,6,,}, ya que, si 6, > 6;
i=1
entonces S, (z0) C §9j (zo). Por tanto, usando el Teorema 1.1.5 podemos concluir que g,(z) —
Z f(z) uniformemente en z € K.

Finalmente, como (g,), C 7 (Ha(f)) y gn(z) == 2 f(z) sobre compactos de Hg(y), en-
tonces, por el Teorema de Weierstrass, A.2.20, se cumplen:

L] ffG%(Hc(f)).

= La sucesién de derivadas (g;,), converge uniformemente sobre compactos de Ho(y) a

(Zf) (2).

De este modo, obtenemos la férmula (1.4.8) para la derivada de la transformada de La-
place:

n

21 = ling,(e) = lim [ (e f0d = [1e 7 p0)dr = -2t

n—eo /0

O

1.5. Teorema de Unicidad

En esta seccidn probaremos el Teorema de unicidad de la transformada de Laplace.

1
Lema 1.5.14 Sea f :[0,1] — C, continua. Si / " f(t)dt =0 para todo n € N, entonces f = 0.
0

Demostracion. Como la integral es un operador lineal, podemos extender la hipétesis de
modo que fol P(t)f(t)dt = 0 para cualquier polinomio P.

Ahora, tomamos una funcién g : [0,1] — R continua, entonces, por el Teorema de Apro-
ximacién de Weierstrass, A.3.39, existe una sucesién de polinomios, (P,),cN, que converge
uniformemente a la funcién g en el intervalo [0, 1]. Ademads, como f € %([0, 1]), entonces estd
acotada, luego la sucesion (P, f),ecn converge uniformemente a gf en [0, 1]. De modo que:

1 1 1
0=tim | Pu(t)f(t)dt = [ 1im Po(e)f (1) dt = /0 2 f(1)dr,

n—o JO 0 n—eo

donde en la primera igualdad hemos utilizado que fol P,(t)f(t)dt = 0 paratodo n € N, implica
lim f5 Pu() (1) di = 0.
n—oo

Si ahora tomamos g : [0, 1] — C, separando en parte real e imaginaria y razonando analoga-
mente, podemos extender el resultado a funciones continuas que toman valores complejos.
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Finalmente, como el resultado es cierto para toda funcién continua g : [0, 1] — C, particu-
larmente se cumple para g = f, entonces:

/f Feydi = /|f (1) dt =

y puesto que | f(¢)|? es una funcién real, no negativa y continua concluimos que | f(¢)|*> = 0 para
todo 7 € [0, 1]. De aqui concluimos que f(¢) = 0, para todo ¢ € [0, 1]. O

| 2

Finalmente, veamos el siguiente teorema, que establece que si la transformada de Laplace
de una funcién f es idénticamente nula en un cierto semiplano, entonces la funcién f es nula
en casi todo punto en [0, o).

Teorema 1.5.15 (Teorema de Unicidad) Sea f € L. ([0,0)) tal que o(f) < oo. Si existe xo >

o (f) tal que:
Zf(z) =0, paratodo zé& C tal que R(z) > xo. (1.5.9)

Entonces f =0 en casi todo punto t € [0,00).

Demostracion.  Sea x| € R tal que x; > xo > o(f), definimos la funcién:

t
Fi(r) = / e f(s)ds 130
0
Claramente, F; € € ([0,0)). Ademds, como x| > xo > o(f), por el Teorema 1.1.5, se cumple:
1im Fi (1) = 2 f(x1) =0 (1.5.10)

Dado que se cumplen las siguientes condiciones:

» Elintegrando: g(s) = e 15 f(s) € L .([0,0))
= Fi(x)—Fi(0) = [yg(r)dt

podemos aplicar el Teorema Fundamental del Célculo para la integral de Lebesgue, A.1.10, con
lo cual:

= Fi(x) es diferenciable p.c.t. x € [0,7)
Fl(t)=e ™' f(t) p.ct.te]0,)

Ahora, tomemos z € C con R(z) > x;. Reescribimos la transformada de Laplace integrando
por partes:

(oo}

21 = [ e f(0)d = /e‘(z‘xl)te‘xl’f(t)dt

0

_/ ~@e=E (1) di

oo

= [ R >]0 ) [ R @

Estudiamos el primer sumando:
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= En=0setiene F{(0) =0 = ¢ &1)0F(0) =0.

= Acotando el médulo cuando ¢ tiende a infinito, obtenemos:
‘e—(z—m)tpl ()| = e—(ER(Z)—)n)t,F1 (t)|.
Como R(z) > x1, la exponencial tiende a cero, y por el limite (1.5.10), deducimos que
[e_(z_xl)tFl (t)]o ~0.

Asi, obtenemos:
gf(z):(z—xl)/ e~ C R (1) d. (1.5.11)
0

Consideremos ahora la sucesion de puntos z, = x; +n+ 1, con n € N. Notemos que R(z,,) =
x1 +n+ 1> x; > xp. Por hipétesis, sabemos que .Z f(z,) = 0. Sustituyendo este valor en la
ecuacion (1.5.11) y dividiendo por el factor no nulo (z,, —x;) = n+ 1, obtenemos:

/ e~ (1) di = / (¢)" e 'Fi(t)dt =0 ¥neN (1.5.12)
0 0
Realizamos el cambio de variable s = e~ '. Entonces ds = —e ' dt, y los limites de integracién

cambian de 7 € (0,00) a s € (1,0) (lo que equivale a t = —logs). Sustituyendo en la igualdad
(1.5.12), obtenemos:

0 1
—/ s"Fl(—logs)dSZ/ s"Fi(—logs)ds=0 VneN
1 0

Definimos entonces la funcién 4 : [0, 1] — C del modo siguiente:

() im {Fl(—logs) zig?,l],

Como F; € €([0,)) y tlim Fi(t) = 0, deducimos:

dim h(s) = lim Fi(r) = 0= h(0),
conlo cual, h € €([0,1]), luego por el Lema 1.5.14, se concluye que h(s) =0 para todo s € [0, 1].
Entonces, F;(—logs) = 0 para todo s € (0, 1], lo que implica que F(¢) = 0 para todo t € [0, o).
Finalmente, al ser F| idénticamente nula, su derivada también lo serd en casi todo punto en
[0,0), luego:
Flt)=e ™ f(t)=0 p.ctte[0,0o),

y como la exponencial nunca se anula, deducimos que f = 0 para casi todo ¢ € [0,). U

Observacion 1.5.16 El teorema sigue siendo cierto si sustituimos la hipétesis (1.5.9) por la
siguiente:
Zfx)=0, Vx> xo. (1.5.13)

En efecto, como .Z f(z) es holomorfa en Q = {R(z) > x¢}, por el principio de identidad, ver
Proposicion A.2.22, la condicién (1.5.13) implica .2 f(z) = 0 en Q, es decir, (1.5.9).
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La inyectividad de la transformada se deduce como corolario del teorema anterior.
Para ello utilizamos la linealidad de la transformada de Laplace, que probamos a continua-
cion.

Lema 1.5.17 Sean f,g € L. ([0,)) y a,b € C, entonces

loc
Z(af +bg)(z) = aZ f(z) +bZL3(2),
para todo z € C tal que R(z) > max{o(f),o(g)}

Demostracion.  La linealidad es consecuencia de que la integral es un operador lineal. Por
otro lado, por definicion de abscisa de convergencia, £ f(z) y -Zg(z) convergen simultdnea-
mente para todo z € C con R(z) > max{o(f),o(g)}, luego £ (af + bg)(z) también converge
para todo z con R(z) > max{c(f),o(g)}. O
Corolario 1.5.18 Sean f,g € L] (]0,0)) tales que Jyy € R : L f(z) = Lg(z) para todo z € C

loc
con R(z) > yo, entonces f = g en casi todo punto t € [0,0).

Demostracion.  Se sigue de la linealidad de la transformada, ver Lema 1.5.17, y del Teorema
1.5.15 D
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CAPITULO

En este capitulo, estudiaremos como se relaciona la transformada de Laplace con los opera-
dores de derivacion e integracion. Ademas, analizaremos la dualidad existente entre la traslacion
de una funcién y su multiplicacién por un factor exponencial bajo la accion de la transformada
de Laplace. Finalmente, abordaremos el teorema que relaciona la transformada de Laplace con
la convolucién de funciones. A lo largo del capitulo seguiremos la referencia de J.M. Mazén [6,
Cap. 12.2].

2.1. Transformada de la derivada y de funciones integrales

El siguiente resultado nos permitird calcular la transformada de Laplace de la derivada de
una funcion.

Teorema 2.1.1 Sea f : [0,00) — C de clase €' y de orden exponencial. Entonces, se verifica:

df

g(dt

)(z) =22 f(z) — £(0), 2.1.1)
para todo z € C con R(z) > p(f).

Demostracion. Dado z € C con R(z) > p(f) y R > 0, consideramos el limite

R df
Ii 4 (¢ dt; 2.1.2
pm e (0) (2.1.2)

d
nétese que d_JtC € L},.([0,2)) ya que es continua en [0, ).

Integrando por partes obtenemos

/R e 1y = R p(R) - £(0)+ z/R e f(t)dr. (2.1.3)
0 dt 0

Por la hipétesis f € Exp, si escogemos A € R tal que R(z) > A > p(f) existird M, > 0 tal que
|f(1)| < Mje*, para todo 1 > 0, y entonces

|€—ZRf<R)‘ S e_gt(z)RMlekR — Mle—R(g{(Z)—l)‘

Como R(z) > 4, se tiene
lim Mye FO-R — ¢ (2.1.4)
—>00
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y por el Lema del Sandwich, limg_,..e X f(R) = 0.

Finalmente, la convergencia del término integral de (2.1.3), se sigue como consecuencia de
R(z) > p(f) > o(f), por la Proposicién 1.2.9.

l

Observacion 2.1.2 Notemos que, siempre que la funcién f sea suficientemente derivable (con
£, f', etc... de orden exponencial), podemos aplicar el Teorema 2.1.1 de forma iterada para ob-
tener la transformada de las derivadas sucesivas de la funcién f. Por ejemplo, si f € €%([0,))
con f, f/ €Exp, entonces

2
2(45)0=22(% )0 -ro
=220~/ O) - [0, YRE) > maxip()p()) @)

El siguiente resultado nos permite calcular la transformada de Laplace de funciones primi-
tivas.

Teorema 2.1.3 Sea f : [0,00) — C localmente integrable y de orden exponencial. Si g(t) =

t
/ f (s)ds, entonces, se cumple
0
1
Zg(z) = ;i”f (2), (2.1.6)

para todo z € C tal que R(z) > max{p(f),0}.

1

1oc([0,20)) por ser continua.

Demostracion.  En primer lugar, notemos que g € L

Dado z € C con R(z) > max{p(f),0} y R > 0, consideramos el limite

R

I%l;ngo A e “g(t)dt. (2.1.7)

Por el Teorema A.1.11 de Integracion por Partes,

/ORe_”g(t)dl = /()R<_Z_Zt>/g(t)dt: [_Z_Ztg(t)]:+/oR e;Ztg/(t)dt

= e [rast [Cepwan), 218)

4

usando que g(0) =0y que g'(t) = f(¢) enctpt > 0, por el Teorema A.1.10.

Dado A € R con R(z) > A > max{0,p(f)}, estudiamos los dos sumandos de (2.1.8) por
separado. Tomamos mdédulo en el primer sumando, de forma que
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Como R(z) > A, se concluye que e~k f§ f(s)ds — 0 cuando R — oo, del mismo modo que en
la prueba del Teorema 2.1.1 (ver limite (2.1.4)).

Para el segundo sumando, razonando de forma anédloga al Teorema 2.1.1, la integral f(f e ¥ f(t)
converge a .Z f(z) cuando R — o. Por lo tanto, se concluye que .Zg(z) converge y se verifica
la igualdad (2.1.6). U

El siguiente resultado ilustra la dualidad existente entre la traslacion de una funcién y su

multiplicacién por un factor exponencial bajo la accién de la transformada de Laplace.

Teorema 2.1.4 Sea f € L, ([0,0)). Se verifican las siguientes propiedades:
1. SeaacC,sig(t)=e “f(t), entonces

Zg(z)=%f(z+a), VzeCconR(z)>o(f)—R(a). (2.1.9)
2. Sea a > 0. Si la funcion h se define como

0 10<tr<
Wiy =1, I
flt—a), sit>a

entonces se veriﬁca

ZLh(z)=e “ZLf(z), VzeCconR(z)>o(f). (2.1.10)

Demostracion.  Supondremos que 6(f) < oo, ya que en caso contrario, Hg(p) =0, con lo
cual, las identidades (2.1.9) y (2.1.10) se verifican trivialmente.

(1) Tomamos z € C con R(z) > o(f) — R(a) (notemos que esto es equivalente a a + z €
Hg(r)), y calculamos la transformada de Laplace de la funcion g:

R R

Le(z)=1lim | e @e¥f(1)dr=lim | ¢V f(r)ds.
R—ro0 JO R—o Jo

Puesto que a+z € Hy (), el limite anterior existe y su valor es .2 f (z+a), y como con-
secuencia, se verifica la igualdad (2.1.9).

(2) Tomamos z € C con R(z) > o(f) y dado R > a, calculamos la transformada de Laplace
de la funcion A:

R R
Zh(z)=lim | e @h(t)dt = lim [ e ¥ f(t—a)dt. (2.1.11)

R—o0 J0 R—o Jgq

Si R > a, aplicando el cambio de variable s = ¢ — a en la integral (2.1.11), resulta

/R e f(t—a)dt = /OR_a e T f(s)ds = e * /OR_a e 2 f(s)ds.

Finalmente, al tomar el limite cuando R — oo, se tiene que R —a — co. Como por hipdtesis
R(z) > o(f), laintegral [ “ e~ f(s)ds converge a la transformada £ f(z), luego:

R—a
Lh(z) = lim e /0 e fs),ds = e L[ (),

R—o0

y por lo tanto se verifica la igualdad (2.1.10).
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2.2. El Teorema de Convolucion

En este apartado, estudiaremos el teorema que relaciona la transformada de Laplace con
la convolucién de funciones. Primero definimos el operador de convolucion para funciones en
[0,00), construido a partir de la definicion cldsica (véase la Definicion A.3.40).

Definicion 2.2.5 Sea f € Lloc([O o)), definimos su extensién a R como la funcién f: R — C

dada por
- 0, sit <0
ft) = .
f(t), sit>0

Definicién 2.2.6 Sean f,g € L| ([0,0)). Definimos su convolucién, denotada por f* g, como
la funcién dada por la expresion:

(F28)0) = (F+8)0) = [ Tu—s)gs)as = [ 1le-s)g(s)
en aquellos puntos # > 0 en los que la integral sea absolutamente convergente.

Observacién 2.2.7 Notemos que f % g(t) estd definida enctpt > 0y que f*g € L|
efecto, si tomamos 7" > 0, tendremos

/If*g |dt<//|ft—s s)|dsdt
= [" [ 176=9)lsts)laas
—/ lg(s) |/T ' u)|duds
< [T [ 1r@lduds = ([ i) ([ lg(o)lds) <

donde en la segunda igualdad hemos aplicado el Teorema de Tonelli (Teorema A.1.8), ya que
el integrando es una funcion no negativa. El producto de integrales es finito porque f y g son
funciones localmente integrables en [0, o).

(R). En

loc

Teorema 2.2.8 (Teorema de Convolucion) Sean f,g: [0,00) — C funciones localmente inte-
grables y de orden exponencial. Entonces, se verifica:

L(f*8)(2) =L f(z)- Lg(z), VzeCconR(z)>max{p(f),p(s)} (2.2.12)

Demostracion.  Sea R > 0, tenemos que

/ S (Fug)(t)dt = // 4 f(r — 5)g(s)dsdt
— /0 /0 e f(t — 5)e P g(s) dsat. (2.2.13)
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Usando que f,g € Exp, y escogiendo A € R tal que R(z) > A > max{p(f),p(g)}, entonces,
tendremos

‘e—z(t—s)f(t o S)e—zsg<s)| <M - e—m(z)(t—s)el(t s) R(z )le e
= My e RE-A)(=9),=(R()=2)s

=M e R4, (2.2.14)
Puesto que el integrando de (2.2.13) estd acotado por una funcién continua en el compacto
Ag ={(t,s) € R?:0 < s <t < R}, deducimos que e ~'=%) f(r —s)e ¥g(s) € L' (Ag) . De este

modo, por el Teorema de Fubini (Teorema A.1.8), podemos intercambiar el orden de integra-
¢ion, obteniendo

R [t R (R
—z(t—s) . —2zs _ —2z(t—s) _ —zs
/()/()e flt—s)e “g(s)dsdt /O/se f(t—s)e “g(s)dtds
R rR—s
:/ / e “g(s)e ™ f(u)duds, (2.2.15)
0 JO

donde en la ultima igualdad hemos aplicado el cambio de variable u =t —s.

Notemos ahora que la integral (2.2.15) se puede reescribir como

/ / e “g(s)e ™ f(u) X{ugs<r)(u,) duds. (2.2.16)

0 JO -

Tomando A € R como en (2.2.14), para todo R > 0, podemos dominar el integrando de (2.2.16)
‘e—zsg(s)e—zuf(u)%{w_sSR} (Lt, S)| < Mle—s(‘ﬁ(z)—l)e—u(%(z)—l)'

Dado que R(z) — A > 0, la funcién mayorante pertenece a L' ([0,00) x [0,0), duds). Aplicando

el Teorema de la Convergencia Dominada (Teorema A.1.9), deducimos que la integral (2.2.16)
converge, siendo su limite

I%fg:o/ /R Ce S g(s)e M F(u) duds—/ / e~ f(u)duds

_ / /O “f(uydu= Lf(2)- Lg(2).

De este modo, concluimos que £ (f x g)(z) converge y se verifica la igualdad (2.2.12). O
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CAPITULO

El Teorema de Inversion

A lo largo de este capitulo, demostraremos la Férmula de Inversion Compleja (Teorema
3.1.1) y deduciremos como consecuencia la Férmula de Bromwich (Corolario 3.1.2). Finaliza-
remos con el Teorema de Expansion de Heaviside (Teorema 3.2.3) para la inversion de funciones
racionales. Seguiremos a J.M. Maz6n [6, Cap. 12.3].

3.1. LaFoérmula de Inversion Compleja

En esta seccion probaremos la férmula de inversion compleja, a través de la cual podremos
demostrar el Teorema de Expansion de Heaviside.

Teorema 3.1.1 (Formula de Inversion Compleja) Sea F una funcion holomorfa en C\ S, don-
de S ={ay,...,a,} es un conjunto finito de singularidades aisladas en el plano complejo. De-
finimos ¢ :=max{R(ay),...,R(a,)}. Supongamos que F verifica

M
|F(2)] SW’ con |z| > R, (3.1.1)

donde M,R y B son constantes positivas. Si definimos la funcion f : [0,00) — C mediante la
suma de los residuos

ft):= iRes(ea”F(a));aj), (3.1.2)

=1

entonces £ f(z) = F(z) para todo z € C con R(z) > ©.

Demostracion.  Supondremos por simplicidad que las singularidades S = {ay,...,a,} de la
funcién F no son evitables. En ese caso, (3.1.1) implica que S C Dg(0).

Dado a € R tal que @ > o, para cada N > max{R, o} consideramos el cuadrado I'y :=
d([—N,N]?), y sobre él, definimos las curvas

Nn:=9([a,N]x[-N,N]) 'y %:=3d([-N,a]x[-N,N]);
ver Figura 3.1. Nétese que S estd contenido en el interior de la curva 95, y que F es holomorfa

en el semiplano {Rz > o}, que contiene a la curva ;. En lo sucesivo, supondremos que todas
las curvas estdn orientadas positivamente, como podemos observar en la Figura 3.1.
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o
—N +iN Y2 | glo+iNN+iN
] o7
o] A
\ o3 E
o) E A 1
odp :
! : FN
_N—iN | Je—iNN—iN

Figura 3.1: Curvas ¥, y 7» sobre el cuadrado I'y.

Seat > 0, dado que la funcién F es holomorfaen C\ Sy 95 ~ 0 (resp C), aplicamos el Teo-
rema de los Residuos (véase el Teorema A.2.35) a la funcién e¥ F(z) sobre el recinto delimitado
por 7, obteniendo

14
/ ¢V F(0)dw =27 Y Res(e” F();a)) = 2mif (1), (3.1.3)
» =1

donde en la tltima igualdad hemos aplicado la definicién (3.1.2). Nétese que esta representacion
integral de f(¢) es vélida para toda curva 7, definida como arriba (y en particular, para todo N
suficientemente grande).

A continuacion, fijamos z € C con R(z) > a y calculamos £ f(z):

2L () = lim | e @2mif(r)dr. (3.1.4)

r—e J

Sustituyendo el valor de f(¢) por la integral obtenida en la identidad (3.1.3) resulta
r r
/ e~ Imif (1) di = / e / FOF (o) dod. (3.1.5)
0 0 %)

Como F € €(7) y el conjunto [0,7] X 75 es compacto, podemos aplicar el Teorema de Fubini
(Teorema A.1.8) para intercambiar el orden de integracién en (3.1.5), obteniendo

/e”/ et“’F(a))da)dt:/ F(a))/ ¢ drdw
0 Vo) %) 0

F F
pO—2 nO—2Z

es importante observar que, ® —z # 0, ya que R(z) > a > R(w) para todo w € ¥;. Estudiamos
por separado las integrales ] e I»:

= /;: Evaluando el médulo del integrando, observamos que




3.1 La Formula de Inversion Compleja 25

Como el denominador no se anula, la funcién i)(—f)z) pertenece a L' (v}, dw), luego po-
demos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada (Teorema A.1.9) a la integral
I;:
F(o
it = [ 1im L@ o346 . (3.1.7)

r—yoo v r—oo ) —Z
Notese que, por (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6), esto implica que .Z f(z) converge y se tiene

F(o)
O—z

dw

Lf(@)=—h=— /y

= [>: En primer lugar, notemos que I'y = 7 U )5, y que las parametrizaciones de y; y 75 se
recorren en sentidos contrarios sobre el segmento vertical comun, como se muestra en la
Figura 3.1. Por lo tanto, podemos reescribir la integral I, como sigue:

F(o) F(o)

Flo
do = —dw— Lda):14—13.
pO—2 Iy ®—2 nwW—2z

L=

Nuevamente, estudiaremos las dos integrales por separado:

* I3: Puesto que la funcién F es holomorfa en el semiplano Q = {R(w) > a}, y este es
simplemente conexo y contiene a la curva y{’, tomando N suficientemente grande, tal
que |z| < N, tendremos que Ind(y1,z) = 1, y por el Teorema Homolégico de Cauchy
(véase el Teorema A.2.30) se cumple que

F(o
deo = 27iF (z).
n®0-—z

* I4: Observemos que no podemos aplicar el Teorema Homoldgico de Cauchy a Iy
porque I'y = 0 (resp C\ S), ya que S C int(I'y). Acotamos el integrando mediante
la hipdtesis (3.1.1):

\F(w)\g 3 M < 3 M , paratodo @ € I'y.
0—z ~ |oP(|o]—z]) T NP(N—z])
Entonces:
F(w) M 8MN
do| < ——— . Long(Ty) = ——.
Jo o=l < s LonelT0) = s

Puesto que 8 > 0, el limite de esta tltima expresién cuando N — oo es cero, con lo
cual lme—)oo Iy = 0.

De este modo, hemos probado que 27i.Z f(z) = 2miF (z), o equivalentemente . f(z) = F(z)
para todo z € C con R(z) > a > ©.

Finalmente, dado un z € C arbitrario con R(z) > o, por la densidad de los nimeros reales
podemos elegir o € R tal que 0 < o < R(z). Aplicando la construccion previa para dicho a,
se verifica la igualdad en z. Al ser z arbitrario en el semiplano, se concluye que .Z f(z) = F(z)
para todo R(z) > o, completando asi la demostracion del teorema.

O

Como consecuencia directa de la Férmula de Inversion Compleja, deducimos la Férmula de
Bromwich.
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Corolario 3.1.2 (Férmula de Bromwich) Sea F una funcion holomorfa en C\ S, donde S =
{a1,...,a,} es un conjunto finito de singularidades aisladas (esenciales o polos) de la funcion
F. Tomando ¢ := max{R(ay),...,R(ap)}, y asumiendo que existen constantes positivas M,R
y B en las condiciones del Teorema 3.1.1. Si definimos la funcion f: [0,00) — C mediante la
suma de residuos de la expresion (3.1.2), entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. La abscisa de convergencia de f es exactamente 6(f) = ©.

2. Paratodot >0y todo o0 > o, se cumple:

£(t) = A

= — ” (a+iy)t I
> /we F(a+iy)dy. (3.1.8)

Demostracion.  Para la primera parte, notemos que la funcion F satisface las condiciones del
Teorema 3.1.1, con lo cual, £ f(z) converge a F(z), para todo z € C con R(z) > o. De este
modo, por la definicién de abscisa de convergencia (véase la Definicién 1.2.8), se concluye que
o(f)<o.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que o(f) < 0. Como £ f es holomorfa en su
semiplano de convergencia Hy(s) (Teorema 1.4.13) y coincide con F en el abierto Hp :=
{R(z) > o}, por el Principio de Prolongacién Analitica (Proposicién A.2.22) ambas coinci-
den en Hy(y) \ S. En tal caso, existe una singularidad ay, € S con R(ax,) = 0 que admite un
entorno contenido en Hy( ) donde -2 f es holomorfa porque o(f) < o. De este modo, ay, seria
una singularidad evitable de F', lo cual contradice la definicién del conjunto S.

Para probar la segunda propiedad, tomaremos las curvas I'y y 7» definidas en la demos-
tracion del Teorema 3.1.1 y descomponemos 7% en los segmentos §;, orientados tal y como se
muestra en la Figura 3.2.

o
~N+iN V2 S3 igla+in
S, . R
L L'y
—N—iN S |1 le—in

Figura 3.2: Contornos de integracién y; y 9> con los subsegmentos S; especificados.

En (3.1.3) demostramos que
/ JOF () do = 2mif (1), (3.1.9)
12

considerando la integral en cada segmento S; para cada i € {1,2,3,4}, se obtiene:

4
/e’“’F(w)da):Z/ FOF(0)do =1+ b+ 1 + L. (3.1.10)
T i=1Si
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Estudiamos cada integral por separado:

= /;: Tomando médulo obtenemos y aplicando la parametrizaciéon @ = x — iV, obtenemos:

M M
|11|§/ |e’“’F(w)|\dw|§/ ef%<w>—|dw|g—/ #3O) ||
S1 (D|B Nﬁ S

| |

M “ 1x M ra —tN
= — eldx=—=("—e ,
NP /N B )
donde en la dltima desigualdad hemos utilizado que @ € I'y, con lo cual |@| > N.

M
Como t, 3 > 0, al tomar el limite cuando N — oo se sigue que Al’im N (e —e ™) =0,
—3o00

\ lim I} = 0.
uego lim /;

= [3: Este caso es simétrico al caso de 1, con lo cual, aplicando el mismo razonamiento, se
concluye que lim I3 =0.
N—>oco

m /4: Tomando mdédulo, obtenemos:

M M M
I </ Ro) T 1de| < e N .Long(S4) = e N — . 2N,
|4|— S4e ’CO|[3| |—e NB g( 4) e NB

donde en la primera desigualdad hemos utilizado que @ € Sy, luego R(w) = —N. Nue-
vamente, al ser 7,8 > 0, y puesto que la exponencial domina a NP, tomando el limite

cuando N — oo se sigue que ]%fm e N _—_.2N =0, con lo cual ]él’m 14 =0.
—oo —oo

NB

= J5: Aplicando la parametrizaciéon @ = o + iy tenemos que

N . N )
/ dF(o)do = i/ ¢V (o +iy)dy = i/ TN (o + iy) dy,
$2 -N -N
tomando el limite cuando N — oo se obtiene

lim I, = i/ I (o +iy) dy.

N—ro —oo

Finalmente, como I;, I3 e I; tienden a cero, tomando limite cuando N — oo en (3.1.9),
concluimos que

4 o
lim 27if(t) = lim [ ¢“F(w)do =Y lim ;=i / N (a+ iy) dy,
N—roo N—roo P ile%oo oo
con lo cual
1 {o'}
ft) = 7 / OOV (o + iy) dy
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3.2. Formula de Heaviside

Por altimo, veremos la conocida como Férmula de Expansion de Heaviside, que nos permi-
tird hallar la transformada inversa de Laplace de funciones racionales.

Teorema 3.2.3 (Formula de Expansion de Heaviside) Sea F(z) = P(z)/Q(z) una funcion ra-
cional, donde Py Q son polinomios y tales que gr(P) < gr(Q), y {ai,...,ap} son ceros simples
del polinomio Q 'y tales que P(aj) # 0 para todo j € {1,...p}. Entonces, la transformada
inversa de Laplace de F, f(t), definida en el Teorema 3.1.1 se puede expresar como

& an Plaj)
f(r)y=Y eW' -1~ (3.2.11)
,Zl Q'(aj)
Demostracién.  Por hipétesis, S = {ay,...,a,} es un conjunto finito de singularidades aisla-

das de F(z) = P(z)/Q(z), que coinciden con los ceros del polinomio Q, entonces, la funcién F
es holomorfa en C\ S.

Tomamos o := max{R(a;): j=1,...,p} y escribimos los polinomios como P(z) = po+
piz+-+pa"y O(z) = qo+ qiz+ - - + gmz", donde, por hipétesis, n < m (y gn # 0). Rees-
cribimos el médulo de F(z) como

|po/2" + -+ pn_1/7+ pal

_ | PQR)
F(2)| = 90/2"+ -+ Gm—1/2+ G

0(z)
Definimos entonces las funciones auxiliares g;(z) := po/z" + -+ pn_1/2y §2(2) == qo/z" +
-+ gm—1/z- Puesto que lim;_,.. g1(z) = 0y lim; . g2(z) = 0, deducimos que:

Z}’l
"

» Existe R; > 0 tal que si |z| > Ry, entonces |g1(z)| < |pnl.
= Existe R, > 0 tal que si |z| > R, entonces |g2(2)| < %|qm]-

Tomando R > max{R;,R;}, para todo z € C con |z| > R tendremos
181(2) + Pul < 181(2) [+ |Pal <2[pal,
£2(2)+ anl 2 gl ~1£2(2)| > lan| — 3l = 5l
En consecuencia, podemos acotar |F(z)| superiormente de la siguiente forma:

2 4
Slam|  1gmllz]

Zn
Zm

(3.2.12)

Llamando M := % y B :=m—n, al ser gr(P) < gr(Q) se tiene que B > 1. Por lo tanto, se

verifica |F(z)| < % para todo |z| > R, luego F cumple las condiciones del Teorema 3.1.1.

Como los puntos a; son ceros simples del polinomio Q, entonces a; son polos de F' de orden
1, paratodo j € {1,..., p}. Aplicando la Proposicién A.2.34, obtenemos:
Res(¢"“F(z);aj) = lim (z—aj)etzﬁ = lim e’ZP(z)# = e (a))

;) 0(z) = 0(z) — 0(a;) 0'(a;)

Finalmente, utilizando la Férmula de Inversion Compleja (3.1.2), concluimos:

< 1z < ait P(aj)
0= Y, Res(éF (@) = ¥ e DO
=1 = j
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CAPITULO

A lo largo de este capitulo, estudiaremos dos aplicaciones de la transformada de Laplace.
En primer lugar, veremos como se relaciona la transformada de Laplace con el modelado de
circuitos eléctricos y como podemos utilizarla para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
transformandolas mediante los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Para cerrar el
Trabajo de Fin de Grado, estudiaremos el problema de la curva tautdcrona, un problema clasico
de la Fisica que se puede resolver utilizando la transformada de Laplace.

4.1. Resolucion de circuitos eléctricos

En este apartado veremos dos ejemplos que ilustran cdmo se puede aplicar la transformada
de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan circuitos eléctricos.
En el primer ejemplo, estudiaremos un circuito RC, mientras que en el segundo ejemplo abor-
daremos un circuito LCR. A la hora de realizar las deducciones de las ecuaciones diferenciales,
nos hemos apoyado en la referencia [7] y hemos adaptado los ejemplos de J.M. Mazon [6,
Cap. 12.4]

4.1.1. Circuito RC

Estudiamos un circuito RC en serie como el de la Figura 4.1.

W. Vs
L.

Ve

Figura 4.1: Esquema del circuito RC.

Denotamos por /(t) la intensidad de corriente en el circuito, por Q(¢) la carga almacenada
en el condensador, y por V(¢) el voltaje en la bateria. Aplicando la Ley de Ohm, deducimos que
la caida de potencial en la resistencia es V4 — Vg = I(¢) - R. Por otro lado, la caida de potencial
en el condensador es Vp — Ve = Q(¢)/C, donde C es la capacidad del condensador. Por ultimo,
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aplicando la Ley conservacion de energia de Kirchhoff, obtenemos:

()

V(1) = (Va=Ve)+ (V5= Vo) =R 1(1) + =5 (4.1.1)

Puesto que la intensidad de corriente, /(¢), es la variacion de carga acumulada en el conden-
sador, Q(t), respecto al tiempo, es decir, I(t) = Q'(r), podemos reescribir la ecuacion (4.1.1)
como la ecuacion diferencial ordinaria:

V(t)=R-Q(1) +¥. (4.1.2)

Resolvemos entonces el problema asumiendo R = 1, C = 1 y carga inicial Q(0) = 0. Supo-
nemos también que el voltaje en la bateria es igual a 1, pero que esta se conecta s6lo para ¢ > 1.
Es decir, V(t) = H(t — 1), donde la funcién de Heaviside, estd definida por H(r —1) =0sit < 1
y H(t —1) = 1 sit > 1. La ecuacion diferencial ordinaria a resolver sera:

(¢ 1)=H(t—1
0/(1)+0(r) = H(t—1) Wiz
0(0) =0,
Notar que el ejemplo modela un circuito eléctrico en el que inicialmente no hay corriente,
V(t) = H(tr — 1), pero al pasar un cierto tiempo el circuito comienza a ser alimentado, de modo
que empieza a cargarse el condensador. En la Figura 4.2 podemos visualizar esta situacion.

Figura 4.2: Carga almacenada en el condensador a lo largo del tiempo.

Como podemos ver, en los instantes iniciales no hay carga almacenada en el condensador,
pero a partir de r = 1, se aplica tension en el circuito y el condensador comienza a cargarse hasta
llegar a su carga maxima (Q = 1).

Resolvemos la EDO utilizando la transformada de Laplace. Tomando transformada de La-
place en ambos lados de la ecuacién diferencial y usando que £ (H(t —1))(z) = %Z, ver Ejem-
plo 1.3.10.1 y férmula (2.1.10), obtenemos:

e*Z
L0 @)+ Z0(2)=ZLH({—1))(x)=—,
Por el Teorema 2.1.1 y la hipétesis Q(0) = O tenemos

Z0 (z) =2.20(z) - Q(0) =2.20(z).
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Despejando .Z’Q(z) deducimos que

1
Z =e f—, 4.14
0(z) @) (4.1.4)
donde los ceros del denominador son a; =0y a, = —1. Aplicando el Teorema 3.2.3 al cociente
1
1) deducimos que se corresponde con la transformada de Laplace de la funcion:
z(2
f(t) i a;t 1 (V3 1 + —t 1 1 —t (4 1 5)
=) e =e e ———=1—e"". 1.
= 2a+1 2:0+1 2-(-1)+1
Sustituyendo en la ecuacion (4.1.4) deducimos que
ZQ0(z) =e "L f(2).
Finalmente tomamos la funcion g(¢) definida del modo siguiente:
0 r<1
8(r) = N (4.1.6)
flie—=1) t>1,

donde f es la funcién (4.1.5). Por el Teorema 2.1.4 se verifica:
ZLg(z) =e "L f(2) = Z0Q(2),

con lo cual, por la inyectividad de la transformada de Laplace (véase el Corolario 1.5.18) dedu-
cimos que Q(r) = g(t). Por tanto, la solucién al problema es

0 t<1
= - 4.1.7
o) {1 —e =D p >, @1

que concuerda con la grafica en la Figura 4.2.

4.1.2. Circuito LCR

Estudiamos un circuito LCR en serie como el de la Figura 4.3.

V. R
A Ve
e L
) V.
Vp ¢
C

Figura 4.3: Esquema del circuito LCR.

Al igual que en el circuito RC, la caida de potencial en la resistencia es V4 —Vp = I(¢) - R.
Por otro lado, la caida de potencial en el inductor es Vg — Vo = L-I'(t), donde L es la inductancia
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de la bobina. Por ultimo, la caida de potencial en el condensador es Vp — Ve = Q(¢)/C, donde
C es la capacidad del condensador. Aplicando la Ley conservacion de energia de Kirchhoff,
obtenemos:

V()=(Va—Ve)+(Vg—Ve)+(Vp—Ve) =R-1(t)+L-I'(t) + % (4.1.8)

Recordando que I'(t) = Q(t), podemos hallar la variacién de carga acumulada en el con-
densador a lo largo del tiempo resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria:

t
V(t) :L-Q”(t)+R-Q’(t)+¥. (4.1.9)
Resolveremos entonces el problema asumiendo L = 1, R =2, C = 1/2, carga inicial Q(0) =0
e intensidad inicial 7(0) = 0. En el caso de los circuitos LCR al ser de corriente alterna, el
voltaje vendrd dado por una cierta funcién dada en términos de senos y cosenos, en nuestro
caso asummiermos que es una funciéon V(r) cualquiera. La ecuacién diferencial ordinaria a

resolver sera:

{Q”(t)+2Q'(t)+2Q(t) =V(t) (4.1.10)

0(0)=0, Q(0)=0,
Tomando transformada de Laplace y utilizando el Teorema 2.1.1, obtenemos:

ZL(0")(2)+22(0)(2) +220(z) = LV (2),

de donde aplicando (2.1.1) y (2.1.5) se sigue £(Q")(z) = 2.£0(z) y L(Q')(z) = 2£0(z), y
por tanto:

ZLV(z)
&z = 4.1.11
Q) =55 "5 (4.1.11)
Aplicando el Teorema 3.2.3 a la funcién G(z) = 21252 donde los ceros del denominador
Z Z
son z = —1 £ i, obtenemos que su transformada inversa de Laplace viene dada por la funcién
(i—1)t (—1—i)t it _ -t
e e 4 (e e ) P
)= - = — ) = r).
8(t) o > e 2 e 'sin(t)

Sustituyendo en la ecuacion (4.1.11) deducimos que
ZL0(z) =2V (2) Lg(z) = ZL(Vxg)(2),

donde en la ultima igualdad hemos utilizado el Teorema 2.2.8. Finalmente, por la inyectividad
de la transformada de Laplace (véase el Corolario 1.5.18) concluimos que la solucion de (4.1.10)
viene dada por

0(t) = (V xg)(t) = /O "Vt —s)e*sin(s) ds.
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4.2. El problema de la curva tautécrona

Para abordar el problema de la curva tautcrona, seguiremos el texto de Folland [3, pp. 289-
291]. Buscamos una curva C C R? desde el origen, P = (0,0), hasta un punto Q = (xo,yo) del
primer cuadrante, de modo que el tiempo de caida de un objeto sea una constante 7" prefijada, y
que no dependa del punto de partida sobre la curva C.

Dado T > 0 fijo, debemos encontrar un punto Q = (xg,yp) con xg,yp > 0 y una curva C
desde P = (0,0) hasta Q con la propiedad mencionada anteriormente. De este modo, parame-
trizaremos la curva C del modo siguiente:

C={oy) = (x(),y):y€[0,y0]}, (4.2.12)

para una cierta funcion x(y) a determinar bajo la condicién inicial x(0) = 0y x(yp) = xo. La
Figura 4.4 ilustra el planteamiento de nuestro problema.

y

A Q
2 4

154

IAV

Figura 4.4: Curva tautécrona entre el origen P y un punto Q.

Colocamos entonces un objeto de masa m sobre un punto de la curva C, situado a altura A,
y denotamos por () = ¥(t;h) la posicion del objeto en tiempo ¢. Al caer el objeto por la curva
C, podemos escribir la posicion del objeto como:

Y1) = o(y(1)) = (x(y(2)),3(1)), 1 €[0,T], (4.2.13)

donde la funcién y(r) indica la altura del objeto. Notemos que debe cumplirse
¥(0)=h, ¥(T)=0.

Por la ley de conservacion de la energia, las energias potencial y cinética del objeto deben
ser iguales en cada punto ¥(7), es decir,

1
Ecin = Em"}/(t”z = Epor = mg(y(0) —y(t)).
Despejando |7/ (¢)| y sustituyendo y(0) = h obtenemos

1Y ()| = /2g(h—y(1)), (4.2.14)
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y aplicando la regla de la cadena en Yy = @ oy, se tiene ¥'(t) = ¢'(y(¢)) - ' (¢), luego podemos
reescribir la velocidad del objeto como

_ o' (0)y (@)

0 t€[0,T). (4.2.15)

Integrando ambos lados de la expresion (4.2.15) entre O y Ty aplicando el cambio de varia-
ble u = y(t), obtenemos

(4.2.16)

_/1a’t /m

En esta ecuacién integral queremos despejar la funcién |¢'(u)|. Para ello, reescribimos la
ecuacioén (4.2.16) utilizando convoluciones:

——)(h), h>0. (4.2.17)

T= /|<P ( u)du=(|<p’l* T

Dado que T es constante, utilizando las férmulas:

:\/g(Lemal.?).ll) y .,2”(1)(Z)=%, para R(z) >0

y tomando transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién (4.2.17) deducimos

/ T 1
Z_.Z\(p!(z)- 22 \/E<:>.$]<p| [f (4.2.18)

Tomando A = T@, reescribimos la ecuacién (4.2.18) como

2(9')() :A.\/}A.g%)@.

Por la unicidad de la transformada de Laplace (véase el Corolario 1.5.18) concluimos

Recordando la parametrizacion de la curva C dada por la ecuacion (4.2.12), deducimos que
|@'(u)| = +/1+ (x'(u))2. Entonces, podemos reescribir la ecuacién anterior como

A2
2

1_
WP 1=4

y dado que x(u) es una funcién creciente (y por ende, x'(u«) > 0), podemos despejar x'(u), de
modo que
B

2gT?
X(u)=1/=—1, conB=A>= gz.
u T

(4.2.19)

Para poder integrar esta expresion, aplicaremos el cambio de variable

g) Bl_CTOS(G), u/(B)zgsin(G), 0 < [0,7], (4.2.20)

u() = Bsinz(
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oy | B (0) — / 1 _, Bsin(0)
(xou)'(0) = 2(6) 1-u'(0)= i (6/2) 1 5

— M -Bsin cos = COS2
= (672 Bsin(6/2)cos(8/2) = Bcos*(0/2)
1+cos@ '

2

de modo que

=B
Integrando esta expresion obtenemos

vou(®) —xou(0) = [(xouy(6)a0 = [0 a0 =7

(6+sin0)+D, DeR,
y utilizando la condicién inicial x o u(0) = x(0) = 0 deducimos que D = 0, de donde se sigue:
B :
xou(9)25(9+sm9), 6 €[0,x]. (4.2.21)

De este modo, de las ecuaciones (4.2.20) y (4.2.21) deducimos que la curva C que resuelve el
problema de la curva tautécrona es la cicloide dada por la parametrizacion

wwy:mmmpqmmmww»:§w+me—wwy 0 < [0,7].

Notar finalmente que, a partir de (4.2.19), necesariamente debemos tener u < B, es decir, la

altura méxima yo que puede tener el punto Q para admitir una curva tautécrona en tiempo 7 es

2T T2 . -
yo=B= fr—z, en cuyo caso xg = %B = & En la Figura 4.5 podemos ver una representacion

e
de la cicloide.

A
\ 2" ]
\ \ 1
\\ 175 1 \\ ,I
AY Y 4
N A Y 7’
\\ 14, \\ ’
~ ~ 7’
So \\ /,
.. 0,5} . .
~.. ‘P S~ e
~L -~ -
: == : == == >
-2 0 2 4 8

Figura 4.5: Curva tautdcrona entre los puntos P y Q sobre la cicloide.

Como podemos ver en la Figura 4.5, aparece destacada la curva tautdcrona entre los puntos
Py Q, asi como la extensidn de la cicloide mds alld del punto Q.






Resultados auxiliares

e

APENDICE

A lo largo de este apéndice, enunciaremos los principales resultados que resultan necesarios
para el desarrollo y comprension de los contenidos abordados a lo largo de este trabajo. Divi-
dimos el apéndice en tres partes: Integracion y Teoria de la Medida, Analisis Complejo y
Analisis Funcional.

A.1. Integracion y Teoria de la Medida

Comenzaremos este apartado del apéndice recordando los conceptos de ¢-algebra, medida,
conjunto medible y funcién medible, asi como los espacios de funciones integrables L' y de
funciones medibles no negativas L. Para realizar estas definiciones hemos seguido la referencia
de Folland [4, Cap 1 y 2]. Notar que pese a que definiremos los conceptos en su forma més
general, a lo largo del trabajo solo los aplicaremos al caso particular de la medida de Lebesgue
y la o-dlgebra de conjuntos medibles Lebesgue en R o R”.

Definicion A.1.1 Sea X un conjunto no vacio. Una o-algebra sobre X es una coleccion .Z de
subconjuntos de X que es cerrada para uniones numerables y complementarios.

Definicion A.1.2 Sea X un conjunto no vacio y .# una c-algebra sobre X. Una medida sobre
(X, #) es una funcién u : .4 — [0,+o0| que cumple las siguientes propiedades:

1. u(0)=o.

2. Si{E,};_, esuna sucesién de conjuntos disjuntos en .#, entonces
n=1 n=1

Definicion A.1.3 Sea X un conjunto no vacio y .#Z C &?(X) una o-dlgebra. Llamaremos es-
pacio medible al par (X,.# ), y llamaremos conjuntos medibles a los conjuntos de .. Si u
es una medida en (X,.# ), diremos que (X,.#, 1) es un espacio de medida.

Una vez hemos fijado los conceptos de espacio mediable y medida, podemos definir el
concepto de funcién medible.

Definicion A.1.4 Sea f : X — R una aplicacién y (X,.# ) un espacio de medida. Diremos que
f es medible si para todo abierto E C R se tiene que ! (E) € ..
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Andalogamente se definen las funciones medibles que toman valores en el plano complejo.

Definicion A.1.5 Una funcién f : X — C es medible si y s6lo si sus partes real e imaginaria
son medibles.

Demostracion.  Consultar [4, Cap 2], pag 44. O

Una vez hemos recordado el concepto de funcién medible y hemos extendido la nocion a
funciones que toman valores en el plano complejo, podemos definir los espacios de funciones
integrables L' y de funciones medibles no negativas L*.

Definicion A.1.6 Sea (X,.#, 1) un espacio de medida, definimos el espacio de las funciones
medibles no negativas, como:

{f X — |0, ]|fmed1ble}

Definicion A.1.7 Sea (X,.# , 1) un espacio de medida, definimos:
L'(u):={f:X = C| f es medible y / |fldu < oo},
X

este espacio podrd denotarse también como L'(X,u), o L'(X), o simplemente L' en funcién
del contexto.

Una vez hemos definido los espacios de funciones integrables L' y de funciones medibles
no negativas L™, enuciamos los siguientes resultados, que serdn necesarios para el desarrollo de
los contenidos abordados en este trabajo.

Teorema A.1.8 (Teorema de Fubini-Tonelli) Sean (X, .# ,u)e (Y, N, V) espacios de medida
O -finitos.

1. (Tonelli) Si f € L™ (X xY), entonces las funciones g(x) = [, f(x,-)dvyh(y) = [x f(-,y)du
pertenecen a L™ (X) y L™ (Y), respectivamente, y

/Xxyfd(uxv /foy dv(y )}du /[/fxy dp(x )}dv() (A.1.1)

2. (Fubini) Si f € L'(u x v), entonces f, € L'(v) para c.t.p. x € X, f¥ € L' (u) para c.t.p.
y €Y, las funciones definidas c.t.p. g(x) = [ frdv y h(y) = [ fdu pertenecen a L' (1) y
L'(Vv), respectivamente, y se cumple (A.1.1).

Demostracion. Podemos encontrar la demostracion en [4, Cap. 2], Teorema 2.37. O

Teorema A.1.9 (Teorema de la Convergencia Dominada) Sea (X,.#,1L) un espacio de me-
dida. Sea (f,,), una sucesion de funciones en el espacio L' (X, ) que cumplen:

a) fn— f ctp.
b) Existe una funcién g € L' no negativa tal que |f,| < g ctp para todo n € N.

Entonces f € L' ylim, e [ f, = [ f.
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Demostracion. Podemos encontrar la demostracion de este resultado en [4, Cap. 2], Teorema
2.24. [

El Teorema Fundamental del Célculo es bien conocido cuando f es integrable Riemann
en [a,b]; ver [8, Cap 14, Teorema 1]. Para dar mayor generalidad al trabajo hemos preferido
considerar funciones f integrables Lebesgue, por lo que enunciamos a continuacion la version
correspondiente de dicho teorema, que es la que se ha utilizado durante el trabajo.

Teorema A.1.10 (Teorema Fundamental del Calculo para la Integral de Lebesgue)
Sea f € L'[a,b] y

Flx) = / F(6)dt, x€la,b].
Entonces F es derivable en cip x € (a,b) y se cumple F'(x) = f(x).

Demostracion.  Consultar [4, Cap. 3], Corolario 3.33. O

Con la notacién anterior, tenemos también la siguiente formula de integracion por partes.

Teorema A.1.11 (Féormula de integracion por partes para la Integral de Lebesgue)
Sean f,g € L']a,b] y sean

F(x) ::/axf(t)dt, v G) ::/axg(t)dt, x € [a,b].

Entonces se cumple

b

/ " F(0G () dr = F)Gw) - / " P0G dr.

a

Demostracion.  Ver [4, Cap. 3], Teorema 3.36. O

A.2. Analisis Complejo

Recordamos algunas nociones y resultados del curso de Variable Compleja, extraidas de los
apuntes [5] o de los libros de texto usuales. Comenzamos con la siguiente definicion:

Definicion A.2.12 Sea 0 # Q C C abierto, denotaremos por () a la clase de funciones
holomorfas en Q.

Definicion A.2.13 Sea y: [a,b] — C:

= Si vy es continua, diremos que Y es una curva.
= Siademds y(a) = y(b), diremos que Y es una curva cerrada.

= Si ¥ es inyectiva, diremos que y es una curva simple; si y| lab) €S Inyectiva y ademds
y(a) = y(b), diremos que Y es una curva cerrada simple.

Definimos el rango de una curva como y* = y([a,b]).

Definicién A.2.14 Sea y: [a,b] — C una curva, diremos que:
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= yesregular si 39/ (¢) paratodo s € [a,b], V(1) # 0 paratodo ¢ € [a,b] y ¥ € €([a,D]).
= yes regular a trozos si Ja =1y <1t < ... <t, = b tal que 7| Ir_1.4;) €S regular para todo
ie{l,...,n}.

Definiremos un arco como una curva regular a trozos.

Observacion A.2.15 En la definicion de curva regular, cuando hablamos de derivabilidad en
los extremos, nos referimos a los limites laterales:

_ o Ylath) —y(a) _ i YO+ H) —¥(b)
Y (a) = lim y 7(b) = lim ? :

h—0 h h—0
h>0 h<0

Lema A.2.16 (Derivacion de Integral Paramétrica) Sea Q C C un abierto, Yy un arco y f :
Q x y* — C continua. Sea

F@%ZAf@éM& eQ

Supongamos que:
1. Y&y € v*, la funcion Q — C dada por z— f(z,&y) es holomorfa.
d
2. 8 ec@xy).
Entonces F € 7 (Q) y

P-4 | [reoa] - [Laoa vea

Ademas fijaremos la siguiente notacion:

Definicion A.2.17 Sea zp € C y R > 0, denotaremos por Dg(zp) al disco abierto de radio R
centrado en z, es decir, Dg(zo) := {z € C: |z— 20| < R}. A su vez, denotaremos por D/ (zo) al
disco perforado Dg(zo) \ {z0}-

Teorema A.2.18 (Férmula de Cauchy) Sea Q C C un conjunto abierto y sea f € 7 (Q). En-
tonces:

1. f es infinitamente diferenciable en Q2.

2. Si A= Dg(z0) C Q, entonces:

()(g) = / e
para todo z en el interior de A.

Demostracion. Podemos encontrar la demostracion en [9, Cap. 4], Corolario 4.2. L]

Para probar la holomorfia de la transformada de Laplace, necesitaremos el siguiente resulta-
do, el cual constituye una version mds general del Lema de Derivacion de Integrales Paramétri-
cas, A.2.16. Este lema no exige como hipétesis la continuidad de las derivadas parciales de la
funcién f, ya que esta propiedad se deduce del Lema A.2.16 y de la Férmula de Cauchy para
Derivadas, ver Teorema A.2.18.
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Lema A.2.19 Sea A C C un conjunto abierto, y sean 7y : [a,b] — C un arco €' a trozos, y
f:Qx vy — C continua. Si 7z — f(z,0) es holomorfa en A para todo ® € y*, entonces:

1. F(z) = /f(z, ®)dm es holomorfa en A.
Y

of

/
2. Fl(z) = L9z

—(z,0)dw, 7 € A.

Demostracion.

(1) Sea zg € A, como A es abierto, existe r > 0 tal que D»,(z9) C A. Definimos entonces los
discos:
A1 :=D,(zp), Ay 1= D(z0).

En la Figura A.1 podemos ver una representacion de los discos dentro del abierto A.

|E+z|>r P A

Figura A.1: Discos A = D,(z0) C Ay = Da,(z9) C A.

Sea @ € ¥*, como f(-,®) € 7 (A), por la Férmula de Cauchy (Teorema A.2.18), aplicada
en el disco A;, se cumple:

1 f(S, o)

2mi Joa, E—2

flz,0) = dé  VzeA (A.2.2)

Integramos entonces ambos miembros de (A.2.2) respecto de m a lo largo de v :

f§ )
,0)do = / dédo A23
/fZ 27i oAy _Z 5 ( )
Dado z € A} y & € dA,, tenemos:
|§_Z|_’ —20) —(z2— ZO)}2|§_ZO|—|Z—Z()|>2r—r:r>O,

luego el integrando en (A.2.3) es continuo, por ser cociente de funciones continuas con
denominador no nulo, y por ende esté acotado en el compacto dA; x v*, luego:

(.0l
oy e 481 <
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Entonces, por el Teorema de Fubini, A.1.8, podemos intercambiar el orden de integracion:

1
F(z) = i /8A2
(€

Finalmente, como el integrando de (A.2.4) es holomorfo en A paratodo & € y* Y3 2L 5.8 €
% (A1 X dA,), por el Lema DIP A.2.16, aplicado a (A.2.4), se tiene que F € 7 (A).

(2) Como consecuencia del Lema A.2.16 aplicado a (A.2.4), la derivada de F en Ay es:

/ 1 F(@) ge— -

Procediendo como en la parte 1, deducimos:

F(¢) 2
= 27 /aAz g de ViEA (A2.4)

=F(S)

—

E—2?=|E—20—(0—2)]* > 2r—r)*=r*>0,

luego el integrando de (A.2.5) es continuo y acotado en dA; X ¥*, por lo que podemos
aplicar de nuevo el Teorema de Fubini, A.1.8, para intercambiar el orden de integracion:

/271:1 /8A2 )) dédw (A.2.6)

Finalmente, como f(-,®) € 7 (A), por la Férmula de Cauchy (Teorema A.2.18), se ve-

rifica:
1 f(§0)
s o (2 96= G0 0)

y sustituyendo en (A.2.6) concluimos:

af

Fi() = y 02

= (z,0)dw

U

Teorema A.2.20 (Teorema de Weierstrass) Sea (f,),cn una sucesion de funciones holomor-
fas en Q C C abierto, que converge uniformemente sobre compactos hacia f : Q — C. Entonces
f es holomorfa en Q y la sucesion de derivadas f, converge uniformemente sobre compactos a
la derivada, f’.

Demostracion.  Consultar Teoremas 5.2 y 5.3 de [9, Cap. 5]. 0
Para referirnos al conjunto de puntos donde una funcion se anula, utilizaremos la siguiente
notacion:

Definicion A.2.21 Sea f : Q — C holomorfa. Denotamos el conjunto de ceros de f como

Zp(Q):={z€Q: f(z) =0}.

Proposicion A.2.22 (Principio de Identidad o de Prolongacion Analitica) Sea Q C C abier-
toy conexo, y f € F(Q). Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f=0.
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2. Existe zo € Q tal que ™ (z9) = 0 para todo m € Ny,.
3. f =0 en algiin subconjunto abierto de Q.

4. El conjunto de ceros Z(Q2) tiene al menos un punto de acumulacion en Q.

Demostracion. Las tres primeras implicaciones se pueden consultar en [10, Cap. 4], Teorema
4.1.1.

La implicacion 4) = 1) es el contrarreciproco del Corolario 4.1.2 de [10, Cap. 4].
Finalmente, la implicacion 1) = 4) es clara, pues si f = 0, entonces Z;(£2) = Q, y por ser Q
abierto, cada punto de Q es un punto de acumulacién de Z;(2). O

Corolario A.2.23 Sea Q C C abierto y conexo, y sean f,g € ' (Q) tales que el conjunto
{z€ Q| f(z) = g(z)} tiene al menos un punto de acumulacion en Q. Entonces

flz)=g(z), VzeQ.

Demostracion.  Aplicar la Proposicion A.2.22 a la funcién f — g. 0

Definimos ahora los conceptos de argumento de un nimero complejo y determinacion con-
tinua del argumento, los cuales nos permitiran definir posteriormente el indice de una curva
alrededor de un punto.

Definicién A.2.24 Sea z € C\ {0}, llamamos:

1. Argumento principal de 7 al tinico nimero real 8 € (—x, 7] tal que z = |z|e’®. Lo deno-
taremos por Arg(z).

2. Argumento de 7 al conjunto de todos los posibles argumentos de z. Lo denotaremos por

arg(z).
arg(z) ;== {0 € R:z=|z¢}. (A.2.7)

Observacion A.2.25 Notar que arg(z) = {0 +2nk: 0 € Arg(z),k € Z}.

Definicion A.2.26 Una determinacion continua del argumento en S C C es una aplicacién 6 :
S — R continua tal que z = |z|¢?®@) para todo z € S.

A continuacioén, introducimos el concepto de indice de una curva alrededor de un punto, asi
como algunas propiedades que nos permitiran enunciar el Teorema Homolégico de Cauchy y
desarrollar los resultados del Capitulo 3. Geométricamente, el indice de una curva alrededor de
un punto se define como sigue:

Definicion A.2.27 1. Si y: [a,b] — C\ {0} es una curva cerrada, se define el indice de y
alrededor del origen como:

6(b) — 6(a)

1(7,0) := > , donde 6 € € ([a,b]) es como en la Definicion A.2.26. (A.2.8)

2. Siy:la,b] - Cyzo ¢y, sedefine el indice de y alrededor de zy como:

1(7,20) :=1(y—20,0) (A.2.9)
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Definicion A.2.28 Llamamos ciclo cerrado a un conjunto arcos cerrados, I' = {71, %, ..., ¥}

Definicion A.2.29 Sea Q C C abierto y sean I', A ciclos. Diremos que son Q —homdlogos y
se denota I' ~ A resp(Q) si I(T',z) = I(A,z) para todo z € C\ Q. Ademas, diremos que I es
Q-homdlogo a cero y se denota I' ~ 0 resp(Q) si I(I',z) = 0 para todo z € C\ Q.

A continuacion, enunciamos el Teorema Homoldgico de Cauchy. Este teorema generaliza el
Teorema A.2.18 a ciclos generales que son homoldgos a cero y se aplica a puntos que no estan
en el rango de la curva (antes solo podiamos aplicar la férmula a puntos interiores al disco).

Teorema A.2.30 (Teorema Homolégico de Cauchy) Sea Q C C abierto y sea I un ciclo re-
gular a trozos y homdlogo a cero respecto de Q. Entonces, para toda f € 7€ (Q) y para todo
7€ Q\I'™ se cumple:

156 = 5 [ Hae. (A2.10

Demostracion. Podemos encontrar la demostracion de este resultado en [10, Cap. 5], Teore-
ma 5.2.3. 0

Para finalizar esta seccion del Apéndice, recordaremos las definiciones de singularidad ais-
lada de una funcién holomorfa y de residuo. También enunciaremos una caracterizacion para
las singularidades evitables y cerraremos la seccioén con el Teorema de los Residuos (A.2.35),
el cual es una herramienta fundamental para el desarrollo de los resultados del Capitulo 3.

Definicion A.2.31 Sea A C C un conjunto no discreto y sea f € 7 (C\ A). Diremos que f
tiene una singularidad aislada en a € A si existe R > 0 tal que f € 5 (Dy(a)). Distinguimos
tres tipos de singularidades aisladas:

1. a es una singularidad evitable si f existe el limite 11’_r>n f(z) e C.
—a

2. a es un polo si existe el limite 1im f(z) = o. El conjunto de polos de una funcién f se
7—a

denota por &;. Ademds, si R(z) es una funcion racional, denotaremos el orden del polo
a, como o (a;R) y serd el dnico m € N tal que 11’_r>n(z —a)"R(z) € C\ {0}.
—a

3. a es una singularidad esencial si no existe el limite lim f(z).
Z—a

El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion de las singularidades evitables:

Proposicion A.2.32 Sia ¢ Q es una singularidad aislada de f € 7 (Q), son equivalentes:

a) a es singularidad evitable de f;
b) f estd acotada en algin disco D.(a) C Q;

c) f admite una extension holomorfa al abierto Q, = QU {a}.

Demostracion. Véase [10, Cap. 4], Proposicion 4.3.2. OJ

Definicion A.2.33 Sea a € C una singularidad aislada de una funcién f. Definimos el residuo
de f en a como:

1
Res(f.a) = 5 /()Dr(a)f(é)dﬁ, 0<r<R. (A.2.11)
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Proposicion A.2.34 Sia € P es un polo de f de orden N, entonces:

e =N )WY
Res(fra) = lim =— =5

(N—1)

Notar que denota la derivada de orden N — 1.

Demostracion. Podemos encontrar la demostracion en [2, Cap. 7], Teorema 7.18. O

Finalmente se enuncia el Teorema de los Residuos:

Teorema A.2.35 (Teorema de los Residuos de Cauchy) Sea Q C C un conjunto abiertoy f €
A (Q\A), donde A es un conjunto de singularidades aisladas no esenciales de f € Q. Si T es
un ciclo tal que T* C Q\A y ' ~ 0 (resp Q), entonces:

2%' /F £(£)dE = Y I(T,a)Res(f,a). (A2.12)

acA

Demostracion.  Este resultado se puede encontrar en [9, Cap. 2], Corolario 2.3. La demostra-
cion es consecuencia del Teorema 2.1 y del Corolario 2.2 de dicha referencia. U

A continuacion, presentamos una serie de resultados que nos permiten extender la conoci-
da funcién I" al plano complejo. Para desarrollar esta parte seguiremos la referencia de Stein
Sakarchi [9, Cap. 6].

Definicion A.2.36 Sea s > 0. La funcién I se define como:

[(s) = / e 't ldr. (A.2.13)
0

Proposicion A.2.37 La funcion T es holomorfa en el semiplano {s € C : R(s) > 0} y viene
dada por la formula (A.2.13).

Demostracion.  Véase [9, Cap. 6], Proposicion 1.1. OJ

Teorema A.2.38 Para cada s € C, se cumple:

/4
I'(s)I'(1—s) = .
(s)T(1 =) sin(7s)
Demostracion.  Consultar [9, Cap. 6], Lema 1.5 y Teorema 1.4. O

1
Tomando s = 1/2 en el Teorema A.2.38, deducimos que F(E) = /7.

A.3. Analisis Funcional

Teorema A.3.39 (Teorema de Aproximacion de Weierstrass) El conjunto de los polinomios
en una variable es denso en el espacio (€ ([a,b]),]| - ||)-

Demostracion. Podemos encontrar la prueba de este resultado en [1, Cap. 1], Teorema
1.12.30. O
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Definicion A.3.40 Sean f,g: R — C funciones localesmente integrables en R. La convolucion
de f 'y g se define como:

[ee]

(Fr9)0):= [ fl-s)g)ds, 1€,

—00

para aquellos ¢ € R para los cuales la integral converge absolutamente.
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e

APENDICE

Dedicaremos este Anexo para ampliar los ejemplos vistos en el Capitulo 1. Los ejemplos
aqui expuestos fueron incluidos en un principio en dicho capitulo, no obstante, para podernos
adaptar a las restricciones de espacio, seleccionamos aquellos ejemplos que consideramos més
relevantes y dejamos el resto para este Anexo.

Ejemplo B.0.1
1. f(t)=e".
Sea zp = s > 0, entonces:
oo ; R ; R 4 R ; R R R—soo
/ e et dr > / e et dt > e_SR/ et dt > e_SR/R e dr>e*Re?” (R— 5) T oo
0 0 0 R

2
Luego o(f) = +ooy Hy(5) = 0.
2. f(1) = 20,1 (0).

250 = [(epwa= [ era=1" e\ (o)

0 0
Si z =0, entonces:

zf(O)z/ol ldi=1.

Con lo cual o(f) = —ey Hg(s) =C.

3. f(r)=¢"-sen(e'), t>0.
Este ejemplo estd adaptado de [11, p. 97]. En primer lugar, veremos la convergencia
absoluta. Sea z € C:

[e]

L f(2)] < /oo le™@ ¢ -sen(e")|dt g/ e~ RE@=D1 gp.
0 0

que converge si y solo si R(z) — 1 > 0. Luego hay convergencia absoluta en {z € C :

R(z) > 1}.

Ahora, veamos donde hay convergencia (no necesariamente absoluta).
Realizamos el cambio de variable x = ¢’ (con ¢t = logx, df = dx/x):

Zf(z)= /Oooe(zw-sen(ef)dt _ /lmx(zl) sen(x) - dx _ /1°° sen(x) g

X X
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Integramos por partes usando sen(x) = (—cosx)’:

> sen(x) cosx]> * -z
/1 = dx = [— = ]] —/1 (—cosx) - (F) dx

Para la convergencia de I:

~ 1 < 1
|I|§/1 W+1|dx/1 xi)tz+1dx’

que converge si Rz > 0. Por tanto, I converge para todo Rz > 0y, en consecuencia, .Z f(z)
converge (aunque no absolutamente) cuando Rz € (0, 1].

Para el caso R(z) < 0:
Sea s € R, s < 0, con el cambio anterior:

> sen(x)

219 = |

1 x5

dx = / sen(x) - x'*! dx.
1
Si Zf(s) fuera convergente, por el Criterio de Cauchy, se deberia tener:
/24+27n

lim sen(x)xldx =0, (B.0.1)
n—+teo Jx/4427n

sin embargo, en ese intervalo de integracion se tiene sen(x) > @, luego:

T/2427n /2427n 2 D) Is| e
/ sen(x) - x*ldx > / £ xBldx > \/—_ (27rn+ E) N oo,
T/442mn T /4+2mn 2 4 4

que seria una contradiccion.
Con lo cual, .Z f(z) diverge para todo z con R(z) < 0.

Nos queda ver qué sucede en el eje imaginario. Sea z = is, s € R\ {0}, si .Zf(is) fuese
convergente, por el Criterio de Cauchy se deberia tener:
2nn+m

lim sen(x) -x “dx=0.
n—ee J2nn+m/2

Sin embargo, integrando por partes y usando que |x~*| = 1 para todo x > 0, vemos que:

2nn+m . 2nn+m .
/ sen(x) -x “dx / (—cosx) -x “dx
2 2

Tn+m/2 Tn+m/2

2nn+m
_ 2nn+m . ig—
[x ‘Scosx] +ls/ cosx-x B 1gx
2

2nn+m/2 it/
2nn+1m .
>1—|s| ’cosx-x_”_l | dx
2nn+m/2
27l'n+ﬂ: 27t T
>1—|s| x ldx=1—] nt

s|log ——— "~
2mn+m/2 [log 2nn+1/2
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y tomando el limite cuando n — oo se contradice (B.0.1).

Finalmente, en el punto z = 0 tenemos

20 = [

X

que es una conocida integral convergente.

En conclusién, o(f) =0y Hg(s) = {z € C: R(z) > 0}. La transformada converge ab-
solutamente en {z € C : R(z) > 1}, converge no absolutamente en {z € C: 0 < R(z) <
1} U{z =0}, y diverge en el resto. En la Figura B.1 podemos ver el semiplano de conver-
gencia de esta funcion.

3(2)

)
1o(f)=0
Divergencia ¥ i Hs(y)

2 Conv. absoluta
R(z) > 1

1i

Diverge en / \ Inicio conv.

R(z)=0 —3i absoluta

Figura B.1: Regidn de convergencia de .2 f para f(t) = ¢' sen(e'). La abscisa de convergencia es o(f) =
0y Hg(s) = {z € C: R(z) > 0}. La transformada converge absolutamente en R(z) > 1, no
absolutamente en la franja 0 < R(z) < 1, y diverge en R(z) <O0.
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