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Abstract

The purpose of this work is to study the concept of uniformly distributed sequences modulo 1
and to prove several criteria that guarantee that a sequence has this property, including Weyl’s
theorem. A sequence (x,),>1 modulo 1 consists of observing only the fractional part of its terms
(x,). We will analyze how these values are distributed in the interval [0, 1), and in particular,
when they are uniformly distributed over this interval. Over the course of this paper, we will

develop effective tools to prove this property.

The paper is divided into four chapters. In the first of them, we will introduce the notion of
real numbers modulo 1 and the quotient space T = R/Z, known as the one-dimensional torus,
which can be identified with the interval [0,1) with its endpoints connected. Next, we will
define the concept of an uniformly distributed sequence modulo 1 and prove some fundamental
properties, accompanied by illustrative examples. We conclude this chapter by proving Weyl’s
uniform distribution theorem, which establishes the uniform distribution of the sequence (n«)
for every irrational a. To do so, we make use of the approximation of continuous functions by

trigonometric polynomials.

The second chapter focuses on developing the main tools to verify the uniform distribution of
a sequence. First, we present the functional characterization, which states that a sequence is
uniformly distributed modulo 1 if and only if, for any integrable Riemann function, the mean of
the function evaluated over the values of the sequence converges to the integral of that function
on T. The second result is Weyl’s criterion. This is one of the most important methods, if not
the most important, to verify uniform distribution. It reduces the problem to the asymptotic
calculation of sums of complex exponentials. As applications, the uniform distribution of (na)
is demonstrated again, and additional examples are studied, including sequences that are not

uniformly distributed, (sinn).

In the third chapter, bounding techniques for sums of exponentials are explored. We will use
Euler’s summation formula. This formula allows us to express discrete sums in terms of inte-
grals, which can be estimated with precision. Thus, by bounding them, we can verify uniform
distribution using Weyl’s criterion. We will show that the sequence (alogn) is not uniformly
distributed modulo 1, while sequences of the form (an?) with 0 < ¢ < 1 are. The chapter
concludes with the proof of Fejér’s theorem, which guarantees the uniform distribution of a
sequence (g(n)) assuming that the function g and its derivative ¢’ satisfy certain growth, limit,

and monotonicity conditions.



To conclude, we study Van der Corput’s difference method. This method is based on Van
der Corput’s inequality, which relates sums of exponentials to their corresponding sums of
differences. From this inequality, we demonstrate that a sequence is uniformly distributed if its
sequences of differences are also uniformly distributed. As a primary application, we prove that
every sequence defined by a polynomial with at least one non-constant irrational coefficient is
uniformly distributed modulo 1. Furthermore, Van der Corput’s difference method allows us to
extend Fejér’s theorem to more general functions, provided that their higher-order derivatives

satisfy the appropriate growth conditions.



Resumen

El propdsito de este trabajo es estudiar el concepto de sucesién equidistribuida moédulo 1 y
probar algunos criterios que garantizan que una sucesion tiene esta propiedad, entre ellos el
teorema de Weyl. Una sucesién (x,),>1 modulo 1 consiste en observar solamente la parte
fraccionaria de sus términos (z,). Analizaremos cémo se distribuyen estos valores en el intervalo
[0,1), y en particular, cuando se distribuyen uniformemente en dicho intervalo. A lo largo de la

memoria, desarrollaremos herramientas eficaces para demostrar esta propiedad.

El trabajo se divide en cuatro capitulos. En el primero de ellos, introduciremos la nocién de los
nimeros reales médulo 1 y el espacio cociente T = R/Z, conocido como el toro unidimensional,
y que se identifica con el intervalo [0,1) con sus extremos conectados. A continuacién, defini-
remos el concepto de sucesion equidistribuida modulo 1 y demostraremos algunas propiedades
fundamentales, acompanadas de ejemplos ilustrativos. Cerraremos este capitulo demostrando el
teorema de equidistribucién de Weyl, que establece la equidistribucién de la sucesién (n«) para
todo « irracional. Para ello, haremos uso de la aproximacién de funciones continuas mediante

polinomios trigonométricos.

El segundo capitulo se centra en desarrollar las principales herramientas para verificar la equi-
distribucién de una sucesion. En primer lugar, presentamos la caracterizacion funcional, segin
la cual una sucesion es equidistribuida médulo 1 si y solo si, para cualquier funcién Riemann
integrable la media de la funcion evaluada sobre los valores de la sucesion converge a la integral
de dicha funciéon en T. La segunda es el criterio de Weyl. Este es uno de los métodos mas
importante, por no decir el méas importante, para comprobar la equidistribucién. Reduce el
problema al cdlculo asintético de sumas de exponenciales complejas. Como aplicaciones se de-
muestra nuevamente la equidistribucién de (na) y se estudian ejemplos adicionales incluyendo

sucesiones que no son uniformemente distribuidas (sinn).

En el tercer capitulo, se exploran técnicas de acotaciéon para las sumas de exponenciales. Uti-
lizaremos la férmula de sumacién de Euler. Esta nos permite reescribir las sumas discretas en
términos de integrales las cuales pueden ser estimadas con precision. De este modo, al acotar-
las, podremos verificar la equidistribuciéon mediante el criterio de Weyl. Demostraremos que la
sucesion (alogn) no es equidistribuida médulo 1, mientras que sucesiones de la forma (an?)
con 0 < 0 < 1, si lo son. El capitulo termina con la demostracién del teorema de Fejér, que
garantiza la equidistribucién de una sucesién (g(n)) siempre que la funcién g y su derivada ¢’

cumplan ciertas condiciones de crecimiento, limite y monotonia.

IIT



Para finalizar, estudiamos el método de las diferencias de Van der Corput. Este método se
basa en la desigualdad de Van der Corput, que relaciona las sumas de exponenciales con las
correspondientes sumas de sus diferencias. A partir de esta desigualdad, demostramos que una
sucesion es equidistribuida si también lo son sus sucesiones de diferencias. Como aplicacién
principal, probamos que toda sucesién definida por un polinomio con al menos un coeficiente
irracional no constante es equidistribuida modulo 1. Ademas, el método de las diferencias de
Van der Corput permite extender el teorema de Fejér a funciones més generales, siempre que

sus derivadas de orden superior cumplan las condiciones de crecimiento adecuadas.
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Capitulo ]_ -

Equidistribucion moédulo 1

Durante anos, el estudio de las sucesiones ha sido fundamental en la teoria de ntiimeros y en el
analisis. Una de las sucesiones mas relevantes es la sucesion formada por las partes fraccionarias

de los multiplos de un nimero real «,

(), (2a), (3ar), ..., (na), ...

donde (z) es la parte fraccionaria de z.

El comportamiento de esta sucesion depende de a. Si es racional, la sucesion es periddica y
toma un numero finito de valores. Sin embargo, cuando « es irracional, la sucesion deja de ser

periddica y no se repite. En este caso, surge la pregunta de como se distribuyen los valores.

En el siglo XIX, Kronecker demostro que si « es irracional, entonces la sucesion es densa en el
intervalo [0, 1). Més tarde, entre 1909 y 1910, Bohl, Sierpiriski y Weyl demostraron de manera
independiente que esta sucesiéon no solo es densa, sino que también es equidistribuida. Este
ultimo, Weyl, desarrollé una teoria general para el estudio de la distribucion de sucesiones
en [0,1).

Este capitulo se basa principalmente en el libro de Stein y Shakarchi [6, Capitulo 4, Seccién 2].
Exploraremos los conceptos basicos para estudiar este tipo de problemas y los usaremos para
demostrar el resultado Weyl, la equidistribucién de la sucesién (na) cuando « es un nimero

irracional.

1.1  Numeros reales médulo 1
Definicién 1.1 Se define la parte entera de un nimero x € R como
|z] =max{k € Z: k < x}.

Definicién 1.2 Se define la parte fraccionaria de un nimero x € R como

(x) =& — [x].



1.2. EQUIDISTRIBUCION DE SUCESIONES 2
Por definicion, se tiene que (x) € [0,1) para todo x € R.

Ahora, en R, consideramos la relacion de equivalencia dada por x ~ y si y solo si x —y € Z.
Es decir, dos niimeros son congruentes modulo Z o moédulo 1 si difieren por un niimero entero.
Lo indicamos con

r=y mbdZ 0 r=y mod 1.

Cada clase de equivalencia tiene un representante tinico en el intervalo [0, 1) que es justamente
la parte fraccionaria (z). Podemos pensar en el conjunto cociente R/Z como el intervalo [0, 1)
al identificar sus extremos 0 y 1. Este espacio se denota por T, el toro unidimensional o la

circunferencia unitaria.

A lo largo del trabajo, utilizaremos T para referirnos al intervalo [0, 1) con la identificacién de

sus extremos.

Observacion 1.3 Las funciones en T son funciones 1-periodicas en R. Es decir, si f : T — R,

entonces podemos extender f : R — C mediante
flx+1) = f(x) para todo x € R,

y viceversa. Debido a esta periodicidad, tenemos que f(x) = f({x)) para todo x € R, por lo que

podemos considerar a f como una funcion definida en T = |0, 1).

1.2  Equidistribucion de sucesiones

Definicién 1.4 Sea v = (2,,)n>1 una sucesion de nimeros reales. Decimos que (x,) es equi-

distribuida médulo 1 si para cada intervalo (a,b) CT con 0 < a < b <1 se cumple que

. An((a,b), )

Jim N =b—a (1.1)

donde
An((a,b),z) = Card{1 <n < N : (x,) € (a,b)}.

Observacion 1.5 Si consideramos la funcion caracteristica 1(,p) en T, entonces la condicion

de equidistribucion se puede reescribir como

N 1
1
lim — Z Lo (z,) = / 1oy (z) do =b—a.
n=1 0

N—ooo [V

Podemos pensar que, cuando una sucesiéon es equidistribuida médulo 1, sus términos se dis-
tribuyen de manera equitativa a lo largo de T. En particular, la proporcion de términos que

pertenecen a un subintervalo es igual a la longitud de dicho intervalo.
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La siguiente proposiciéon permite utilizar cualquier tipo de intervalo para verificar la equidistri-

bucion de una sucesion.

Proposicién 1.6 Sea x = (x,,)n,>1 una sucesion de nimeros reales. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. (z,) es equidistribuida mddulo 1.

2. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,b) con 0 <a <b<1.

3. La igualdad se cumple para todo intervalo |a,b], [a,b), (a,b] con 0 <a <b<1.
4. La igualdad se cumple para todo intervalo [0,b) con 0 < b < 1.

5. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,1) con 0 < a < 1.

6. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,b) con a,b € D, donde D C T es un

conjunto denso.

Demostracion.  La demostracion es+téeniea—y se incluye en el Apéndice O

Proposicion 1.7 Sea x = (,)n>1 una sucesion equidistribuida modulo 1. Si eliminamos un

numero finito de términos, la sucesion resultante sigue siendo equidistribuida modulo 1.

Demostracion.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que eliminamos los primeros M térmi-

nos de la sucesién y sea y = (Y, )n>1, definimos y,, = ,,+ s para cada n € N,

Sea (a,b) C T,
An((a,b),y) = Card{M +1<n< N+ M: (x,) € (a,b)},

por lo que,
AN(<G7 b)a y) = ANJrM((a’ b)a :L‘) - AM((av b)v ZL')

Como 0 < Apy((a,b),z) < M y la sucesién (z,,) es equidistribuida,

An((a,b),y) = lim (N+M An+m((a,b), ) . AM((a’b)’x)) =b—a
N N+M N '

lim
N—o0 N—o0

Por lo tanto, la sucesién (y,) es equidistribuida médulo 1. 0

Proposicién 1.8 Sea x = (z,)n,>1 una sucesion equidistribuida médulo 1 y sea o € R. Enton-

ces la sucesion y = (Yn)n>1 dada por y, = x, + « también es equidistribuida mddulo 1.

Demostracion.  Sea I = (a,b) C T con 0 < a < b < 1, definimos J = I —« mdd 1. Para cada
n € N, tenemos que
(Yn) €I <= (zp+a) €] <= (x,) € J,
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luego
AN([7 y) = AN(’L l’)

Como (z,,) es equidistribuida médulo 1 y la medida es invariante por traslaciones, se tiene

An(I An(J.
Km N( >y>: lim N( ’x):|J|:|]|,
N—oo N N—oo
demostrando que (y,) es equidistribuida médulo 1. O

Ejemplo 1.9 Sea r = (1,)n>1 una sucesion cualquiera. Definimos la sucesion x = (x,)n>1 por

Tnj2  SLN €S par,
Ty =
0 st m es impar.

Entonces (z,,) no es equidistribuida mddulo 1.

Resolucion.  Consideramos el intervalo [0,b) con b < 1/2. Si la sucesién fuese equidistribuida
modulo 1, deberia cumplirse que

An([0,b), )

lim =b.
N—oo

Sin embargo, para N = 2M,
Aopn([0,0),2) =M+ R donde R = Ap([0,0),7).

Los indices impares de la sucesién (x,,) son iguales a 0 y contribuyen con M términos.

Por consiguiente,
Aon([0,0),2) M+ R S M 1

oM T oM ToM 2

Debido a que b < 1/2, el limite anterior no puede ser igual a b y por tanto (x,) no es equidis-
tribuida maédulo 1. O

Ejemplo 1.10 La sucesion x = (x,)n>1 dada por
1 2 1 2 3 1 2 3 4
0,0, 2,0, = 2,0, —, = 2,0, 2,2, 2, 2,0, ...
) ) ) ) 37 37 747 47 4’ ) 57 5’ 57 57 )
es equidistribuida modulo 1.

Resolucion.  Para cada k € N, consideramos los conjuntos A; = {% 1=0,1,2,...,k— 1}.

La sucesién se puede escribir como la concatenacion de estos conjuntos,

A17 A2> A37 A47 A57
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Sea (a,b) con a,b ¢ Q, sea k fijo, estudiamos cuantos elementos de A pertenecen al intervalo,
Py = Card {% € Ay : % € (a,b)} - Card{% €Ay ic (k:a,kb)} .

Contando el nimero de enteros en el intervalo (ka, kb), obtenemos que

Po=|kb| — [ka+1] + 1= [kb] — |ka].

Tomando la sucesién hasta el conjunto Ay, inclusive. El nimero de total de términos y la

cantidad de términos que estan en el intervalo (a,b) es

M M
Z MM +1

k=1

M:

([kb] = [ka]).

e
Il

1
Veamos que, contando por conjuntos, se cumple la definicion de equidistribucién, es decir,

— 0 cuando M — oo.

Para ello, tratamos de acotarlo usando que (x) € [0,1) para cada = € R,

SM ‘ ‘SM—TM(Z)—CL) 1 M M
— —(b—a)| = = — kb| — |kal) — k(b—a
2 -a) a o) SULIRICIIED SR
R
= — kb| — |ka| — kb + ka
7 [P0 Lkl )
1 < 1 &
<o > lha) — ()| < D01
k=1 =1
Por lo tanto,
Su M 2
—(h— < = = )
T (b a)_TM M—|—1—>O cuando M — oo

Esto demuestra que, al contar por conjuntos, la sucesién es equidistribuida para N = T),.

Falta comprobar que también lo es para cualquier N.

Sea N tal que Ty < N < Thyq,

An((a,b),z) =Sy + R con 0 < R < Pyyg.
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Tenemos las siguientes desigualdades,

1
<

1
Sy < S R<S — <
MSopyt+ RSOy ¥ Torea NS

1
Ty’
Al multiplicarlas,

Sm < Su+ R < St

Ty = N 7 Ty

Al tomar limites cuando M — oo, y por lo tanto N — oo, obtenemos

Ty S S R S R T S
im =21 2M g ing 2 g qup 2R gy D Su
M=o Typp1 Thy N—o0 N—o0 M—oo Thpr Thra
S R S R
b—a <liminf M+ < lim sup M+ <b-a.
N—o0 N—o00
Por lo que, el limite existe y es
A
i AvU@0.0) g SR,
N—oo N—oo N

0

Ejemplo 1.11 Sean © = (x,)n>1,Y = (Yn)n>1 dos sucesiones equidistribuidas mddulo 1. En-

tonces la sucesion z = (2,)n>1 dada por

rp stn=2k—1,
Zn =
Y sin =2k,

también es equidistribuida modulo 1.

Resolucion.  Sea un intervalo (a,b) C T con 0 < a < b < 1. Consideremos 2N términos de la

sucesion (z,),

AZN((G7 b)a Z) = AN((aa b)am) + AN((a7 b)?y)'

Teniendo en cuenta que (z,,) e (y,) son equidistribuidas médulo 1, al dividir por 2N y pasar al

limite, obtenemos

Hm AQN((av b),Z) — lim 1 (AN(((I?b)?x) + AN((au b)7y)) —b—a.

N—oo 2N N—oo 2 N N

Por otra parte, si tomamos 2N + 1 términos de la sucesion (z,),

A2N+1((a7 b), Z) = A2N((a7 b)? Z) + 1(a,b) (waLl)'



1.3. SUCESION nao 7

Como 0 < 1gp)(zn41) < 1, al dividir por 2N + 1 y tomando limites,

A2N+1((aa b)> Z) 2N A2N((a7 b)7 Z) 1(a b)(xNJrl)
1 = ]_ . - b — .
N 2N+ 1 VRN T 2y T TN ¢
Por lo tanto, (z,) es equidistribuida médulo 1. O

1.3 Sucesion no

Como cierre a este capitulo, estudiaremos la sucesién (na),>1. Analizaremos su comportamiento
moédulo 1 en funcién del «, distinguiendo si es racional o irracional. En particular, para el caso

irracional demostraremos que es equidistribuida médulo 1.

Proposiciéon 1.12 Sea a € R.

1. Sia € Q, entonces la sucesion ((na))n,>1 es periddica y tiene un nimero finito de términos

distintos.

2. Sia ¢ Q, entonces la sucesion ((na)),>1 tiene infinitos términos distintos.

Demostracion. 1. Sea o = p/q con p,q € Z 'y q # 0. Entonces,

(p/a@), 2p/q), .., {(¢ —V)p/q), (ap/q) = {p) = 0.

A partir de aqui, la sucesién se repite,

((¢+V)p/q) = (1+p/q) = (p/q)-

2. Sea a ¢ Q y supongamos que (na) = (ma) para ciertos n,m € N con n # m. Tenemos

que

(na) = (ma) <= na — [na| =ma — [ma|
< (n—m)a=|nal —|ma] €Z,
lo que implicaria que o € Q. Contradiccion #. O

Consideramos ahora el caso en el que o ¢ Q. En esta situacién, la sucesién (na),>1 es equidis-

tribuida médulo 1. Para demostrar este resultado, haremos uso del siguiente lema.

Lema 1.13 Sea f € C(T) y sea a ¢ Q. Entonces,

1w !
— d do N .
N ;f(na) —>/0 f(z) dx cuando N — oo
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Demostracion.  La prueba la vamos a dividir en 4 pasos.

Paso 1. Sea f =1,
1 1
NE flra)=1 'y /Of() 1

Paso 2. Sea f(x) = e*™** con k € Z.

Si k = 0 estamos en el paso 1, por lo tanto, sea k # 0 y sea r = e™ka

N N
1 2mikna 1 n 1 T_rN—H
N;e _anlr TN 1

1 i = 2
R r e
N — N| 1—7r N|1 —r|
De este modo,
| XN
/ 2mikno
din, y 2 =

Por otro lado, calculando la integral,

1 4 2miks ] L 2mik _
/ ekax dr = € : — € y = O7
0 2mik |, 2mik

obtenemos que se cumple el lema para las exponenciales complejas.

Paso 3. Sea P € P(T) un polinomio trigonométrico, P = Yo', cxe*™™** con ¢, € Cy M € N.

Veamos que se cumple el lema para P,

1 N 1 N M M 1 N
_ = 2mikno . s 2mikno
N;P(na)—NZ Z ce _kZ_:MCk (N;e )

n=1 k=—M

2’ . 1 .
Por el paso 2, cada término de la suma converge a fo e? ke dr. luego
M | N M | N
lim E - | — E e?mkna — 2 C - lim — E 627rzkna
N—oo N N—oo N
M k=—M n=1
M 1
— 2 Cr - / eQﬂ'zkzx dr
k=—M 0

1 M
/0

1
cpe’mke dx:/ P(z) dz.
M 0

k=—
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Se cumple el lema para polinomios trigonométricos.

Paso 4. Sea f € C(T), sea € > 0, por el Teorema de Weierstrass, , existe un polinomio

trigonométrico P tal que

sup |f(w) = Plz)| < e

Por el paso 3, sabemos que para ese € > 0, existe Ny € N tal que para todo N > N, se cumple

que

Por lo tanto, para N > N,

1 < 1
OISRy ICTE

1 N
< 3 2. 1/(na) = Plaa)

Como € > 0 es arbitrario, queda demostrado el lema. 0

Teorema 1.14 Sea o ¢ Q entonces la sucesion (na),>1 es equidistribuida mddulo 1.

Demostracion. La demostracién se basa en la Observacién [5G

Sea (a,b) C T con 0 < a < b <1, seae >0 que cumpla que ¢ < 1 min{a,1 —b,b — a} y sean
f=, f& € C(T) funciones tales que

0< 1(a+€,b—e) < f; < ]-(a,b) < f; < 1(a—s,b+e) <L
Sea Sy = SN 1,5 (na), entonces,

n=1
=3 ey < 5 ifj
N £ N 2

2|z

Tomando limites cuando N — oo, por el lema anterior, se tiene que

b—a—25</ f( d:c<hm1nf%<hmsup—</ [ (z) de < b—a+ 2e.

N—oo
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1.0

0.8+

0.6 1

0.4 4

0.2 1

0.0 1

" Lia+eb-r)
— fE’

== lan
—_

== Lla-eb+e)

x€7=[0,1)

Figura 1.1. Gréfico de las funciones 1(giep—c), fo, Lap)s fo ¥V Lia—epre) Para el caso

(a,b) =(0.3,0.7), e = 0.1.

Finalmente, tomando el limite cuando £ — 0 se obtiene,

S S
b—agliminf—NSHmsup—NSb—a.

N—oo N—oo
Por lo tanto, el limite existe y
| N
Jin 3 Yan(ne) =b=a



Capitulo 2 -

Caracterizaciones de la

equidistribucion

En el capitulo anterior, definimos el concepto de equidistribucion de sucesiones modulo 1 y
estudiamos el ejemplo de la sucesion (na),>1. A continuacién, presentamos dos herramientas
fundamentales para el estudio de la equidistribucién de sucesiones, siguiendo el libro de Kuipers

y Niederreiter |4, Capitulos 1-2]

La primera es la caracterizacién funcional. Esta establece que una sucesion es equidistribuida
moédulo 1 si y solo si, para toda funciéon Riemann integrable, la media de la funcién evaluada

en los términos de la sucesion converge a la integral de la funcién sobre T.

La segunda caracterizacion es el criterio de Weyl, que proporciona una condicién sobre sumas

de exponenciales para determinar la equidistribucion de una sucesion.

2.1 Caracterizacion funcional

Teorema 2.1 Sea (x,),>1 una sucesion de nimeros reales, entonces son equivalentes:

1. (x,) es equidistribuida modulo 1.

2. Para toda funcion f € R(T), Riemann integrable, se cumple que

Demostracion. 1 =2 Sea (x,) una sucesién equidistribuida médulo 1.

Consideremos la particiéon 0 = ag < a; < ... < ap = 1 de T. Sea f una funcién escalonada tal

que f(x) = Zle Cili, 1,0, (®) con ¢; € R para cadai=1,... k.

11
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Entonces,

1 1 N k
NZ NZ

n=1 n=1 i=

N
Cz]-al 1,ai) zn Zcz (]1[ Z 1a1 1,ai)($n)) ;
1

n=1

como (z,) es equidistribuida, por la Observacién [L.5]

k N
A}f_r}réo Z G <% Z 1[,11._17@1.)(1}”)) = (j\}l_l}noo N Z ]-[a1 1 az) T )

=1
1
c,-/ 1, 1 (x) d

/qu[a”a )dxz/olf(x)dx

Ahora, sea f € R(T). Como f es integrable Riemann, para todo € > 0 existe una particién
P={0=ag < - <a,=1} tal que, si definimos

k k
= Zmi]‘[ai—l,ai)<x>7 U(z) = Z Mila, 0 ()
i=1 i=1

donde m; = infrefa, ,.a) f(%) ¥ Mi = SUDe(o, , 00 () se tiene
1 1
L(z) < f(z) < U(x), / U(x)dx—/ L(z)dz <e.
0 0
Sea Sy = ij:l f(x,). Tenemos

N N
SN

3 2 Mo 5 2 3 20

como L y U son funciones escalonadas, al tomar limites,

1 1 1 1
/ f(a:)d:p—sg/ L(z )d:):<hm1nfs—<hmsups—</ U(x)d:vg/ flz)dx +«.
0 0 N N N 0 0

N—o0

Dado que € > 0 es arbitrario, se concluye que

1< 1
ngnooﬁ;fm): | f(@)de.

2 =1 Sea un intervalo (a,b) C Tcon 0 < a < b < 1y sea f(x) = 1 (x), dado que f es
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Riemann integrable,

1
A}gnoo_zlab Tn —/0 1((1,12)(‘73) dlE:b—a,

lo que demuestra que (x,,) es equidistribuida médulo 1. U

Corolario 2.2 Sea (x,),>1 una sucesion de nimeros reales, entonces son equivalentes:

1. (zy,) es equidistribuida mddulo 1.

2. Para toda funcion f € C(T), se cumple que

N 1
lim %;f(xn)z [ @) e

Demostracion. 1 =2 Es inmediato por el Teorema [2.1] ya que C(T) C R(T).

2 =1 La demostracién es analoga a la del Teorema |1.14] 0

Ejemplo 2.3 Sea (x,),>1 una sucesion de nimeros reales en T. Para un intervalo [a,b) C T,
definimos la suma de los términos de la sucesion que caen dentro del intervalo [a,b) como

S(la,b),N) = 32Nz, 10y (@n). Entonces, la sucesion (x,,) es equidistribuida modulo 1 si y

n=1

solo si para cada intervalo [a,b) C T,

s S([avb)aN)_l 2 2
i i LR

Demostracion. = Sea [a,b) CT con0<a<b<1ysea f(x) =zl ().

Como (z,,) es equidistribuida y f € R(T),
_ S(la,b),N) 1 & b,
J&E%OT*]&E&NZ ) /f /”””5“) —a)

— Sea f(z) =" e 14, 1., () una funcion lineal a trozos, cada segmento es de la forma
y = kx,y laparticion P={0=qy<a; <...<ap=1}deT.

N N k
%Z s :Nzg 1T Lo,y 00 (Tn) ZCZ<NZ%1[Q”% ﬂfn)),
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como cada término es de la forma S([a,b), N), al tomar limites,

ST

1
Ci/ 1, 6 (7) do
0

i=1

/Zclea”az) dx—/ f(z

Dadoa > 0y f € R(T) tal que f(z) = 0 para = € [0,a). En virtud del Teorema[A.2] para cada

e > 0 existen funciones lineales a trozos L, U tales que
1 1
L(z) < f(z) < U(x), / U(x)dx—/ L(z)dx <e.
0 0
Luego si Sy = Zgzl f(zx,), entonces,
| N
SN
W He) Y €y e
como L y U son funciones lineales a trozos de la forma anterior, al tomar limites,

N—o0

1 1 1 1
/ flz)dr —e < / L(z)dz < hmlnfs— < hmsupS— < / U(z)dz < / flz)dx +«.
0 0 N—oo N N 0 0
Dado que € > 0 es arbitrario, se concluye que
Ay Z e = [ 10

cuando f € R(T) y f(z) =0 para z € [0,a) con a > 0.

En particular, aplicando el resultado a f(z) = 1(q1)(), con 0 < a < 1,

1
]\};H;O_Zlal T —/0 ]-(a,l)(x) dl‘:l—a,

lo que demuestra, por la Proposicién que (z,) es equidistribuida médulo 1 O
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2.2 Criterio de Weyl

La caracterizacion funcional es una herramienta de gran utilidad, aunque a menudo resulta
dificil de aplicar. El criterio de Weyl nos proporciona un método mas concreto para verificar la

equidistribucién de una sucesién.

2mikx

El criterio se basa en el hecho de que las funciones f(z) = e , con k € Z, son continuas

y satisfacen las condiciones del Corolario Por otra parte, esta familia de funciones es lo

suficientemente rica como para determinar la equidistribucién de una sucesion.

Teorema 2.4 (Criterio de Weyl) Sea (z,,),>1 una sucesion de nimeros reales, entonces son

equivalentes:

1. (xy,) es equidistribuida modulo 1.

2. Para cada k € 7\ {0},

N
1 .
N E 2™k (0 cuando N — oco.

n=1

Demostracion. 1==2 Seak € Z\ {0} y sea f(z) = e*** f € C(T) y por el Corolario[2.2]

se cumple que
1 & !
lim — E e?mikin — [ 2R o = (),
n=1

2 = 1 La hipdtesis es el paso 2 del Lema Reproduciendo la prueba, se concluye que
para cada funcién f € C(T)

N 1
) 1
Jim 31w = | s ao
y por el Corolario la sucesién (x,) es equidistribuida médulo 1. O

Ejemplo 2.5 La sucesion (na),>1 con a ¢ Q es equidistribuida mddulo 1.

Resolucion. Sea k € Z \ {0},

1 & 1
s 2mikno| . —
N ; ‘ N

e?m’kza(l o €2m'kNa) 2

1— eQm'ka S N’e27rika _ 1‘ ’

Como «a ¢ Q, se tiene ka ¢ Z y por tanto e?™ke £ 1
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Al tomar el limite cuando N — oo se concluye que

| N
‘ 2mikna —
A Z_l ¢ 0
y por el criterio de Weyl, la sucesién (na) es equidistribuida médulo 1. 0

Ejemplo 2.6 Sea (x,,),>1 una sucesion equidistribuida modulo 1, sea a € Z\ {0} y sea b € R.

Entonces la sucesion (ax, + b),>1 es equidistribuida mddulo 1.

Resolucion.  Definimos y,, = ax,, + b. Para cada k € Z \ {0} se tiene

1 1 — 1 Y 1
- 2mikyn | | = 2mik(axn+b) | __ | = 2mwikb 2mi(ka)rn | _ | 2mi(ka)xn
R RPN N P N |

Dado que ka € Z\ {0} y (z,) es equidistribuida, el criterio de Weyl implica que

N N

1 . 1 ,
1i - 2mi(ka)xn — 1 - 2mikyn —
a2 din g 2 =
n=1 n=1
y por este mismo criterio, la sucesion (y,) es equidistribuida médulo 1. 0

Como consecuencia, la Proposicién [1.8| es un corolario de este resultado.

Ejemplo 2.7 La sucesion (sinn),>1 no es equidistribuida mddulo 1.

Resolucion.  Observemos que, como 2L ¢ Q, la sucesién (2+) es equidistribuida médulo 1.
s 2w

Sea f(z) = e*™sin@m)  f ¢ C(T). Por el Corolario 2.2/ aplicado a z,, = 4%, tenemos que
1 & !
I 2misinn _ 2mi sin(27x) )
iy dpmeen = [ anserids

El termino de la izquierda coincide con la suma del criterio de Weyl para k = 1 aplicada a la

sucesion (sinn).
Si (sinn) fuera equidistribuida médulo 1, el criterio de Weyl implicaria que el limite es 0.

Pero al calcular la integral con el cambio de variable ¢ = 272 obtenemos,

1 2m

. 1 i i

/ 627rzsm(27rx) dr = — 627”5mt dt = JO(27T) ~ 0, 22
0 2m J,

donde Jj es la funcién de Bessel v = 0. Consultar [B.3]

Por lo tanto, el criterio de Weyl no se cumple para k = 1, y (sinn) no es equidistribuida. [



Capitulo 3 -

Método de Euler

Mediante el criterio de Weyl, podemos demostrar facilmente que una sucesion es equidistribuida.
En este capitulo presentamos un método, inspirado en los ejercicios de Kuipers [4, Ejercicios

2.21-2.22], para verificar dicha propiedad apoyandose en la férmula de sumacién de Euler.

Esta férmula nos permite expresar sumas de exponenciales en términos de integrales, las cuales

podemos acotar de forma precisa.

3.1 Formula de Euler y teorema de Fejér

Proposicién 3.1 (Férmula de sumacién de Euler) Sea N € N y sea f : [1, N] — C una

funcion tal que f' € C([1, N]). Entonces se cumple la siguiente igualdad:
N N
= / f(z)de + M —I—/ ((az} — %) f'(x) dx. (3.1)
1 1

Demostracion.  Dividimos el intervalo [1, N] en subintervalos [n,n+ 1] conn=1,..., N — 1.

Para cada intervalo [n,n + 1] se tiene que (x) = 2 — n, al integrar por partes,

[ (- g< ol e

(n+1)+ = f / f(z

Sumando sobre n =1,2,... N — 1,

NZ / v CEHECEE 3 (3001 + 3 500) - 3 [ i@

n=1

17
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Luego,
N 1 al 1
[ (0-3) =300 - 50 - 350~ [ s
1 n=1
Reordenando los términos se obtiene la igualdad deseada. 0

Ejemplo 3.2 La sucesion (alogn),>1 con a € R no es equidistribuida modulo 1.

Resolucion. Si a = 0, la secuencia es constante e igual a 0, por lo que no es equidistribuida.

Supongamos que a # 0. Verificaremos que no se cumple el criterio de Weyl para k£ = 1. Es

decir,

lim — Z g2mialogn 7& 0.

N—oo N

Sea f(z) = e?™alos=  Aplicando la férmula ([3.1])

N N N .
. ) 1 ) 1\ 2 :
" ermialosn — / e BT dy - o (e RN 1) + / (<x> - —) T rriatosa gy,

Calculamos la primera integral mediante el cambio de variable u = logx, x = e* y dx = e“du.

Cuando x =1, u =0y cuando x = N, u = log N.

N log N (2mia+1)u log N
2mia log (2mia+1)u €
e dr = e du = | ———
1 0 2mia+1],

6(27m'a+1)logN -1 N627ria10gN -1

2mia + 1 - 2mia+1

Dividiendo por N,
N627ria logN 1 627ria log N 1

N(@2mia+1)  2mia+1 NQ2mia+1)

Cuando N — o0, el segundo término se anula, mientras que el primero no puede converger a

0, ya que oscila sobre una circunferencia de radio positivo.

El término central se puede acotar por
1 27ialog N
5 (e +1)] <1,

luego, tras dividir por NV, tdmbien tiende a 0.

Para la segunda integral, usamos que [(z) — 3| < 3 y que |¢?™elos| =1,

N .
1Y\ 2 :
/1 (<[E> o 5) 7;2@ e27rza10gx dr

M1
§7r|a]/ —dx = ml|allog N.
L
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En consecuencia,

I 1\ 27ia .,
fm ((x> - —> 2T eamialogw gy ().
1 2 x

Como la primera integral no converge a 0, no se verifica el criterio de Weyl para k = 1.

Por tanto, la sucesién (alogn) no es equidistribuida médulo 1. U

Ejemplo 3.3 La sucesion (an?)p,>1 cona € R, a# 0 y o € (0,1) es equidistribuida modulo 1.

Resolucion.  Para demostrarlo utilizaremos el criterio de Weyl.

Sea k € Z \ {0}, como a # 0, entonces b = ak # 0. Basta comprobar que

N

1 Do

N E e2min” cuando N — oo.
n=1

Aplicando la férmula (3.1)) a la funcién f(x) = €2

N

Ze2wzbn — / emex dr + 5 (6271'sz + 627rzb) +/ ((ZL‘> o 5) QWibUZEU_l 627rzb;c do.
1 1

n=1

Calculamos la primera integral usando integracion por partes,

N 4 N ( eQwibz")/ 1 N ' .
/ 627r7,b1‘ dr = / dr = / (eZTrsz ) 5131_0 dx
1 1 1

2miboxo—1 - 2mibo

1 2mibz?  1-o 1V N omiba
_ ([eﬂ'zmxo}l _(1_0_)/1 €mx£liadl'>.

© 27ibo

Acotando cada uno de los términos anteriores,

}GQWibNUNl—O' o e27rib{ S Nl—a + 1’

N N -0
- N7 -1
/ e2mib” = x| < / 7 %dr = ———.
1 1

1—-o0o
Ambos crecen del orden de N'=7, por lo que la primera integral es O(N'7).

El término central se acota por

- (627ribN” + 627rib)
2

<1

— 9

’ 1

por lo que es O(1).
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Para la segunda integral, usando que [(z) — | < 1,y que [e*™*7| =1, se tiene

N 1 b
/ <<x> - 5) 2mibox® ! 2 dy;
1

por lo que esta integral es O(N7).

N
< 7r|b|/ 27V d = w|b(N7 — 1),
1

Reuniendo las estimaciones anteriores, y teniendo en cuenta que o € (0, 1), se obtiene

Ze%ibn” _ O(Nl—a) + O(l) + O(NU) _ O(Nméx{o,l—d}) = o(N)

n=1

De este modo,
N

1 -
lim — E :€2mlm =0
Nooco N

n=1

y por tanto la sucesién (an?) es equidistribuida médulo 1.

20

U

La idea del ejemplo anterior se puede extender a funciones méas generales que cumplan ciertas

condiciones de crecimiento. El siguiente resultado, el teorema de Fejér, nos dice con precision

cudles son estas condiciones.

Teorema 3.4 (Teorema de Fejér) Sea g : [1,00) — R una funcion derivable tal que g €

C([1,00)) y ¢'(x) es mondtona para x > xo para algin xo > 1. Si se cumplen las siguientes

condiciones,

lim ¢'(z) =0 Y lim z |¢'(z)| = oo,

T—00 T—00

entonces la sucesion (g(n))n>1 es equidistribuida médulo 1.

(3.2)

Demostracion. Sea N >z y sea k € Z \ {0}. Aplicando la férmula (3.1)) a f(z) = e?7k9(®),

N

2

n=1

La primera integral la separamos en los dos intervalos [1, zo] v [xg, V],

N x0 N
/ e?'frik’g(:c) dr = / 627r7lkg(a:) dr _|_/ 627rik:g(x) dr.
1 1 o

El primer intervalo se acota por
Zo
/ e27rikg(x) dx
1

y al dividir por NV, se anula cuando N — oo.

Sx()_la

N N
ZGQNikg(n) _ / 627rikg(m) dx + % (627rz'kg(N) + 627rik:g(1)) +/ ((ZL‘> . 1) 27le’g,(l’> 627rikg(x) dr.
1 1
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Para el segundo, aplicamos integracién por partes,

/N omiko(e) g _ /N <e27rikg(x))/ o 1 /N (627”'169(96))/ .

2mikg'(x) ~  2mik J,,  ¢'()

mikg(x) 1N N /
([ i (1Y ).
2mik \ | 9'(x) ], Ju g'(z)

Vamos a acotar cada uno de los sumandos. En el primero,

fy) xo

e27rikg(N) 62m’kg(mg) 1 1
/ - ! S / + / :
g'(N) 9'(x0) lg'(N)| |9’ (0)]

Dividiendo por N y usando la hipdtesis (3.2)), se tiene que

1 1

+ — 0 cuando N — oo.
Nlg'(N)| = Nlg'(zo)]

Para el segundo, tenemos

[ () = L ()

Como ¢'(x) es mondtona a partir de zp y lim, ., ¢’'(x) = 0, entonces ¢’(x) no cambia de signo

dz.

para x > xo. Ademads, no puede ser que ¢'(z) = 0 para algin = > xy, ya que entonces, por ser

mondtona, ¢'(x) = 0 a partir de ahi, lo que contradice la condicién lim, ., z|¢'(z)| = occ.

Por lo tanto, 1/¢'(x) es mondtona para = > xg, luego (1/¢'(x))" es de signo constante para
T > Zg.

/N (g’(lx))/ o /N <9/(1x>>,dx

y al igual que antes, al dividir por N se anula cuando N — oo.

1 1

g'(N)  g'(xo)

1 1
< + ;
lg'(N)| - 1g'(o)

Todo esto muestra que,
TN,
lim — / 2RI g = ().
N—oo 1

El término central se acota por

I

‘% (€2m'kg(N) + eQwikg(l))‘ <1

por lo que, tras dividir por N, tambien tiende a 0.
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Por tltimo, la segunda integral, usando que |{z) — %| < % y que |e?™*9()| =1, se tiene

N 1
/ <(J;> - 5) omikyg' () €2 9@ dg| < 7r|k|/ x)| dz.
1

Como lim,_, ¢'(z) = 0, entonces para cada € > 0 existe 1 > 0 tal que |¢'(x)| < € para & > z;.

Sea e > 0 fijo y sea N > x1, como ¢'(x) es continua para x > 1, entonces es integrable en [1, 4],

por lo que existe M > 0 tal que f1 ' (z)]| dz < M.

Por lo tanto,

N T N
/ |g'(x)|dx:/ |g'(ac)|dx+/ §/(2)] dz < M + (N — 21) < M + Ne.
1 1

1

Luego,
N

1
lim sup — | ()| dx < e.

N—oo 1

Dado que € > 0 es arbitrario, y que el integrando es positivo, se concluye que

1 N
lim N/1 | (z)|dx = 0,

N—oo

y por lo tanto,
’ 2mikg(x) —
]\}I_I)ICI)O N / ( ) 2mikg'(x) e dx = 0.

Todos los términos divididos por N tienden a 0 cuando N — oo, por lo tanto se cumple el

criterio de Weyl y la sucesién (g(n)) es equidistribuida médulo 1. O

Ejemplo 3.5 Las sucesiones (anlog” n),>2 cona # 0, 0 € (0,1) y 7 € R son equidistribuidas

modulo 1.

Resolucion.  Sea x, = an’log” n para cada n > 2. Definimos g(z) = a(x + 1) log" (z + 1)

n [1,00), entonces g(n) = x,,1 para cada n > 1, y su derivada es
g (x) =a(x+1)" "og" ! (z + 1) (s log(z +1) +7),
que es continua en [1,00) por ser composicién de continuas. Puesto que o € (0, 1),

lim ¢'(z) =0 y lim z|¢'(z)| = o0

T—00 T—00
Para estudiar la monotonia, calculamos la segunda derivada de g:

¢"(z) = a(z+1)7*log” *(z + 1) (o(0 — 1) log*(z + 1) + 7(20 — 1) log(z + 1) + 7(7 — 1)) .
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El término (x + 1)°~2log” ?(x + 1) es positivo para cada x > 1. Por otra parte,

lim (o(0 —1)log*(x + 1) + 7(20 — 1) log(z + 1) + 7(7 — 1)) = —o0,

T—00

ya que o < 1. Por tanto, existe o > 1 tal que este término es negativo para todo x > xg, y
en consecuencia ¢”(x) tiene signo constante para x > xy. Esto implica que ¢’(x) es mondtona

para r > x.

Por el Teorema , (g(n)) es equidistribuida médulo 1 y por lo tanto, (z,) también lo es. [

Ejemplo 3.6 Las sucesiones (alog" n),>1 cona # 0 y 1 > 1 son equidistribuidas mddulo 1.

Resolucion.  Sea g(x) = alog™ (z) en [1,00), su derivada es

arlog™ Hx
g/(x) — T()7

como T > 1, es continua en [1, 00) por ser composicién de continuas. Ademas,

lim ¢'(z) =0 y lim z|¢'(z)| = oc.
T—00 T—00

Para ver la monotonia de ¢'(z), calculamos ¢”(x):

w (1 —1—1log(z)).

" _
g'(2) = a2

Obtenemos que ¢”(z) = 0 en x = €~ !. Luego para x > € ! la funcién ¢”(z) es de signo
constante. Por tanto, ¢’(z) es monétona a partir de xg = €7 L.
Por el Teorema [3.4] la sucesién (alog’(n)) es equidistribuida médulo 1. O

Ejemplo 3.7 Las sucesiones (anlog” n)p,>e con a # 0 y 7 < 0 son equidistribuidas mddulo 1.

Resolucion.  Sea x, = anlog”n para cada n > 2. Definimos g(z) = a(x + 1)log™ (z + 1)

en [1,00), entonces g(n) = x,+1 para cada n > 1, y su derivada es
¢ () = alog™(x + 1) + arlog” (x + 1),
que es continua en [1,00) por ser composicién de continuas. Ademds, como 7 < 0,

lim ¢'(z) =0 y lim z|¢'(x)| = oo.

T—00 T—00

Para comprobar la monotonia de ¢’(x), calculamos su derivada,

log™ %(z + 1)

po] (log(zx+1)+7—1).

" (x) =ar
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Como ¢"(z) = 0 en z = e'™™ — 1, entonces para x > e!~7 — 1 se tiene que ¢”(x) es de signo

constante. En consecuencia, ¢’(z) es monétona a partir de xp = e!=7 — 1.

Por el Teorema [3.4] (g(n)) es equidistribuida médulo 1 y por lo tanto, (z,) también lo es. [



Capitulo 4: -

Método de Van der Corput

Finalmente, desarrollaremos uno de los métodos més potentes para el estudio de la equidistribu-
cién de sucesiones, el método de las diferencias de Van der Corput. Seguiremos principalmente

la exposicién de Kuipers , Capitulo 3] y los ejercicios de Stein y Shakarchi @, Problema 4.6.2].

Este método nos permitira demostrar la equidistribucién de las sucesiones dadas por polinomios

con al menos un coeficiente irracional, y extender el teorema de Fejér a funciones mas generales.

4.1  Desigualdad de Van der Corput

El teorema de las diferencias de Van der Corput se basa en la siguiente desigualdad:

Lema 4.1 (Desigualdad de Van der Corput) Sean H N € N con 1 < H < N, entonces

2

N NH 1|N=h
2mif(n) N 2mi(f(n+h)—f(n))| 4.1
Semo] <453 )
n=1 h=0 | n=1
Demostracion. Sea u, € C conn = 1,..., N. Definimos u,, = 0 paran > N y para n < 0.

Entonces,
N H N
H g Uy = g E Uy
n=1 k=1 n=1

Sea k fijo, consideramos el cambio de variable p = n+k. Luego,n =p—kyp=1+k,..., N+k

H N H N+k
DD =D D Uk
k=1 n=1 k=1 p=k+1

Por lo tanto, gracias a la extension de ceros de los u,,

N H N+H N+H H
HE Uy = E E Up_f = g E Up—-
n=1 k=1 p=2 p=2 k=1

25
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Ahora, elevamos al cuadrado ambos lados y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, [B.4}

2 2

N N+H | H
‘qun S(NHH=1) > ) upy,
n=1 p=2 |k=1

Fijado p, desarrollamos el sumatorio de dentro del término de la derecha:

(o) () o

k=1 s=1

H
E Up—k
k=1

Este doble sumatorio se descompone en tres partes: la parte diagonal, correspondiente a k = s;

la parte inferior, correspondiente a k < s; y la parte superior k > s,

H H H
_ 2 _ __
E E Up—kUp—s = E :|upfk| + E Up—kUp—s + E Up—kUp—s-
k=1

k=1 s=1 1<k<s<H 1<s<k<H

Gracias a la simetria de los sumatorios de la parte inferior e superior, se pueden juntar ambos

sumatorios y se obtiene

H H H
DD kT =Y i+ Y 2Re(up k).
k=1

k=1 s=1 1<k<s<H

De momento tenemos la siguiente cota:

N 2 N+H H N+H
H Y up| S(N+H-=1)) D fup P +2(N+H—=1) > > Re(uprl,—)
n=1 p=2 k=1 p=2 1<k<s<H

N N+H
<(N+H-1)HY |ug*+2(N + H —1)Re (Z > upkm) .

n=1 p=2 1<k<s<H

Estudiamos el sumatorio del segundo término. Hacemos el cambio de variable n = p—s, notando

que u, = 0 salvo paran = 1,..., N. Ademds, como la suma es finita podemos cambiar el orden
de los sumatorios,
N+H N
E E Up—kUp—s = E E Upts—kUnp -
p=2 1<k<s<H 1<k<s<H n=1
Sea k fijo, hacemos el cambio de variable h = s — k. Como k < s entonces s =k+1,...,Hy

h=1,...,H— k. Obtenemos

T

-1 H-k

N N
E E Upys—kUp = E Up 4 hUp -

1<k<s<H n=1 1 h=1 n=1

T

ES
I
T
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Sabemos que 1 <h< H —kentonces2<h+k<Hyl<k<H--—h,

H-1H-k N H-1H-1 N
E E Upgp Uy = 1[2,H](h + k:) E UppUn
k=1 h=1 n=1 k=1 h=1 n=1
H—-1H-1

WE

un—i—hu_n)

1[27H](h + k}) (

h=1 k=1 n=1
H—-1H-h N

- § UppUp
h=1 k=1 \n=1
H-1 N

= E un+hun .
h:l

La cota anterior se simplifica como

H—-1
H? Zun N+H—1H2|un|2+2(N+H—1 ( (H — h) <Zun+hun>>
n=1 h=1
H-1 N
<2(N+H—-1)Re (Z(H — h) (Z un+hu_n>> .
h=0 n=0
Considerando las siguientes acotaciones: N+ H —1 < 2N, H—h < H y Re(z) < |z| para todo
z € C, y teniendo en cuenta que u,, = 0 salvo paran =1,..., N obtenemos
N 2 H—1|N—h
H* Y up| SANHY 1Yty |
n=1 h=0 | n=1

Finalmente, dividiendo ambos lados por H? y aplicando u, = >/ obtenemos la férmula
deseada
N 2 N H—1|N—h
Z e2m’f(n) v o2 (f(n+h)—f(n)) .
H
n=1 h=0 | n=1

4.2  Teorema de las diferencias de Van der Corput

La desigualdad de Van der Corput nos permite estudiar las sumas de exponenciales de una
funcién a partir de las correspondientes sumas de sus diferencias. Ahora veremos como podemos

aplicar esta desigualdad al caso de la sucesién (na).

Ejemplo 4.2 La sucesion (n*a),>1 con a & Q es equidistribuida médulo 1.
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Resolucion.  Sea k € Z\ {0} y sea f(n) = kn’q,

f(n+h)— f(n) =k((n+ h)’*a —n’a) = k(2hna + h*a).

Usando la estimacién (4.1)), y como para h = 0 se tiene > = 1,

N 2 N2 N H=L|N=h
Ln2 2
E e?mkn o < 4 4= e2mkz (2hna+h*o
H
n=1 h=1 [ n=1

Sabemos que (n«) es equidistribuida médulo 1. Para cada h # 0, por el Ejemplo se tiene
que (2hna + h%a) es equidistribuida médulo 1.

Al dividir por N2,

N 2 H—1 N—h
1 2mikn2a 4 4 N —h 1 2mik(2hna+h2a)
O A P N |

N—h
lim 2mik(2hna+h?a) 0
N—oo N —
n=1
Por tanto,
2
N
1 , 4
limsup | — emiknTal <
N—oo N ; H

Dado que es cierto para cada H € N, haciendo H — oo se concluye que

N 2

. 1 2mikn2a
a2, =0
Por lo tanto, por el criterio de Weyl, la sucesién (n?a) es equidistribuida médulo 1. U

Esta idea de relacionar la sucesion original con sus diferencias la podemos extender a un resul-

tado mas general, el teorema de las diferencias de Van der Corput.

Teorema 4.3 (Teorema de las diferencias de Van der Corput) Sea (x,),>1 una suce-
sion de numeros reales. Si para cada h = 1,2,..., la sucesion (Tpipn — x,) €s equidistribuida

mddulo 1, entonces la sucesion (z,,) es equidistribuida mddulo 1.

Demostracion.  Sea k € Z\ {0} y sea f(n) = kx,. Usando la estimacién (4.1)), y teniendo en
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2130

cuenta que para h = 0 se tiene e = 1, obtenemos

2

N H-1 N—h
1 Z 627rzka:n 4 ‘l’ i Z N—nh 1 Z 627rik(zn+h—acn) .
H N |[N—h
nzl h=1 n=1
Dado que para cada h = 1,2,... la sucesién (z,,, — z,) es equidistribuida médulo 1, por el

criterio de Weyl se tiene que

| N=h
1 2mik(Tpph—Tn) _ )
Nowos N — I ¢ 0
n=1
Por tanto,
N 2
1 4
limsup |— e¥rikan| <
N—o0 N n2::1 H

Dado que es cierto para cada H € N, haciendo H — oo se concluye que

2

lim
N—o0

1 N
N Z_: 2mikxy

Por lo tanto, por el criterio de Weyl, la sucesion (x,,) es equidistribuida médulo 1. 0]

4.3  Aplicaciones del teorema de las diferencias

El teorema de las diferencias de Van der Corput tiene varias aplicaciones, entre ellas podemos
destacar la equidistribucién de las sucesiones dadas por polinomios con al menos un coeficiente

irracional.

Teorema 4.4 Sea p(x) = Cn ™ Cpp 18 - - ey +co un polinomio con coeficientes reales.

Si al menos uno de c; ¢ Q con j > 0, entonces la sucesion (p(n)) es equidistribuida mddulo 1.

Demostracion.  Primero comprobaremos el caso especial en el que ¢; ¢ Q y los demds coefi-

cientes son racionales. Expresamos el polinomio de la siguiente forma:
p(x) = P(z) + c1z + ¢

con P(z) = cpn@™ + Cpp12™ L+ o+ con?

Como ¢y, ..., ¢, € Q, se pueden escribir de la forma ¢; = p;/q;, con p;,q; € Z 'y g; > 0 para
j= 2,...,m.Sea D =mem(qy,...,qn), entonces
a

Cj:B con a; € Z para cada j = 2,...,m.
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Sea un n > 1. Podemos expresarlo comon = Di+dconl >0y 1 < d < D. Comparando
P(Dl+ d) con P(d), se tiene que

P(Dl+d) — P(d) = Zm: ¢;((Dl+d)! — d7).

j=2
Para cada j = 2, ..., m, desarrollando el binomio,
(Dl +d)! — d’ = 2]: (j) &~ (DI)*.
i1 \!

Por lo tanto,

Es decir, P(Dl+ d) y P(d) difieren en un nimero entero. Por tanto,

P(DIl+ d)) = (P(d en consecuencia, 2™l (Dltd) _ 2miP(d)
Y7 )

Veamos ahora que, para el caso ¢; ¢ Q, la sucesién (p(n)) es equidistribuida médulo 1.

Por el criterio de Weyl, sea k € Z \ {0}. Dado N > 1, escribimos N = DL+ Rcon L >0y
1< R<D. Paracadan=1,2,...,DL lo expresamos comon =Dl +dcon0<[ < L—-1y
1 <d < D. Entonces

1 N 1 D L-1 1 N
- 2mikp(n)| _ | = 2mik(P(DIl+d)+c1 Di+co) - 2mikp(n)
SRS 3y s O
n=1 d=1 1=0 n=DL+1
1 D L—-1 1 N
< | = Z e27rik(P(d)+co) Z e27rik(chl) 4+ — Z }627rikp(n)|
N d=1 =0 N n=DL+1
L—-1
D , D
< | = 2mik(c1 DI) -
S|y e + N
=0
Como N =DL+ Rcon 1< R < D, se tiene que % < % = % Entonces
N L-1
1 2ikp(n) 1 ik 1
- mikp(n) | « | Z mwik(c1DI) —
PP N 220




4.3. APLICACIONES DEL TEOREMA DE LAS DIFERENCIAS 31

Como ¢; ¢ Q, la sucesion (¢1DI) es equidistribuida médulo 1. Tomando limite cuando N — oo,

y por lo tanto L — oo, obtenemos

1 N 1 L-1 1
1/ = 27T’Lk:p(7’l) < 1’ _ QWik(ClDl) l/ — = U.
At | 2 < i 7 e i 7 =0

Por lo tanto, por el criterio de Weyl, la sucesién (p(n)) es equidistribuida médulo 1 cuando

c1 ¢ Q y los demés coeficientes son racionales.

Para el caso general, sea
-1
P(x) = cpa™ + Cpa ™ 4 - F 12+ co,

ysea s =max{j > 1:¢; ¢ Q}. Es decir, s es el grado del coeficiente irracional de mayor grado.

Queremos demostrar que, si s > 1, entonces la sucesién (p(n)) es equidistribuida médulo 1.
Procedemos por induccion sobre s. El caso s = 1 ya ha sido demostrado. Supongamos que el

resultado es cierto para s — 1 y probemos el caso s.
Para cada h = 1,2, ..., definimos la funcién p,(z) = p(x + h) — p(z). De esta forma,
pu(z) = ch((x + h)? — ).
j=1
Desarrollando el binomio para cada 7 =1,...,m,
LN
(x+h) —2! = ZZ:; (i)x’h]_z.

Bajamos un grado a cada término, entonces

i) = S5 (D)ot -5 (55 () - S

j=1 i=0 i=0  j=i+1 i=0
Los coeficientes ag,...,a,-1 € Q, ya que son combinaciones lineales en Z de los términos
Csi1s- -5 Cm € Q. Sin embargo, la combinacién lineal de a1 contiene a ¢, ¢ Q, por lo que

as_1 ¢ Q. Por la hipétesis de induccién, la sucesién (pn(n)) es equidistribuida médulo 1.
Aplicando el Teorema [£.3] concluimos que (p(n)) es equidistribuida médulo 1 para s > 1.

Esto demuestra que, si existe un coeficiente irracional que no sea el término independiente,

entonces la sucesion (p(n)) es equidistribuida médulo 1. O

Por otro lado, el teorema de las diferencias de Van der Corput también nos permite extender

el teorema de Fejér a funciones més generales.

Teorema 4.5 Sea k € Z, k > 1, y sea g : [1,00) — R una funcion k-veces derivable tal que
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g e C([1,0)) y g (x) es monétona para x > x para algin o > 1. Si se cumplen las

siguientes condiciones,

lim ¢®)(z) =0 Y lim x |g(k) (z)] = oo, (4.2)

T—00 T—r00

entonces la sucesion (g(n))n>1 es equidistribuida moédulo 1.

Demostracion.  Procedemos por induccion sobre k. Para k = 1, el resultado es el Teorema [3.4]

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1 y sea g una funcién que cumple las hipdtesis

del teorema para k.

Para cada h = 1,2, ..., definimos la funcién
z+h 1
fu(z) =g(x+h) —g(x) = / g'(t)dt = / g'(x + sh) hds.
T 0

De esta forma, f, es k — 1-veces derivable y f,(lk_l) es continua en [1,00), ya que lo es g,

Comprobemos que fékil)(:ﬁ) es monotona para x > xy. A partir de la expresiéon integral anterior
obtenemos )
f,(lk_l)(x) = / g™ (z + sh) hds.
0
Como ¢*)(x) es mondtona para x > xy, entonces también lo es f,gk_l)(a:). Por tanto, f,gk_l)(x)

es mondétona para x > xg.

. . s . k—1 . .
Para verificar el primer limite, expresamos f,E )(x) de la siguiente manera,

z+h
Hw= [

Como lim,_,o, g™ (x) = 0, para cada ¢ > 0 existe x; > 1 tal que ‘g(k) (t)} < 1 para todo t > my.

Sea ahora x > z7. Entonces, para todo t € (x,x + h) se tiene t > x,

z+h x+h x+h c
/ g(’“)(t)dt‘ g/ \g(k)(t)]dt</ Sdt=c.

Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que

@) =

Para la segunda condicién, como g*)(x) es mondtona para x > zo y lim, . ¢ (z) = 0,

entonces g (x) es de signo constante para x > xq. Por tanto,

(h-1) z+h z+h
)= [ e = [T
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Ademads, ‘g(k)(:v)‘ también es mondtona para x > gy como lim,_,, }g(’“) (x)| = 0, en concreto,
es decreciente.

Por lo tanto, para t € (z,z + h) se tiene |g*)(t)| > |g*¥)(z + h)|. Entonces

z+h
1@ [ 4] de = 1l

En consecuencia,
lim « ’fékil)(x)‘ > lim xh |g®) (z + h)].
T—00

T—00

Usando las hipétesis [£.2] obtenemos

lfm zh |g® (z + h)| = lim

T—00 z—=oo L + h

(x+h) ‘g(k)(x+h)| =h-o00=o0.

Por consiguiente,

lim « ‘f,gk_l)(x)‘ = 00
T—00

Hemos demostrado que f;, satisface las hipdtesis del teorema para k — 1. Por hipdtesis de

induccién, la sucesién (fn(n)) es equidistribuida médulo 1 para cada h = 1,2,.... Aplicando el
Teorema [4.3] concluimos que la sucesién (g(n)) es equidistribuida médulo 1. O

Ejemplo 4.6 Sea a # 0 y sea 0 > 0 tal que o ¢ Z. Entonces, la sucesion (an?),>1 es equidis-

tribuida modulo 1.

Resolucion.  Sea g(x) = ax” y sea k = [o] 4+ 1. La derivada de orden k de g es
g (z)=ao(c —1)--- (0 —k+1)a"*

Como 0 — k < 0,
lim ¢ (z) = 0.

T—00

Para el otro limite, observemos que 0 —k+1 =0 — || > 0, y por tanto

S VRN (o — o—ktl| _
xll_>1£10x|g (:z:)|—zh_>nolo|aa(a 1) (0 —k+1)27 " = cc.

Para verificar la monotonia de g*)(z), calculamos su derivada,

g(k-&-l)(:p) = ag(o' — 1) . (0- _ k>xa—k—1

k—1

Como x7~ es positivo para todo x > 1, entonces ¢g*+!)(z) es de signo constante para todo

x > 1. En consecuencia, ¢%*)(z) es monétona a partir de 2o = 1.

Por el Teorema [1.5] la sucesién (an?) es equidistribuida médulo 1. O
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Ejemplo 4.7 Sea a # 0, sea 7 € R y sea 0 > 0 tal que 0 ¢ 7. Entonces, la sucesion

(an?log™ n),>2 es equidistribuida mddulo 1.
Resolucion.  Sea x,, = an®log’ n para cada n > 2. Definimos g(z) = a(z 4+ 1)7log"(z + 1)
en [1,00), entonces g(n) = x,,1 para cada n > 1.

Sea k = |o| + 1, la derivada k-ésima de g(z) es
(k) _ o—k T—k
g (x) =a(z+1)7 "log" "(x + 1) (P(log(z +1))) .

donde P(x) es un polinomio de grado k con coeficientes que dependen de o y 7.

Ademds, como o —k<0yo—k+1=0— o] >0, se tiene que

lim ¢ (z) =0 y lim x |g(k) (z)] = oco.

T—00 T—r00

Para estudiar la monotonfa, calculamos g*+1:

9" (x) = a(z + 1) og™ (2 + 1) (Qlog(z + 1)),

donde @(x) es un polinomio de grado k + 1 con coeficientes que dependen de o y 7.

Dado que (x + 1) % 1log™ *(x + 1) es positivo para cada 2 > 1 y que

lim Q(x) = —o0,

T—00

porque el coeficiente del término de mayor grado es o(c —1)--- (0 — k) < 0, existe zy > 1 tal
que Q(log(z +1)) < 0 para cada x > x¢. Por tanto, g**1)(z) es de signo constante para z > x
y g®(x) es monétona para cada x > .

Por el Teorema [4.5] (g(n)) es equidistribuida médulo 1. En consecuencia, (z,,) también lo es. O

Ejemplo 4.8 Sea k € Z tal que k > 1, sea a # 0 y sea 7 < 0. Entonces, la sucesion

(an®log™ n)p>s es equidistribuida mdédulo 1.

Resolucién.  Sea x,, = an®log” n para cada n > 2. Definimos g(z) = a(z + 1)*log"(z + 1)

en [1,00), entonces g(n) = x,+1 para cada n > 1.

La derivada de orden k de g es
9" (2) = alog™"(z + 1) (P(log(z + 1)),

donde P es un polinomio de grado k con coeficiente principal k!.
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Debido a que 7 < 0, se tiene

lim g™ (z) =0 y lim x !g(k) (.CE)’ = 00.

T—00 T—00

Para comprobar la monotonfa de ¢*), calculamos g*+1:

log" "z + 1)

9w =a =

(Qog(z +1))),

donde ) es un polinomio de grado k£ + 1 cuyo coeficiente principal es Tk!.

Dado que % > (0 para cada x > 1y que

lim Q(z) = —o0,
T—>00

debido a que el coeficiente del término de mayor grado es 7k! < 0, existe o > 1 tal que
Q(log(z+1)) < 0 para cada = > z¢. En consecuencia, g***V(z) es de signo constante para cada

T > xg Yy, por tanto, g(’“) (x) es mondtona para cada x > .

Por el Teorema [4.5 (g(n)) es equidistribuida médulo 1y (z,) también lo es. O
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Apéndice A -

Demostraciones técnicas

El siguiente resultado es un ejercicio en el libro , Ejercicios 1.1-1.5], cuya demostracion in-

cluimos aqui por completitud.

Proposiciéon A.1 Sea = (x,),>1 una sucesion de nimeros reales. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:

1. (x,) es equidistribuida modulo 1.

2. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,b) con 0 <a <b<1.

3. La igualdad se cumple para todo intervalo [a,b], [a,b), (a,b] con 0 <a <b<1.
4. La igualdad se cumple para todo intervalo [0,b) con 0 < b < 1.

5. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,1) con 0 < a < 1.

6. La igualdad se cumple para todo intervalo (a,b) con a,b € D, donde D C T es un

conjunto denso.

Demostracion. 1 =2 Supongamos que (x,) es equidistribuida médulo 1, es decir, que (|1.1)
se cumple para todo intervalo (a,b) C T con 0 <a < b < 1.

Basta probar que también se cumple para intervalos que contienen los extremos.

Caso (0,b): Sea e > 0, entonces
An((g,0),2) < An((0,0),2) v An((0,0),2) + An((b,1 —&),2) < N.
Dividiendo por N y tomando el limite cuando N — oo,

A A
b—e< li inf 23 ((0:0), ) < HmsupM

<1—(1—-b—¢)= .
(m in m su N <1—-(1-b—¢)=b+e

Como ¢ > 0 es arbitrario, se deduce que el limite existe y es igual a b.

37
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Caso (a,1): Sea € > 0, entonces
AN((CL, 1- E),,T) < AN(<a7 1)755) y AN((€7 CL),.CE) + AN((a? 1)7'7:) < N.

Dividiendo por N y tomando el limite cuando N — oo,

A 1 A 1
l—a—¢ S h'mlnfM S h’msupw

(m in msu <l-(a—¢)=1—-a+e.
Como ¢ > 0 es arbitrario, se deduce que el limite existe y es igual a 1 — a.
2 =1 Es obvio.

2 =3 Veamos que para 0 < ¢ < 1 se tiene que

<n< : =
lm Card{1 <n < N :(z,) c}:

N—oo N 0.

Sea e > 0, si ¢ € (0,1), entonces

0 < lim sup Card{1 <n < N:(z,) =c} < lm An((c—e,c+¢),x)

= 2¢.
N—oo N T N—oo N c

Como ¢ > 0 es arbitrario, el limite existe y es igual a 0.
Sea ¢ > 0, si ¢ = 0, entonces

0<Card{l <n<N:(zx,)=0}+An((e,1),2) <N.
Por tanto,

<n< : =
0 < lim sup Card{1 <n < N:(z,) =0}
N—o00 N

<l-(1-¢)=e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, el limite existe y es igual a 0.

Sea ¢ > 0, si ¢ = 1, entonces
0<Card{l1<n<N:(x,)=1}+AnN((0,1—¢),2) < N.

Por tanto,

<n< : =
0 < lim sup Card{1<n <N :(z,) =1}

N—o0 N

<1l—-(1—-¢) ==
Como € > 0 es arbitrario, el limite existe y es igual a 0.

Por lo tanto, para los conjuntos unipuntuales tenemos que su limite es 0. Como los intervalos

la,b], [a,b), (a,b] se descomponen de la forma

la,b] = (a,b) U{a} U{b} [a,b) = (a,b)U{a} (a,b]= (a,b)U{b}.
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En consecuencia, la igualdad ([1.1]) se cumple para estos intervalos.

3 = 2 Usando el mismo argumento para cada uno de los tipos de intervalos se puede

demostrar que para 0 < ¢ <1,

<n<N: =
m Card{1 <n < N:(z,)=c} _o
N—o0 N

Teniendo en cuenta la descomposicion se obtiene la igualdad para intervalos de la forma (a, b).

De hecho, los diferentes intervalos [a, b], [a,b), (a,b] son equivalentes entre si, es decir, que si la

igualdad (1.1]) se cumple para un tipo de intervalo entonces se cumple para los otros tipos.
3 =4 Es obvio.

4 =3 Sea [a,b) fijo, como [a,b) =[0,b) \ [0, a) entonces

AN([a’ b),l’) — lim <AN([07b)>$) o AN([Ova)7$)) —b—ua
] N N '

lim
N—oo N N—oo

Como es cierto para todo [a,b), entonces también es cierto para todo [a, b], (a, b].
2= 5 Es obvio.

5= 3 Sea (a,b] fijo, como (a,b] = (a,1)\ (b,1), entonces

i A 0) g, (i) AvOD2)y

N—o0 N—o0

Como es cierto para todo (a, b], entonces también es cierto para todo [a, b], [a, D).
2 =6 Es obvio.
6 =1 Sea (a,b) fijoy sea € > 0. Por densidad de D, existen a, f € D tales quea—e < a < a

y b < B < b+ e. Entonces

A
lim sup M < lim

An((a, B), )
msu _N%mT—B—a<b—a+25

Como € > 0 es arbitrario, se deduce que

A b
limsupM <b-—a.
N—o00
De forma anéloga, se obtiene que
A
liming 22 (&0:2) 5
N—o00 N
En consecuencia,
A
im M =b—a.

N—o0 N
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Por lo tanto, todas las afirmaciones son equivalentes entre si. 0

El siguiente resultado sobre integracién Riemann lo hemos utilizado en el Ejemplo que es

a su vez un ejercicio en |4, Exer 1.14]. De nuevo, incluimos su prueba por completitud.

Teorema A.2 Sea f € R(T) tal que f(x) =0 para x € [0,a) con a > 0.

Dado € > 0, existen funciones lineales a trozos L,U tales que las extensiones de sus segmentos

de recta pasan por el origen (y = kx), y
1 1
L(z) < f(z) < U(x), / U(z) dx—/ L(z) dz <.
0 0

Demostracion.  Separamos T ~ [0, 1) en dos partes, [0,a) y [a, 1).

Como en [0,a), f(xz) =0, definimos L(z) = U(x) = 0 para = € [0,a). Basta trabajar con f en

el intervalo [a, 1).

Para el intervalo [a, 1), al ser f Riemann integrable en [a, 1], para cada ¢ > 0 existe ¢’ > 0 tal
que para toda particién P’ = {a = ap < a; < ... < ax = 1} con méxj<i<k(a; — a;—1) < &, si

definimos

k k
u(z) = Z Mil[ai—hai)(I)v l(z) = Zmil[ai—17ai)($)7
i=1 i=1

con m; = Mfren, ;) [(2) ¥y Mi = SUDye(q, |40, f(¥), entonces
1 1
[(z) < f(x) <ulx), / u(z) dz —/ [(z) do < e.

Fijado € > 0, definimos funciones lineales a trozos L y U en [a, 1) de la siguiente forma.

Para cada intervalo [a; 1, a;),

me M.
L(z) = —=, Ulx) = —=
Q; a;—1
De este modo, para cada = € [a;_1,a;), se tiene que
T T
—<1 vy >1
a; ;1

Por tanto,
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Ahora calculemos las integrales de L y U

k k
M; a? —a? (a; + a;—1)
[ v dw—z/ e e ] (A e

i=1

! breom, L my ai —al (a; +a; 1)
L(x)dxzz zxdxzz PR — :Z mi(ai_ai—l)T

i=1 Y ai-1 7 i=1

y su diferencia es

/al Ua) da - / L S I e ]

Como a;_1 < a;, se tiene que

a;—1 a; a;—1 ;1 a;—1

Por lo tanto,

1 1 . ‘
/lﬂ@dm—/muﬂdx<§:wﬂ—mMm—aiQ———i—.
Ahora, observamos que a;_1 > a,

(az“l'ai—l):l G _ 1 G = @it | o) g4 %G
2CLZ‘_1 2 2 a;

Luego,

1 1 k o m.
/ U(x)dr — / L(z)dx < Z(M’ —m;)(a; —a;_1) + Z %(ai —a;_1)*

Como f es acotada, existe B > 0 tal que |f(z)| < B luego M; —m; < 2B paracadai=1,...

’ 7 /
Ademds, como méax;<;<k(a; — a;—1) < 0

k
M; — ml ,B B
Z % — Qi— 1 < 25 CLi_l) = 5/5(1 — CL) =0K

=1

siendo K = %(1 — a) una constante que no depende de la particién.

KUMM_LEmm<lu@M—Lm@m+W(

Por lo tanto,

41
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Sea ahora § > 0 tal que § < ¢’ y que cumpla 6K < e. Si tomamos una particién P con

max;<i<g(a; — a;—1) < 0, tendriamos que

1 1
/u(x)dx—/l(x)d:c<e y 0K <e.

La diferencia de las integrales de L y U en [a, 1) se puede acotar por

/al U(z) do — /alL(x) dr < 2.

/olU@)dx‘/OlL@)de:/alU(x)dx—/alL(x)dx<zg

Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que existen funciones lineales a trozos L y U como las

Por lo tanto,

anteriores, tales que

L(z) < f(z) < Ulx), /0 U(z) dx —/0 L(z) dz < e.



Apéndice B -

Resultados de analisis

En este Apéndice incluimos algunas definiciones o resultados auxiliares que son conocidos del

grado, y que se han utilizado durante el trabajo.

Definicién B.1 Se define un polinomio trigonométrico como una funcion P : T — C de la

forma
M

P(I): Z Ck€27rik:v

k=—M

conc, € CyMeN,

Teorema B.2 (Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass) Sea f : T — C continua y

sea € > 0, entonces existe un polinomio trigonométrico P tal que

sup | f(z) — P(x)] < e

z€eT

La demostracion y desarrollo puede leerse en [3].

Definicién B.3 La funcidn de Bessel de orden v € Z, denotada por J,(z), se define como el

v-ésimo coeficiente de Fourier de la funcion ™) es decir,

1
o7

2m
Jy(2) / eiwsin@e=inbig e R,
0

Esta funcién la utilizamos en el Ejemplo [2.7] con los valores v =0y x = 27.

Para més informacién sobre la funcién de Bessel, consultar el Apéndice B de [2].

Teorema B.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean ai,as,...,a, y by, ba, ..., b, € C

(350) = () (50

entonces
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