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Introduccion

-

CAPITULO

Para poder definir qué es un principio de incertidumbre, en primer lugar vamos a observar
como se comporta la transformada de la dilatacion de una funcion arbitraria f con R > 0:

(%) = RFR-€)

Aqui podemos observar que cuando el soporte de la funcién f se hace més grande (R tiende
a 0) nos encontramos con que el soporte de la transformada se hace mas pequeiio, es decir, se
localiza mds, y viceversa. La pregunta que aparece de manera natural es la siguiente:

;Podemos cuantificar de alguna manera este hecho?

Es aqui donde aparecen los llamados principios de incertidumbre para la transformada de
Fourier. Un principio de incertidumbre no es mds que un resultado que relaciona la localizacion
de una funcién y la de su transformada. De entre todos ellos destaca el mas clésico, debido a
Heisenberg. Tal y como aparece en [10], se define el principio clédsico de incertidumbre como
el resultado que establece que una funcion no idénticamente cero y su transformada no pueden
localizarse con precision arbitraria.

A lo largo de este trabajo estudiaremos este y algunos otros de los principales principios
que se conocen para la transformada de Fourier. El articulo de Folland y Sitaram que acaba-
mos de citar constituird la principal guia que seguiremos en los primeros capitulos. El resto de
bibliografia se detallard en cada uno de los capitulos que ahora describimos.

El segundo capitulo del trabajo estd dedicado por completo a la desigualdad clasica de Hei-
senberg, que ahora presentamos:

Teorema 1.0.1. Sea f € S(R). Entonces se tiene que
o 1/2 o 12 1
2 2 . 2 2 RV
(] Aropa)™ (| eiferae)” > i

El objetivo serd probarla de dos formas distintas en la clase de Schwartz S(R"), que pre-
viamente definiremos. La primera de estas demostraciones la realizaremos por el método di-
recto, obteniendo el resultado utilizando basicamente técnicas de integracion y propiedades de
la funcidn utilizada. Para la segunda prueba plantearemos la desigualdad en funcién de ciertos
operadores definidos en espacios de Hilbert, y obtendremos el resultado de manera sorprenden-
temente sencilla, lo cual nos llevara a establecer algunas puntualizaciones posteriormente. Sin
embargo, el Teorema mds importante de esta seccion serd la extension de esta desigualdad a
todo el espacio L?(R). Para ello, utilizaremos un argumento de densidad: probaremos que un
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subconjunto de las funciones de la clase de Schwartz (donde ya sabemos que la desigualdad es
cierta) es denso dentro de otro subespacio de la clase L>(R) donde la desigualdad no es trivial.
Haciendo esto, conseguiremos extender las propiedades de la desigualdad probada a este nuevo
espacio. Finalmente, concluiremos el capitulo con una aplicacion de la desigualdad en el campo
de la mecanica cuantica, donde el principio de incertidumbre tiene su principal y mds conocida
aplicacion.

En el tercer capitulo el objetivo serd esencialmente el mismo, de nuevo probar la desigualdad
de Heisenberg pero desde un nuevo enfoque, la teoria de las funciones de Hermite, 1o que nos
llevard a desarrollar sus propiedades previamente para poder demostrarla posteriormente. La
propiedad fundamental de estas funciones, que involucran también a los polinomios de Hermite,
es que forman una base del espacio L?(R). Probaremos este resultado mediante un desarrollo
detallado paso a paso del mismo. El uso de estas técnicas nos permitird probar varios corolarios
interesantes. Por ejemplo, obtendremos la forma que debe tener la funcidon f utilizada para
que se tenga la igualdad en la desigualdad clésica y algunos resultados donde conseguiremos
mejorar la desigualdad en caso de que la funcidn sea impar u ortogonal a un subconjunto de
funciones de Hermite. El dltimo Teorema, que probaremos como Corolario, constituird una
nueva desigualdad que se establecerd en base a la distancia en norma L?(RR) de la funcién inicial
hasta el conjunto de funciones que establecen la igualdad en la desigualdad clasica, tal y como
explicaremos detalladamente:

Teorema 1.0.2. Sea f € L*>(R) tal que || f||> = 1. Sea § un niimero no negativo con la propiedad
de que para cada c > 0y para cada niimero complejo A con |A| = 1 se tiene que

[ s )] =0

—00

Entonces, se cumple que

[ Arora] [ eiera)” > Ls-2(1-38)]

En el cuarto capitulo del trabajo, probaremos resultados similares a la desigualdad clasica,
pero esta vez en sus versiones L” en primer lugar y luego algunas versiones locales de la misma.
Las versiones L? consisten en resultados donde aparece involucrada la norma L”(R) con 1 <
p < 2. Para las pruebas, necesitaremos de ciertas proposiciones y Lemas que introduciremos
de nuevo en una seccioén previa. Después de esto, probaremos dos resultados relativos a las
versiones locales de la desigualdad de Heisenberg, ambas probadas por Faris. El mds conocido
de ellos es el siguiente:

Teorema 1.0.3. Sea E < R un conjunto medible Borel. Entonces se cumple que, Vf € S(R),
L (&) Pag <2m|E|-|lef@)ll2- [ £l

El quinto capitulo del trabajo, que se titula principios de incertidumbre cualitativos, esta de-
dicado a algunos principios de incertidumbre diferentes a los habituales, utilizando para ello los
conceptos conocidos como Annihilating pairs, que describiremos y estudiaremos como princi-
pios de incertidumbre. Son dos los Teoremas principales que probaremos. El primero de ellos
serd el Teorema de Benedicks:



Teorema 1.0.4. Sea f € L'(R"). Sean ademds Sy = {xe R": f(x) # 0} y Sp= (EcR: f(E) #
0}. Entonces:
’Sf’<OO y \Sf\<oo — f=0.

La prueba se basard en una reduccién del caso general al caso periddico de una determi-
nada funcion, buscando utilizar las propiedades de los polinomios trigonométricos para acabar
concluyendo la nulidad de la funcion con la que trabajaremos. Después de esto, probaremos el
conocido como Teorema de Amrein-Berthier, que obtendremos como corolario del Teorema de
Benedicks:

Teorema 1.0.5. Si S,E < R"son tales que |S|, |E| < oo, entonces existe Cs g > 0 tal que
112y < Cselllf 12y + 1A llizgee) ], Y € LP(RY).

Para la demostracion del resultado necesitaremos de algunas técnicas y conceptos propios
del anélisis funcional, que definiremos y trabajaremos previamente.

En el dltimo capitulo hablaremos de los conocidos como principios de incertidumbre del
tipo Hardy, donde en esencia probaremos tres Teoremas que se irdn obteniendo cada uno como
corolario del anterior. La primera seccién estd dedicada al primero de ellos, el mds general,
conocido como Teorema de Beurling:

Teorema 1.0.6. Sea f € L' (R"), y suponer que

[ relFmle ey <+
R” xR"

Entonces f =0 en ctp.

Este resultado constituye un caso particular de otro Teorema que no probaremos dada la
complejidad de su prueba. La demostracion se basaré en el uso de técnicas de variable comple-
ja, buscando aplicar el Teorema de Liouville a una cierta funcién que nos permita concluir que la
funcidn inicial con la que trabajamos, bajo las condiciones impuestas debe de ser necesariamen-
te nula. La segunda seccion estd dedicada a los Teoremas conocidos como de Cowling-Price.
La demostracién la obtendremos de una forma elemental, trabajando con las hip6tesis impues-
tas para acabar concluyendo que la funcién debe ser de nuevo nula, mediante la aplicacion del
Teorema de Beurling que ahora ya podemos utilizar. Finalmente, en la ultima seccidon probare-
mos el Teorema de Hardy, el més clésico de esta seccidn y que se obtiene de nuevo de manera
elemental como corolario del Teorema de Beurling.






Desigualdad clasica de
Heisenberg

-

CAPITULO

En este capitulo, el objetivo serd dar diferentes demostraciones para la desigualdad clasica
de Heisenberg. En concreto, daremos dos demostraciones para la desigualdad cuando la fun-
cion esta en la clase de Schwartz y una mas elaborada de cuando la funcion esta en la clase
L?(R). Previo a esto, en la primera seccién introduciremos algunos resultados necesarios para
el desarrollo de los Teoremas, y en una dltima seccion desarrollaremos la interpretacion como
principio de incertidumbre en la mecénica cudntica.

2.1. Resultados previos

Dado que el resultado involucra a la transformada de Fourier, definimos primero en qué
consiste esta.

Definicién 2.1.1. Dada una funcién f € L'(R"), se define su transformada de Fourier como la
funcion f dada por

FE) = fl)e ey, R
Rﬂ

Veamos algunas propiedades de la transformada que utilizaremos recurrentemente. La pri-
mera de ellas es el conocido como Teorema de inversion.

Teorema 2.1.2 (Folland [9], Th. 8.26). Si fe L'(R") y feLl (R™) entonces se cumple que

Aoy omi
f) = | FE)emrea,
en ctp x € R".
El Teorema de Plancherel aparece naturalmente para relacionar a una funcién con su trans-

formada y es uno de los resultados fundamentales que usaremos en el capitulo (y en el resto del
trabajo).

Teorema 2.1.3 (Folland [9], Th. 8.29). Si f € L' A L2(R"), entonces f € L*(R") y ademds
| Iftepag = | 17Pax
R7 R

Otra definicion fundamental que utilizaremos serd la de funcion de la clase de Schwartz, y
dentro de ella, la clase de las funciones infinitamente derivables con soporte compacto.
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Definicion 2.1.4 (Folland [9], Def. 8.8.3). Una funcion f € C*(R") se dird de la clase de Sch-
wartz en R" (que se denotard en adelante como S(R")) si cumple que x*fB)(x) estd acotado
para todo par de multi-indices o, B € Njj. Aqui usamos la notacion

o
x“ =x11x

gz...x,‘f” y f(ﬁ)zéfllé’f;..ﬁf:(f)

Definicion 2.1.5. Denotamos con CF al conjunto de las funciones infinitamente derivables que
tienen derivada continua con soporte compacto.

A lo largo del trabajo se usard a menudo la siguiente propiedad, ver [9, Th. 8.22.e]: si
f € S(R") entonces

F@(&) = (27iE)*F(&),

que en dimension n = 1 toma la forma

—_

(f)(8) =2mi& F(£).

Finalmente, necesitaremos de las aproximaciones de la identidad para poder probar el resul-
tado.

Definicién 2.1.6. Una familia {¢,},~o en L' (R") se dice que es una familia de aproximaciones
de la identidad en R" cuando cumple las siguientes propiedades:

L Spu e (y)dy =1, ¥t >0
2. Yt>0, {|g:(y)|ldy<C<

. —0"

Ademds, si ¢ € L'(R") con (3, ¢ = 1, entonces la familia

(o= 2o}

es una familia de aproximaciones de la identidad.

2.2. Desigualdad de Heisenberg en la clase de Schwartz

En esta seccion desarrollaremos la desigualdad cldsica de Heisenberg en la clase de Sch-
wartz, tanto en R como en R”, las cuales pueden encontrarse en el articulo de Benedetto [2], en
concreto en el Teorema 1.1.1.

Teorema 2.2.7 (Heisenberg). Sea f € S(R). Entonces se tiene que

(] Zﬂiﬂr)ﬁdr) A fwéﬂﬂwd@)” "> LB (222)

Demostracion. Tenemos que

0

0<IfI3 = f £ (x) P

—00
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Integrando por partes aqui, obtenemos:

[ vwpas= 1wz, - [ S0

—00

Aqui, debemos notar que

d

W) = S0P = £ + FWF R

= 2Re[f'(x) f(x)].

Ademds, si f € S(R), se tiene que[|f(x)|*x]%,, = 0. Esto se debe a que la definicién de
funcién de dicha clase implica que f esté acotada y que

sup [xf(x)| < o,
xeR

lo que fuerza a que limy— . [f(x)| = 0y que lim|;— |xf(x)| < K < oo. Finalmente, esto
provoca que

0< lim x|f(x) = tim [xf(x)|-|f(x)] < lim K- |f(x)| =

X—>00

y que
0> lim 4P = lim —/()]-1f()]> lim —K-[/(0)] -

X—>—00

Por tanto, obtenemos que

| 1ropas=—are[ [ reoremas] <2 [ i@ =20 s i)

—00

<2 £+ 1Al = 201 P |- [[xf 1|2 = 21[27E F(E)I[2 - Il
= 4n([EF(E)]|2-[x/112

Podemos notar que se han utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Teorema de
Plancherel para poder completar la demostracion. [

La misma prueba funciona también en el caso multidimensional, es decir, si f € S(R").

La unica diferencia entre ambas es que aparece un factor dimensional en la constante de la
desigualdad, es decir,

||f||Lz Rr) ||5f||L2 re) X fll2@ny,  fESRTY).
Veamos:

Demostracion. Integrando por partes en la integral de x; obtenemos lo siguiente:

f 2alx—f J | f(x) 2dx1 dxn—J J Ox, (| f (%) xldxl .dx,,
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Este argumento vale intercambiando x; por cualquier x;. Por tanto,

| P = [ ~a,(r@Pidr Viet
Al darse la igualdad con cada una de estas integrales, se dard la igualdad también con su media:

J ’f(x)|2dx = _Zj=1 SR ﬁxj(\f(x)|2)xj dx

n

—SR )-x dx

Entonces, tendremos que

[ £GP = = | V)P = <2 | 1007 r)

<2| fR<Vf<x>,xW>dx] <2||V£lla- lxfll = 4xlIE Flla - [x£1]2

Corolario 2.2.8. Si f € S(R), entonces Vxg, & € R se tiene que
1

(| c-srtsopa)’ ([ 6-arir@ras)’ = i3

—00
Demostracion. Podemos aplicar la desigualdad de Heisenberg a la funcién

Foy gy (x) = € 279 f(x+ x0)

que también cumple que F € S(R). Vemos facilmente utilizando el Apéndice A.0.2 que ﬁm g (&)=
o2mixo(§+&o) (5 +&). ]

2.3. Demostracion de la desigualdad de Heisenberg en L*(R)

Nuestro objetivo ahora va a ser extender lo probado en el apartado anterior al espacio de
las funciones de cuadrado integrable, L?>(R). Seguiremos para ello el resultado descrito en el
Teorema A.1.2 del articulo de Benedetto [2].

Para poder extenderlo utilizaremos un argumento de densidad: cogeremos un subconjunto
concreto de funciones de S(R), las funciones de clase C° y comprobaremos su densidad dentro
de otro subconjunto concreto de L?(R) donde la desigualdad no es inmediata.

El conjunto que utilizaremos lo denotaremos por X y serd el siguiente:
= {feL’(R): xf(x),6f(&) e L*(R))

dotado con la norma

111 = 112 + sl + 11E Fl
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Notar que si f € X entonces existe la derivada débil f’ que pertenece a L?(R) pues se tiene

(F)(E) = 2miE f(E) e I2(R).

Del mismo modo, existe (f)'(£) = —27i(xf)(€) € L*(R).

Noétese que fuera de este conjunto, la desigualdad de Heisenberg es trivial, ya que el lado
mayor de la desigualdad no seria finito. Es decir, probando que la desigualdad se cumple en este
conjunto, podremos extenderla a todo el espacio L*(R).

Ahora bien, para poder probar que las funciones C° son densas en este espacio, vamos a
probar que si f € X existe f, € CX tal que ||f, — f||x — 0 cuando n — co.

El objetivo ahora va a ser buscar una sucesion de funciones f, de clase C° que cumpla lo
que acabamos de pedir. Para ello, vamos a buscarla del estilo que aparece en el Apéndice A.0.3
con el objetivo de utilizarlo. Es decir, buscamos una funcion de la forma g, = @1 = f, donde ¢:

es una aproximacion de la identidad asociada a una cierta funcién ¢ € C;°(R), como en (2.1.1).
El problema es que este candidato g,, aunque es C®, en general no tiene soporte compacto (si f
no lo tiene). Es por ello que la estrategia que vamos a utilizar consistird en el truncamiento de
esta funcion g, de modo que si que sea una funcién de clase C°. Para ello, nuestro candidato

final serd la funcién . .
J =x(;) “&n =x(;) : (q>% *f) (2.3.3)

donde x (x) serd una funcién meseta tal que y € C°(=2,2), 0< x < 1, x—1,1= 1.
Asi pues, esta nueva funcién f, si que cumple que es de clase C°.

Con todo esto, vamos ya con el resultado.

Teorema 2.3.9 (Benedetto). El conjunto CF(R) es denso en X. Es mds, si f € Xy f, se define
como en (2.3.3), entonces

T [[f = fullx = 0.
Demostracion. Definimos f,, como en (2.3.3) y tenemos que ver que ||f, — f||x — 0, donde

[1fo = Fllx = L= Flla + = Al + 1EGn = DIz

Vamos a analizar cada uno de los sumandos.

1.

U=l =112 (2) @1+ N = Fllz =12 (5 ) 01 = 1) = £+ 25 ) F =2 (5 ) 11

1z (2) @ s r =N+ (x(3) 1)k
<lx(Z) @1+ r=Allz+ 1 (2(5) 1)l

Aqui, podemos observar que en el segundo sumando, |(x () — 1)f]* < [2f|*, que es in-
tegrable ya que f € L?>(R). Por lo tanto,

i 1) =] = i, [ () - 1)l = Jio-nse -
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utilizando el Teorema de la Convergencia Dominada.

Por otro lado, para el primer sumando, ||x(%)(¢1 = f — f)||2, podemos aplicar la proposi-
cién A.0.3 para observar que

12 (3) @1+ = Dl <191+ = ]2 =0

ya que ¥ < l. Finalmente, tras estas consideraciones, se tiene que ||f,, — f||» —— 0.

= sl = (=2 (3) (200 Il
Se tiene que [bxf[|> = [5fl|2 = [15 (7|12 = 25/1(7)'2- Por tanto:

(r=2(3) =0l = Ix(F=x(C)(r00+x()f=2(3) )2

Separando sumandos con la desigualdad triangular obtenemos:

<l x(2) =0 nla+lxf (1-2(%) )z

<l (=0 Pl + e (1-2(3) )2

e (770w ) o 1 (12 (5)) 1
=||‘—1.-(<f>’<} Yo ther (1= ()11
Y = ()-8 + @)+ 1 (12 (5)) 1

(UG8l +1F- @1+ 1er (1= (2)) e

donde hemos usado que f:g — f- 8, resultado del Apéndice A.0.1 Aqui, veamos cada
uno de los sumandos.

a) ||f-(91)]]>. Aqui, debemos notar que ¢ (x) := n¢(nx) y por tanto

E)=0(5) vy (01)(&)=16)(5).
Por tanto,

@ ©) <16l =

para una constante ¢ > 0. Vemos que

) H < C||f||2 n—ao
n

17+ (9 0

\.‘,_.
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b 1) (1=01)ll2 = SI(F(E)PI(1 - (5))2de.
Aqulacomolag(é)I:I <%>r ||¢||oo 161, se tiene

(V&) - (1= 0P <I(A'E)F-(1+]9]1)* e L' (R).

n

Usando el TCD, vemos que finalmente que

i 17 (1= Gy €15 = i, [167€)-(1-8(2) Pag

n—>oo

l
8

:J lim 1(1?)’(5)-(1—<73 é )|2d§ =J!(f)’(§)-(1—<13(0))\2d5

n—ao

- 177 1= ~o

donde en el dltimo paso se usa que (]) SR dx=1.

¢) Por un argumento similar al usado en el punto anterior y teniendo en cuenta que
xf € L>(R), también se tiene que

ber(1-2(3)) Il =20

Asi pues, todo el término tiende a 0 cuando n — 0.

B NES = fu)lla = 5= | (f = fa) ]2 = 5= ||f' — f3]]2- Veamos como se comporta este término.
Sustituyendo f,(x) = x(£)(f *¢1)(x) y derivando se tiene

17—l = 11— 22

(@) =x(3)- (1S

<l -x(%) -(¢;*f’)Hz+%H%’($) (01 + 1)l

Ahora bien, como f € X y 2miéf = ' € L*(R) entonces f' € L*(R), y utilizando un
argumento similar al usado en el primer sumando de la norma, también se tiene que

17 =2 (2) @y = )l =5 0.

Por otro lado,

12 (5) @1 Nl < X ol (61 ¢ Pl Z=Z50,
ya que
Tim (01 + £)ll2 = 1im (|04 +f)+F — Fll2 < tim (1[(01 )~ flla-+]1£1]2)

= |lfll2 <0

Por tanto, lim,—« [|f/ — f)||» — 0
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Finalmente, tras ver que las funciones C° son densas en el espacio X, y como C° < S(R),
dado que la desigualdad de Heisenberg se cumplia en este espacio, también se va a cumplir
si f e X. Esto, sumado a que la desigualdad es trivialmente cierta si f € Lz(R), f ¢ X nos
permite extender la desigualdad a todo el espacio L?(IR). Enunciamos pues el resultado final
como Corolario.

Corolario 2.3.10. Para toda f € L*(R) se cumple

I£13 < 4m[|EFll2- ISl

2.4. Segunda demostracion de la desigualdad de Heisenberg
en S(R)

La desigualdad de Heisenberg admite otras demostraciones con interés e importancia. Una
de ellas es la que se lleva a cabo utilizando operadores entre espacios de Hilbert. Para ello,
volveremos a seguir el articulo de Folland y Sitaram, [10], esta vez el Theorem 2.1.

Veremos primero la desigualdad para dos operadores autoadjuntos cualesquiera para poste-
riormente concretarlo en los que definen la desigualdad.

En esta seccién supondremos que los operadores A : D(A) — H son lineales y densamente
definidos, es decir el dominio D(A) es un subespacio denso en el espacio de Hilbert H. En este
trabajo diremos que un operador A es autoadjunto si cumple que

(Af,g)={f,Ag), Yf,geD(A). (2.4.4)

Vamos a trabajar con estos operadores autoadjuntos utilizando el conmutador de ambos, el
cual definimos ahora.

Definicion 2.4.11. Sean Q, P dos operadores en un espacio de Hilbert H. Se define el conmu-
tador de Q y P como el operador [Q,P] = QP — PQ.

Naturalmente, cabe preguntarse como trabajamos con los dominios de definicién de los
operadores involucrados.

Si denotamos como D(A) y D(B) los dominios de definiciéon de ambos operadores, vamos a
definir D(AB) como
D(AB) ={feD(B) :Bf e D(A)}

Abhora bien, el dominio de definicién del conmutador serd por tanto

D([A,B]) = D(AB) n D(BA) = {f € D(A) nD(B) : Bf € D(A), Af € D(B)}

Un resultado general que necesitaremos para demostrar la desigualdad de Heisenberg es el
siguiente.

Teorema 2.4.12. Sean dos operadores autoadjuntos A’y B en un espacio de Hilbert H. Entonces
se tiene que

K[, BIf, £)l < 2[|Af-|IBFIl - V.f e D([A,B])
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Demostracion.
([A,B]f,f)=<(ABf —BAf, f)={(ABf,f)—(BAf,f) = (Bf,Af)—(Af,Bf) =

(Bf,Af)—<(Bf,Af)="2i3({(Bf,Af))
Entonces, se tiene que |[{[A,B]f, f)| <2|(Bf,Af)| <2||Bf||-||Af]| 0

Notese aqui que la desigualdad se transforma en igualdad siy solosiAf = ikBf o Bf = ikAf
para algin k € R. De hecho, para que se tenga la igualdad |[{[A,B]f,f)| = 2|(Bf,Af)| debe
cumplirse, para dos vectores u = Bf,v = Af, que

IS (Cu,v))| = [Cu, vyl = Rdu,v) = 0.
Ademds, la igualdad en 2|(Bf,Af)| = 2||Bf|| - ||Af|| se tendra si y solo si

|u, vy = ||ul| - ||| @ u=Avov=2Au AeC

Utilizando este resultado podemos probar la desigualdad de Heisenberg utilizando los ope-
radores autoadjuntos

1
Of() =xf(x) ¥ PfL)=5f(x).
tomando como dominio de ambos la clase de Schwartz, es decir con f € S(R).

Teorema 2.4.13. Sea f € S(R). Entonces, utilizando los operadores definidos previamente y el
conmutador entre ellos también se demuestra el resultado (2.2.2).

Demostracion. Sean Q, P los dos operadores descritos previamente. Podemos aplicarselos a

nuestra funcién f:
1 1 —1
[Q.PIf = x5 ()= 5 (xf () = 2~/

27

Entonces, se tiene que
—1
2—m.||f||% =Q,PIf,f)=QP—PO)f,f) ={OPf,f)—(POf, f) ={Pf,Qf) —<Qf,Pf)

= (Pf,0f)—(Pf,Qf) = 2i3((PS,0f))

Por tanto:
2i3((Pf,0N) < 21PN <2|IPAI-NIQFI = 2] 5 f 12 - [1x £l
Usando Plancherel se tiene || /'], = || (/f’\) |l2 = |27iE f|,. Hemos pues obtenido que

-1 1
—WAIB| = 52If1B = KIQ. L.l < 21CPr.0p < 21IPfl-lof|

= 211& fl2- [ xf1 ]2,

que era lo que se buscaba. [
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El resultado anterior se puede mejorar con la siguiente observacion.

Corolario 2.4.14. Si A y B son los operadores autoadjuntos definidos previamente con los
mismos dominios, sean A’ = A-al, B’ = B-bl, para constantes a,b € C. Se tiene que

KIABIfDI <2 fnf [[A=a)s||-(B=b)fI| ¥f < DA, B)

Demostracion. Observando que [A —al,B—bl| = (A—al)(B—bl)— (B—bl)(A—al) = [A,B],
se obtiene el resultado. O]

La sencillez de la prueba del Teorema 2.4.12 podria hacer sospechar al lector de su validez.
Una Observacion importante puede ser hecha relativa al dominio D([A, B]). Dada que la prueba
es vélida para cualquier operador, podriamos utilizar dos operadores con dominios disjuntos y
que provocasen que D([A,B]) = {0}, en cuyo caso el resultado seria trivial. Incluso evitando
este caso trivial, podria ocurrir que D([A,B]) no fuera denso en H, o que [A,B] no fuera un
operador cerrado con ese dominio. Si denotamos a la clausura del operador como [A,B], la
desigualdad

(<A, BIf, )l < 2||AfI-|IBfI], V.f € D([A,B]) (2.4.5)
[seria también cierta? La respuesta es en general que no. Veamos un contraejemplo:

Ejemplo 2.4.15. Sea H = L?([0,1]), Af = if’ con

D(A) = {f € AC([0,1]) : /" L*([0,1]), £(0) = f(1)}

y Bf = xf(x) con D(B) = L*([0,1]) (aqui, AC es el conjunto de las funciones absolutamente
continuas al cual le pedimos ademds que f(0) = f(1) en [0, 1]; notar que D(A) coincide con el
espacio de Sobolev H'(T)). Entonces

[A4,B]f = i(xf) —x(if') = if = [A,B] = il
en D([A,B]) = D(AB) n D(BA).
Ahora bien,
D([A,B]) ={feD(A)nD(B):Bf e D(A), Af e D(B)} =

{feHN(T):xf e HY(T), if' € L*([0,1])}
= {feH'(T): f(0) = (1) = 0}
= Hy ([0,1])

Por tanto, la desigualdad que conocemos para este caso es

GBI = 11220y <21 2oy - Iellizqoryy  F € H ([0, 11).

Ahora bien, en este caso [A, B] coincide con il al ser el operador identidad acotado en
L*([0,1]) y D([A,B]) = H([0,1]) denso en L*([0,1]), y se tiene que

[TABIf )l = [KTABLE O = 1122 0.1
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Si quisiésemos extender la desigualdad al resultado de (2.4.5), este deberia ser cierto para
cualquier funcion f € D([A,B]) = L*[0,1]. Sin embargo, si consideramos la funcién f(x) =
1 definida en el intervalo (0,1], esta funcion cumple que f(x) € D([A,B]) Sin embargo, al
aplicarle la desigualdad, obtenemos que

T < 2/[(1)]]-[]x-1]| & 1 <0,
lo cual es absurdo.

Es decir, para extender esta desigualdad a un dominio més grande es neceario afiadir hip6te-
sis adiccionales. La pregunta brota naturalmente. ; Cémo podemos solucionar el inconveniente
en este preciso ejemplo?

En este caso, si se tiene que f € D(A) nD(B) = H'(T), la desigualdad correcta seria

SUBLADN < AFI-IBFI = [1f]2- [|xf]2

Veamos en qué se traduce esto. Integrando por partes tenemos lo siguiente:

B1.AD = i [ T - —i([xf<x>mé : jo (s 0) O

— i \f f (%) Pdx— f le'(x)mdx) f!f +(Af,Bf).

Como se cumple que
<Bf7Af>_<Afan> =
2i

((Bf,Af)),

se tendran las siguientes igualdades

<Bf,Af>2i<Af,Bf> IS((Bf,AL)| = ’f |f(x) )|

Como se tiene que

S(BFAN) < [IBSII- AL,

acabamos obteniendo la desigualdad correcta para este ejemplo, ligeramente diferente a la
que hemos demostrado en general:

A [ R | <ttt e sty

2.5. Aplicaciones del principio de incertidumbre a la mecani-
ca cuantica

Para este apartado, seguiremos principalmente los resultados del capitulo 11 del libro de
Kreyszig [17].

En la mecénica cudntica, la posicion de una onda-particula (estacionaria) en un sistema de
particulas se describe mediante una funcién de probabilidad y € L*(R") tal que {|y(x)|* = 1,
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de norma 1. Es decir, si consideramos la posicién de una particula, la probabilidad de que
pertenezca a un cierto conjunto A < R” se describe como

Prob(posicion€ A) = J \y|?dx
A

Esta funcion y definida debe de cumplir la ecuacion de Schrodinger:

HY = Ay V()W) = Ey(x)

donde aqui, E es una constante que representa la energia del sistema. Es decir, lo que buscamos
es que
Hy =Ey < yeo,(H)

donde o,(H) es el espectro puntual del operador H y por tanto, E es un autovalor del mismo.

La otra propiedad importante es el momento de la onda-particula, que se denota como p. En
mecdnica clasica, el momento cumple la ecuacién

p=m-v

con m es la masa de la particula y v su velocidad.

Sin embargo en mecanica cudntica, el momento cuantico se describe con la probabilidad

(i)

donde aparece la transformada de Fourier. Es decir, la probabilidad de que este pertenezca a un
conjunto B < R" viene dada por la expresion

2dp

Prob(Mom € B) = L‘lf/(%)‘ o

Ahora, necesitamos definir la posicién y momento medios de una particula en términos proba-
bilisticos.

= Definimos la posicién media de la particula como el vector
— 2 .
nig = f xjly(x)[“dx j=1,..,n
Rn

m Definimos el momento medio como el vector

o= | oA (5

Ademads de estos, necesitamos también describir las desviaciones tipicas asociadas a cada uno
de ellos.

= Se define la desviacion tipica asociada a la posicion de una particula como

SD(Q) = \/JW lx — ritp| 2| w(x)|2dx
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= Del mismo modo, se define la desviacion tipica asociada al momento medio de una

particula como

o) =[5 ()

Aqui, si hacemos el cambio de variables p/h = & obtenemos que

SD(P) = \/ | =i (B)] 5% - h\/ [RERERE

Aqui, 50 = I’ﬁp/h

Ahora bien, si nos fijamos hemos definido

$D(Q) - \/fR e g Py (x)dx = | x— ig) v

y también

SD(P) = h\/ | 18— aPi#&)Raz - nliE - 2wl

A estas funciones podemos aplicarles el principio de incertidumbre de Heisenberg para

obtener que

[|(x =mo)yll2- [[(§ — Eo)wll2 =

o lo que es lo mismo, al tenerse que ||y||, = 1:

hooh
SDo-SDp > — = ~
QREP = 4 T 2

donde = h/(2m) es la constante de Planck reducida.

Lo que esto nos estd diciendo es que no puede ocurrir a la vez que tanto la posicion de la
particula como el momento estén muy localizados y tengan una desviacion estindar cercana a

0.

i
SDg — 0= SDp > —— —
R e P

La potencia de esta desigualdad es que establece un limite mas alld del cual los conceptos
de la fisica no pueden ser empleados. No podemos conocer simultineamente la posicion y el

momento lineal de un objeto con una exactitud aceptable.






Desigualdad de Heisenberg
y funciones de Hermite

-

CAPITULO

La demostracién del principio de incertidumbre de Heisenberg en el espacio S(R) admite
una prueba més elegante utilizando como base las funciones de Hermite y sus propiedades, entre
las cuales destaca la constitucién de una base ortonormal del espacio L?(RR) contenida en S(R).
En la primera seccion de este capitulo desarrollaremos estas propiedades y las utilizaremos en el
capitulo siguiente para poder demostrar la desigualdad junto con otros Corolarios interesantes
a los cudles podemos acceder mediante las herramientas que aqui utilizamos.

3.1. Funciones de Hermite

El desarrollo de esta seccion se hace a partir de los resultados recogidos por Stein y Shakar-
chien [19], 185-190.

Definicion 3.1.1. Se define la k-ésima funcion de Hermite, hy(t) como la funcion que cumple la
identidad

0 k 2

t (X 2
E :hk(x)ﬁ —e (2 2tx+1)
k=0

A partir de esta definicién, podemos expresar las funciones para los primeros indices:

n 13(x) = (8x* —12x)-e 7

i8]

_X

n hg(x) = (16x* —48x% +12) - e 2

| ]
By
o
—~ —~ P ) )
~— ~— \>_</ ~— ~—
I
N
=
o
|
\S)
~—
m|
™|

Proposicion 3.1.2. Las funciones de Hermite pueden ser definidas de forma alternativa segiin

la formula

2 rdN\" _p
= ( — n,% — —t —
hu(t) = (—1)"e? <dt> e ,n=0,1,2...

Demostracion. Para x fijo, el desarrollo en serie de Taylor de f(x—1) en t=0 es

frx)  fx) , ")
B TRAR T AT

flx—1)=f(x) + ...
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Tenemos que
2 2
—(5 —2tx+12) _ e%e—(x—t)2

e

Aplicando el desarrollo a f(u) = e, con u = x —t, obtenemos la expresion para f(x—t):

2 2 2 2
o0 _ e _ Ly L ()
ere —erle —ge )1!+<dx> (e )3y =
2 & dk otk & tk
s = _1\k —x“ N\ v

2
Aqui, iy = (—1)ke’z %(e‘xz) como se queria ver.

]

2
Corolario 3.1.3. Para cada j € N U {0} se tiene que hj(x) = Hj(x)e™ 2, donde H;(x) es un
polinomio de grado j. A cada uno de estos polinomios se le denomina j-ésimo polinomio de
Hermite.

Demostracion. La prueba del resultado la haremos por induccidn.

X2 .
= Sin =0, entonces hy(x) = e~ 2, tal y como hemos visto.

= Suponemos por tanto el resultado cierto para n. Veamos qué sucede en n + 1:

2 dhtl 2 [y 2 d (d" 7x2)

1) = (—1)7H 16T S = (et 2 (e
2 d =2 2d 2
= (=1)""le2 () (=1)%=7) = (=1 (Hu(x)e™ ) =
X2 —X
= —e (Hy(x)e™ + Ha(x)(—2x)e ™) = —e T (Hj(x) — 2xH,(x))
2
=e 2 Hn+1<x)
donde H,(x) = —H,(x) + 2xH,(x) es un polinomio de grado n + 1. O

Como consecuencia de la prueba anterior obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.4. Los polinomios de Hermite pueden escribirse de forma recurrente. De he-

cho, se tiene que
Hyi1(x) = 2xH, (x) — H) (%)

(o8]

., ey . xZ 2 gn .2
Demostracion. Escribimos H, = hy, e = (—1)"e" 4oe=>

Derivando H,, obtenemos que:
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Definimos a su vez el operador funcional de Hermite.

Definicién 3.1.5. Definimos # 1= —A+ |x|> = =0 + |x
mando como dominio la clase de Schwartz S(R).

Es decir; si f € S(R) se tiene que Hf = —f" + x*f.

2 el operador de Hermite en R, to-

Notar que las funciones de Hermite 7, k € {N U 0} estdn todas en la clase S(R). Ademas,
son autovectores del operador .7, como vemos a continuacion.

Proposicion 3.1.6. El operador de Hermite cumple que
H(hy) = (2k+ 1)hy,

Demostracion. Lo comprobaremos directamente. Por un lado,
—(E 2rxte?) c * < it
«%ﬂ<€ 7 ) = 35”(};)’%(?5)@) :];)%(hk(x))ﬁ

y por otro lado

%(e—(€—21x+t2)) _ _j_zz<€_(xzz_2[x+t2)> +x26—%—2tx+t2 _
X
d $2 2 2 2 x2 2 2
— (e~ T 7204 (x4 21)} 4 xPe™ (T 7200407 —
X

e—(%—th-Hz)(_(_x_{_zt)Z + 1) +x2e—(%—2tx+12)
%2
— o (T2 (1 — 4% + 4tx)

2 2
_ e—(%—th—l—tz) + (4tx— 4t2>e—(%—2tx+t2)

XZ
= Y (28 (5 )

De aqui se deduce que 7 (hy) = (2k + 1)hy O

Otra propiedad fundamental del operador de Hermite es que es autoadjunto.
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Proposicion 3.1.7. El operador de Hermite 7 es autoadjunto en S(R), es decir se cumple
(Hf.8)={f,Hg), VfgeSR).

Demostracion. J

et = | e=-| (5) e+ | 2re

= Ahora integramos por partes en la primera igualdad:

Jo o) =[Gl - risn

= Al estar las funciones en la clase S(R), [£ fg]*,, = 0. Integrando de nuevo por partes,

acabamos obeniendo que

[ G) e [ ere= | Srger | 2re

[ e [ - o

]

Una propiedad fundamental de estos polinomios es que forman una base ortonormal en el
espacio L2(R).

Proposicion 3.1.8. Sean {h}; las funciones de Hermite. Entonces las funciones b, = Tl

forman un sistema completo ortonormal en L*(R)

Demostracion. Para demostrar el resultado, necesitamos probar la ortogonalidad y la comple-
titud, dado que las funciones estan ya normalizadas.

= Ortogonalidad

Para ver la ortogonalidad, utilizaremos el operador de Hermite. Sea k # m. Entonces,
tenemos que:

<<%p(bk)a bm> = <(2k+ 1)bk» hm>
= (2k+ 1)<bk, bm)

Por otra parte, también tenemos lo siguiente:
= (2m+1)<bx, bm)

Dado que el operador de Hermite es autoadjunto, ambas expresiones deben ser iguales.
Restandolas, obtenemos que

((2k+1) = (2m +1)){bi, bm) = 0

Pero esto solo se cumple si (b, b,y = 0, es decir, si {h, hy, ) = 0.
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= Completitud
Sea f € L?(R). Definimos la funcién F : C — C como

F(z) = JRf(x)ezxx;dx zeC

2
Se tiene que ||e”~ 7 || < oo fijado z € C, ya que

2 2 2 2
a-g | Fer-F)  FQr-F o el

e =

y por tanto,
_2 2
f 1657 2dx < f A2 gy < o
R R

2
Esto nos permite ver que || f(x)e?~ 7 ||; < o0, ya que
2 2
f )™= [ < |lFG)ll2- ([ ]2 < o0

Ahora bien, utilizando el desarrollo en serie de potencias de la exponencial se tiene que

F(z) = JRf(x) ( i %)ex;dx
n=0

Como el integrando estd dominado en médulo por una funcién L'(R) vamos a poder
intercambiar los signos sumatorio e integral gracias a la aplicacion del Teorema de la
Convergencia Dominada:

2

F(z) = fRf(x) (’;io (Z;!)n>e_x22dx = i%fRf(x) X'e” Tdx

) %<f7x”e_%> (3.1.1)

n=0 "

Vamos ahora a ver que en efecto se trata de un sistema completo. Para ello, supongamos
que <{b,f> = 0 Vk € N. Esto implica que {/, f) = 0. Como los polinomios de Hermite
forman un sistema linealmente independiente (por ser ortogonal), es una base del conjunto
de polinomos, y podemos escribir cada monomio x™” como

X" =aoHy+a1Hy + ... + anH, =

Por tanto
X2 " X2 n
fxme™ 7y =Y alf Heem ) = > arf, by =0
k=0 k=0
Sustituyendo en (3.1.1) debe tenerse que F(z) = 0, para todo z € C.

Pero se tiene también que:

_x2

F(—Znit) - J f(x)efzmtxf%dx = J (f(x)eT)efzmtxdx
R R
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= f-ho(t)
Esto es, la transformada de Fourier de f - hg. Como hemos visto, F' = 0, pero esto implica
que f-ho = 0. Podemos utilizar el Teorema de unicidad de la transformada de Fourier

(A.0.6) para concluir que f - hy = 0 en casi todo punto. Como Ay > 0, se tendrd que tener
que f = 0 en casi todo punto.

3.2. Demostracion del resultado

Después de haber desarrollado las propiedades de las funciones de Hermite, las utilizaremos
para probar los resultados aqui recogidos. Previamente, necesitamos probar un Lema auxiliar
que utilizaremos recurrentemente en muchas ocasiones.

Lema 3.2.9. Sean a,b > 0, y f una funcion que cumple que tanto ella como las funciones
f1(x) = VA - f(Ax), A > 0, satisfacen la desigualdad

1213 < allxfal 3 +blI(f2)113, VA >0. (3.2.2)
Entonces, tanto ella como dichas funciones también cumplen que
1£153 < 2vablxfL2]1f]]2 (3.2.3)

Ademds, si se tiene igualdad en (3.2.3), entonces existe un A > 0 tal que se tiene igualdad en
(3.2.2).

Demostracion. Sabemos que tenemos que

2 2 2
I£1I2 < allxfllz +2l1£]2

Aplicaremos esta desigualdad a las dilataciones f; (x) = v/A - f(Ax). Estas funciones cum-
plen que ||f||2 = ||f4||2- En efecto, con el cambio de variable y = Ax:

1 = [ IVAFQ0Pdx = | 10)Pay = 11f1B

Entonces, la aplicacion a la desigualdad es la siguiente:

17113 = 11£13 < allxfallz + ol (£)112 (3.2.4)
Aqui se tiene que

a3 = jR xf(Ax)VA 2

Hacemos ahora el cambio de variable Ax = y:

2 1 1
| s avaPas = [ [0 v = 15118 = 75l0f1B = 73113
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Por otra parte tenemos que:

1A)11Z= JR () (x)Pdx = JR [VA(f(Ax)) Pdx = JR AVAS (Ax)Pdx = lez\ﬁf’(M)lzdx

= 221(Mallz = 22117113

Por tanto, la expresion derecha en (3.2.4) coincide con la funcién

g(R) = 53 |Ixf1B+ bA% |13

Llamando A = al|xf||3 y B = b||f’|
mos:

%, obtenemos finalmente la expresion con la que trabajare-

A

Buscamos ahora minimizar esta funcion de una variable cuando A > 0:
—2A

A
g’(?t):?JrZB/”L:O@ﬁ:B/l@A:Bl“

)

Al ser estos los tinicos extremos reales, nos quedamos con el positivo, ya que buscamos A > 0.

=+VBA+VAB=2vVAB

Teniamos por definicién de g que

2
g(A) = If12
Por tanto, se tiene también que 2+/AB > ||f]3.

Ahora bien,

2VAB =24/ab-||f'|l5-xf113 = 2Vab-[lxfll2- || f']]2
Por tanto, hemos obtenido que
2Vabllxf|l2-1f']l2 = [1£1]5,

que era lo que se buscaba.
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La dltima afirmacion del lema se obtiene tomando A = (A /B)l/ 4, que como hemos visto
implica

A 2
2VAB = ﬁ+BJL ,

y sustituyendo los valores de A y B,
a
2Vab||xf|l2|1f'll2 = ﬁI\XfH% +bA2|| 13 = alxfall3 +bIf 3.

O

Vamos ya con la nueva demostracién de la desigualdad de Heisenberg junto con sus Coro-
larios. Para ello, seguiremos los Teoremas 3.1, 3.2 y 3.3 recogidos en el articulo de de Bruijn

[7].

En la demostracion utilizaremos ademds la identidad de Parseval (A.0.7) para funciones
definidas en un espacio de Hilbert.

Teorema 3.2.10 (de Bruijn). Si f € S(R), entonces ||f||* < 4x||xf]|-||Ef]|

Demostracion.

Dado que las funciones de Hermite forman una base en el espacio L>(R), si f € S(R) se tiene
que

AP = DI bP < D01+ DI = D2+ DX b))
Jj=0 j=0 j=0
2 £,2j+1)b(f.b) = Z<f, (h)){F b)) = Z<%” RN
j=0 j=0
=(H(f), ) ={~f" )+ =If |!2 +lxf| (3.2.5)

Esto se tiene ya que al ser f € S(R), f € D(%), el dominio del operador de Hermite.
Aqui, hemos concluido que (—f”, f> = {f’, f') utilizando integracién por partes.

Por tanto, por el Lema (3.2.9), obtenemos inmediatamente que

AP <2011 (A1l < 4mlIE A A

utilizando el Teorema de Plancherel en este ultimo caso.
]

Ahora bien, podemos preguntarnos qué forma debe tener la funcién para que se cumpla la
igualdad.
Corolario 3.2.11. La igualdad en (3.2.10) se da si y solo si se cumple que f sea de la forma

2

f=cpe 22

con A > 0.
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Demostracion. Obtendremos el resultado en dos pasos. El primer lugar, para que se tenga la
igualdad en || f]|> < ||f'||* + ||xf||?, de la prueba se deriva que

AP = 1P+ [xfIP = (f oy =0 )=

X

(:)f—COh()—Coe 2,
con cp constante.

Por otro lado, observando la prueba del Lema 3.2.9, para que exista la igualdad en || f||* =
2[|xf||- ||| debe de existir A > 0 con f; = VA - f(Ax) tal que

14112 = 1) 112 + [l fall2.

lo que implica que, debe cumplirse que f; = coe XT y finalmente con un cambio de variable se

obtiene que

2

f= c;Le_’ZTZ,
con ¢, constante dependiendo de A.

Vamos a ver un par de Corolarios que mejoran la desigualdad obtenida.

Corolario 3.2.12. Si f € S(R) y es impar, entonces se cumple que
4r ~
I1£11? < ~ IxAI- ISl

Demostracion. Si f es impar, entonces se tiene que (f, hp) = 0, con lo que en la prueba anterior
tenemos que

332+ DI - SAUD.D

wl»—

[e¢]
I£12 = 2 1Kf b <
j=1
1
=3 (PP + AP
Aplicando el Lema 3.2.9 y Plancherel se obtiene el resultado.
O

Corolario 3.2.13. Si f € S(R) y es ortogonal a {h}0< <y}, entonces se tiene que ||f||* <

e A1l 118 7l

Demostracion. La prueba es similar al caso impar utilizando que (f,h;)=0 0<j<J. [O

Al igual que en el resultado principal, en este Corolario la igualdad se tiene si y solo si
A >0: f =c-hy(x) = f(x) = ¢ .hJG)_

En el caso impar del Corolario 3.2.12 se tendra que J = 0. Entonces, la igualdad se tiene si

2

f(x) :C/'h1<%> =cy-x-e 22

Ademis, por densidad, estas relaciones pueden extenderse a todo el espacio L?(R).

Un resultado interesante y similar al principio de incertidumbre es el siguiente.
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Teorema 3.2.14 (de Bruijn). Sea f € L*(R) » = 1. Sea & un niimero no negativo con
la propiedad de que para cada ¢ > 0y para cada niimero complejo A con |A| = 1 se tiene que

”OO ‘f(t) —lc‘l/zb()(é) rdt]l/z >§. (3.2.6)

—00

Entonces, se cumple que

”iﬂf( zdt f E2|f(& 2dt]/ >$[3—2(1—%52>Z]

Observacion 3.2.15. Mediante el cambio de variable % =y, el resultado (3.2.6) se transforma
en

[J Verten o) ar] " = 5.

Es decir, el resultado nos proporciona una nueva desigualdad en base a la distancza en la norma
Lz(R) entre la dilatacion de la funcion con la que trabajamos y la funcion by = ol h H donde hy

era la funcion de Hermite que nos proporcionaba la igualdad en la desigualdad de Heisenberg.
Demostracion. Utilizaremos la siguiente notacion:

v =<{f05)

Se tiene que
| @R =S = Yk -1
% j=0 =0

De la demostracion que hemos dado del principio de incertidumbre, ver (3.2.5), se deduce la
siguiente igualdad.

e fF OB+ 1/ OIF = D27+ DI b
j=0
Ahora bien: ”
D @i+ DI = [l +3(n P+ 1wl +..)]
j=0
= |wl*+3(1—|w*) = 3-2/n)
Es decir,

lef @112 +I1F 0]z = (3-2Inl?). (3.2.7)

Por otro lado, si A € C, con |A| = 1, utilizando (3.2.6) y tomando ¢ = 1 (ya que por hipdtesis
el resultado es cierto para todo ¢ > 0), utilizando que tenemos una base ortonormal llegamos a
que

82<|\f—lbo!|§=fo !f—lbo!2=Joo \i%")f‘“m‘z
&

[ oo 2o S - R S

Jj=1 Jj=1
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= —AP+ (1 -

Ahora si ¥ = |)0]e’, con 6 € R, escogiendo A = ¢'® tenemos que Ay = || = 0y se tiene
que

82 < | —AP+ (1= |p») =0l + 2> —2R(0A) + (1 - |n|*)
= |wl*+1-2[p+ (1-|n*) =2(1-n|)

< (1-2)

Trabajando ahora con esto y (3.2.7), se obtiene que

De aqui se deduce que

2 / 2 2 1 2 2
ler@IB+ 101 = (-2 > [3-2(1-58%) |
2
Llamando [3—2(1 — %62) ] = ( se tiene que
IR+ O > a1 = e |1£15

1 2, Lo 2
< —-||tf(t + t =
p e/ ()12 aHf()Hz 1112
Este razonamiento, que hemos aplicado a f, podiamos igualmente haberlo aplicado a cual-

quiera de las funciones f.(t) = v/cf(ct), ¢ > 0, por la Observacion 3.2.15. Utilizando el Lema
3.2.9 obtenemos que también se cumple que

1
lef@)]2-1f @)l]2-2, = 1£5=1

[p-2(1-357)]

| =

<l f@ll2- 1 0l =

Finalmente, el Teorema de Plancherel nos da

e F Ol IEFE > o= [3-2(1-58)

Observacion 3.2.16. Veamos una interpretacion del Teorema 3.2.14. Denotamos por

Ay = {\%Mé): Al =1, c>0}

al conjunto de todas las funciones con norma 1 en L?(R) que alcanzan la igualdad de Heisen-
berg. Entonces se tiene la siguiente propiedad

Corolario 3.2.17. Si |f|> = 1 y para algiin € € (0,1) se cumple

4xeflz- 16712~ /1] < € (3.2.8)

entonces

dist (f,.7%) < ﬁ 3 (3.2.9)
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Demostracion. Sea 6 = \/g €. Suponer por reduccion al absurdo que no se cumple (3.2.9).

Entonces, se verifica la hipétesis (3.2.6) del Teorema 3.2.14, con § = \@ €, y por el teorema
podemos concluir que

N §2\2 54
anlafla16f=3-2(1- 5 ) =128 O
Esto implica
7 2 8 3,
A xfla-[Ef 12 —1228" - =-> 58" =€,
lo cual contradice (3.2.8). 0

La interpretacion de este resultado nos dice que si una funcion f, con | f|» = 1, estd cercana
a cumplir la igualdad de Heisenberg (en el sentido de (3.2.8)), entonces f debe estar cerca del
conjunto de minimizantes .



Versiones L’ y locales de la
desigualdad de Heisenberg

-

CAPITULO

En este capitulo vamos a explorar algunas versiones de la desigualdad de Heisenberg para
los espacios LP, asi como las versiones locales del principio de incertidumbre debidas a Faris.
Excepto en la primera seccion donde se recogen algunos resultados previos necesarios para el
desarrollo de los resultados, la fuente que seguiremos principalmente serd el articulo de Bene-
detto (ver [2]), de donde extraeremos todos los Teoremas que aqui se detallan y que sefialaremos
en cada enunciado.

4.1. Resultados previos

Para probar los principales resultados de este capitulo, vamos a necesitar de algunos resul-
tados previos del mismo modo que hemos hecho en el capitulo 2.

~
~

Lema 4.1.1. Si f cumple el teorema de inversion, entonces se tiene que f(x) = f(—x)

Demostracion.
Sabemos que f(&) = (g f(x)e 27 dx.

Por el Teorema de inversion para la transformada de Fourier, se tiene ademas que

) = | Fgemsae,
que es una nueva forma de escribir f(x).

Por tanto, se tiene también que

(&) = jR FE)e 28 dE = f(—x)

También necesitaremos de la desigualdad de Hausdorff-Young.
Teorema 4.1.2 (Folland [9], Th. 8.21). Sean p tal que 1 < p <2y q tales que
I 1
—+-=1
2

Entonces, si f € LP(R"), se tiene que

1Fllg < 1111,
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Proposicion 4.1.3 (Folland [9], Prop. 6.1). Sean p tal que 1 < p < +0 y q tales que 1—1, + é =1
Sean ademds a y b dos niimeros reales no negativos. Entonces se tiene que

P pa
ab<“— +=
P g

La siguiente se conoce como la desigualdad integral de Minkowski.

Proposicion 4.1.4 (Folland [9], Prop. 6.19). Sean 1 < p< 0y F : X xY — C medible. Entonces
se cumple que

HLF(x,y)dy

siempre y cuando § ||F (x,y)| |Lr(x) dy sea finita.

o = | IFG gy

Definicion 4.1.5. Se define el operador de Hardy como el operador lineal positivo Py definido
para funciones medibles Lebesgue en (0,00) como

Hm®=fﬂMnx>o

La siguiente desigualdad, conocida como desigualdad de Hardy, utiliza el operador previa-
mente definido y la desigualdad de Minkowski. El resultado lo hemos tomado de Benedetto, [2,
2.1.1].

Proposicion 4.1.6 (Hardy). Vf > 0 medible en (0,0) y p > 1 se tiene que

[ (0 < (2 [ st

Demostracion. Veamos cOmo se comportan las integrales.

El cambio de variable y = xt nos proporciona lo siguiente:

L[ = [ sna

Podemos aplicar por tanto la desigualdad de Minkowski y obtenemos:

( Loo‘ }C L f(y)dy)l’dx>zlf ~( m Llﬂxt)dr)pdx)’l’ § fol ( Loo . dx)é u

Haciendo ahora en esta nueva integral el cambio xt = y se obtiene el resultado:

:th‘idt(f:@ |f(y)|pdy>}s _ p%l(fooo |f(y)|pdy>1]’

Para la desigualdad de Minkowski, hemos utilizado que los intervalos en la recta real con la
medida de Lebesgue son medibles y la funcién considerada también lo es.

]

Como Corolario tenemos el siguiente resultado.
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Corolario 4.1.7. Sea g una funcién de clase C' en [0,+) y tal que g(0) = 0. Entonces se

cumple que . .
f ‘g(x) ’p<< p >pJ ¢ (x)|Pdx
o I x p—17 Jo

Demostracion. Por el teorema fundamental del calculo tenemos

¢ - | " ¢ (0)di + 5(0) = | " gt = g ().

0 0

Si aplicamos ahora la proposicion 4.1.6, obtenemos que

J‘g ‘d JOOO—|P1(g;(x)|pdx<(ﬁ)pfom'(x)!”dx

4.2. Versiones L”

En todo el apartado, vamos a trabajar con una norma L” con 1 < p < 2.

Proposicion 4.2.8 (Benedetto, Th. 2.1.2). Sea 1 < p < 2. Entonces, Vf € S(R) se tiene que

1115 < 4mlit f @)1 IEF(E)I]p

Demostracion. Comenzaremos revisando la desigualdad del principo de incertidumbre clasico
para posteriormente utilizar la desigualdad de Holder en su versién L”(R) en lugar de Cauchy-
Schwarz y finalmente usar Hausdorff-Young.

Teniamos que
0
0<ifllb= | 1rtPex
-0

Ahora, integrando por partes y teniendo en cuenta que si f € S(R), se tiene que [x|f(x)|*]%,, =0,

se obtenia que

| AP = ()P | " ()P = - [ " o

Aqui,

d —  d —

L f()] = a[lf(X)lz] = f'(x)f(x) + f(x)f'(x) = 2Re[ f (x) f (x)].

Por tanto, obtenemos que
vl [ oG] <2 [ 5 0] = 240 0 0y <20y sl

donde aqui, [l) + é = 1. Por tanto, utilizando el Lema 4.1.1 obtenemos:

201 g - [xf Gy = 2ILF (1) lg - [ ()]
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—
— —

=20 @g- [ef ) < 21O p - [ K p

=2[[2mig F (&)l - [f ()] p = 4ml[SF (E)]p - [l ()]
O

Ahora bien, aqui cabe preguntarse si esta es la mejor acotacidn posible. La respuesta es que
no, cuando 1 < p < 2 (para p = 2 ya sabemos que se puede alcanzar la igualdad en algunos
casos). Para ello podemos acudir al resultado del apéndice A.0.4, una mejora de la desigualdad
de Hausdorff-Young probada por Babenko y Beckner (ver [1], [3]). Usando la constante By (p) <
1 que aperece en (A.0.4) y repitiendo la prueba anterior se puede obtener el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.9. Sea 1 < p < 2. Entonces, ¥V € S(R) se tiene que

1115 < 4mB1 (p)|lef ()], 1€ F(E)II,

1 =1

donde B(p) = ((p7)(q) ©)

S

Después de este resultado, podemos dar otro también en espacios L” donde la constante esta
adn mads refinada siempre y cuando estemos en un espacio mas concreto, el espacio So(R), de
funciones tales que f € S(R) y f(0) = 0. Previamente vamos a demostrar un Lema auxiliar.

Lema 4.2.10. Sea 1 < p < 2. Si se cumple que

(Vuﬁmmwgﬁwvwm
p q

1715 < p ). VreSR), (42.1)

donde % + ‘l] = 1, entonces también se cumple que

1113 < pllxAllp - 11f g

Demostracién. Vamos a aplicar la desigualdad (4.2.1) a las funciones f3 (x) = VA f(Ax), A >0,
que también estdn en Sy. Previamente hemos visto que ||f; |2 = || f]|2:

[xsallp , G 1G
q

1 2 1 2
—|lflla=—lfallz <
p|| 12 p|| 12

el Olp e PR
p q
El cambio de variable Ax = y nos proporciona el siguiente paso:

P 39
LY Sl
Apt+l p A q

p /119
B 7 A 1
AxtL o p q
Ahora bien, trabajando un poco las potencias de A, escribimos

4.2.2)

A5+ apGty) P,
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1.1
donde tomamos 1 :=A27 7,y

A3 4G9 _ qatity) e
Ademas de estas definiciones, llamaremos

A=lxfllp, B=IIfIg

Entonces podemos reescribir la expresion (4.2.2) en funcion de estos elementos como

1 1 A B
—|IfI3< — -=+pi-=, VYu>0.
IR < 5o me

El siguiente objetivo serd minimizar en y la funcién

h(n) = —+u

1A B
uP p q

Derivamos, igualamos a 0 y obtenemos:

—-p A 1 B
W (u) = s -I—)+qu‘7 1'5_0
A _
i — Bud I — urta

Vamos a evaluar la funcién en este punto.

h(Ho) = (E)"iqéJr(é)Piqg

A p B
-1 g q__q 1
=Brta A pta. — L Arta . B pta. —
p q
a . » /1 1
:Ap+q.Bp+q.<__|__>
P 4

4 P
= Artq - Brtq
Entonces, observando que

p p 1 1 q q 1 1

p+q pq

se tiene que
1 1
h(to) = A» - B1
Con esto concluimos que

1
;HfH% < [lxfllp-11£1g
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Utilizando este Lema estamos en condiciones de demostrar el resultado completo.

Proposicion 4.2.11 (Benedetto, Th. 2.1.3). Sea 1 < p < 2. Entonces, Y f € So(R) se tiene que

1713 < 27pllef1lp - 16 Fll,

Demostracion. Veamos la desigualdad:

- o NP
L |f(x)|2dx<(f0 ef () Pax)” fo ) [fa)

<o( [ wrwra) ([ 1),

donde hemos utilizado que

PL(f") (x) = jo 0 = £(x) — £(0) = £(x)

y que se tiene con el Corolario 4.1.7 que
o0

( L " LEe() ) < (%) L “ 1) = p JO £ (0)ar)”

Ahora bien, vamos a ver como se comporta la norma en todo R:

o0 0
111 = fo () P + f_w £ (0) P

- [C1repass [T pas

~

donde lo hemos obtenido mediante el cambio de variable x = —y. Por tanto llamando f(x) =
f(—x) obtenemos:

[ = [“irwrass [ 17opac< ol ([ woras) ([ was)

([T wrwrras) ([ seoea)’]

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos:

0 1 o0 1 0 1 0 1
o (] lr@pas) (| rwa) ([ wrera)” ([l
0 0 —o0 -0
Seguidamente, vamos a aplicar la desigualdad de (4.1.3) para obtener que

1

([ i) ([ e < SRR U

’ T b _ L rlrdr 21 ()|
( foo|xf<x>|pdx) ( foo|f<x>|4dx) <
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Entonces, se tendrd que

l||f||% < §o [xf(x)[Pdx N §o |f'(x)|9dx N §0 . [ f () |Pdx ) 0 1 (x)]9dx
p p q p p
(A VA
p q

Es decir,

0 P oo , ag
It < (el el

q

Ahora aplicando el Lema 4.2.10 y la desigualdad de Hausdorff-Young, se obtiene finalmente
que

17113 < plkefllp - 1 llg < 2pallxfllp - IE £l
O

Aligual que en el resultado (4.2.9), la desigualdad obtenida no es éptima y se puede mejorar,
por ejemplo, utilizando el resultado de Beckner-Babenko. En ese caso la desigualdad seria la
siguiente:

Proposicion 4.2.12. El resultado de (4.2.11) se puede mejorar a

115 < 2pmB1 (P)|Ixf1lp- [1EF]]p € So(R).

4.3. Versiones locales: Teorema de Faris

En este apartado, dedicado a las versiones locales de la desigualdad de Heisenberg, estu-
diaremos principalmente el conocido como principio de incertidumbre de Faris. Después de
este, daremos también una version del mismo para dimensiones mayores de 2. En esta parte
seguimos la referencia de Benedetto [2, Th. 3.1.1].

Teorema 4.3.13 (Faris). Sea E < R un conjunto medible Borel. Entonces se cumple que, Y f €
S(R),

[ (@ Rag <2alel-isola- 11
Demostracion. En primer lugar, tenemos que

L!f(é‘)!zdé <[E|-|If1% < EI-|I£1F-

La tdltima desigualdad se obtiene de que

f f 27Tlx§dx < SUPJ |f Zﬂixé |dx

[1f]]oc = sup|f(£)] = sup
EeR EeRJR

EeR

- | 17l = 1)
R
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Por otra parte, tenemos que
7Lz+x W) 2 % dx %
1= [t [ ol S ([ 1rwpoe «2a) ' ([ 2 )

= ([ 1rwaracs [ |xf(x)|2dx)%\/; V(AR +lsf1B)’

Ahora, siguiendo un argumento de minimizacion similar al Lema 3.2.9, obtendremos que

% +AB > 2VAB

donde A = ||xf113 y B = ||f15.

Introduciendo este resultado en la desigualdad que teniamos, se obtiene

1 7 1
17l < VER(RIAB+ 5 Ibef1B) < 1718 < 7 (Al171B+ £ 11r13)

= |IfIF <2zl £1l2-[1xf1)2
Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Carlson.

Finalmente, combinando esto con la primera desigualdad de la demostracién, obtenemos
que

L FE)PAE < E-27-|[fll2- [lefll2

Un resultado similar a este pero para dimensién n > 3 es el siguiente.

Teorema 4.3.14 (Faris). Sea E < R" con n = 3. Entonces se cumple que

~ 2
L FR<CorlER-IRfIB VFe SR,

para una constante C, > 0 que solo depende de n.

Observacion 4.3.15. Lo primero que debemos resaltar es que a lo largo de la prueba nos
irdn apareciendo constantes reales que llamaremos K;,i = 1,2.... Todas ellas nos acabardn
conformando la constante C, final del enunciado.

Demostracion. Dado r > 0 y tomando f € S(R"), la dividimos en dos partes segtn la bola de
centro 0 y radio r:

S =1 X+ Xpeo) = Jo+ S

Ahora bien, utilizando esto podemos trabajar con sus normas para obtener las siguientes des-

igualdades:
(L) < ([ar)  ([1ar) < ([ nhl)" il

1 ~
= |E2 -[[folloo +[If1ll2
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Entonces, por un lado tenemos las siguientes desigualdades:

2 _ 2 [x? 2 _ 1 2
k=] i< ] Erlseor= | i)

2
< foHz

72

N

Por el otro tenemos que

1

Iolle < ol = | !ﬂm<(f$JM¢ﬂﬂWY-quhvhf

|x|<r

Ahora, en la segunda integral hacemos el cambio a coordenadas polares en dimension n:

1
J e pa
X\ <r

donde K| = @, es el drea de la esfera unidad en R"; ver [9, Cor 2.51]. Entonces, la desigualdad

nos queda de la siguiente manera:

1

(Jlxl<r(|x’|f(x)‘)2>é . (ﬁ Lde)é =Ki- (Jx|<,(|XHf(x)|)2> . (Jorpn3dp>é

x|<r |x|

r 1
e (R
0 (n—2)2

n—2
=Ky ||xfllar2

Por tanto, hemos concluido que
(J |f|2) <I<2|E|2 T ) e (4.3.3)
E

El siguiente paso serd minimizar en r el factor de la parte derecha de la desigualdad. El
proceso serd similar al del Lema 3.2.9 pero con estos nuevos datos. En primer lugar, definimos
la siguiente funcidn:

h(r) =Ky |E|? r3 1+

N | =

Derivando e igualando a 0 obtenemos:

1 n 1
H(r) = K|E|? <__1> 12 B 20
r r
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Evaluando ahora la funcién en este punto, obtenemos lo sguiente:

1 _i(n_ 1
(ro) = Ks JEI B33 4

K4-|E|_5
1 1 1 1
:K5.|E|n+K4 .|E|n:Cn.|E|n

Finalmente, esto junto con (4.3.3) nos acaba produciendo justo lo que queriamos probar. La
constante C,, = K5 + K, I se obtiene tras arrastrar las constantes que aparecen a lo largo de la
prueba.

1
N 2 1
([ 172) <Gttt Jasi
[

Observacion 4.3.16. Una interpretacion del Teorema 4.3.13 de Faris, como un principio de
incertidumbre local, es como sigue: suponer que f es una funcién de onda con | f|, = 1 y cuya
dispersion es pequefia, digamos |xf||» < €. La desigualdad de Heisenberg dice que f debe tener

una dispersion grande
1

1Ef]2 = e (4.3.4)

Esto sin embargo no excluye la posibilidad de que el soporte de f pueda ser muy pequefio, por
ejemplo, podria estar concentrado en dos conjuntos muy pequefios pero muy alejados entre si
(de modo que se cumpla (4.3.4)). Veamos que esto no puede ocurrir. Escogemos un conjunto
E R de modo que f tenga la mitad de su masa concentrada en E, es decir

A 1
2 L

Entonces del teorema de Faris se deduce que

= ! = ! .
Ar|xf|, ~ 4me

IE]

Es decir, el tamafio de E debe ser necesariamente grande. Por tanto, no es posible que f con-
centre una parte importante de su masa en un conjunto £ de tamafio pequeiio.
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cualitativos
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CAPITULO

En este capitulo vamos a estudiar algunos principios de incertidumbre diferentes a los clési-
cos, a partir del concepto conocido como Annihilating pairs.

5.1. Definiciones

Para las definiciones vamos a seguir el articulo de Bonami y Demange [5].
Definicion 5.1.1. Sean S, E dos conjuntos medibles de R". Entonces:

1. (S,E) es un annhilating pair débil si para todo f € L*(R") tal que

~

supp(f) = S, supp(f) c E (5.1.1)

necesariamente se tiene que f = 0.

2. (S,E) se llama un annhilating pair fuerte si existe una constante C = C(S,E) tal que

[1£1l2 < €U i2gsey + 1 lliaeey)s ¥ f € LA(R).

Con supp f indicamos el soporte de la funcion medible f, definido como

supp f = R"\U,

donde U es el mayor abierto tal que f(x) =0enctpxe U; ver [9, p. 215]. Cuando f es continua
se tiene la expresion habitual

supp f = {xeR”: fx) ;é()},

ver [9, p.132].
Un resultado elemental que nos da una gran cantidad de ejemplos de Annihilating pairs es

el siguiente.

Proposicion 5.1.2. Si dos conjuntos S, E son compactos en R, entonces forman un Annihilating
pair. Mds generalmente, si son conjuntos acotados, entonces también lo forman.
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Demostracion. Si S, E son conjuntos acotados, entonces existe R > 0 tal que
SUE < [—R,R].

Sea f € L*(R) tal que se cumple (5.1.1). En particular, suppf < [—R,R], y podemos definir la
transformada de esta funcién en todo el plano complejo:

f(Z) _ f_ f(x)e—mezdx _ J_Rf(X)e_zmxde, zeC

Al integrar sobre un compacto, el Teorema de convergencia dominada y el Teorema de Morera,
descrito en el apéndice A.0.5, implican que f define una funcién holomorfa en todo C.

Por otro lado, como supp f — [-R,R] (y f es continua), se tiene que
f(g) :Oa ié E<_OO7_R)U<R7OO)

R Por tanto, dado que f es holomorfa en todo C, el principio de identidad nos impone que
f =0y por tanto f = 0 también.

O

5.2. Teorema de Benedicks

El Teorema de Benedicks constituye uno de los resultados fundamentales relativos a los
Annihilating pairs. En esencia nos aporta un criterio mediante el cual podemos obtener Annihi-
lating pairs débiles, mas general que la Proposicién 5.1.2. Para el resultado de este capitulo,
seguiremos su articulo original, que puede encontrarse en [4].

Previamente necesitamos del siguiente Lema auxiliar. Como es habitual, identificamos el
toro T” con [0, 1)", y las funciones f : T" — C con funciones Z"-periddicas definidas en R".

Lema 5.2.3. Si F € L'(R") entonces >, . F(x —m) € L'(T"), donde la serie converge abso-
lutamente en ctp x € R".

Demostracion. Directamente:
f 2 F(x—m)‘dxgj Z |F(x—m)|dx = Z J |F (x —m)|dx
n Tl‘l

meZ" T mezn meZ"
Noétese que podemos intercambiar los signos integral y sumatorio por el teorema de Tonelli; ver
[9, Th. 2.37.a]. Si hacemos ahora el cambio de variable x —m = y, obtenemos lo siguiente:

S| e-mias= 3 [ Felay= [ POy <+

mezZ mezZl

Abhora si, vamos ya con el Teorema.
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Teorema 5.2.4 (Benedicks). Sea f € L'(R"). Sean ademds Sy = {x € R": f(x) # 0}y Sp= {Ee
R" : f(E) # 0}. Entonces:

Spl <oy |Sf|<oo = f=0

Observacion 5.2.5. Si f es continua es claro que Sy < supp f. Si f es solo medible esta inclu-
sion podria no ser cierta, pero se tiene
Syl < [supp f1.
En efecto, por definicion de soporte, si supp f = R™\U, entonces Sy nU = {xe U: f(x) # 0}
tiene medida cero. Por tanto,
Sy = ISy A U|+[SynU*| =[Sy supp f| < [supp f]-

En particular, el teorema de Benedicks también implica

supp f| <o y |suppf| <o = f=0,

que es una generalizacion de la Proposicion 5.1.2.

Demostracion. Para la demostracion, la idea fundamental serd reducir el problema de trabajar
con una funcién definida en R” a un caso periédico. Notar que si iz € L' (T") y sus coeficientes
de Fourier no nulos son un conjunto finito, es decir |supp ﬁ] < oo, entonces h € .7, donde
T respresenta el conjunto de los polinomios trigonométricos. La propiedad fundamental que
usaremos es que, si 7' es uno de ellos, el conjunto de ceros del mismo es finito y por tanto se
cumple que

{x:T(x) 0} =|T"—{x:T(x) =0} =1

A partir de esta funcién auxiliar obtendremos la informacién que buscamos sobre nuestra
funcidn de partida.

En primer lugar, dado a > 0, llamamos F(x) = f(ax). Entoces, si definimos
Sp={xeR": F(x) #0} ={xeR": f(ax) # 0},
se tendrd que
1
xeSr < flax) #0 <= axe Sy < xe =Sy
a
Aqui, Sy = {xeR": f(x) #0}.
Por tanto, se tiene que
1
|SF| = 67|Sf|
Tomando el pardmetro a suficientemente grande, podemos obtener que |Sg| < 1.

Del mismo modo, se tiene que

—_

Sp={EcR": F(&)#0} = (EcR": flax) 0}

Ahora bien, la transformada de la dilatacién cumple que

fan > (2)'7(%)

a a
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Entonces,
~(S S
fl2) #2028 E€aS;
a a J f
Entonces andlogamente al resultado previo, obtenemos que

1Sa| = a”]Sf] <

El siguiente paso serd reducir la hipétesis de que F € L!(R") a un espacio mds pequefio.
Para eso, periodizaremos la funcién G(x) = e~ 2**:5)F (x) utilizando la transformada de Zak:

Para £ € R", definimos

Ge (x) := Z ¢ 2HEmEp(x—m), xeR"

mezr

Esta funcioén cumple lo siguiente:

1. Gg e LY(T"), ya que

||G§HL1(’}I‘”) :f ’ Z g_Z”Kx_m’@F(x—m)’dng Z ‘e—Zﬂi<x—m,§>F<x_m)|dx
Tn n

mezr mezr

< an Z |F (x —m)|dx < oo

mezr

La deduccion de que la cantidad es finita se obtiene gracias al Lema 5.2.3 ya que F €
L'(R).

2. Los coeficientes de Fourier de G¢ son C/?E (k) = F (k+&), keZ" En efecto:

ég (k) _ J;Tn Gé (x)efZﬂ:i(x,k}dx _ J < Z 672m'<x7m,§>F<x _ m))672ni<x,k>dx

n
mezZl

Al ser el integrando absolutamente integrable, podemos intercambiar integral y sumatorio
obteniendo que

J (2 6727ri<x7m.,§>F<x_m>> 2Tk g D J o 2EME) () g 2T
YR YR

mezZl mezZ"

Haciendo el cambio de variable x —m = y, tenemos que

n

_ 2 f 67277:i<y,§>F(y)e72m'<y+m,k>dy _ J 672m'<y,§>F <y)67277:i<y,k>dy

mez"

— | TSRy = Pk ),

donde hemos utilizado que e~ 2%4mk) — 1y e 7.
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3. Sg; = [{xeT": Gg(x) # 0}| < 1 con & € R” fijo.
En efecto, si Gg(x) # 0, Img € Z" tal que F (x —mg) # 0. Esto provoca que
x€ (Sp+mp) nT" = SG; < Umezn (S +m) n'T"
Ademas:
1SG: | < | Umezn (SF +m) N T"| < Z |(SF +m) nT"| = Z f sy (x —m)dx
meZ mezn YT

Aqui, xs, representa la funcion caracteristica del conjunto Sr. Haciendo de nuevo el
cambio de variable x —m = y obtenemos

> fw Xsp(x—m)dx = ) Lrn— Xsy (v)dy = JRn Xse(y)dy = |Sp| <1

meZ" meZ’
Una vez vistas estas propiedades, el siguiente paso consistird en probar que para casi todo
EeR”, G¢ tiene soporte finito en Z".

Para ello, definimos

0(&):= > xs.(E—m) EeR”
meZ"

Claramente esta funcion es positiva ya que es suma de funciones caracteristicas. Ademads, per-
tenece al espacio L' (R"), ya que

fw‘f’(g)dé = fw Z Xsﬁ(é —m)d& = Z fw%sﬁ(g — m)dé&

mezZl mezl

Una vez méds, los simbolos integral y sumatorio se pueden intercambiar al ser las funciones
positivas. De nuevo, el cambio de variable & —m = y nos da el resultado:

= % JT’Z Xs:(y)dy = fRn Xs;(y)dy = [Sp| < o0
meZ" -m

Abhora bien, esto implica que ¢ (&) < oo en casi todo & € R”.

En este punto, definimos

A={ECR": ¢(8) <)

Claramente, |A°| = 0. Entonces, si & € A, entonces se cumple que
A 7 (& + m) = 07
salvo en un nimero finito de m € Z". Esto implica que
F (&E+m) =0,

salvo de nuevo en un namero finito de m € Z".

Ahora bien, por la propiedad 2 de la funcién Gg, sus coeficientes de Fourier son cero sal-
vo en un nimero finito de m € Z". Esto implica que G¢ es un polinomio trigonométrico para
x € T. Ahora bien, como un polinomio trigonométrico no puede anularse en un conjunto infi-
nito de puntos, se tendra que \SG§| = 1. Pero entonces la propiedad 3 de la funcién nos lleva

directamente a que G¢ =0, & € A.

Pero entonces, (/;E (k) = F(k+&) =0, ke Z". Evaluando en k = 0, obtenemos que F (&) =0

en casi todo & € R”. Es decir, F=0 y por la férmula de inversién, F' = 0. Finalmente, esto
implica que f = 0 en casi todo punto x € R".

]
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5.3. Teorema de Amrein-Berthier

El Teorema de Amrein Berthier aparece como otro de los resultados mds improtantes refe-
rentes a los Annihilating pairs y es un resultado més potente que el Teorema de Benedicks como
veremos. Pese a tener su demostracion propia, la prueba que aqui seguiremos es la presente en
el articulo de Bonami y Demange ([5], Theorem 2.6), que lo obtiene como corolario del de
Benedicks.

Para probar el Teorema vamos a necesitar el Teorema de Banach-Alaoglu, para el cual ne-
cesitamos introducir algunas definiciones previas.

Definicion 5.3.6. La topologia débil* en un espacio de Hilbert H (que en este caso coincide
con la topologia débil) es la topologia generada por los funcionales lineales y continuos del
espacio H. Es decir, es la topolgia mds débil que hace que todos los funcionales lineales de
dicho espacio sean continuos.

Definicion 5.3.7. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que una sucesion de funciones { f,}n
es *-convergente a f € H si

(fn&m—{f,e)m VYgeH

*
2 w
Esto se denotard como f,, — f.

Aqui, {, )y denota el producto interno en el espacio de Hilbert H.

Observacion 5.3.8. La convergencia en norma es mds fuerte que la convergencia que acaba-
mos de definir. Es decir,

|1l *
Veamos por qué:

(s 8)m —f s &ml = [fu = fr80ml < [|fu—FII-[lg]l = 0,

ya que se tiene que ||f, — f|| — O.

Vamos ya con el Teorema de Banach-Alaoglu.

Teorema 5.3.9 (Folland [9], Th. 5.18). Si X es un espacio vectorial normado, la bola unidad
cerrada B* = {f € X* : || f|| < 1} en X* es compacta en la topologia débil*. Es decir, si { fu}, € B,
entonces existe una subsucesion { fnj} j de fuyuna funcion f tales que

fn‘,’ W—*)f

Con todos estos resultados, podemos probar el siguiente Lema:

Lema 5.3.10. Sea {f,}, € L*(R") una sucesién de funciones que cumplen ||f,||» = 1. Entonces
existe una subsucesion { f,;} de f, tal que

f 57 (5.3.2)

para alguna funcion fe L>(R™).
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Demostracion. En efecto, utilizando el Teorema de Plancherel,
| fall2 = | full2 =1

Por tanto, la sucesion de las transformadas fn estd acotada y todos sus términos tienen norma
1, por lo que estan dentro de la bola unidad cerrada en el espacio dual de LZ(R"), que coincide
con €l mismo al ser un espacio de Hilbert. Dado que en un compacto toda sucesiéon acotada
tiene una subsucesién convergente, existird una funcién g € L?>(R") y una subsucesion fnj tales
que

—~ W*
fnj—)g

Llamando f = gV, obtenemos (5.3.2). Esto es justo lo que ser queria probar. [

También necesitaremos del siguiente Lema:

Lema 5.3.11 (Folland [9], Ex. 6.9). Si g, — g en LP(R"), entonces existe una subsucesion
{gn;}j de {gn} tal que
8n;(x) = g(x)

en casi todo punto x € R".

Enunciamos ya el Teorema de Amrein-Berthier.

Teorema 5.3.12 (Bonami, Demange). Si S,E < R"son tales que |S|,|E| < o, entonces existe
Cs.g > 0 tal que

112y < Cselllfllzaese + 1], Ve LR (5.3.3)
Observacion 5.3.13. Debemos notar que este Teorema es mds potente que el de Benedicks. De
hecho, tomando (con la notacion previamente utilizada) S = Sy y E = S+, se tiene el resulta-

do, ya que en este caso ||fl|j2(5) = 0 = ||]?|\L2(Ec) y por tanto, se tiene que ||f||;2@gny <0 =
| f{lr2(rn) = 0, acabando en que f =0 en casi todo punto.

Para poder demostrar el Teorema, vamos a trabajar con una expresion mas sencilla que
(5.3.3). Utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 5.3.14. (5.3.3) es equivalente a que exista Ds g > 0 tal que

1 n
F iz > oz Wl ¥F e L2®): ;< E (534

Demostracion. n (5.3.3)=(5.3.4).

Si§; < E, entonces ||f| |12 (gey = 0'y tomando Dy g = Cs g se obtiene el resultado.
s (533) < (5.3.4).

AN~ AN~ A~

12y = (1) |2y = 1) + Otee ) |2 mey

Utilizando la desigualdad triangular conseguimos separar la norma de los sumandos:

AN~ AN~ AN~ AN~

< |eNl2@ey + (e )| 2@y < Dsell(Xef)2(se) + 1| (e )] 120y
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usando (5.3.4) en la ultima desigualdad. Sumamos y restamos )gc para poder continuar:

AN~ A~

= Ds e||((xe + XEc — XE) )| 12(50) + | (XE ) || 12 00)

= Ds | ((1 = 28) )] 12(50) + 11 e )] 2y
= Ds ]| (f) = (tee )iz gse) + 11 Ctee )|l 2y
De nuevo la desigualdad triangular nos separa los sumandos:

A~ A~

< Ds || flr2(sey + Ds.ell(Xee )| 125y + (2B ) || 12

< Ds.gl|f1l 250y + Ds.ll tee )l 2y + 1| O P 2y

A~

= Ds el fll12(se) + (Ds.e + DI (e )2y

Usando Plancherel en el segundo sumando obtenemos el resultado:

= Ds el fll12(sey + (Ds.e + DI fll2(ee)
Una vez probado este Lema, podemos encarar la demostracion del Teorema.

Demostracion. Vamos a suponer que (5.3.4) no es cierto. Entonces, VN > 1 existird una suce-
sién fy cumpliendo que Sﬁv C E tal que

1
vl 2(se) < 5 Mwll2 ey

Podemos ademds suponer que la sucesi6n estd normalizada, es decir, que [|fy[|2gr) =1y
obtenemos que

1
o <— VNeN
vl <
Utilizando el Lema 5.3.11 sabemos que existird una subsucesién { fy, } ; de esta cumpliendo

que fy; — 0 para casi todo x € ¢, ya que fy — O en L?(S¢). Ademds, al ser los Jn; términos de
la sucesion fy, también se cumple que

[ fvll2 = 1.

Esto nos permite utilizar el Lema 5.3.10 para obtener una subsucesion { fNj, }jr de /n; tal que

— * ~
fNj/ w_)f

para alguna funcién f € L2 (R™). Ademas, fz O en ctp & € E€. Para probar esto, tomamos R > 0
y consideramos la bola Bg(0). Entonces,

A
|f _f S = XEc~BR(0
JECmBR(O) R |f] #(0)
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Si llamamos h = Ifl xELm Br(0) € L?>(R"), obtenemos que

~

S e o
J e = S —leflinoo<fN,~~h>L2<Rn>

- Jim ffN, Tony = i 0=0

—>CX)

El integrando resulta O ya que fN< = 0 en E° por hipétesis, y esto acaba implicando que f (&) =
J
0, ctp & € E°. Es decir, S;= {EeR": f(§)#0} c EUN, donde N tiene medida cero.

Por otro lado, como hemos visto, la definiciéon de convergencia débil equivale a que
<fNj/ 9 h>L2 (]Rn) - <f, h>L2(Rn) Vh € L2 (Rn)

Tomando h(&) = e 2m5E) yp (€), para x fijo, tendremos que

P yr € 2 2y — (o2 )2 gy = JRH F(§)- e 278y (&)dé

= | J&) &S gp(8)ds = (),

usando en el dltimo paso que f = 0 en ctp & € E€ y el Teorema de inversién. Notar que podemos
aplicar este Teorema al ser |S f| < |E| < o0, y por tanto f € L' (R"). Del mismo modo tenemos

(Fivyre 288 ) 2 gy = fRfN\ (&) e 2 xp(E)dE = fiv, (%),

y podemos concluir que fy, (x) = f(x) enctp xe R".

Ahora trataremos de probar que se cumplen las hipotesis del Teorema de Benedicks en f,
es decir:

1. f(x) = 0en casi todo x € S°.
2. f(€) =0 en casi todo & € E°.

Con esto conseguiriamos probar que
S| = [{xeR": f(x) # 0} <|S| <o

y que R
Sl =[{G eR": f(§) # 0} < |E| < 0
y concluiriamos por Benedicks que f = 0.
= El punto 2 lo hemos probado previamente.

= Para probar ahora el punto 1, como ya hemos visto que lim o fi, (x) = f(x) en casi
todo x € R”. Tomando x € §¢, hemos visto previamente que

lim i, (x) = 0
J—o0m

Como los términos de fNj, son a su vez términos de fy; concluimos que f (x) = 0 en casi
todo x € S¢.
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= De los dos puntos anteriores concluimos que f = 0, por el Teorema de Benedicks. Veamos

ahora que esto es una contradiccion.

Tenemos, por la férmula de inversion, que
—~ . . 1
Nl = s e 2% ) | < Ul [l gl ]2 = 1+ |E|2
— |E|2
Esto nos permite utilizar el Teorema de la convergencia dominada de la siguiente forma:
. _ 2y B 2 . B 24
Jim 1) = 70 = Jim, [ 17(3) = F0Pds = | tim Lfvo) = ) Pex =0
Esto implica:
Nlir)nOOHfNHiz(sc) "’Nlinoo HfNHiz(S) = Nlinoo ’|fN‘|1%2(S) = HinZ(S) = HfH[%Z(Rn);

y ademas se tiene que

P 2 z 2 z 2 2 z. 2
1l B2+ Jim (|l = Jim ( L A+ L nl2) = Jim [ fl 2y = 1

Con lo cual, concluimos que
‘|f||i2(ﬂgn) =1

Esto contradice la conclusion anterior de que f = 0.



Principios de incertidumbre
del tipo Hardy

-

CAPITULO

Finalmente, vamos a hablar de principios de incertidumbre del tipo Hardy. Estos se deben al
autor con el mismo nombre, y nos dan condiciones bajo las cuales una funcién y su transformada
de Fourier pueden tener ambas rapido decaimiento.

6.1. El Teorema de Beurling

El primer Teorema de la seccion es debido a Beurling, que lo demostro en los afios 60 aunque
nunca publicé su demostracion. En 1991, Héormander reprodujo una demostracion tomada de
partir de apuntes personales, ver la explicacion histérica en [13]. El resultado se enuncia como
sigue:

Teorema 6.1.1 (Beurling). Sea f € L'(R), y suponer que

JJ X)||f ()™ dxdy < +oo.
RxR

Entonces f =0 en ctp.

La version siguiente, mds general que la original de Beurling, es debida a Bonami, Demange
y Jaming; ver [6, Theorem 1.1].

Teorema 6.1.2 (Bonami, Demange, Jaming). Sea f € Lz(R"). Entonces se tiene que

@)|If )] 2l
—_— YN dxdy < +o0
” R 1+|x|+|y|> g

siy solo si f tiene la forma f(x) = P(x)e_”<Ax’x>, donde A es una matriz simétrica real definida
positiva y P es un polinomio de grado < 52,

En particular, si N < n, la funcion f es idénticamente 0.

Dada la complejidad de la prueba, trataremos de dar inicamente una demostracion para el
caso N = 0, es decir, suponiendo que

f f xX)| - 1f (&)™ dxdé < oo 6.1.1)

Esto incluye el Teorema de Beurling, que es el caso de dimension n = 1. Para ello seguimos un
argumento de demostracion relativamente elemental debido a Hedenmalm [12], y que se basa
en una aplicacion adecuada del Teorema de Liouville y técnicas de variable compleja.
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Observacion 6.1.3. La condicion (6.1.1) implica también que

JJ )| |f(&)|dxdxé < ff )| 178l dxde < o

Esto implica que tanto f como f estdn en el espacio L' (R"). Es decir, el resultado del enunciado
se cumple para las funciones f que estdn en el espacio de las funciones donde el Teorema de
inversion para la transformada de Fourier funciona.

Demostracion. Definimos la banda
S={zeC:|3(z)| < 1}

y la funcién

_ f FOOF ()2 D dxaE  z€5
n Rn

Lo primero que notamos aqui es que, tomando mddulos se tiene por hipotesis que

o= || | TWREe S as

J n J 170 P dxag <o zeS
En el factor exponencial hemos utilizado que
|e27riz<x.,§>| _ e9§(27riz<x,§>)’
y aqui se tiene que
R27iz(x, 6)) = =3(27zlx, 6)) < 27[(x, §)[3(2)] < 27(x, ),

yaque S(z) e [—1,1].
Esto implica usando convergencia dominada que la funcién F es continua en S y ademads es
holomorfa en S utilizando el Teorema de Morera (A.0.5).

Dado que la funcién f cumple la férmula de inversion de la transformada de Fourier, por la
Observacion 6.1.3, para z = u € R por Fubini tenemos que

Pl = | F0[ | Fepemeag]ix

— | fO)f(ux)dx YueR
Rn

Ahora bien, si u € R\ {0}, haciendo el cambio de variable ux = y obtenemos que

F(u) = f n@f(y) ‘Z,y,, = W%@ (6.1.2)

Vamos a enunciar ahora un Lema que utilizaremos.
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Lema 6.1.4. a) Si una funcion G(z) es holomorfa en un abierto A, entonces la funcion ¢(z) =
G(%) es holomorfa en el abierto A, donde

~ (1
A:{_
Z

b) Si ademds se cumple que G(z) = G(L), para todo z € A N A, entonces la funcion

: zeA\{O}}

NI =

G(z) sizeA

1 R
G(3) sizeA,
es holomorfa en el conjunto union A U A.

El objetivo ahora serd utilizar este Lema junto con (6.1.2) para definir una funcién holomorfa
en todo C que cumpla las hipétesis del Teorema de Liouville (A.0.8).

Ahora bien, esta definicién debe hacerse cuidadosamente, porque la funcién ¢(z) = F (%),

cumple que ¢ € H(§), pero ¢(z) # (p(%) en S NS, pues

1
0(u) = [u"F(w) # Fw) = 0 (=), ueR\{0,+1}
Por tanto, no es posible extender F de forma holomorfa a todo S U S. Sin embargo, la funcién
0(z)=(14+22)2F(z) zeS

no tiene este problema. Esta serd la que utilizaremos. Para asegurarnos que podemos utilizar el
apartado b) del Lema 6.1.4, estudiaremos sus propiedades.

1. ¢ es holomorfa en §. Para ello, dado que la funcién F es holomorfa en S, nos queda ver
qué sucede con el factor (1 +2z%)2. Como se tiene que

(1422)% = oLlog(1+2)

y el logaritmo principal Log(w) es holomorfo en w € C\(—0,0], lo que necesitamos es
que Argw # +7, siw = 1+ 22

En efecto, si tomamos

w=1+z€(~»,0] <% e (—mw,—1]
Si tomamos ahora z = re'?, entonces

Z=re?e(—n,~1]< {

TR

0=+ ¥ S 1 )
- sz=re'2re”'2,r>1<ze +i[l,0)
r=1

Es decir, (1 +22)2 € H(C\ +i[1,+x)).
Por tanto, ¢ € H(S) nC(S\{£i})
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2. Entonces, por el Lema 6.1.4, la funcién ¢ (z) = q)(%), ze S cumple que ¢ (z) € H(S)

Ahora bien, ;quién es exactamente S = {% 1zeS}?

En primer lugar debemos notar que, si denotamos por D = {z € C: |z| < 1}, el disco
complejo unidad, entonces D = {z € C: |z| > 1}. Ademds, como D\{+i} < S, se tendra
que D\{£i} < S. De aqui se deduce que C\{+i} = S U S. De hecho, se tiene que

SUS =C\{+i}

pues es facil ver que +i no pertenece a S U S.

Podemos también hallar una descripcion explicita de S. Para ello vamos a fijarnos en qué
sucede con los puntos de la frontera de S.

Si z=x+1i€ dS es un punto de la frontera superior de S, con x € R, se tendra que

) 1 1 x+i
W=U+IV=—=——= 5
7z x—i x*+1
Parametrizando obtenemos que:
u= X
x2+1
V_x2+l
1 1—v
Prl=-ox’=
v v

Sustituyendo en la expresién de u> obtenemos que:

2 1—v
2 X v 2

(x2+1)2 - (%V)Z =V—V

Completando cuadrados llegamos a que

1\2 1\2
2 2 2

—y=0< <f_> _<_>
u +v-—v u v-3 3

Esta es la circunferencia de centro (0, %) y radio %

Es decir, la reflexion de los puntos de la frontera superior de S forman una circunferencia
en el interior de . Del mismo modo, se puede comprobar que los puntos de la fontera
inferior forman la circunferencia del mismo radio y centro (0, — %) Por otro lado, toman-
do por ejemplo el origen 0 € S, vemos que los puntos interiores de S se transforman en
puntos exteriores a dichos discos.

Por tanto, tenemos que

sw=o(p)=(+3) () (G F (D)
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usando (6.1.2) en la ultima linea. Esto implica que ¢ = ¢~) en R\{0}. Al ser este un conjunto

con puntos de acumulacién contenido en el abierto S S, por el principio de identidad para
funciones complejas se tiene que ¢ = <p enSnS.

El siguiente paso serd definir la extension

w ) 0(z) sizeS
¢ (x){ (E(z) sizes,

Lo primero que notamos es que esta extension estd bien definida ya que ambas ramas coinciden
en la interseccion. Ademds, por el Lema 6.1.4, esta funcién es holomorfa en S U S, es decir

0* € H(SUS) = H(C\{+i})

Sea ahora 2+ = D% (£i), el disco de centro +i y radio %

Size 9% nS\{+i}, se tiene que

10*(2)] = [6(2)| = |F(2)] - |(1 +2%)3]
<C-NN+22<c(1+)z)2 <C

Noétese aqui que, aunque la funcién raiz cuadrada no sea holomorfa cerca del origen, si que esta
acotada.

Andlogamente, si z€ 2% A 5\ {+i}, se tiene que

0°01= 1861 = o (1) = [F ()| (1 +2)

Por tanto, hemos concluido que ¢* estd acotado en 2F\{+i}. Ahora, por el Teorema de
extension de Riemann (A.0.9) se tiene que ¢* admite una extension holomorfa a todo C.

<C<1+L>2 <"
|2|?

El objetivo ahora es probar que ¢* estd acotada en todo C.

= Size K :=D;(0), entonces
07 (2)| < Ci
porque K es un compacto.

= Size C\K, entonces [z > 1yze S. Se cumple por tanto que

o= () (145’

Por tanto, siempre se cumplird que

(ST
I
S

1 n
<C-(1+| |2)2<c-2
<

0% (2)| < max{C;,C,} VzeC

Por el Teorema de Liouville, ¢§*(z) = co Vz € C, es decir, ¢* es constante.

Para terminar nos bastara con ver que en algin punto esta constante debe de ser 0.

lim ¢*(z) = lim F(z)(1+2°) =0,

zeS zeS
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ya que F(z) estd acotada y el factor (1 + zz)% tiende a 0. Por tanto, se tiene que ¢y = 0

Esto implica que ¢* =0 en C, lo cual a su vez implica que @ =0 en Sy que a su vez implica
que F =0 en S. Entonces:

F(I)ZLIf(X)Fdx:O:fEO

6.2. Teoremas de Cowling-Price

Necesitamos de un pequefio Lema auxiliar para poder demostrar el resultado de este aparta-
do.

Lema 6.2.5. Si 0 < qa, entonces para x,y € R" se cumple que

1
20 | < bl + |y

Demostracion. Como se tiene que (+/al|x| — \/EM)Z = alx> + L|y> = 2|x| - [y| = 0, se cumple
directamente que

1
ala >+~ v > 20 |y

Teorema 6.2.6 (Tipo Cowling-Price). Sea f € L>(R") que cumple

1. §en \f(x)]e”“|x|2dx <o
2. $anl F(E)| €™ aE < oo

para ciertas constantes positivas a’y b con ab > 1. Se tiene entonces que f = 0.

Demostracion. La estrategia serd deducirlo del Teorema de Beurling probado anteriormente, es
decir, comprobar que se cumple la condicion (6.1.1).

Notar que las hipétesis 1 y 2 implican

o (| e fa) (| IF@eag) = [ | 1wl s
Ahora bien, utilizando el Lema 6.2.5, y la condicién b > é, tenemos que

fﬂfﬂ X)|1F(E)e na|x|2+nblé‘\2d dE > J J - 1f( é)le”a|x‘2+§|€|2dxd§

J J O 17(8)| e E gxag



6.3 Teorema de Hardy 57

Utilizando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz llegamos a que

ff )|+ (§)[eEldxag > f f 0|1 F(E)1 ™D dnde

Pero entonces hemos concluido que

j j DNIFE)1e™ Dl dxdé < o0,

Por el Teorema 6.1.2 (con N = 0), obtenemos que f = 0.

6.3. Teorema de Hardy

El Teorema mas clasico de Hardy ([6] Prop. 3.4), que aqui presentamos, se puede obtener
como corolario de los Teoremas que hemos visto en esta seccion.

Teorema 6.3.7 (Hardy). Sea f € L>(R") tal que, para ciertos C,N > 0,

L |f(x)] < C(1+ |x|)Ne—anh!’
2. [F(&)] < C(1 +|€|)VepnlsP

Entonces, se cumple que si ab > 1, entonces f = 0.

Demostracion. Vamos a ver que se cumple la condicién (6.1.1) del Teorema de Beurling. Por
un lado se tiene, usando las hipotesis del Teorema de Hardy

[ [ rwi@remeelaag < [ [ cemombmeRamadl iy ) (1) axag

Ahora bien, como ab > 1 podemos escribir
a=d+e, b=b+e condb =1yd,b,e>0.
Por tanto, del Lema 6.2.5 se sigue que

—anlx® —bm|E]* + 27| &) = —en(lx® +|E°) — (a'zlx|? + 0'm|E P — 2m|(x, E)))
< —en(lx? + (&)

Por tanto, el factor exponencial no va a desaparecer y podemos acotar la integral anterior por

c? f J e TR —€TE P (] LX)V (1 + |E[WVdxdE < oo
RJR

Hemos pues probado que f cumple la condicion (6.1.1), y por el Teorema de Beurling esto de
nuevo implica que f = 0.

]
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Apéndice

e

APENDICE

Proposicién A.0.1 (Folland [9], Th. 8.22 ¢). Sean f,g € L'(R"). Si denotamos por * la convo-
lucion entre dos funciones, se cumple que

fx8=r%8
Proposicién A.0.2 (Folland [9], p. 258). Sea f € L'(R"). Entonces, para a € R", su transfor-
mada de Fourier cumple que

flx—a) = e f(E)
Proposicion A.0.3 (Grafakos [11], Th. 1.2.19). Sea ¢ € C*(R") con SR" o =1,ysea feLl(R")
para 1 < p < 0. Sea ademds ¢g(x) = %(])(fe—c) Entonces ¢¢ * f 20, fen LP(R™).
Teorema A.0.4 (Beckner [3], Babenko [1]). Sean p tal que 1 < p <2y q tales que
1

1
—-=1
P oq

Entonces, si f € Lp(]Rd), se tiene que

171y < Ba(p)|If],,

donde By(p) es tal que

1 1. d

By(p) = (prq )2

Teorema A.0.5 (Rudin [18], Th. 10.17). Sea Q un abierto y sea f una funcion compleja conti-
nua en L. Entonces son equivalentes:

1. f es holomorfa en Q

2. ST f(w)dw = 0 siempre que el tridngulo T esté contenido en Q
Teorema A.0.6 (Folland [9], Th. 8.26). Sean f,g € L'(R"). Entonces, si se cumple que
f(&) =58(8) VEeR"
entonces se tiene que f = g en casi todo punto.

Teorema A.0.7 (Rudin [18], Th. 4.18). Sea B = {e;}; una base ortonormal en un espacio de
Hilbert. Entonces se tiene que, para cualquier vector x de este espacio,

[Ix[2 = D Kx el
i=0
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Teorema A.0.8 (Rudin [18], Th. 10.23). Sea f : C — C una funcion entera y acotada, es decir,
existe M > 0 tal que
|f(z)] <M VzeC

Entonces f es constante.

Teorema A.0.9 (Huybrechts [14], Th. 1.1.7). Sean A < C un abierto, o € A y supongamos que
f es holomrofa en A\{a}. Equivalen:

1. f tiene una extension holomorfa a A, es decir, existe una funcion g € H(A) tal que g(z) =
f(z) para cualquier punto de z€ A, z # q.

2. f tiene una extension continua en A, esto es, existe h€ C(A) tal que h(z) = f(z) para cada
z€ A\{a}. Equivalentemente existe el limite 1im;—sy f(2).

3. f estd acotada en un entorno reducido de «.
4. lfmz—>a(z_ a)f(Z) = 0
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