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Capitulo 1

Introduccion

Numerosos problemas practicos consisten en medir informacién para poder analizarla y
obtener, a partir de ella, algin resultado o conclusiéon. La mayoria de las veces, esta infor-
macién viene dada en forma de una cadena finita de niimeros reales, que de forma genérica
se denomina “sefial” y que representaremos mediante un vector z de R¥.

Habra situaciones, ya sea por el gran tamarno de la sefial o porque el proceso de medicién
sea muy costoso o dificil, en las que no seremos capaces de medir la senal en su totali-
dad y solo dispondremos de cierta informacién. Nuestro objetivo serd entonces tratar de
reconstruir la senal completa a partir de ese niimero limitado de mediciones. En concreto,
nos centraremos en el caso en que el proceso de medicién sea lineal ya que asf podremos
reducir la reconstruccién a resolver un sistema de ecuaciones lineales.

En términos matemaéticos tendremos y = ®x, donde y € R™ es la informacién medida,
x € RY es la senal original que queremos recuperar y ® es una matriz real de tamafio m x N
que modeliza el proceso de recabar informacion. Asi, para recuperar x lo que haremos sera
intentar resolver este sistema lineal.

El algebra lineal clasico nos dice que si m < N entonces el sistema serd indeterminado y
existiran infinitas soluciones, dadas por el subespacio afin x + ker ®. Es decir, sin ninguna
informacién adicional es imposible recuperar univocamente x a partir de y si m < N. Por
ello, uno podria pensar que para poder reconstruir la senal haria falta que el nimero de
mediciones, m, sea al menos tan grande como la longitud de la senal, N. Pero, como ya he-
mos dicho, esto no siempre ocurre por lo que seréd necesario estudiar soluciones alternativas.

En este trabajo, vamos a estudiar la teorfa del Compressed Sensing, o Muestreo comprimido
de senales, y veremos que bajo ciertas condiciones podremos recuperar las senales incluso
con m < N. La clave estaréd en suponer que las senales con las que trabajamos cumplen la
propiedad de ser sparse, es decir, la mayoria de sus componentes son ceros. En la siguiente
seccion daremos la definicion rigurosa del concepto sparse y mostraremos ejemplos préacticos
en los que las senales cumplen de forma natural esta propiedad.

1. Senales sparse

Estamos representando las sefiales como vectores en RY por lo que las podemos expresar
en términos de una base ortonormal prefijada. Asi, si {bi}ij\il es nuestra base, tendremos

N
T = inbi, donde z; = (x,b;).

=1



Introduccién Senales sparse

Con esto, y llamando [N] = {1,..., N}, definimos el soporte de la senal =, con respecto a
la base {b;}, como

Sop x :={i € [N] : & # 0}.

Definiciéon 1.1 (Sparse).
Diremos que una sefial 2 € RY es s-sparse si es una combinacion lineal de a lo sumo s

vectores de la base, es decir, si card(Sop x) < s. Denotaremos por X el conjunto de todos
los vectores s-sparse de R,

El término sparse podria traducirse al castellano como escaso o disperso. No obstante,
ninguna de estas palabras parece adecuarse mucho al significado que queremos transmitir
por lo que durante el trabajo utilizaremos la palabra sparse.

En la practica puede ocurrir que las senales que nos interesan no sean exactamente sparse,
pero si aproximadamente sparse, en el sentido de que, expresadas en una base adecuada,
tendran una gran cantidad de componentes muy pequenas y, por tanto, se podran apro-
ximar muy bien por sefiales sparse. Bastaria hacer cero sus componentes més pequenas y
dejar el resto como en la original.

Para ilustrarlo tomaremos la fotografia 5.2.10 de la base de datos USC-SIPI Image Da-
tabase [16]. Se trata de una imagen en escala de grises con resolucién 512 x 512 pixeles
y profundidad 8 bits. Es decir, para representarla tendremos un valor numérico entre 0 y
255 por cada pixel que nos indica su tono de gris, siendo 0 el negro y 255 el blanco.

Si vectorizamos la matriz de pixeles, la sefial que nos queda tendra tamafio N = 5122 =
262144. Pero si la expresamos en términos de una base de Wavelets se puede ver que la
mayoria de sus coeficientes son relativamente pequenios. Podemos incluso quedarnos solo
con los 50000 coeficientes méas grandes (menos del 20 % de los datos), poner el resto a 0 y,
adn asi, la imagen reconstruida se asemejara a la original.

0 50000 100000 150000 200000 250000

Figura 1.1: Izquierda: La imagen original (5.2.10). Centro: Los coeficientes de la base de Wavelets
(permutados aleatoriamente para mejorar su visibilidad). Derecha: La imagen reconstruida a partir
del vector con los 50000 coeficientes mas grandes y el resto puestos a 0.

Puede parecer que los coeficientes estan distribuidos por igual en la banda entorno al valor
0. No obstante, si hacemos zoom a la grafica veremos que estan mucho mas concentrados
en los valores pequenos. De hecho, en el zoom se muestra la franja de coeficientes que
estamos poniendo a 0 en la aproximacion sparse de la imagen.
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Coeficientes de la base de Wavelets

CRNY

10000 20000 30000 40000 50000

Figura 1.2: Algunos de coeficientes de la base de Wavelets de la imagen del puente (5.2.10). Los
puntos entre las lineas rojas pasaran a valer 0 en la aproximacion sparse.

Este ejemplo ilustra que las senales a menudo se pueden “comprimir” utilizando un namero
de parametros mucho menor que su tamano. Teniendo esto en cuenta, ya no parece tan
extrano que seamos capaces de reconstruir las senales con un ntumero de mediciones menor
al tamano, o sea, m < N.

Esta es una de las razones por las cuales el Compressed Sensing es una alternativa atractiva
en la compresion de sefiales. El enfoque tradicional consistia en medir la senal al completo y
luego comprimirla. Pero si ya sabemos que la senal es sparse y la mayoria de coeficientes se
descartaran en la compresion, parece una pérdida de recursos tratar de medirla entera. Seria
mas razonable buscar un método que permita medir directamente una versiéon comprimida
de la senal con un ntmero menor de mediciones y luego tratar de reconstruir la senal
original, en caso de necesitarla. De ahi que se le llame a la técnica Compressed Sensing o
Muestreo comprimido de Senales.

2. Resumen del trabajo

Antes de terminar la introduccién explicaremos en que consistird el trabajo y como esta
distribuido.

Para empezar, en el Capitulo 2, desarrollaremos la técnica del Compressed Sensing y estu-
diaremos algunos métodos de reconstruccién. Primero nos centraremos en la Minimizacién
lp, que comnsiste en buscar el vector més sparse posible pero que sea acorde a los datos.
Es decir, si denotamos |z|lp := card(Sop z) trataremos de reconstruir la sefial con las
soluciones al problema de optimizacién

(Pp) : |arg min|v||o sujeto a dv =y,
veRN

donde arg min||v|o := {v € S : [[v|lo < ||lullo, Vu € S}, para S C RV,
veS

Siguiendo los apuntes del Capitulo 2 del libro de S. Foucart y H. Rauhut [11] obtendremos
el siguiente resultado.
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Teorema (Ver 2.2). Para cualquier entero N > 2s, existe una matriz ® de tamarnio 2s x N
tal que cualquier vector x € Xs se puede recuperar a partir de su vector de mediciones
y = ®x € R* como solucion del problema (Py).

Lo que quiere decir que con tan sélo 2s mediciones el método tedrico de la Minimizacién £
serd capaz de reconstruir cualquier senal s-sparse de manera exacta. Este nimero de me-
diciones coincide con lo que nos sugiere la intuicién, que para recuperar una sefial s-sparse
nos haré falta conocer tanto el valor de sus s componentes no nulas como las s posiciones
de estas componentes.

No obstante, observaremos que tratar de resolver el problema (Pg) en general no es viable
debido a los elevados tiempos de computacion. Por suerte, en [11] también se propone
un método de reconstrucciéon alternativo a partir de los primeros 2s coeficientes de la
transformada de Fourier de la senal. Este método solucionaré el problema del tiempo de
computacién pero, como veremos en un ejemplo, ni serd robusto frente a errores de medi-
cion, ni estable frente a problemas con el nivel de sparse de la senial.

Tras ver que la Minimizacion £y no funciona tan bien como esperabamos, buscaremos entre
las normas ¢, algin método que posea algoritmos de resolucién eficientes y que, ademaés,
sea robusto y estable. En concreto, compararemos las dos normas mas conocidas, ¢1 y fo.
Veremos que, en general, la norma {5 no reconstruye senales sparse, y que la norma ¢; si
que parece funcionar mucho mejor en ese sentido.

De esta manera, en el Capitulo 3, pasaremos a analizar el método de la Minimizacién ¢,
que, como antes, consistird en reconstruir x a partir de las soluciones del problema

(P) : |arg min|jv||; sujeto a Pv =1y
veRN

Nuestro primer objetivo serd probar que cualquier solucion z* del problema (P) recuperara
de manera exacta la sefial x si esta es suficientemente sparse. Para ello hay que pedir a la
matriz ® que cumpla la Propiedad de Isometria Restringida (RIP).

Definicion. Para cada entero positivo s se define la constante de isometria de una matriz
® de tamano m x N, como el menor numero d; > 0 tal que

(1= 8s)llz]l3 < @23 < (1 +d5)l|z]3, Vo € S (1.1)
Se dice que la matriz satisface la Propiedad de Isometria Restringida (RIP) de orden s si

0<ds <.

De hecho, siguiendo el articulo de E. J. Candés |7], seremos capaces de probar un resultado
més general con el que veremos que el método ¢; es de hecho estable y robusto si ® cumple
RIP. Para ello, modificaremos el problema (P) para que incluya ruido en las mediciones,
es decir, consideramos el problema

(P*) : |arg minl|v||; sujeto a ||y — Pv|2 < e,
veRN

donde € es una cota superior del ruido. Ademés, denotaremos por zs la mejor aproximacion
s-sparse de x, que serd el vector con los s coeficientes mas grandes de x y el resto 0.

4
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Teorema (Ver 3.2). Si suponemos que 625 < V2 —1 y |ly — ®z||2 < ¢, entonces si z* es
solucion del problema (P*) se cumple

£o
NG

para constantes co,c1 > 0, que dependen de dag.

[o% = zlls < ==l = zs[l + 12

Asi, si suponemos que no cometemos errores de medicién y que la sefal es s-sparse ten-
dremos ¢ =0 y © = z5 con lo que la reconstruccién serd exacta.

Por supuesto, lo que nos interesa ahora es construir matrices de medicién que cumplan la
propiedad RIP. Basandonos en el articulo [2]|, demostraremos que las matrices aleatorias
generadas a partir de una distribucién que cumple la llamada propiedad de Concentracion
de Medida cumpliran también RIP con una probabilidad alta.

Definicién. Decimos que una variable aleatoria, X, cumple la propiedad de Concentra-
cion de Medida si, para las matrices aleatorias ®(w) de tamano m x N cuyas entradas
son realizaciones independientes de la variable X, se cumple: E [||®(w)z||3] = ||z[|3 para
cualquier 2 € RV y para cualquier 0 < £ < 1 existe una constante co(¢) > 0 tal que

P (|Ie()all3 - lol3| = ellol}) < 2¢7m),

El resultado que probaremos es mas general pero basta tomar § < v/2 — 1 para tener RIP.

Teorema (Ver 3.6). Sea ® una matriz aleatoria de tamarnio m x N obtenida de acuerdo
o una distribucion que cumple la Concentracion de Medida. Entonces, dado 0 < § < 1,

existen constantes c1,co > 0, que dependen solo de 6, tales que para cualquier s < %

con probabilidad > 1 — 2e~2™, ®(w) cumple
(L= d)lz]3 < @[3 < (1 +9)||=[3, V& € .
Con la relacién s < % obtenemos el niumero de mediciones necesarias para recuperar

las sefiales s-sparse con matrices de medicién aleatorias. De hecho, con el Teorema 10.11
del libro [11] veremos que es 6ptimo independientemente de la matriz de medicién escogida.

Teorema (Ver 3.8). Dada una matriz A € R™*N | si todo vector 2s-sparse x € RY mini-
miza ||z||1 sujeto a que Az = Az, entonces

N 1
m > cislog| — |, dondeci = ——=—= yco=4.
o8 log(9)
Cambiando 2s por s nos daré la cota para el nimero minimo de mediciones necesarias para
que el método de la Minimizacién ¢, sea exacto. Decfamos que la cota del teorema anterior
era 6ptima porque ambas tienen el mismo orden, slog(N/s).

Durante el Capitulo 4 nos centraremos en las variables aleatorias Subgaussianas utilizando,
principalmente, los resultados del Capitulo 7 del libro [3].

Definicion. Una variable aleatoria X diremos que es Subgaussiana si existe una constante

c > 0 tal que
2,2

]E[etX] < e%, vt € R.

La denotaremos X ~ Sub(c?).
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Lo primero que veremos es que, si X ~ Sub(c?), sus momentos de primer y segundo orden
cumplen E[X] = 0 y E[X?] < ¢%. De hecho, definiremos una clase de variables aleatorias
algo mas restrictiva en las que se da la igualdad en la segunda expresion.

Definicion. Una variable aleatoria X diremos que es Estrictamente Subgaussiana si existe
una constante o > 0 tal que X ~ Sub(c?) y E[X?] = 2. La denotaremos X ~ SSub(o?).

El objetivo principal de este capitulo es probar que las matrices aleatorias generadas a
partir de variables Estrictamente Subgaussianas cumpliran la propiedad de Concentraciéon
de Medida y, por tanto, podrén utilizarse en la reconstrucciéon de sefiales.

Teorema (Ver 4.15). Sea ® una matriz m x N cuyas entradas ®; ; son independientes
e idénticamente distribuidas con ®;; ~ SSub(1/m). Entonces, para cualquier ¢ € (0,1) y
cualquier € RN, tendremos E[||®z|3] = ||z]13 v

P (|||@z]l3 — ||lz[3] > ellz||3) < gp—me?/K*

con K* = #g@) ~ 6,52.

Para llegar a ese teorema primero probaremos la Concentracién de Medida para vectores
aleatorios. Ademéas, como podemos separar la desigualdad en una cota superior y una
inferior, las probaremos por separado.

Teorema (Ver 4.12). Sea X = [X1,...,Xpn], donde los {X;}", son i.i.d. con X; ~
SSub(c?), entonces E[||X[|3] = mo?. Ademds, si fijamos Bmax > 1, ezistird una constante
K* > 6 dependiendo solo de Ba. tal que se cumple

P(]| X3 < amo?) < e 1= /K" poara cualquier o € (0,1),

]P’(||X||§ > ﬁm02) < e_m(ﬂ_l)Q/K*, para cualquier B € [1, Bmax]-

Durante la prueba del teorema anterior observaremos que la cota superior, es decir, la des-
igualdad del 8 se puede probar directamente para Subgaussianas. De hecho, utilizando la
caracterizacion de las variables Subgaussianas (ver Teorema 4.16) que podemos encontrar
en [15] podremos probar el reciproco, que si una variable aleatoria cumple la cota superior
de la Concentracion de Medida sera una Subgaussiana (ver Teorema 4.17).

También seremos capaces de probar el conocido Lema de Johnson-Lindenstrauss como un
simple corolario de la Concentracién de Medida para Estrictamente Subgaussianas. En
concreto, utilizando argumentos similares a la prueba de RIP, demostraremos la siguiente
version.

Teorema (Ver 4.18). Dado 0 < ¢ < 1. Para todo conjunto de puntos Q en RN, sim es un
entero positivo tal que m > 3K*log (\QD/EQ, donde K* = ~ 6,52, entonces existe

una aplicacion lineal f : RN — R™ tal que

2
1—log(2)

(L= e)llu—olf < [If(w) = F)IF < (1 +e)llu—v]3, Yu,veQ.

6
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Acabaremos el capitulo viendo algunos ejemplos de distribuciones que son Estrictamen-
te Subgaussianas y que, por tanto, podremos utilizar para generar las matrices alea-
torias de medicién. Por ejemplo, si X ~ Normal(0,0?) tendremos X ~ SSub(o?) o si
X ~ Unif(—a,a), con a > 0, tendremos X ~ SSub(%).

Por ultimo, en el Capitulo 5 nos centraremos en la Minimizacién £; pero de forma préctica.
Utilizaremos el paquete ¢;-MAGIC [8] que implementa este método en Octave [4] y lo
pondremos a prueba. Con el mismo ejemplo que usabamos con el Método de los Coeficientes
de Fourier comprobaremos que la Minimizacién £; si que es estable y robusta. Ademaés,
daremos una idea de los pasos a seguir para la reconstruccién de imagenes con este método.






Capitulo 2

Reconstruccion de senales sparse

Recordamos que observamos y = ®z, donde 2 € RY es la sefial que queremos reconstruir,
y € R™ son las mediciones disponibles y ® es una matriz m x N conocida. El caso que
nos interesa es el indeterminado, es decir, con m < N, y nos preguntamos si es posible
reconstruir z con buena precision.

Durante este capftulo estudiaremos algunos métodos de reconstruccién. El primero de
ellos, que es también el mas elemental, nos serviré para motivar el problema, aunque como
veremos no serd factible en la practica. A este método se le conoce como Minimizacion £
y lo desarrollaremos en la siguiente seccion, siguiendo el Capitulo 2 del libro [11].

1. Minimizacién ¢
Denotaremos por ||z]|p el ntimero de entradas distintas de cero del vector z, es decir,
llz||o := card(Sop x).

Recordamos que un vector x se dice s-sparse, denotado = € X, precisamente cuando
|z]lo < s. Dado nuestro vector de mediciones, y = ®z € R™, consideramos el siguiente
problema de optimizacién

(Pp) : |arg min||v||o sujeto a Pv =y,
veRN

donde arg min||v|o := {v € S : |[v|lo < ||lullo, Yu € S}, para S C RV,
veES

Observamos que el conjunto {v € RY : dv = y} = z + ker ®, por tanto, este problema
busca los vectores de soporte minimo, los més sparse posible, dentro de ese espacio afin.
Nuestro objetivo serd encontrar una matriz ® adecuada de modo que la solucién tnica del
problema sea el vector .

Lo primero que vamos a probar es que el nimero minimo de mediciones necesarias para
reconstruir de manera exacta cualquier senal s-sparse mediante la Minimizacién £y es 2s.
Intuitivamente esto sugiere que para recuperar una senal s-sparse nos hace falta conocer
tanto el valor de sus s componentes no nulas como las s posiciones de estas componentes.

Antes de comenzar nos haré falta introducir un poco de notacién. Para un subconjunto de
indices T' C [N] = {1,..., N} y una matriz ® de tamafio m x N denotaremos por &7 la
submatriz, de tamano m x card(T'), compuesta s6lo por las columnas con indice en T
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Para un vector z € RY, 27 denotara segin el contexto, o bien el vector perteneciente
a R@dT) compuesto tnicamente por las componentes con indice en T, o bien el vector
perteneciente a RY igual a z en los indices de T e igual a cero en el resto.

Por ejemplo, si z = (4,5,6) € R? y T = {1, 3}, entonces segiin nos interese xr sera
rr = (4,6) €eR* o ap=(4,0,6) € R>.
Para este teorema usaremos la primera interpretacion.
Teorema 2.1. Sea una matriz ® € R™N | las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) Para cada vector x € X, el problema (Py) tiene como solucion tinica el vector x.

(b) El espacio nulo de la matriz, ker ®, no contiene ningin vector 2s-sparse aparte del
vector cero, es decir, ker ® N Xog = {0}.

(c) Para cualquier conjunto de indices T C [N] con card(T) < 2s, la funcion lineal
asociada a la submatriz O, que va de ROHT) ¢ R™ es inyectiva.

(d) Cualquier subconjunto de 2s columnas de ® es linealmente independiente.

Demostracion. Empezaremos viendo que (a) y (b) son equivalentes.

e | (a) = (b)| Sea v € ker ® N Xy,. Tenemos que ver que v = 0.

Como v € Ygg, podemos escribir v = x — 2 con z,2 € Xg y con Sop x N Sop 2z = 0. Asi,
como v € ker @, tendremos z =z — v € x + ker ® y por la unicidad de soluciones de (Py)
concluimos que z = x y, por tanto, v = 0.

e | (b) = (a)| Sean ahora z,z € X, tales que z € = + ker ®. Tenemos que ver que = = z.

Como z,z € X;, © — z serd 2s-sparse v ademés x — z € ker @, luego x — z € ker & N Xo,.
Por tanto, como por hipotesis ker ® N Xos = {0}, z — 2 = 0 y entonces = = z.

Ahora, probaremos la equivalencia de (), (¢) y (d) de manera ciclica.

o |(b) = (c)| Sea T C [N] con card(T)< 2s. Vamos a ver que ker &7 = {0}.

Sea v € ker ®@p. Como v € R4 podemos extender el vector con ceros fuera de T'. Es
decir, tomamos x € RY con Sop = = T tal que xp = v. Asi, como card(T)< 2s, x € Yo,
y también 0 = ®pv = Pprp = Px. Por hipodtesis, ker ® N 3oy = {0} luego x = 0 y
v = zp = 0. Por tanto, ker &7 = {0} y la funcion lineal asociada a la matriz seré inyectiva.

e | (c) = (d)| Trivial, por algebra lineal.

o |(d) = (b)| Sea v € ker ® N Xy,. Tenemos que ver que v = 0.

Como v € Yog4, podemos tomar T C [N] con card(T)= 2s tal que Sop v C T'. Por hipoétesis,
las columnas de la submatriz ®7 son linealmente independientes, luego ker @7 = {0}.

Ahora, como v € ker @, vy € ker &7 y, por tanto, vy = 0, lo que implica que v = 0.
O
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Reconstrucciéon de senales sparse Minimizacién £y

Si fuéramos capaces de recuperar de manera exacta cualquier senal s-sparse a partir de
las mediciones y = ®x € R™ se cumpliria (a) y, al ser equivalente, también (d). De esta
manera, como cualquier subconjunto de 2s columnas de ® sera linealmente independiente,
tendremos rank(®) > 2s. Por otro lado, la matriz ® es de tamafnio m x N con m < N por
lo que rank(®) < m. Juntando ambas relaciones llegamos a que si queremos reconstruir
cualquier senal s-sparse nos haran falta al menos 2s mediciones.

De hecho, el siguiente teorema nos permite probar que 2s mediciones son suficientes.

Teorema 2.2. Para cualquier entero N > 2s, existe una matriz ® de tamanio 2s X N
tal que cualquier vector x € YXs se puede recuperar o partir de su vector de mediciones
y = ®x € R* como solucion del problema (Py).

Demostracion. Tomamos N valores cualesquiera tales que ty > ... > to >t >0y
consideramos la matriz ® de tamafio 2s x N definida como

1 1 1
tl t2 N tN
o =
251 251 a1
£’ t5° ety
Para cualquier conjunto de indices T' = {j1 < ... < jas} de cardinal 2s, la submatriz

cuadrada @ seréd la transpuesta de una matriz de Vandermonde, y por tanto, como se
puede ver en el Apéndice A, cumplira

ti tja T tjas
det(®r) = . : . : = H (tjz - tjk) > 0.
: : ’ : 1<k<i<2s
2s—1 2s—1 2s—1 - -
tjl tj2 o tjzs

Luego, @1 serd invertible y sabremos que sus columnas seran linealmente independientes.
Se cumplira, asi, la propiedad (d) del teorema anterior y, entonces, cualquier vector z € 3
se podra recuperar como la tnica solucion de (Py).

O

Realmente no es necesario que los nameros t1,...,ty sean positivos ni reales mientras se
cumpla que det(®7) # 0. Por ejemplo, podriamos tomar t; = e2™(—D/N ¢ C para [ € [N]
v tendriamos la matriz

1 1 1 cee 1
1 2mi/N 2mi2/N o 2mi(N—1)/N

d = . . . i . )
i 62m(2§—1)/1\/ 62772‘(25.—1)2/N o 627ri(25—1.)(N—1)/N

que seguiria cumpliendo (d) y, si admitimos la validez del Teorema 2.1 para vectores en
CN, nos serviria para la reconstruccion. De hecho, como veremos mas adelante, esta matriz
se puede utilizar para representar la transformada de Fourier discreta y la usaremos para
disefiar un método de reconstruccién alternativo a partir de los coeficientes de la transfor-
mada de la senal.

11



Reconstrucciéon de senales sparse Método de los Coeficientes de Fourier

Aun asi, aunque acabamos de ver que tedricamente se podria reconstruir cualquier senal
s-sparse con tan s6lo 2s mediciones lo cierto es que en la practica tratar de resolver el
problema (Pg) no es viable.

Podriamos pensar en aprovechar que sabemos que la solucién serd s-sparse y tratar de
encontrarla resolviendo sistemas de ecuaciones ®7z = y donde T es un conjunto de indices
de cardinal s. Esta vez la matriz tendra tamafio 2s X s y en caso de encontrar una solucién
z € R® podremos extenderla con ceros fuera de los indices de T para reconstruir nuestra
sefial © € RY. Pero el problema est4 en que la cantidad de conjuntos de indices, (J: ), que
hay que probar es enorme.

Por ejemplo, si N = 1000 y s = 10 el nimero de sistemas de ecuaciones que tendrfamos

que resolver seria
10
1000 > 1000 _ 100
10 10

Incluso si fuéramos capaces de resolver cada uno en 10719 segundos, tardariamos 10 se-
gundos (mas de 300 anos) en resolver el problema (Py).

De hecho, en la Seccion 2.3 del libro [11], ademés de encontrarse el ejemplo que acabamos
de ver, se prueba que el problema (Pg) es NP-Hard en general. Con esto queremos decir
que si las clases de complejidad de problemas NP y P son distintas (como afirma la famosa
conjetura NP#P) entonces no existird un algoritmo capaz de resolver

arg minl|v||p sujeto a v =y,
veRN

para una matriz ® € R™*Y y un vector y € R™ cualesquiera en tiempo polinomial.

No obstante, nuestro problema concreto es algo méas restrictivo pues estamos trabajando
con una matriz ® conocida de antemano y nuestro vector de mediciones sabemos que es
y = ®x, con x s-sparse. Asi, en la siguiente seccidn veremos que en estas condiciones
si es posible proporcionar un método de reconstruccién en tiempo realista, con m = 2s
mediciones, basado en la matriz de Fourier. Aunque, como veremos, este método no va a
ser ni estable ni robusto.

2. Método de los Coeficientes de Fourier

En esta seccién trabajaremos con senales discretas y finitas pero no necesariamente reales,
x € CN. Cuando z es s-sparse lo podemos interpretar como una funcion x definida de
{0,1,..., N — 1} a C con soporte igual a un conjunto T'C {0,1..., N — 1} de cardinal s.

Para la siguiente demostracién nos hara falta conocer la transformada de Fourier y la
convolucién discretas. Por ello, en el Apéndice B podemos encontrar un pequeilo resumen
con sus definiciones y un par de propiedades que usaremos.

Teorema 2.3. Para cada N > 2s, existe un procedimiento prdctico para la reconstruccion

de cualquier vector s-sparse a partir de los primeros 2s coeficientes de su transformada de
Fourier discreta.

12



Reconstrucciéon de senales sparse Método de los Coeficientes de Fourier

Demostracion. Sea x € CV nuestra sefial s-sparse. Suponemos que hemos podido medir

los primeros 2s coeficientes de su transformada de Fourier discreta, z(0),...,Z(2s — 1),
N-1
donde Z(j) =Y z(k)e 2™k/N < j < N.
k=0
Sabemos que el soporte de x serd un conjunto 7' C {0,1,..., N —1} de cardinal s. Podemos

definir el siguiente polinomio trigonométrico de orden s,

1 —27i T
p(t) = 1 [J (0 — e/
keT

cuyas raices son exactamente los indices ¢ € T'. No obstante, como en principio el conjunto
T es desconocido, el objetivo de la prueba sera hallar el polinomio p, o mejor dicho, su
transformada p, para estudiar sus raices y determinar, asf, quién es 7.

Como la senal z tiene soporte T' valdra cero en su complementario y, por tanto, el producto
p(t)z(t) = 0, para todo 0 < ¢t < N. Asi, p-z = 0 y usando la propiedad de la convolucion
de transformadas (ver Teorema B.6) tendremos p* T = Np-x = 0, es decir,

=2

~1
(px2)(j) := p(k)-z(j —k méd N) =0, paratodo0<j<N. (2.1)
0

x~
I

Si consideramos p como una senial discreta, es decir, identificamos el polinomio p(t) con
(p(O), p(1),....,p(N— 1)), entonces por la féormula de inversiéon de la transformada de Fourier,

sabemos que
N-1

_ 1 -~ 2mikt/N
PO = X e

y esta formula es, de hecho, vilida para todo t € R.

Luego +p(k) serd el coeficiente del monomio e?kt/N de p(t). Asi, a partir del término

independiente obtenemos que p(0) = 1 y como el polinomio trigonométrico tenia orden s,
entonces p(k) = 0 para todo k > s. S6lo nos falta determinar los coeficientes p(1), ..., p(s).

Para ello, de las ecuaciones en (2.1), escribiremos las s que estén en el rango s < j <2s—1
en la forma

Z(s) + p(Hx(s—1) + ...+ p(s)
(s+1) + p(1)Z(s) + ...+ D

325 1) + P)F@s—2) + ...+ P(s)i(s—1) —o.

Que se traduce matricialmente al sistema

Bs—1) B(s—2) #0) 7 [5) #(s)
Bs) A(s—1) M) | e a6+
B(25—2) F(2s—3) Bs—1)| |5(s) H(25— 1)



Reconstrucciéon de senales sparse Método de los Coeficientes de Fourier

Como Z(0),...,Z(2s — 1), son conocidos podemos resolver el sistema para obtener los p(j)
que nos faltan. Observamos que el sistema tendra al menos una solucidén pues por cons-
truccion el polinomio p cumple las ecuaciones. No obstante, no podemos asegurar que la
matriz del sistema sea invertible por lo que podrian haber infinitas soluciones.

Por ejemplo, si nuestra senal fuera z = (1,0, ...,0) entonces su transformada seria el vector
z=(1,1,...,1) y la matriz resultante no seria invertible. Atin asi, podremos obtener una
solucion g(1),...,q(s) que aunque no podemos asegurar que sea p(1),...,p(s) nos servira

para calcular el conjunto 7'

A los valores ¢(1),...,q(s) conocidos les afiadimos q(0) = 1 y q(k) = 0 para k > s. Para
estos @, volveremos a tener el sistema

(@*7)(j) =0, paratodos<j<2s—1.

Por tanto, como Nq-z = ¢ * T, el vector ¢q - z tendra transformada de Fourier igual a 0 en
s indices consecutivos. Si escribimos esas ecuaciones en forma matricial tenemos

1 e2mis/N e2mi2s/N e2mi(N—1)s/N (q-2)(0) 0
1 e2mi(s+1)/N  2mi2(s+1)/N . o2mi(N—1)(s+1)/N (q-x)(1) 0
i e27rz’(2s.,71)/N 627ri2(2'571)/N . e2rri(N71.)(2S*1)/N (q- x)(N -1) 0

Aunque la matriz del sistema, ®, es de tamafio s x N, por su forma, cualquier submatriz
de s columnas serd una matriz de tipo Vandermonde construida a partir de elementos
diferentes. Entonces, como vefamos en el Apéndice A, la submatriz tendra determinante
no nulo y seré invertible.

Asi, como z era s-sparse, ¢ - x también lo serd y podremos restringirnos a la submatriz de
las s columnas del soporte T'. Como hemos dicho esta submatriz serd invertible y nos dara
que ¢ -x =0 en T. Por tanto, como fuera de T ya valia 0 por z, la tnica solucién posible
serd la nula,

(¢g-x)(j) =0, para todo 0 < j < N.

Ahora bien, sabemos que x tiene como soporte el conjunto de indices T" por lo que debe
ser g el que valga 0 en 1. Como los valores de su transformada ya los conocemos podemos
volver a usar la férmula de inversiéon y tendremos

1 A T ]‘ - A T
q(t) = D AR = = (k)N
0<k<N k=0

Por construccién, g es un polinomio trigonométrico de grado s y, como el cardinal de T es
s, las Ginicas raices del polinomio deberan ser los elementos de T'. De esta manera, podemos
determinar el conjunto de indices T calculando las raices de gq.

De hecho, en la practica, como las raices serdn algunos de los indices podemos obtenerlas
buscando los s valores mas pequenos de |g(7)|, 0 < j < N y en ningtin momento nos hara

falta construir el polinomio como tal.

Una vez ya conocemos el soporte de nuestra senal z, los valores x(t), t € T, los podemos
obtener resolviendo el sistema de ecuaciones que nos proporciona la transformada.
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Reconstrucciéon de senales sparse Método de los Coeficientes de Fourier

Como ya conociamos Z(0),...,7(2s — 1), tendremos las ecuaciones

z(j) = Zm(t)e_%ijt/N, para 0 < j <2s—1.

teT
Y, denotando T' = {t1,...,ts}, se podra escribir en forma matricial como
1 1 “e 1 x(t1) z(0)
6727rit1/N 6727rit2/N L efQWitS/N .%'(tg) ’1.‘(1)
672m'(23.71)t1/N 672m'(23.71)t2/N L 6727ri(28'71)ts/N a:(ts) 2(23._ N

Ahora el sistema es sobredeterminado (2s x s) pero sabemos que la sefial x cumplira las
ecuaciones por lo que al menos tendra una solucién. Ademas, como la matriz vuelve a te-
ner la forma de una matriz de Vandermonde, tendra rango maximo y la solucién serd tinica.

O

Aunque es verdad que este procedimiento resuelve el problema del elevado tiempo de
computacién, sigue presentando inconvenientes que lo hacen inviable en la practica. Como
vamos a ver a continuaciéon con un par de ejemplos, el proceso ni es ni robusto respecto a
errores de medicién ni estable cuando la sefial deja de ser exactamente sparse.

Para ilustrarlo trabajaremos con una senal x de tamano N = 500 compuesta por s = 20
picos 1 generados aleatoriamente y el resto ceros. Usaremos la implementaciéon del proce-
dimiento en el programa Octave [4] que podemos encontrar en el Apéndice D y seguiremos
las indicaciones del Ejercicio 2.8 del libro [11].

Vemos que efectivamente el método es capaz de reconstruir de manera exacta la senal con
tan solo los primeros 2s coeficientes de la transformada de Fourier.

Seiial Original Reconstruccion

15 1.5

1 1
0.5 ' | \ 0.5

0 0

-1 -1
15 : : : ' 15 : ; : -

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.1: Reconstruccién exacta partir de 2s coeficientes de Fourier.

En cuanto a la robustez, si a la hora de obtener los coeficientes de la transformada co-
metiéramos algin error de medicién la reconstruccién no seria exacta. Por ejemplo, si al
coeficiente s-ésimo de la transformada de la senal original le sumamos simplemente 0.001,
es decir, si y(s) = Z(s) 4+ 0.001, obtendremos:

15



Reconstrucciéon de senales sparse Método de los Coeficientes de Fourier

Senal Original Reconstruccion con error de medicion
1.5 6
’ 4
2
0.5
0 TR B
0 [T 1 M T 1 ’
2
-0.5
-4
1 5
15 -8
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.2: Problemas de robustez en la reconstruccién de Fourier.

llo = V20 ~ 4.472 y si x* es la senal
_ *

reconstruida podemos incluso medir el error relativo W

T2

Por la construccion de la sefial = su norma valdra ||z

>> x0 = FourierMethod(N,s,y);
>> norm(x-x0)/norm(x)
ans = 4.0917

Este error es muy elevado teniendo en cuenta que nuestro error de medicién es sélo 0.001
v que la mayoria de coeficientes de Fourier de x tienen moédulos por encima de 2. En
particular, el que modificamos es (20) = 4.

Modulo de los coeficientes de Fourier

Figura 2.3: Modulo de los primeros 2s coeficientes de la TFD de la senal.

Para comprobar la estabilidad anadiremos a la senal original un nuevo pico, esta vez de
tamarfio 0.1 y veremos que ya no es capaz de recuperar la senal de manera exacta. Ademas,
la reconstruccién varia mucho dependiendo de la posicién donde afiadamos el pico.

Si el pico lo anadimos en la posicion 180, es decir, x(180) = 0.1 en vez de 0, obtendremos
una reconstrucciéon bastante buena pero que no llega a ser exacta.

16



Reconstrucciéon de senales sparse Normas ¢,

Seiial Original + Pico en 180 Reconstruccion
1.5 15
1 1
0 ! 0 :
d
) ~ ‘ ' ‘ | » ‘ ‘ ) . | ‘ ~ ‘ ‘ l
- -1
15 : : : : -15 : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.4: Problemas de estabilidad en la reconstruccion de Fourier (Pico en 180).

Si, en cambio, el pico lo anadimos en la posicion 200 la reconstruccion serd mucho peor.

Seiial Original + Pico en 200 Reconstruccion
1.5 20
1 10
0 0 -10
1 -30
-1.5 - . - g -40 . : . :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.5: Problemas de estabilidad en la reconstruccion de Fourier (Pico en 200).

Evidentemente, esto se ve reflejado en los errores relativos. Mientras que con el pico en 180
el error relativo es 0.8632, con el pico en 200 se alcanza un error de 9.7763.

En definitiva, aunque estos métodos son llamativos por el pequeno nimero de mediciones
que necesitan, hemos visto que no son viables en la practica. Por eso, para acabar el capitu-
lo, trataremos de encontrar un método de reconstruccién alternativo que aunque requiera
un mayor ntimero de mediciones sea estable, robusto y posea algoritmos de resolucién

eficientes.

3. Normas /,

Al estar trabajando con vectores de dimension finita, podemos utilizar las normas ¢, para
1 < p < oco. Asi, para el espacio vectorial R? se definen las normas Eg como:
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Reconstrucciéon de senales sparse Normas ¢,

d 1/p
||z||£g = Z |z:|P , para 1l <p < oco.
i=1
2]l ¢a. = lrglgi;(d]zi] , para p = oo.

Abusaremos de notacién omitiendo la dimension del espacio y denotaremos ||z, = ||z|| -

Con estas funciones podemos tratar de reconstruir la sefial x a partir de las soluciones de
los problemas de optimizacién,

arg min||v||, sujeto a v =y.
veRN

De estas normas las mas habituales son la ¢1 y la £». No obstante, como veremos en un
ejemplo, la minimizacién con norma fo casi nunca devuelve un vector sparse y, por tanto,
no nos servird para la reconstruccion de senales.

Supongamos que nuestra senal es x = < ), o sea, una senal de tamano N = 2 pero que es

1
1-sparse. Ademas, supongamos que m = 1y la matriz de mediciéon es & = (1 2). Entonces
0
1
est4n entre los vectores v € R? que cumplen y = ®v. Si hacemos el calculo, tenemos

nuestra tinica medicién serd y = ®x = (1 2) < ) = 2. Las soluciones que vamos a buscar

Q:y:(I)'U:(l 2)(22)21}14—2?}2 = ’01:2(1—1)2).

Si representamos graficamente las soluciones observamos como la forma de las bolas en
cada norma determina lo eficaz que es el método en la reconstruccién.

Norma 1 Norma 2
2 2
— X+ Ker® — X+ Ker®
— Bola — Bola
1 X 1 _x
\
0 0 1
.
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 2.6: Ejemplo de los algoritmos de minimizacién con las normas ¢ y £a.

De hecho, si denotamos la matriz de medicién ® = (a1 ag) se puede ver que con la norma
{5 solamente se reconstruira la sefial  de manera exacta cuando a; = 0. Mientras que, con
la norma /¢; valdran a; y ag cualesquiera siempre que |a;| < |ag].
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Norma 1 Norma 2

o
~—

/!

-2 -2

Figura 2.7: Regiones donde los algoritmos reconstruyen la sefial de manera exacta.

Evidentemente, en dimensiones superiores seguird ocurriendo lo mismo. El método de Mi-
nimizacién en norma ¢ con alta probabilidad recuperara las sefiales de manera exacta pero
el de la norma /5 no. Por ello, durante el desarrollo tedérico que haremos en el siguiente
capitulo el método de reconstruccién que utilizaremos seré el de la norma /5.

Ademas, la ventaja de trabajar con una norma es que sera convexa y, por tanto, podremos
utilizar técnicas de optimizacion convexa para resolver los problemas de minimizacién. De
hecho, todo el Capitulo 15 del libro [11] est4 dedicado al estudio de algoritmos eficientes
para resolver la Minimizacién en norma, ¢;.

Aunque nosotros en este trabajo no estudiaremos la programacion explicita de algoritmos

de minimizacion en £, en el Capitulo 5 sf que utilizaremos una implementacioén del método
en Octave [4] para ponerlo a prueba con algunos ejemplos.
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Capitulo 3

Compressed Sensing mediante la
Minimizacion /¢

Ahora que hemos seleccionado un método de reconstruccion vamos a analizarlo para ver
qué caracteristicas posee. Veremos que, escogiendo debidamente la matriz de medicién,
podremos asegurar con probabilidad alta que la reconstruccién serd exacta, estable y ro-
busta. Ademas, para este método también encontraremos el niimero minimo de mediciones
necesarias, que en este caso serd m = (’)(slog(N/s)); ver Teorema 3.8 mas adelante.

Como ya sabemos, la reconstruccion con la minimizacién en norma ¢; se basa en resolver
el siguiente problema de optimizacion. Dado un vector z € RY, si y = ®z buscamos las
soluciones de

(P) : |arg min||v||; sujeto a Pv =1y]| .
veRN

Nuestro primer objetivo serd probar que cualquier soluciéon z* del problema (P) recuperara
de manera exacta la sefal x si esta es suficientemente sparse y si la matriz & cumple la
Propiedad de Isometria Restringida. Para ello, nos basaremos en el articulo [7].

1. La Propiedad de Isometria Restringida

Definicion 3.1. Para cada entero positivo s se define la constante de isometria de una
matriz ¢ de tamanio m x N, como el menor numero ds > 0 tal que

(1= 05)ll2ll3 < [@2]|3 < (1 +8)]2l3, Yz € Ss. (3.1)
Se dice que la matriz satisface la Propiedad de Isometria Restringida (RIP) de orden s si
0<ds <1

Realmente el resultado que probaremos no se centrard solamente en recuperar vectores
sparse sino en recuperar vectores cualesquiera x de RY. Por tanto, para medir la calidad
(o estabilidad) de la reconstruccion compararemos z* con la mejor aproximacion s-sparse
de x, es decir, un vector x5 € ¥ que cumple

— 251 = fof ||z — 2|1
Iz~ 2l = it flo =zl ()

Dichos vectores x5 se construyen tomando las s componentes més grandes de x (en valor
absoluto) y haciendo cero el resto. Obsérvese que x5 podria no ser tnico (si x tiene varias
componentes con el mismo valor absoluto), en cuyo caso el resultado que sigue vale para
cualquier eleccion que cumpla ().
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Compressed Sensing La Propiedad de Isometria Restringida

Teorema 3.1 (Reconstruccion estable (sin ruido)).

Si suponemos que 625 < /2 — 1, entonces cualquier solucion x* del problema (P) cumple

o = 2l2 < <% \x—xs\ll (3:2)

para una constante cg > 0, que depende dnicamente de d2s. En particular, si x es s-sparse,
la reconstruccion serd ezacta.

De hecho, podemos probar este resultado para el caso méas general en el que tenemos
mediciones con ruido, y = ®x + z. Ahora lo que propondremos es reconstruir x a partir de
las soluciones del problema

(P*) : |arg min||lv||; sujeto a ||y — Pl < e,
veERN
donde ¢ es una cota superior del ruido.

Teorema 3.2 (Reconstruccion estable y robusta (con ruido)).

Si suponemos que S5 < V2 — 1 y ||y — ®x||2 < &, entonces si x* es solucion del problema
(P*) se cumple

|z* —z|2 < —=|lz — zs]1 + 18 (3.3)

\[ ~|

para constantes co,c1 > 0, que dependen de dag.

Para probarlo necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.3. Para cualesquiera z, 2’ € RN con soportes disjuntos T, T’ C {1,...,N} tales
que card(T) < s y card(T') < s’ se cumple

(@2, @) < byl (3.4)

Demostracion. Empezaremos suponiendo que tanto x como x’ son vectores unitarios.

Asi, al tener soportes disjuntos, tendremos ||z & 2'||2 = ||z|% + ||2'||2 = 2.
Ademas, x + 2’ serén vectores (s+ s')-sparse y por la definicion de constante de isometria,

(1= Gops)llw £ 2'|[5 < @z £ )3 < (1+ dsps) |2 £+ 2/)]3,

con lo que,
2(1 — bgrg) < || @z £ 2|2 < 2(1 + 65p4).

Luego, tanto ||®z + ®2||3 como || @z — ®2'||3 estéan en un intervalo de longitud 494, ¢ v,
por tanto, su diferencia cumple

4619 < || Pz + D2||3 — ||Px — 2|3 < 46544
Entonces, por la ley del paralelogramo, tenemos
1
(@2, @) = [Il@a + @2/|3 — @2 — B2/ [3] < by
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Si z y 2’ no fueran unitarios, y suponiendo que ninguno es nulo hariamos

/
x D x
[l]l2

(@2, 8")| = [[2lal}a’z | (® )| < Savwllzlzlla’z

[E P

Ahora ya podemos probar el Teorema 3.2 de reconstruccion con ruido.

Dem. del Teorema 3.2. Recordamos, por un lado, que por hipétesis, ||y — ®z||2 < ey, por
otro, que z* es solucion de (P*) luego ||y — ®x*[|2 < . Asi, tendremos

@2 = z)[l2 < ([ P27 = yll2 + [ly — P2 < 2. (3.5)

Recordamos que dado un conjunto de indices T' C {1,..., N} y un vector v € R, deno-
tabamos vr al vector de RY igual a v en los indices de T y 0 en el resto.

Escribimos z* = x 4 h y descomponemos h en una suma de vectores s-sparse, hr,, hr,, . ..
donde: Tp son los indices de las s componentes mas grandes de x.

Ty son los indices de las s componentes més grandes de hTOc.
T son los indices de las siguientes s componentes mas grandes de hye.
Y asf sucesivamente hasta no poder crear més conjuntos.

Observamos que todos los conjuntos tendran cardinal s, excepto quizas el ultimo.

La prueba consiste en acotar ||hz,ur |2 ¥ [|hmum)ell2.

Tj\gs
1
<

\
Dado j =2, |hrl3=) [ml*< ) ggiTxlhk\Q = [lh, 1% )1 sl |13
J

iETj iETj Z‘ET]'

Como, por construccién de los conjuntos T}, cualquier componente de hr,_, serd mayor en
modulo que todas las componentes de hy;, tendremos

NG 1
1y 2 < Vsl lloo = == > byl < ﬁllhnfllll.

iETj—l

Asi, si sumamos para j > 2,

1 1
hr.lla < —(]||h h o) = —=|lh7e||1.
;II 7 ll2 < \/g(ll null + Azl + ) \/5” 75l

Se tiene entonces

1
Incraorells = | 32|, < 3 a2 < <=l (3.6)
= = Vs

Recordamos que z* = x + h es la solucion de (P*) : |arg min||lv]|; sujeto a ||y — Pv|ls < e

vERN
con lo que [|z]ly > [l&* 1 = |z + hlls = D loi + hil + Y |wi + hil.
i€Ty iEeTe
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Usando la propiedad del valor absoluto, |z; + h;| > ‘|x1] — |hi]|, nos quedara

lzlly = ) Jwil = > il + Y Nl = D lail = llenll — 1z lls + gl — llzzg 1.

1€Tp i€To i€T§ i€T§

Lo que queremos es acotar ||hzg||1 asi que despejando ese término tenemos

Ihzells < 1hnplls + |zl = 2z I + ezl = bz [l + 2l|lzzg |
—_——

llzzglly

Sustituyendo en la ecuacion (3.6) llegamos a

1 1 2
Ihrurellz < ﬁllthHl < ﬁHhToHl + EHIET(?HL (3.7)

Recordamos que Tj son los indices de las s componentes més grandes de z, luego z7;, = x5
y entonces zpe = x — xs. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, podemos relacionar
la norma ¢; de hp, con su norma la, ||hr, |1 < v/$||ha,l|2-

Asi, de la ecuacion (3.7) pasamos a

2 2
lherurell2 < lhrll2 + ﬁ”fﬂ —xsl1 < |hryumy |2 + ﬁ”fﬂ — s 1. (3-8)

Ahora vamos a acotar |hq,ur, ||2. Observamos que ®hr,ur, = ®h — g ®hr;, por lo que
Jj=2
podemos calcular su norma haciendo

[®hr,ur 13 = (Phryur, ®h =Y hy). (3.9)
Jj=2

Haremos primero el calculo de (®hg,ur,, Ph) y después el de (Phz,ur,, Z Qhry).

Jj>2
Volviendo a utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[(@hryury, Ph)| < || @hqyur [l2]| A2

Como Ty y Ty son conjuntos de indices disjuntos con cardinal < s, el vector hp,ur, sera
2s-sparse v por la definicién de la constante de isometria obtenemos

(1= 025)[|hyum I3 < [|@hmun I3 < (1 + 026) |hgyur 13-

Y la desigualdad de la derecha se queda en

| Phryur |2 < V14 das||hryur |2

Recordamos que, por (3.5), || Ph|l2 = ||P(z* — z)||2 < 2¢, con lo que llegamos a

[(@hryury, Ph)| < || @hqyur (2| ®hll2 < 26v/1 + bas|| hgyur ||2- (3.10)

Para el calculo de (Phryury; D50 Phry) hacemos uso del Lema 3.3 y obtenemos
[(@h,y, Phry)| < Sasllhryllallhylla vy [(Rhy, ®hry)| < dos|| by [|2]1 oy -
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Para cualesquiera a y b se cumple a + b < v/2v/a? + b2. Aplicando este resultado con
a=|lhn,ll2 y b= |lhr |2 tenemos

1Py ll2 + Az [l2 < ﬁ\/llhToH% +lhnl3=v2, D a2+ Y |hil? =

1€Tp €Ty

=V2 [ > [l = V2| hnun Il

i€ToUTy

Con todo esto

(@hmur,, Y Ohry)| < [(@hr, Y- Ohey)| + @y, > @hr)| <
Jj=2 Jj=2 Jj=2

< Sasllhplla Y by 2 + Sasllhry 12D [k [l =
i>2 =2
= bas (b, 12 + by ll2) D 1y lla < Gas V2] hayumll2 Y 1y - (3.11)
i>2 7>2

Por tanto, juntando (3.9), (3.10) y (3.11) obtenemos

H(I)hToUTl Hg < ‘ <(I)hT0UT1 ) (I)h>‘ + ‘<(I>hT0UT1 ) Z thTj) <
Jj>2

< |hnyur ll2 | 26V/1 + 025 + V262, Z | |2

Jj=2

Que junto con la cota inferior de la constante de isometria nos da

(1= b20) | hryum I3 < 1@hmyur 13 < gy 2 | 263/ + 026 + V2625 ) 1Ay 12

Jj=2
El objetivo era acotar ||hr,ur ||2 asi que hacemos
a>0 p>0
—~—
(ENETR) + 62 V20, (3:6)
N ( =) Sl <
§>2
(3.7)
<ae +p7||thH1 < 045+P\[HhToH1 ﬁﬂﬂﬁ —asll1 <
2
< ag + pllhrun |2 + Pﬁﬂl‘ — Tsl1.-
Si p < 1, juntando los ||hg,ur |2 se llega a
1 2p
Ihzgonll < = (a+ 2o = auln). (3.12)
Gracias a la hipotesis 625 < v/2 — 1 podemos asegurar que p < 1.
\EéQs 1
1>p= =  1—0d25 > V26 = 025 < =v2-1
p 1 — b9 2s f 2s 2s \/Q-i— 1
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Finalmente, haciendo uso de las cotas (3.8) y (3.12) obtenemos lo que querfamos

. 2
l2* = lla = [|hll2 < lhrou N2 + h@urellz < 2lhzurn [z + ﬁ\lx —gfh <

4 1 2 Co
< <2+ 1’)p> Sl =l (1p>g = Tz =zl + cre.
S——— S——

co>0 c1>0

O

Una vez probado este resultado, el Teorema 3.1 de reconstruccién sin ruido es consecuencia
directa tomando € = (. Para las sefiales x € 3¢ la reconstruccion es exacta pues se tiene
T = Xs.

Por supuesto, lo que nos interesa ahora es construir matrices de medicién que cumplan
la propiedad RIP. En la siguiente seccion, basandonos en el articulo [2]|, demostraremos
que las matrices aleatorias generadas a partir de una distribucién que cumple la llamada
propiedad de Concentracién de Medida cumpliran también RIP con una probabilidad alta.

2. La Propiedad de Concentraciéon de Medida

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad y sea r una variable aleatoria en €. Podemos
generar matrices aleatorias, ®, de tamano m x N tomando sus entradas ®; ; como realiza-
ciones independientes de la variable . Asi tendremos las matrices ®(w), w € Q.

Probaremos que se cumple la propiedad RIP con probabilidad alta partiendo de que las
matrices aleatorias ®(w) cumplen las siguientes propiedades:

1) Esperanza
Para cualquier € R la variable aleatoria ||®(w)z||2 tiene esperanza igual a ||z||3,

E([|®(w)xl3) = [l=]3- (3.13)

2) Concentracion de Medida
Para cualquier z € R, la variable aleatoria ||®(w)z||3 est4 concentrada alrededor de
su esperanza. Dado 0 < e < 1,

P (|Ie()all3 - ]3| = ellol}) < 2e7m), (3.14)
donde la probabilidad es considerada sobre todas las matrices aleatorias m x N y

¢o(g) es una constante que depende solo de ¢ y tal que Ve € (0,1), ¢o(e) > 0.

Ya en el Capitulo 4 nos centraremos en las matrices aleatorias generadas a partir de una
distribucién Subgaussiana y probaremos que cumplen estas propiedades y que, por tanto,
se pueden utilizar para la reconstruccién de senales. Ademés, en el Apéndice C podemos
encontrar un pequeno resumen de los conceptos béasicos de Teoria de la Probabilidad.

Nos haran falta los siguientes lemas:
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Lema 3.4 (Basado en el Lema 7.5 de [3]).

Sea ||-|| una norma en R y sea £ € (0,1). Si denotamos S := {x € R%: ||z| = 1}, entonces
existe un conjunto @ C S tal que card(Q) < (3/€)d y tal que para cualquier x € S existe
un punto q € Q cumpliendo ||z — q|| < e.

Demostracion. Construiremos ) de manera recurrente. Para empezar tomamos un q; € S.
Vamos anadiendo puntos a ) de forma que en el paso 7 anadimos un punto ¢; € S que
cumple ||g; — g;|| > € para todo j < 4. Asf continuamos hasta que no podamos anadir mas
puntos. De esta manera, para cualquier z € S existird un punto ¢ € @ tal que ||z —¢q|| < e.
Pues si no ocurriera esto, entonces podriamos anadir ese = a (.

Ahora falta acotar card(Q). Observamos que las bolas de radio £/2 centradas en los distintos
puntos de @, B(q,&/2), son disjuntas y que ademés su uniéon esta contenida en la bola
centrada en el origen de radio 1+ ¢/2, B(0,1 + ¢/2). Entonces,

|) Blg,e/2) € B(0,1+¢/2),
q€q

v tomando volimenes

card(Q) vol(B(0,2/2)) = vol( L B(q,s/2)> < vol(B(0,1+¢/2)).

qeQ

Por tanto,

1(B(0,1+¢/2 1 2)d 2 d 3\ ¢

card(Q)gvo( ( /)):( +€/d) _(=2fE < (=) .
vol(B(0,£/2)) (g/2) £ €
0<e<1
O

Dado un conjunto de indices T en {1,..., N} denotamos por Xt el subespacio de vectores

de RY cuyas entradas fuera de T son 0.

Lema 3.5. Sea ®(w), w € Q, una matriz aleatoria de tamanio m x N obtenida de acuerdo
a una distribucion que cumple la propiedad de Concentracion de Medida. Entonces, dado
un entero positivo s < m y 0 < 6 < 1, para cualquier conjunto de indices T C {1,...,N}
con card(T) < s tenemos

(1 =d)llzll2 < [[®(w)xll2 < (1 +0)[l]l2, Vo € X7, (3.15)

con probabilidad > 1 — 2 (%)5 e—mco(8/2)

Demostracion. Podemos centrarnos primero en los € X7 con [[z|]2 = 1.
Escogemos una coleccion finita de puntos Qr tal que Qr C X7, ||¢||2 = 1 para todo ¢ € Qr

y tal que para todo = € Xp con ||z]|2 = 1 tenemos ||z — q||2 < 0/4, para algiun q € Q7. Por
el lema anterior, con € = §/4, sabemos que Q7 existe y que ademas, lo podemos elegir con

Q1] = card(Qr) < (5;)4) _ (f)
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Compressed Sensing

Si ahora llamamos
)
(0) = {i € 2= [low)al} - lalf] > 513}

como se cumple la propiedad de Concentracién de Medida, tomando ¢ = §/2, para cada

q € Qr, se tiene
5 —mc,
P((a) = P ([l #)al3 - lalf] > Slal3) <22,

Usando las propiedades de la unién y su probabilidad, calculamos lo siguiente:
0 ¢
P ([lealt - 1] < §lai3. v @r) =p (U 2@)"| =1-7( U 2@) >
q€EQT qeQT
121\ °
<5> 6_m60(6/2).

>1- Y ]P’(Q(q)) >1 - |Qp|2e"™0@/) > 1 9

q€QT
Tenemos entonces, con probabilidad > 1 — 2 (%)S e~mco(6/2)

0
o@)ll3 — llal| < 5llal3, va € Qr.

0 0
=214 < Ne)al — a3 < Slal3 va € @r.
4] 4]
(1-3) talB < 12l < (1+3) ol va < @r

5 5
1- §IIQH2 <[ @(w)gllz2 <4/1+ §IIqH2, Vg € Qr.

Como 0 € (0,1) se cumple
1-6/2</1—6/2

vy AV14+06/2<1+06/2.

(3.16)

Y nos queda
) 4]
(1-3) tall < Ho@)ala < (1+ 5 ) lal.va € Q.

Consideramos A = A(w) > 0 el nimero més pequeno tal que ||[®(w)z|2 < (1 + A)||z]2,
Va € Xp. Vamos a ver que A < §. Recordamos que para cualquier z € Xp con ||z||2 = 1,

existe un ¢ € Qr tal que ||z — ql|2 < 0/4. Asi,
[@(w)z]l2 < [[@(w)gllz + [[(W)(z = g)]2 < <+ (3.16)
J

)
< (1+2) llglla + (1 + A)|jJz —qlle <1+ 5 +(1+A)1.

Por otro lado, para € Xr con ||z||2 = 1 también se cumple ||®(w)z|l2 <1+ Ay como A

es el nimero més pequeno que lo cumple, entonces

B) B)
A<-+(14A4)- = A<
_2+<+ >4 T1-%71-4
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Tenemos ya la cota superior. Para la inferior usaremos que
[@(w)gll2 — [®(w)(q — z)[l2 < [[®(w)z]l2
y, entonces,

o 4] § & &2 o 0 9
> -~ ]-Q > 1 - — - — — > 1———=- == =1-24.
o@ely > (1-3)-0+ag=1-3-3-7 > 1 15

(3.16) 5€(0,1)
En definitiva, con probabilidad > 1 — 2 (%)S e—mco(8/2) o cumple
1 -0 <||®(w)xll2 <1+, V€ Xp con ||z|2 = 1.

Para el resto de x € X7 bastara hacer

T

]2

Por tanto, con probabilidad > 1 — 2 (%)S e~mc0(8/2) ge cumple

x

]2

lll2]| = llll2 || ®(w)

ol = o) 2

2

(1 =d)llzllz < [[®(w)xlla < (1 +0)zll2, Vo e Xr.
O

Tanto en este lema como en el siguiente resultado, el entero s representa como de sparse
son las senales que tratamos. Como decfamos al principio, todo este desarrollo se hace
partiendo de que sabemos que las sefiales que queremos reconstruir son suficientemente
sparse, o sea, s es suficientemente pequeno. Podemos entonces suponer que s < m < N es
lo bastante pequenio para que log(N/s) > 1, es decir, s < N/e.

Bajo estas condiciones tenemos ya el resultado que queriamos demostrar.

Teorema 3.6. Sea ®(w), w € Q, una matriz aleatoria de tamano m x N obtenida de
acuerdo a una distribucion que cumple la propiedad de Concentracion de Medida. Dado

0 < 0 < 1, existen constantes c1,co > 0, que dependen solo de §, tales que para cualquier
cim

s < og(N/5) Con probabilidad > 1 — 2e=2" ®(w) cumple

(1= 9)llz]3 < |2 < (1 +8)]2l3, Vo € Bs.

Demostracion. Tomamos &' = 6/3 € (0,1). Denotaremos [N] := {1,..., N}. Sabemos del
Lema 3.5 que para cada 7" C [N] con |T| = card(T) = s, y cada uno de los espacios
s-dimensionales, X7, la matriz ®(w) no cumplira

(1= zll2 < [®w)ll2 < A+ )]z|2, Vz € X7,

con probabilidad < 2 (%)5 e—meo(6'/2)

Hay (];[) de esos subespacios y se tiene (];]) < (eN/s)*. En efecto,

()G = () =T < s
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Definimos el conjunto
QUT) = {w eQ:(1- 6’)Hx||2 <[ @(w)]l2 < (1 + 5')||:c||2, Vo € XT}.
Entonces tendremos:

P((1= &)l < B < (1+&)ljal, Vo€ Ss) =B( () T)

TC[N]
|T|=s
—p( J ary)=1- 3 p@
TC[N] TC[N]
IT|=s IT|=s
N\ (12\° et 12\° . (s
21_2< ><5/> 0(5/2)21 (eN/S) (&) 0(6'/2)

=1-—2exp ( —meo(8'/2) + s [log(eN/s) + 10g(12/5/)D =
—1-2exp ( — meo(&'/2) + s [1 +log(N/s) + 1og(12/5')] )

1 &8/2
c0(9'/2) >0, cuando s < _am se tiene

22+ log(12/0") ’ ~ log(N/s)
exp ( —meo(d'/2) + |1+ log(N/s) + log(12/8)] ) <

Si tomamos ¢ :=

< exp <—mc0(5'/2) n % [1 +log(N/s) + 1og(12/5/)D -

= exp (—m [co(é’/2) —c (1 + W)D < <—(log(N/s)>1)
< exp ( - m[co(5’/2) —c1 (24 log(12/4")) D =

= exp ( - mCO((Z/2)) < exp(—mez),

co(d'/2
0(2/ ) >0.

siempre que cg >

Asi, tendremos que con probabilidad > 1 — 2e7™2 ge cumple
L =)lzlz < [@W)ll2 < A+ )l|z]2, Yz € s

Veamos que esto implica que se cumplen las desigualdades al cuadrado para el § dado
inicialmente. Si elevamos todo al cuadrado, tendremos

(1= 6223 < [ @(w)z[3 < (1+6)?|z]3, Vo € Ss.
Por un lado, /
6°€(0,1) 5/:5/3
2 N2 2 _ / N2 5 3 / 2 4 2
[@(w)zllz < (L +8)zllz = (1+28"+ (8)) =]z < (A +38)[|zllz = (1+9)|zlz.

Por otro,

[@()al3 > (1= 82|zl = (1 20"+ ())]2llF > (1 = 38" 2[I3 = (1 - 0)][3.

En definitiva, para 0 <0 < 1y s < % con probabilidad > 1 — 27 gse cumple

(1 =)zl < [Pw)zl3 < (1 +0)]2l3, Yz € Zs.
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Corolario 3.7. Por la definicion de la propiedad RIP basta aplicar el teorema anterior
con un 0 < 1 y tendremos probado que la propiedad de Concentracion de Medida implica
RIP con probabilidad alta. Si, ademds, pedimos § < \/2—1 con 2s en vez de s se cumplirdn
los teoremas de reconstruccion de la Minimizacion ¢1; ver Teoremas 3.1 y 3.2.

3. Niimero de mediciones

La condicién s < % del teorema anterior se puede interpretar de distinta manera
segin nuestra situacion.

Podria ser que realizar mediciones para obtener més informacién sea muy costoso y, por
tanto, solo dispongamos de un namero limitado de ellas, es decir, que m sea fijo. Entonces
utilizando esta relacién podriamos obtener el maximo s para el cual somos capaces de
recuperar de manera exacta las sefiales s-sparse.

O, por el contrario, podriamos conocer ya de antemano como de sparse son las sefiales
que queremos recuperar, o sea, conocemos s, y utilizar la relacién para obtener el ntmero
minimo de mediciones necesarias para reconstruir las senales.
C]_m -1
s<——— = ¢ slog(N/s) <m. (x
log( N / S) 1 ( / ) ( )

De hecho, vamos a probar que el nimero de mediciones necesarias para que exista una
matriz m X N que permita reconstruir senales s-sparse usando la Minimizacién ¢; debe
necesariamente cumplir m > ¢ - slog(N/s), para algun ¢ > 0. Con lo que el valor obtenido
en (x) sera o6ptimo (salvo quiza por la constante c;). Este resultado lo podemos encontrar
en el Teorema 10.11 del libro [11].

Teorema 3.8 (Cota para el numero de mediciones m).
Dada una matriz A € R™N | si todo vector 2s-sparse x € RN minimiza ||z||1 sujeto a que
Az = Az, entonces

N
m>cslog| — |, dondeci=——= yco=4 3.17
Z c1slog <628> 1 1og(9) Y C2 ( )
Para probarlo necesitaremos el siguiente lema combinatorio:
Lema 3.9. Dados enteros positivos s < N, existen n > (%)5/2 subconjuntos Si,...,Sn

de [N] ={1,...,N} tales que cada S; tiene cardinal s y |S; N S;| < s/2 para i # j.
Demostracion. Si s > N/4 entonces (5)8/2 < 1y bastaria con coger un tinico subconjunto

4s
S de [N] con cardinal s.

Suponemos entonces que s < N/4. Denotamos por B := {S C [N] : |S| = s}. Elegimos un
S1 € By denotamos Ay :={S € B:|S1NS| > s/2}. Se tiene

s s N — s N — s s s
Ayl = < s _ g
4 _Z (k)<8—k)_[s/rzﬂl?§gs(s—k) Z (k)—

k=Ts/2] k=s/2]
N —s /s N —s

< 7 . — 25 ’ _

= [o/2]Shss <s - k> 2 <k> Fo/21Sh<s (s - k)

k=0

s ) <N — s>
=2° max .
0<t<|s/2] t
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Sabemos que los nmeros combinatorios cumplen (}) < (1T1>7 sil < |m/2].Y, por tanto,

|A1| < 25(@[/_2‘3) Observamos que todo S € B\ A; cumple |[S| = sy |S1 N S| < s/2.

Podemos entonces, suponiendo que B\ A1 # (), tomar Sy € B\ A;.

Como haciamos antes consideramos Ag := {S € B\ A; : [S2N S| > s/2} que también cum-
plira |As| < 23(?8[/_2?) Cualquier conjunto S € B\ (A1UAs2) cumplira |S| = s, |[S1NS] < s/2
y |S2NS| < s/2. Entonces, si todavia B\ (A1 UAsz) # 0, podemos tomar S3 € B\ (A1 UAz2).

Seguiriamos repitiendo el proceso seleccionando conjuntos St,...,S, v las respectivas fa-
milias Ay,..., A, hasta que B\ (41 U---U A,) = 0. De esta manera, tendriamos n
subconjuntos de [N] todos con cardinal s y que ademés cumplen |S;NS;| < s/2 para i # j.
Por construccion, todos los A; cumplen

wes(ly)

Nos falta acotar el namero de subconjuntos, n. Como B\ (A1 U---U A,) = (), entonces

()-m-

n

U4

n
N —s
< | < 4 | < § .
= Z;‘A” < n mix |4 < n2 (Lsm)
1=

=1
Y asi,
o () 1 N s/2 (N —s—[s/2))
- 28(6\!/_2?) 25 sI(N — s)! (N —s)!
Ls/2]<[s/2]
1 N(N—-1)...(N—=s+1) !

255(s—1)...(s—|s/2] + D)(N —=s)(N—=s—1)...(N —s—|s/2] +1)

—S

—
1NN -1)...(N=TJs/2][+1) (N—T[s/2])...(N=[s/2] = [s/2] +1)
25 s(s—1)...(s—Js/2]+1) (N=s)(N—s—1)...(N—s—|s/2]+1) —

I N(N—=1)...(N—1Ts/2]+1) - 1 <N>[s/21 . <N>S/2.

= % s(s—1)...(s—[s/2] +1) — 23

S

4s

Donde en la tltima linea hemos utilizado la desigualdad,

N-—j_N
> Vji=0,...,[5/2] - 1,
T 5/2]
o : N —t N —s :
que se justifica usando que la funcion f(t) = P 1+ L o claramente creciente
5 — s —
sit<s.

O

También nos hard falta el siguiente resultado de anélisis funcional que podemos encontrar
como la Proposiciéon 1.1.11 en el libro [9].

Proposicion 3.10. Sea X un espacio normado. Si 'Y es un subespacio vectorial cerrado
del espacio normado X, entonces el espacio vectorial cociente X/Y es un espacio normado
para la morma cociente dada por

2+ Y| = inf{fle +y] :y € V).
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Con todo esto ya estamos en condiciones de probar el Teorema 3.8.

Dem. del Teorema 3.8. Recordamos que estamos trabajando con el espacio normado E{V y
dada una matriz A € R™*Y sabemos por algebra lineal que su ntcleo,

ker A = {z € RV : Az =0},

es un subespacio vectorial cerrado de E{V . Asi, por el resultado de analisis funcional, pode-

mos considerar el espacio cociente X := ¢ /ker A = {[z] := x + ker A, z € RV} normado
con
= inf — RV,
lz]ll == nf flz =i, =€

Dado un vector 2s-sparse = € RN, observamos que todo vector z = x — v con v € ker A
satisface Az = Azxz. Como por hipétesis, los vectores & € Yo minimizan la norma ¢ en el
conjunto x + ker A, tendremos ||[z]|| = ||z||1.

Sean Si,...,S, los conjuntos introducidos en el lema anterior. Como tienen cardinal s,
podemos definir vectores s-sparse x',..., 2" € RV con norma ¢ igual a 1 haciendo

z' = (1/s)1g, , entendiendo 1 = (1,...,1) € RV,
Para 1 <14 # j < n tenemos que z° — 27 es 2s-sparse y entonces sabemios que
Ilz] =[] = |l = 27]]| = l|2" — 7|1
Ademas, por la construccion de estos vectores, se tiene

k| = {1/5 si ke (S;US;)\ (SinS;)).

0 en otro caso.

Calculando el cardinal obtenemos
[(S; USH)\ (Si N Sj) =[98 US;] =[S S| = [Si] +[S5] = 15: NS5 = [Si N S| =
= |Sl| + |SJ| —2|S¢ﬂ5j| >28—2£:25—S:S.
~ =~ = 2

S S N
s/2

Con lo que, ||z° — 27||1 > 1, y entonces, ||[z?] — [27]|| > 1 para todo 1 <i # j < n.

Esto muestra que las bolas de radio 1/2 centradas en los puntos [z!] son disjuntas y, ademas,
al tener al tener los ' norma 1, estardn contenidas en la bola de radio 1 + 1/2 centrada

en el origen,
n

) B([z"],1/2) € B(0,3/2).

i=1

Si comparamos voliimenes,

n - vol(B(0,1/2)) = vol (U B([z1], 1/2)> < vol(B(0,3/2)).

=1

Como estas bolas son subconjuntos del espacio cociente X, tendremos

L VOUBO3/2) (/2T _ o gm

~ vol(B(0,1/2))  (1/2) , donde r = dim(X) = rank(4) < m.
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El lema anterior también nos decia que (4—]\;)8/2 < n < 3"y tomando logaritmos obtenemos:

5 N N2
5 log <4S> og ( 45) > < log(3™) = mlog(3)

N
= slog (43) < 2mlog(3) = mlog(9)

ilo ﬁ <m
log(9) S\1s) =

(&)
= cslog| — ) <m.

C2S

O

Cambiando 2s por s, y salvo por constantes, este teorema nos indica una cota inferior para
el nimero de mediciones necesarias para reconstruir de manera exacta las senales s-sparse
con el algoritmo ¢;. Deciamos que el método de las matrices aleatorias era éptimo pues su
nimero de mediciones es del mismo orden que esta cota.
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Capitulo 4

Distribucion Subgaussiana

A lo largo de este capitulo estudiaremos las variables aleatorias Subgaussianas. Veremos su
definiciéon, como caracterizarlas y algunas de sus propiedades mas relevantes. El principal
resultado que probaremos es que las matrices generadas a partir de un tipo concreto de va-
riable Subgaussiana cumplen la Concentracion de Medida. Usando esta propiedad seremos
capaces de probar el célebre Lema de Johnson-Lindenstrauss. También proporcionaremos,
al final del capitulo, algunos ejemplos concretos de distribuciones Subgaussianas.

Para este capitulo usaremos varios conceptos de Teoria de la Probabilidad que podemos
encontrar resumidos en el Apéndice C.

1. Definicién y momentos

Definiciéon 4.1 (Subgaussiana).
Una variable aleatoria X diremos que es Subgaussiana si existe una constante ¢ > 0 tal

que

2,2

Mx(t) =E[e!*] <e™2, VteR.

La denotaremos X ~ Sub(c?).

02t2

Observacion. Recibe el nombre de Subgaussiana pues e 2 coincide con la funcion ge-
neratriz de momentos de una variable Normal de media 0 y varianza ¢?. Lo veremos en
la seccion de ejemplos del final del capitulo, donde probaremos que, si X ~ Normal(0,c?)
entonces X ~ Sub(c?).

Lo primero que vamos a probar son algunas propiedades sobre los momentos de las distri-
buciones Subgaussianas. Para ello necesitaremos algunos lemas.
Lema 4.1. Si X ~ Sub(c®) y k € N, entonces 3A;, = 2(k/e)*/? tal que

E[|X|F] < Agc”.

Demostracion. Consideramos gy (t) = tFe™", ¢ > 0 que alcanza su méximo en t = k.
En efecto,
ge(t) = ktFte Tt ket (—1) = tFle k- t) =0 <= t=kF

Luego,
the™t < kFe ™ = (k/e)F, vt > 0.
Para A > 0 tendremos

1
AF

k k k k 3 k k 02,2
() s s () s (o
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Distribucién Subgaussiana Definicién y momentos

Minimizamos respecto de A > 0. Consideramos g(\) = (%) 23 Entonces,

—k (E\"_. 22 kN e 1 (k\". ex
g,()\) = W <> 26 2>\ + 62)\ (A) QBT)\ = W <> 26 2>\ [ k' + 62)\2] = O
€ (& €

vk

— y nos queda

ko ok k k/2
E[‘X‘k] < (\j;) 2e = = <\/%C> 2e7 =2 <k> = At
vk, e e

[

Por tanto, el minimo se alcanza en A =

Observacion. Con las constantes Ay = 2 (k/e)k/z, la serie de potencias

k=1

tiene radio de convergencia R = oo.

En efecto, usando el Criterio de la raiz y la Férmula de Stirling, k! ~ (k/e)¥v/27k.

(Ak)l/k 26y /kfe 28 1 jow o
(2mk

Ag i . R = oc0.
k! yor(kje)  (2mk)an \/k/e -
1

Esta observacién junto con el lema permiten justificar la validez de

E[e™¥] :HiW’ vt € R,

k=1
ya que
oo o0 A
k
Z Z E[|x|*] Z gltl’“c’“ = S(Jtle) < oo,
k= k=1 k=1

pues la serie S(-) es absolutamente convergente.

De hecho, podemos probar el siguiente lema:

Lema 4.2. Sea X ~ Sub(c?). Entonces, para cada n € N, se tiene
" E[(tX)k .
X] =1 +Z[k,} FO (|t st <1
k=1
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Demostracion. Notar que si |t| < 1,

Aglt[Fc® n+1 ApcF n+1
YA < YA <pupis(,
k>n+1 k>n+1

Por tanto, para [t| <1,

x e (EX)F x e XOF (tX)k
E[e_zk!}_E’_Zk!‘_ Zk')g
k=0 k=0 k>n+1
tX|5 ] t|¥ k sk ntl
<E| Y S| = X SrE[XF] < Y TrAwd < pmS().
k>n+1 k>n+1 k>n+1

Y llegamos a lo que querfamos,

"L E[(tX)¥]

E[e] =1+ N

+O(t"), siff <1
k=1

O

Usando este lema podemos probar la siguiente proposicién, que nos indica cémo son los
momentos de primer y segundo orden.

Proposicion 4.3. Si X ~ Sub(c?), entonces E[X]| =0 y E[X?] < 2
Demostracion. Por definicién de Subgaussiana sabemos

242 C2t2 " 1
E[etx} <ez? :Z (2> o

n>0

Gracias al lema podemos desarrollar el lado izquierdo también como serie y, si consideramos
solo los términos hasta grado 2, tendremos

t2 c*t?
1+tE[X] + EE[XQ] +O(tP) <1+ -+ o(|t]h).
Vamos a empezar calculando IE[X ], asi que, de la expresién anterior pasamos a

E[X] < L (&~ E[X?) + 0(1f*) = Ol

= Para t > 0, dividiendo por ¢, E[X] < O([¢|) y tomando ¢ — 0 tenemos E[X] < 0.
» Para t <0, dividiendo por ¢, E[X] > O([¢|) y tomando ¢ — 0~ tenemos E[X] > 0.
2 212
Por tanto, E[X] = 0 y nos quedaré EE[XQ] < — T O([t]?).
Para ¢ # 0, dividiendo por %, E[X?] < ¢*+ O(Jt]) y tomando ¢ — 0, entonces
E[X?] < ¢
O
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Hemos visto que si X ~ Sub(c?), entonces E[XQ] < 2. No obstante, vamos a considerar
una clase de variables aleatorias algo mas restrictivas en las que se da la igualdad.

Definiciéon 4.2 (Estrictamente Subgaussiana).
Una variable aleatoria X se dice que es Estrictamente Subgaussiana si X ~ Sub(c?) y
o? = E[X?]. Se denota X ~ SSub(c?).

Cuando X ~ SSub(c?), podemos obtener més informacién sobre sus momentos.
Proposicién 4.4. Si X ~ SSub(c?), entonces E[X‘g] =0y IE[X4] < 304,

Demostracion. Sabemos que

y, como haciamos en la otra proposicién, escribiremos los desarrollos de las series, ahora
hasta grado 4.

2

0 o
I 2 I t3 t2 2 7540.4

t4
L+ E[X] + SE[X?] + gE[XS] + B +O(P) <14 Ta +—— +O(t).

Empezamos calculando E[X 3}, por lo que la expresiéon nos queda

B (ot E[XY]
e <o (% -2

) +O(tf) = O(lt).

» Parat > 0, dividiendo por g—?;, E[X?3] < O(Jt]) y tomando t — 0T tenemos E[X?] < 0.

» Parat < 0, dividiendo por g—?;, E[X?] > O([t]) y tomando ¢ — 0~ tenemos E[X?] > 0.

, e PR :
Por tanto, E[X?3] = 0 y nos quedars EE[X | < 5 + O(Jt]°).
Para t # 0, si dividimos por % llegamos a la relacion E[X*] < #0414+ 0O(|t]) = 30* +O([¢)).
Y, tomando ¢t — 0, entonces

E[X*] < 30"

En definitiva, hemos probado lo siguiente:

Sub(c?) =0 <
SSub(c?) | =0 =02 =0 <30

Ahora ya podemos pasar a probar la propiedad de Concentracion de Medida.
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2. Concentracion de Medida

Para esta seccion, excepto algin lema, nos basaremos en el capitulo 7 del libro [3]. Antes
de trabajar con las matrices aleatorias nos centraremos en los vectores aleatorios generados
por una distribucién Subgaussiana.

El teorema principal al que queremos llegar es el siguiente, pues la propiedad de Concen-
tracién de Medida serad un corolario suyo.

Teorema 4.5. Sea X = [X1,...,Xy,], donde los {X;}™ son i.i.d. con X; ~ SSub(c?),
entonces B[||X||3] = mo?. Ademds, si fijamos Bmax > 1, ezistird una constante K* > 6
dependiendo solo de Byq. tal que se cumple

IP’(HXH% < amo'?) < emm1=)?/ K"y g cualquier o € (0,1), (4.1)

]P’(HXH% > fmo?) < e BV K" " para cualquier B € [1, Brnax]- (4.2)

Lo probaremos en dos partes, primero la desigualdad (4.1) del o y luego la (4.2) del 8. En
ambos casos usaremos muy a menudo la llamada Desigualdad de Markov:

Lema 4.6 (Desigualdad de Markov).

E|X
Para cualquier variable aleatoria no negativa X yt >0, P(X >t) < [t]

Demostracion. Llamamos A := {w € Q: X(w) > t}. Entonces,

E[X] = /Q X (w)dP(w) > /A X (w)dP(w) > t /A dP(w) = tP(A) = tP(X > t).
O

Para probar la desigualdad (4.1) del « nos hara falta el siguiente lema, que podemos
encontrar en [14]:

Lema 4.7. Si X ~ SSub(c?), entonces E[e*’\XQ] < e MPHIN S
Demostracion. Usaremos estas propiedades de la exponencial:

a) e*xgl—x—l—%,VxZO. b) 1—x<e™®, VxeR

» Consideramos b(x) :=e™* — (1 — z).

Tenemos b/ () = —e*4+1=0 <= =0y como b’'(x) =e* > 0, entonces x = 0
es el minimo de b(z). Asi, como b(0) = 0 tendremos b(x) > 0, Vx € R y, por tanto,
l—z<e™ VxeR.

. 2 _
» Consideramos a(z) :=1 -z + 5 —e™7.

Tenemos o' (x) = —1+z+e =€ —(1—x) =b(x) > 0, Yz € R. Luego, como a(x)
es creciente y a(0) = 0 tendremos a(x) > 0, Vo > 0, y entonces e™* < 1 —x + %,
Vx> 0.
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Asi,

(a) ()\X2)2
2

2
Ele ] <E|1-AX2+ =1-\E[X?] + %E[X‘*] <+ {E

3 2,342 4
Sl—)\02+*)\204§€_>\0 +§)\J .

()

Teorema 4.8. Si X = [X1,...,X,,]| donde los {X;}, son i.i.d. con X; ~ SSub(c?),
entonces Va € (0,1) se tiene

P(| X5 < amo?) < o~ m(1-)?/6

Demostracion. Para A > 0 hacemos

Mark .
P(||X|3 < amo?) = P(e MXIE > g=Aama?y ( a;‘”) Pomo? g [~ NIXI3] ()
m m
_ e)\()émO'Q HE[e_)‘XE] (Lemga 4.7) 6)\am0'2 H e_)\o_2+%>\20_4 _
=1 i=1

_ (6)\&026—)\02+%>\204)m _ (e—(l—a))\a2+%)\204>m )

Si escogemos A = (1 — ) > 0, con B > 0, tenemos

3 3 3
—(1—a)ro? + 5)\204 = —(1-0a)*8c% + 5(1 —a)?pPot = —(1 — a)?[Bo? - 56204].
Nos queda entonces
m
IP)(HXH% < amo_2) < (6—(1—a)2 [502_35204}>
v si calculamos el infimo
inf <e—(1—a>2 [6o>~35%] )m _ (e—ﬂ—a)zsupm (602 ~36%0] )m
B8>0
Vamos a calcular el 6ptimo. Para ello definimos f(8) = Bo? — 35204.
o? 1
f/(ﬁ)202—350'4:0 < /BZQ:@>O
que es el maximo pues f”(3) = —30% < 0. Asi, si sustituimos este valor tendremos
3 o2 300 1 1 1
2_9g4_90 020 1 1_1
o T =52 T30 "8 6 6

Por tanto,
2
P(|| X3 < amo?) < emI=/6 bara o € (0,1).
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Con esto ya tendriamos probada la desigualdad (4.1) del a. Ahora vamos a por la (4.2) de
5. Para ello, otra vez, nos hara falta la ayuda de un par de lemas.

Lema 4.9. Sea a € R y b > 0, entonces

—+o00 2
142 T a
UM gt = [ —em .
—00 b

Demostracion. Sabemos que si Z ~ Normal(0,1), entonces su funcion de densidad es

z

f(z) = \/%e % y cumplira

400 o0 1 22
/OO f(z)dz = /OO \/ﬂ(dez:

Empezaremos completando cuadrados:

»

a 2 Cl2
- — b2 _ .

2 a2
a
— (V- -2} v~
< 2\/I3> 4b

Luego,

/-I—oo eat_bt2dt _ /+<>O .- (\/Et_%ﬂ) +4b g — €4b /+oo <‘/5t_2%/g)2dt.

—00 —00 —00

Hacemos el cambio de variable BE= Vbt + 57 3, con lo que \/—%bdz =dty

+00 +oo 1 2 +00 1 2 2
) _z _L ™ a”
e gt = e4b =z —e dz = 4/ —e4b,

. - b

AXQ

Lema 4.10. Si X ~ Sub(c?), entonces E[e 22 | <

1
, VYA€ 0,1).
— [0,1)

Demostracion. El caso A = 0 es trivial, asi que, suponemos que A € (0,1).

Como X ~ Sub(c?), por definicién

c2t2

E[etx] = / etX(w)dP(w) <e 2 , para cualquier t € R.
Q

2 2
Multiplicando por e~ e integrando respecto de t, obtenemos

+o0 +oo 0242
/ </ X (w )_TdIP’( )) dt g/ em A Dgg.
—o0 Q —00

Por un lado, cambiando el orden de integracién tenemos

(Lema 4.9)

+oo c2t2 +oo
/ < / et X (W) =53 d]P’(w)> dt = / ( / X (@) =55 dt) dP(w) =
— 0 O Q —oo

V2T AX(L;)Q V2 AX(M? 27\ Ax?2
e 2 )
c

dP(w 6 2c2 w) =
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Por otro lado, volviendo a usar el Lema 4.9, se llega a

/"'Oo 242 2rA  V2rh 1

e A Ngp =

e A(1—-N) c V1-\

Por tanto,

para A € [0,1).
O

Teorema 4.11. Si X = [Xy,..., Xy donde los {X;}™, son i.i.d. con X; ~ SSub(c?) y
fijamos un Bmax > 1, entonces existe una constante K dependiendo solo de Bmix tal que
para cualquier 5 € [1, Bmsx| se cumple

P(||X|} > fmo?) < e mB-DY/K,
Demostracion. Para 8> 1y A > 0 tenemos

P(HXH% > 5m02) _ P(eAHXHg > 6A6m02) (Maékov) E[exHXH%] (ind) H;’;lE[e”{f]

— eMBma? e Bma?
Como X; ~ Sub(c?), por el Lema 4.10,
2 202250 1 1
E[e*] =E [e 7 252] < N para 20°\ € [0,1) <= A€ [O,E).

9 m m/2
Luego, [[1%, E[e*¥7] < <\/ﬁ) = (ﬁ) y entonces

m/2
1 1 m/2 e—2Ap? 1
P(| X3 > Bmo?) < o (1_2020 (1_202A L AEN0,55)

Ahora, si minimizamos respecto de X € [0, 513), se cumple

=
_ 2\ ™M/2 _ 2\ M/2
P(|X|32 > fmo?) < inf % =| f % .
Ae[0,515) 1— 202X Aef0,515) 1— 204X
o~ 276> o Bt
Como tenemos 12520 A € [0, 545), consideramos g(t) := 1% te0,1).
Vamos a calcular el 6ptimo.
_Be—Pt(1 — —pt —pt —pt
yon . —BeTPH(1—t) e e . Pe I
—pt 1 1
:—(fe_t)Q[(l—/B)—t]:O = tzl—EE[O,l) ya que [ > 1.
1 _1
Entonces el infimo se alcanza en t = 1 — — = 202\ , es decir, en \ = 1275 € [0, ﬁ)
Sustituyendo ese valor se obtiene
e~22P0? e PU-B) Be~(B-1)
= = [
1-202X  1-(1-3)
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Nos queda entonces, P(|| X3 > fmo?) < (56*(5*1))m/2 ,con > 1.

Para 8 =1, el teorema se cumple de manera trivial. Por ello, nos centraremos en 5 > 1.
2
Se puede ver que la funciéon h(8) = % es creciente para 8 > 1. Asi, dado Bpgx > 1

si tomamos K := h(fBmax) tendremos que, para 5 € (1, Bmax],

2(8 1)
(8 —1) —log(B)

2(8 —1)°
K

<K luego log(p) < (f—1)—

2(8-1)?
y, por ultimo, (< eB-1=""F .

Por tanto, para § € (1, Bmax] se tiene
m/2 Q(ﬂ 1)2 m/2 )
P(HXH% > 57”02) < (56_(6_1)) < (6(6_1) —(5—1)> — om(B-1)?/K

O

Observacion. Para el Lema 4.7, que usdbamos para probar la desigualdad del o, si que
era necesario que la variable fuera FEstrictamente Subgaussiana pero para el Lema 4.10, que
es el se usa para la desigualdad del B, nos basta con que sea Subgaussiana.

Y es que en la prueba original de [3] la desigualdad del B se hace directamente para Sub-
gaussianas. La diferencia es que entonces tendriamos X ~ Sub(c?) y 0% = E[X?] < 2, con

lo que 1 < %5 < By habria que hacer la prueba con mds cuidado.

Ahora ya podemos combinar los Teoremas 4.8 del a y 4.11 del 8 para probar el resultado
que queriamos.

Teorema 4.12. Sea X = [X1,...,X,], donde los {X;}™; son i.i.d. con X; ~ SSub(c?),
entonces IE[||X||%] = mo?. Ademds, si fijamos Pmax > 1, existird una constante K* > 6
dependiendo solo de Bya. tal que se cumple

P(|| X3 < amo?) < e M=K parg cualquier o € 0,1), (4.3)
]P’(HXH% > ﬁmaQ) < efm(ﬂfly/K*, para cualquier B € [1, Bmsx]- (4.4)

Demostracion. Empezamos viendo que E[||X 3] = mo?,

E[1x13] [ZXQ —g E[X7] =§:

Por un lado, como « € (0, 1), sabemos por el Teorema 4.8 que

P(|| X3 < amo?) < e~m1-)*/6,
Por otro, para 8 € [1, Bmax], por el Teorema 4.11 tenemos

2(ﬁméx - 1)2

P(IXIE = Bmo?) < e F-V/K | donde K — -
(H HZ >p ) — (ﬁméx — 1) — 10g(ﬁméx)
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Entonces, si tomamos K* := max(6, K) obtendremos

P(IX[3 < amo?) < ek

P(||X|} > mo?) < e mF-DY/E",
O

Como consecuencia del teorema anterior podemos probar la Concentracion de Medida para
vectores aleatorios.

Corolario 4.13. Sea X = [X1,..., X,,), donde los {X;}™, son i.i.d. con X; ~ SSub(c?),
entonces E[|| X||3] = mo? y para cualquier € € (0,1),

7ms2 * * 2
]P(‘HX”%—mO'Q‘ 25m0'2) SQ@ /K 5 con K* = W z6,52 (45)

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior con « =1 — ey =1+ € para obtener

P (| X3 < (1—e)mo?) < e ™ /K"

P (| X]3 > (1 +e)mo?) < e e/

Luego,
P (|| X3 — mo?| > emo?) =P (| X||5 — mo? < —emo®) + P (|| X|[|3 — mo? > emo?) =

=P (IX]} < (1 —&)mo?) + P (IX[5 > (1 +&)mo?) < 2e~ /5",

Como ¢ € (0,1), B =14¢ < 2y podemos tomar Bz = 2 de manera que la constante K*
nos quedari

K* ix (6 22-1)° ix (6 2 2 6,52
= ImMaXx = Imax = ~ .
o) —10g2) T\ T o10g2)) T 1-10g2)

O

Para poder probar la Concentracion de Medida para matrices aleatorias a partir de este
corolario usaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.14. Suponemos que tenemos X = [Xi,...,Xn]| donde los {X;}", son
i.i.d. con X; ~ SSub(c?), entonces para cualquier v € RN, (X, v) ~ Sub(c?||v||3).

En particular, si cada X; ~ SSub(c?), entonces (X, v) ~ SSub(a?||v||3).

Demostracion. Se tiene

N N (1nd) N Sub(cz)
E[et(X,v)] K [etzi:m&-] —E ] [etviXi ne ] [IE [etviXi] <
i1 i=1
N 2 2 2 N 2
c*(tv;) 5 2 7 9 2
< - = 2| = v _
< iHjXp( ’ ) exp (2 3t ) = oo (Gl

Por tanto, (X, v) ~ Sub(c?||v[3).
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Ahora, si X; ~ SSub(c?), ya tenemos (X, v) ~ Sub(c?||v||3). Para que sea Estrictamente
Subgaussiana nos falta ver que E[(X,v)?] = o2||v||3.

Al ser X; ~ SSub(c?) se cumple E[XZQ] = 0?2 y al ser independientes, como E[X;] = 0,

E[XZXJ] = ]E[XZ]E[X]] = 0, para 1 75 ]

Y, por tanto, (X, v) ~ SSub(a?||v||3).

Por fin, podremos probar que una matriz aleatoria generada a partir de una distribucién
Estrictamente Subgaussiana cumplird la propiedad de Concentracién de Medida.

Teorema 4.15. Sea ® una matriz m x N cuyas entradas ®; ; son independientes e idénti-
camente distribuidas con ®; ; ~ SSub(1/m). Entonces, para cualquier € € (0,1) y cualquier
z € RN, tendremos E[||®z[|3] = ||z|3 y

_ 2 *
P ([|@]3 — l|z]3] = ellz]3) < 27 /% (4.6)

con K* = #g@) ~ 6,52.

Demostracion. Denotamos como ®; la i-ésima fila de ®. Como ®; = [®;1,...,P; ] con
{(I)i,j}é‘v:l iid. con ®;; ~ SSub(1/m), por la Proposicion 4.14, sabemos

(@;,z) ~ SSub(||z[|3/m).
Si llamamos y = ®x € R™, entonces se tiene y; = (®;,z) ~ SSub(||x||3/m) y, ademas,

los y; serdn independientes. De esta manera, podemos aplicar el Corolario 4.13 al vector
Y= [y1,...,ym] con el € € (0,1) dado y obtenemos

2
E[|@z]3] = E[lyl3] = mIZ2 = a3

P (@3 — llzll3] > ellall3) = B (|llyll3 - 2]3] > ell=]3) < 2e7m=/%"

con K* = = 6,52.

2
1-log(2)
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3. Caracterizaciéon y reciproco

En esta seccién vamos a dar una caracterizacién para las variables Subgaussianas y vere-
mos un resultado que podria verse como el reciproco a la cota superior de la Concentracién
de Medida. La caracterizacion de las distribuciones la podemos encontrar en [15].

Teorema 4.16 (Caracterizacién de Subgaussianas).

Para una variable aleatoria X centrada, o sea, con E[X] =0, son equivalentes:

C2 2
1) Eziste ¢ > 0 tal que X ~ Sub(c?), es decir, tal que E[e!X] < ez, VteR.
2) Egzisten by, by > 0 tales que P(|X| > \) < bre 2 WA > 0.
3) Eziste a > 0 tal que E[e®X"] < 2.
Demostracion. Haremos la demostracién de manera ciclica.
o (1) = (2)| Para \,t > 0 se tiene
(Markov) [E[etX] Sub(c?) 2,2
P(X > \) =P >t < Ele”) < et
Py
>\ 02t2
Como la exponencial es estrictamenteQc2reciente, minimizar e”** 2~ es lo mismo que mi-
nimizar el exponente, f(t) := —tA + C; . Haciendo los calculos, como f/(t) = —\ + c?t, el
minimo se alcanza en t = \/c? > 0. Entonces,
t)\+02t2 B A2 +c2)\2 B A2 n A2 B A2
2 2 2¢r 2 22 22
A2 A2

y, por tanto, P(X > \) < e 22. Anélogamente, se puede ver que P(X < —)) <e 22.

Asi, VA > 0,
)\2

P(IX] > A) =P(X > A) + P(X < —\) < 2¢ 22,
Luego, se cumple (2) con by =2 >0y by = ﬁ > 0.

e|(2) = (3)| Dado a > 0 podemos considerar la funcion H(t) = ™" — 1 para ¢ > 0.

Sabemos que H es derivable, creciente y, ademés, H(0) = 0. Podemos entonces aplicar el
Lema C.1, que se encuentra en el Apéndice C, y tendremos

2 +oo 2
E[e**'] =1 +/ 2ate™ P(|X| > t)dt.
0

Por hipotesis, existen b1, by > 0 tales que IP’(\X| > )\) < ble_bQ’\Q, YA > 0. Asi, si ahora
consideramos 0 < a < by podremos acotar la integral,

+oo 2 +oo 2 b )\2 +oo b 2
/ 2ate® P(|X| > t)dt < / 2ate™ - bre 2N dt = / 2abyte” (b2~ gt =
0 0 0

aby +00 N2 aby p y,2]To0 aby
=— —2(by — a)te” b2 g = 1 |~ (b2t - _
bg—a/o (2 G)G bg—a[e }O bg—a
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a61

Por tanto, nos queda ]E[e“XQ] <1+ . En particular, tomando 0 < a := 2 < ba
by —a 1+
b
tendremos ba L — 1y entonces se cumple (3) pues E[e“)@] <2
2 —

e | (3) = (1)| Para cualquier t € R,

Bfe*] =& | 0 _mpy ey 4m |0 O
"0 n>2

(tX)F _ X|E _ 22X x|

Para k > 2, HOS TR OS2 (k-2 , v podemos escribir
Z (tX)" _ t2X? Z |t X |2 t2X2 Z \tX|k t2X26|tX|‘
nl — 2 (n— 2)! 2
n>2 >2
X t? 9 1tX 2 aX?
Asi, E[e!¥] <1+ iE[X elt ‘]_ Ahora vamos a ver que [tX| < <2 + 2>.
-

ValX]|
57

Sabemos que 2AB < A? + B? y, como a > 0, podemos tomar A = vy B =

V2a

oo B () ()

Podemos entonces seguir con el desarrollo y llegar a

tendremos

tX 2 X t? yax? t? 2, ox?
E[e"] <1+ SE[X%e ]§1+§E[Xe2a 2]—1+562aIE[X 2.

Para continuar usaremos la hipétesis E[eax 2] < 2 y las propiedades de la exponencial:
(i): z<e? y (17) : 142z <e”.

Entonces

2 2 ax2 . (0) 2 2 hip. 42 2
E[e¥] <14 -eWE[aX?"3] < 14 —emE[e™] < 14 —ch <
a a a

2\ 2 2 2 a2 g2
S 1_|_7 62a§6a€2a:62a =e2
a (i1)

2 |w

Por tanto, X ~ Sub(2) y se cumple (1).
O

Usando la caracterizacion, en concreto, el apartado (2) podremos probar el siguiente teo-
rema, basado en el Lema 5.3 del articulo [10].

Teorema 4.17. Sea X una variable aleatoria con E[X] = 0 y E[X?] = 0%. Si eziste una
constante a > 0 tal que para todo m € N y X =[X;,..., Xp], con {X;}, i.i.d. como X,

se cumple

. . 1
P(IXI3 - E[IXI8] = 5mo?) < 2e7™,

entonces X ~ Sub(c?), para algin ¢ > 0.
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Demostracion. Por la caracterizacion de las Subgaussianas, Teorema 4.16, bastara probar
que existen by, by > 0 tales que

P(|X| > A) < bre N, vA > 0.

Dado A > \/ga > 0, tomamos m € N como m := L;‘—;J de manera que se cumple
2
3mo? < A? < 3(m+ 1)0?. Si consideramos X = [X1, ..., X;,] con {X;}™, iid. como X

2

tendremos, como ya hemos probado otras veces, que ]E[HXH%] = mo* con lo cual

P(IX| > A) = P(|1X1] > \) = P(|X1 2 > A2) < P(| X2 > A2) <
v |12 3 2 112 312 1 9
<P (llelz > Gmo ) =P (||X||2 ~E[IX1] > 5mo ) .

Y, usando la hipétesis, como \? < %(m + 1)o?, entonces m > % -1y

o222 2)2
m02> < 2e7M < Qe a(302 1) 302

N | =

P(X| > 2) <P (HXH% _E[IRI3 =

Podemos llamar by :=2e* >0y by := 3% > 0, de forma que VA > \/ga,
P(|1X| > \) < bre 2.

Paralos 0 < A < \/ga, tendremos

222 222 222
P(|X]|>A) <1=es?% 5027 < e 502" < bre 2,

Por tanto, como se cumple VA > 0, existira ¢ > 0 tal que X ~ Sub(c?).
O

Cuando decimos que una variable aleatoria X con E[X] = 0 y E[X?] = ¢? cumple la
cota superior de la Concentraciéon de Medida queremos decir que si generamos un vector
aleatorio X con ella de tamafio cualquiera m € N entonces para cualquier € € (0, 1) existe
una constante cp(e) > 0 tal que

P(IX[3 - E[IX[] > emo?) < 2e~me0®),

Recordamos que en la seccién anterior deciamos que el Teorema 4.11 de la desigualdad del
B podia probarse directamente para Subgaussianas. De esta manera, aunque el Teorema
de Concentracion de Medida lo enunciamos para Estrictamente Subgaussianas realmente
la cota superior la cumpliran todas las Subgaussianas.

Teniendo esto en cuenta, el Teorema 4.17, que acabamos de probar, puede verse como
un reciproco de la cota superior de la Concentracién de Medida. Ya que si se cumple la
desigualdad para cualquier € € (0,1) se cumplird para ¢ = 1/2 y por el teorema la variable
se distribuird como una Subgaussiana.
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4. Lema de Johnson-Lindenstrauss

Antes de pasar a ver algunos ejemplos de distribuciones Subgaussianas vamos a ver que
se puede probar el célebre Lema de Johnson-Lindenstrauss como corolario al Teorema de
Concentracion de Medida.

Para este lema existen numerosas versiones, cada una con un enunciado diferente ya que
las constantes varfan segiin el método de demostracion utilizado. En nuestro caso, la idea
para la demostracion la podemos encontrar en [2| y seguird un desarrollo muy similar al
de la prueba de RIP, ver Teorema 3.6, ya que como podemos observar ambos enunciados
son muy similares.

Teorema 4.18. Dado 0 < € < 1. Para todo conjunto de puntos Q en RN, si m es un
entero positivo tal que m > 3K* log (\Q|)/52, donde K* = ~ 6,52, entonces eziste

una aplicacion lineal f : RN — R™ tal que

2
1-log(2)
(L =e)lu =23 < If(u) = FO)I3 < (1 +e)llu—vl3, Yu,v € Q. (4.7)
Demostracion. Para probarlo usaremos el Teorema 4.15 de Concentracién de Medida para

Estrictamente Subgaussianas.

Consideramos una matriz aleatoria ® de tamano m x N donde las ®;; son ii.d como
®; ; ~ SSub(1/m). Dados u,v € RY, denotamos

Qu,v) = {w e @ ||0@)(w—v)I - u—vl3| < ellu-vi3}.
Por el teorema sabemos que

P(2(u,0)°) = P (| 0(w)(u = )I} = u— vl > ellu—v]}3) < 267/

De esta manera, tendremos

P ([I0@)w—0)l} — lu vl < ellu—ol}, YuveQ) =P | [ Quv)| =
uVEQR

=1-P[ {J Q)| >1- > P(Qu0)) 21— Y 2e7m/E =

u,veEQR u,VEQR uUVEQR

=1- 2|Q]2efm€2/K* > 1—2|Q)2e 319819 ya que m > 3K*log (\Q|)/52.

» Si|Q| =1 tendriamos P (ﬂu veo S, v)) > —1 pero al tener solamente un elemento

el resultado se cumple trivialmente para cualquier m € NT.

» Si|Q| > 1, es decir, si |Q] > 2 tendremos

: 2 2 2
Pl () Quv) | >1-2Qe s D10l 2oy 2

: -
S Ql Q= 2
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Por tanto, con probabilidad > 0, ®(w) cumple
(1= e)lu— o3 < [[@(w)(u) = W) ()3 < (1L +e)]u—wvl3, Yu,ve Q.
Esto quiere decir que debe existir una aplicacion lineal f : RY — R™ tal que

(L =e)llu—vl3 < If(w) = F)3 < (1L +e)llu—wv]3, Yu,veQ.

5. Ejemplos

Como ya habiamos dicho, para acabar el capitulo veremos algunos ejemplos de distri-
buciones Subgaussianas. Realmente veremos variables aleatorias que son Estrictamente
Subgaussianas y que, por tanto, podremos utilizar para generar las matrices de medicién
en la reconstruccion de senales.

1) Distribucién Normal

Si X ~ Normal(0, 0%), recordamos que su funcién de densidad es

1 _ 22
— 0,2
flx) = 2#026 202 Vo € R.

Entonces podemos usar el Lema 4.9 y tendremos

+o0 1 22 1 +o0 2 2,2
_ to— L Lema ¢°t

e 22 dy = / e’ 222dr T="€e 2 .

— 00

—o V2mo? V2ro?
Por tanto, X ~ Sub(c?). Adem4s, como E[X?] = o2, tendremos X ~ SSub(c?).

E[etx] =

2) Distribucién Rademacher

Una variable aleatoria (discreta) X con esta distribucion tiene, para a > 0, la siguiente
funcién de probabilidad:

1/2 siz = —a.
P(X =2z)=<1/2 siz=a.
0 en otro caso.

Entonces,

e—ta + eta

E[e"] = e "P(X = —a) + "P(X = a) = 5

= cosh(ta).

»

z

Vamos a ver, utilizando sus desarrollos en serie, que cosh(z) < ez . Para ello, primero
veamos que se cumple 2"n! < (2n)!, Vn € N.

Paran =0y n =1 esta claro que se cumple. Ahora, para n > 2,

(2n)! =2n(2n—1)...(n+ 1)n! > 2"n!.

n términos >2
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Asi,

/N

0ofN,
N
3

e~ % Z2n 2n

he) ==Y sy =y
cosnizg) = ———= = =€
2 n>0 (zn)' a n>0 2"l n>0 n!

22
2

2,2
Volviendo a la variable aleatoria X, tendremos E[etX] = cosh(ta) < e y, por tanto,

X ~ Sub(a?). Ademss, -
2 2

E[X?] = (—a)2P(X = —a) + (a)?P(X =a) = = + % _
Con lo que X ~ SSub(a?).
3) Distribucién Uniforme
Si X ~ Unif(—a,a) con a > 0 su funcién de densidad sera f(z) = 25 0 [—a,a] y 0 en el

resto. Luego,

tX 1 4, e 1t 1 ta —ta [
E [e :| = —e d:[; = | — = — (e — € ) = — Slnh(ta,).
_aq 2a 2at| . __, Z2ta ta

Podemos usar el desarrollo en serie de sinh y la desigualdad anterior 2"n! < (2n)! < (2n+1)!
para probar que X ~ Sub(a?),
242

1. 1 (ta)?+! (ta)®™ (ta)®™ o
EletX] = = qinh(ta) = — = < = .
(=] ta (ta) ta Z (2n+1)! Z 2n+1)! — Z onpl  C 7
n>0 n>0 n>0

No obstante, si calculamos E[X 2] obtenemos

Por tanto, para ver que es Estrictamente Subgaussiana necesitaremos X ~ Sub(%).

sinh(z 22
(2) < e’6, para todo z # 0.

Vamos a probar de manera general que

Primero veamos usando induccion que 6"n! < (2n + 1)!, Vn € N. Los casos base n = 0
v n = 1 son evidentes. Y, si suponemos que es cierto para n > 0, es sencillo ver que se
cumple para n + 1, pues

(2(n+1)+ 1) =2n+3)! = (2n+3)(2n+2)(2n + 1)! > (2n + 3)(2n + 2)6"n! =
=2(2n +3)6"(n+1)! > 6" (n + 1)..

>6

|

Con esto tendremos lo que queriamos,

sinh(z) 22" 22" 2\" 1 22
=)y ——< = -] == Vz # 0.
z Z(2n+1)!_26”n! Z 6) n " i

n>0 n>0 n>0

Volviendo a nuestra variable X nos quedara

t2a2 t2 a

1
E[etX] =7 sinh(ta) < e
a
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Luego X ~ Sub(%) y, por tanto, X ~ SSub(%).

1—s
2 donde s € [0, 3].

P(X = j:a)
P(X =0)

4) Distribucién

S

Empezaremos viendo el valor de IE[X 2],
E[X?] = (=a)’P(X = —a) + 0°P(X =0) + a’P(X =a) =

91 —s n
=q°—

2 2

Entonces para ver que X es una variable Estrictamente Subgaussiana necesitaremos que

X ~ Sub(a*(1 - s)).

1—
a2 % = a’(1 — s).

Ahora vamos a calcular E[e'*],
E[e'X] = e "P(X = —a) + P(X =0) + "“P(X = a) =

i 1_S> (et +e) +s=

1- 1-
:67ta S+S+eta :<

2 2 2

a2t2

?
= (1 — s)cosh(ta) + s < ez (179,

22
Consideramos f(z) := e (17 — (1 — 5) cosh(z) — s. Queremos que f(z) > 0, Yz € R.
Para z =0, f(0) =1— (1 —s) — s = 0. Luego, si conseguimos ver que el 0 es el minimo
entonces tendremos la desigualdad probada. Calculemos su derivada,

f(z) = eéﬂ—%(l —5)— (1 —s)sinh(z) = (1 —s) <ef<1—8>x - sinh(:v)) .

22

Paraz =0, f/(0) = (1—5)(0—0) =0, y para z # 0, f'(z) = (1 —s)x <€2(1—s) _ sinh(x)>.

T

2

En el caso anterior de la Distribucién Uniforme probamos que Sm};(‘r) <ed,Vr#0. Con

esa desigualdad y como estamos suponiendo que s € [0, %], tendremos

. 2 2
e | ORI TR N O SR S S
T 2 6
(1 )>1 — 2>
=3 3 ="

Por tanto, el signo de la derivada solo depende del signo de x y 0 sera el minimo. Entonces
se tiene lo que querfamos,

0242
E[e"*] = (1 — s)cosh(ta) + s < ez 179 vt e R,

y X ~ SSub(a?(1 — s)).
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Capitulo 5

Minimizacién ¢; en Octave

En este capitulo trabajaremos con el software Octave [4] para poner a prueba el método
de la Minimizacion ;. Para disponer de este método en Octave, utilizaremos la funcién
lleq_pd() del paquete ¢;-MAGIC [8]|. Su implementacion estd basada en el algoritmo
primal-dual de puntos interiores que se describe en el Capitulo 7 del libro [5] y, aunque no
entraremos en mas detalles sobre el algoritmo, si que explicaremos sus distintos parametros
vy cémo utilizarla.

Para llamar a la funcién haremos:
xp = lleq_pd(x0, A, At, b, pdtol, pdmaxiter, cgtol, cgmaxiter)
donde:

= x0 es el vector N X 1 inicial con el que empezar el método.

= A es, 0o bien una funciéon que toma vectores de tamafio N y devuelve vectores de
tamano m, o bien una matriz de tamano m x N.

= At es una funcién que toma vectores de tamano m y devuelve vectores de tamano
N. Si A es una matriz de tamano m x IV, entonces At es ignorada.

m b es el vector m X 1 de observaciones.

= pdtol es la tolerancia para el algoritmo primal-dual, es decir, el algoritmo terminara
si el salto de dualidad es menor que pdtol. Por defecto, pdtol es igual a 1073,

= pdmaxiter es el nimero méaximo de iteraciones del algoritmo primal-dual. Por defec-
to, pdmaxiter es igual a 50.

= cgtol y cgmaxiter son la tolerancia y el nimero méiximo de iteraciones pero para
el método de Gradientes Conjugados que también incluye el algoritmo. Estos paré-
metros serdn ignorados si A es una matriz de tamano m x N.

En nuestro caso A serd la matriz de mediciones, o sea, ®, por lo que los pardmetros At,
cgtol y cgmaxiter los podemos omitir. En cuanto a x0 podremos usar cualquier vector
inicial de tamafio correcto pues en caso de no ser un punto factible el algoritmo nos lo
corregird. En los ejemplos del propio paquete utilizan como vector inicial el llamado punto
de minima energia que no es méas que A’*b. Realmente como los ejemplos que vamos a
probar no son excesivamente complejos podremos omitir pdtol y pdmaxiter y dejar los
valores por defecto. Y, por supuesto, para el vector de mediciones b usaremos y = ®x.

En definitiva, cuando llamemos a la funcién haremos simplemente:

xp = lleq_pd(x0, Phi, [1, y);
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La matriz de mediciones la construiremos de manera aleatoria a partir de una distribucién
Estrictamente Subgaussiana para asegurarnos que se cumple la Concentracion de Medida
v que entonces con alta probabilidad la reconstruccién sea exacta. En concreto, usaremos
una Normal(0,1/m). En el Apéndice D se explica con mas detalle como hemos generado
la matriz en Octave.

1. Ejemplo basico: Estabilidad y robustez

Para empezar vamos a probar con el ejemplo que utilizdbamos con el Método de los Co-
eficientes de Fourier en el Capitulo 2 y que viene explicado en el Apéndice D. Recordamos
que tenemos una sefial de tamano N = 500 con 20 picos +1 generados aleatoriamente.
Graficamente la sefal era asi:

Seiial Original
157

05

1T

-1.5

0 100 200 300 400 500

Figura 5.1: Ejemplo Bésico: Senal original.

Lo primero que tenemos que determinar es el nimero de mediciones. Al estar utilizando
matrices aleatorias y segiin el Teorema 3.6, el nimero minimo de mediciones necesarias es
m > C - slog(N/s) para cierta C > 0 que no hemos llegado a calcular explicitamente. En
este caso, con N =500 y s = 20, tenemos

slog(N/s) = 201og(500/20) = 64.378.

Como en este método entra en juego la aleatoriedad podriamos repetir la reconstruccién
varias veces con la misma senal y obtener resultados diferentes. Por ejemplo, si tomamos
m = 4s = 80 y ejecutamos el método 10 veces veremos que la reconstruccién no es siempre
exacta.

Esto lo podemos ver con los errores relativos ||z — z*||2/||x||2, donde z* es la senal recons-
truida, pues si mostramos los errores de las 10 ejecuciones obtendriamos:

Error =
6.8879e-01 1.2911e-04 6.9550e-01 9.0417e-01 9.0799%e-01
9.5909e-01 5.5416e-01 6.7251e-05 7.8543e-01 1.6319¢-04
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Lo que nos da a entender que la reconstruccién sélo ha ido bien en 3 de las 10 ejecuciones.
Graficamente podemos mostrar la mejor y la peor reconstruccion para confirmarlo.

Peor reconstrucciéon Mejor reconstruccion
1.5 1.5
1 1
0 0
1 1
15 15
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 5.2: Ejemplo Basico: Mejor y peor reconstrucciéon con m = 80.

Luego, para conseguir unas reconstrucciones més fiables habra que tomar un mayor nimero
de mediciones. Si, por ejemplo, tomaramos ahora m = 2 - 65 = 130, los errores de 10
reconstrucciones serfan

Error =
9.8979e-06 2.6322e-06 4.,1813e-06 1.0338e-05 1.3439¢-05
2.3905e-06 7.3588e-06 2.1944¢-06 4.,1850e-06 1.3372e-05

Con ese valor de m las 10 reconstrucciones serfan practicamente exactas, lo que sugiere que
la constante C puede estar cerca de 2. En lo que sigue tomaremos ese nimero de mediciones.

Aunque es verdad que estamos utilizando muchas mas mediciones que las 40 del Método
de los Coeficientes de Fourier recordamos que la Minimizacién ¢;, como ya hemos visto en
el desarrollo tedrico del trabajo, serd robusta frente a los errores de medicién y estable si
la sefial no es del todo s-sparse. Vamos a comprobarlo con este ejemplo.

Empezaremos por la robustez anadiendo errores al vector de mediciéon. Los errores los
conseguiremos suméandole a y un vector aleatorio, E, generado por una Normal(0, 02). En
concreto, usaremos o2 = 1074,1073 y 1072 para ver como va empeorando la reconstruc-
cion. Tras su generacién con la Normal los errores aleatorios acaban teniendo una norma
0y igual a ||E||2 = 0.1094, 0.34595 y 1.094 respectivamente.

Si mostramos los errores relativos de la reconstruccion obtenemos:

Error =
0.034035 0.107579 0.340203

Evidentemente, conforme aumenta el error de medicién la reconstrucciéon empeora y los
errores relativos aumentan. Adn asi no encontramos ninguno pico extremo como si ocurria
con el Método de los Coeficientes de Fourier que alcanzaba un error relativo de 4.0917
simplemente por sumar 0.001 a una componente del vector y.
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Gréaficamente vemos que la reconstruccion se vuelve cada vez més oscilatoria a medida que
aumenta el error de medicién.

| E|2 = 0.1094 | E|l2 = 0.34595 El2 = 1.094
1.5 1.5 1.5
1 1
e
0 fi T " 0 frpp—i— L]
IRINE -
.
g Lo : :
15 -1.5 -1.5

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 5.3: Ejemplo Bésico: Robustez ante errores de medicion.

Por 1ltimo, para probar la estabilidad frente a que la senial no sea del todo sparse haremos
algo similar que con las mediciones. Ahora es a la sefial z a quién le sumaremos un vector
aleatorio generado por una Normal(0,1073).

Al hacer esto la sefial dejard de ser realmente s-sparse pero ain asi obtendremos una
reconstruccién con un pequeno error relativo, 0.1882. Recordamos que con el método de
los Coeficientes de Fourier simplemente con anadir 0.1 en la componente 200 ya obteniamos
un error relativo de 9.7763.

Seiial Alterada Reconstruccion

1.5 1.5

1 1
0.5 0.5

0 0
05 05

-1 A
-1.5 -1.5

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 5.4: Ejemplo Basico: Estabilidad antes senales no sparse del todo.

2. Reconstrucciéon de imagenes

Ahora que hemos confirmado que la Minimizacién ¢; funciona correctamente podemos
probar con un ejemplo algo mas interesante, la reconstruccion de imagenes. Al igual que
en la introduccion, volveremos a tomar una fotografia de la base de datos USC-SIPI Image

Database [16].
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Esta vez tomaremos la imagen 5.1.09 que nos muestra la superficie de la Luna. La foto-
grafia estd en escala de grises con una profundidad de 8 bits, es decir, cada pixel estara
representado por un valor numerico entre 0 y 255 que nos indica su tono de gris (0 para
el negro y 255 para el blanco). En cuanto a la resolucion, aunque la imagen original tenia
tamano 256 x 256 pixeles la hemos reducido a 128 x 128 para que la cantidad de datos
fuera mas manejable.

Figura 5.5: Fotografia de la superficie de la Luna. (5.1.09)

Con todo esto, si vectorizamos la matriz de los pixeles obtendremos una senal de tamano
N = 1282 = 16384. En esta ocasién no conocemos de antemano como de sparse es la sefal
por lo que habra que calcular el valor de s. Para hacerlo vamos a expresar la sefial en una
base de Wavelets pues, como ya vefamos en la introduccién, esta representacion funciona
muy bien para visualizar el nivel de sparse de las senales.

Aunque existen muchas bases de Wavelets que podemos utilizar, intentar explicar en que
consisten, o que las diferencia unas de otras, queda fuera de nuestro alcance y requeriria
un trabajo mucho mas extenso. Por suerte, en Octave disponemos del paquete 1tfat [1] y
la funcién fwt () que nos calcula directamente los coeficientes de la senal en términos de
la base de Wavelets que elijamos.

Para nuestro ejemplo nos bastara con utilizar la misma que proponen en el ejemplo del
paquete, las Wavelets de Daubechies 8 con 10 iteraciones de filtrado, fwt (v, ’db8?,10).
Adn asi, se puede consultar su documentacion [1] para ver como esta implementado, o
incluso el libro de Mallat [12] para entender como funcionan las Wavelets en general.

Si los representamos graficamente vemos que la mayoria de coeficientes son pequenos. De
hecho, si hacemos zoom vemos que sobretodo estan concentrados en el intervalo [-0.05,0.05].

5000 10000 15000 5000 10000 15000

Figura 5.6: Los coeficientes de la base de Wavelets de la imagen.
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Con esto en mente, podriamos ver qué le ocurriria a la imagen si hacemos cero todos los
coeficientes del intervalo. Es decir, estamos considerando s como el ntimero de coeficientes
con valor absoluto mayor que 0.05. Si hacemos los cédlculos obtenemos que s = 4456.

Original Aprox. Sparse

Figura 5.7: Aproximacion s-sparse de la imagen.

Vemos que la aproximacién s-sparse es bastante buena y que, por tanto, con tan algo me-
nos del 30 % de los datos podemos representar fielmente la imagen. Trabajaremos con ese
valor de s para la reconstruccion.

El siguiente paso es elegir el nimero de mediciones. Sabemos que como minimo necesita-
remos del orden de slog(N/s) mediciones que en este caso seria 5802. Podemos probar a
reconstruirla con tres valores de m diferentes: m; = 5802, may = (3/2) - 5802 = 8703 y
ms3 = 2 - 5802 = 11604 para ver como va mejorando la reconstruccion.

m = 5802 m=8703 m=11604

Figura 5.8: Reconstrucciéon mediante Minimizacién ¢; de la imagen.

Evidentemente con este ejemplo solo pretendiamos mostrar los pasos a seguir para la re-
construccién de imagenes. Todavia se podria hacer un anélisis mucho més en profundidad
estudiando las diferentes bases de Wavelets o buscando otras implementaciones del método.

De todas manera, en el Apéndice D podemos encontrar el codigo que hemos utilizado para
recrear los resultados e imagenes.
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Apéndice

En este Apéndice veremos varios resultados y demostraciones que utilizamos durante el
trabajo. Ademads, también incluiremos el codigo de algunos de los programas que hemos
implementado en Octave [4].

A. Matrices de Vandermonde

En primer lugar, veremos las matrices de Vandermonde y daremos una férmula para cal-
cular su determinante. Realmente esto lo podemos encontrar en numerosas fuentes pero
utilizaremos el Apéndice A.4 del libro de Foucart y Rauhut [11].

Definicion A.1. Dados z1,2z2...,zn € CV se define la matriz de Vandermonde asociada
a esos valores como la matriz cuadrada N x N,

1 oz 22 - x{v_l

1 oz 23 - xév_l
V= V($1,$2,...,$N) =

1 xn l’?\[ x%il

La propiedad mas caracteristica de estas matrices es que su determinante se puede expresar
mediante la siguiente expresion.

Teorema A.l. El determinante de una matriz de Vandermonde V = V(z1,z2,...,2N)
cumple

detV = H (x; — k).

1<k<I<N
Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre N.

1.%1

= X9 — I1.
1 D)

Para N = 2 esté claro pues tendremos det V(x1,x2) = '

Supongamos ahora que N > 3 y que el resultado es cierto para cualquier matriz de Van-
dermonde de tamanio (N — 1) x (N —1). Vamos a ver que también se cumple para N.

Por las propiedades del determinante observamos que det V' (z1,z2,...,2x) es un polino-
mio en zpy, con grado menor o igual que N — 1 y cuyas raices son el resto de términos
T1,%9,...,TN_1. De esta forma podremos escribir

det V(z1,29,...,25) =¢ H (xn — ),
1<j<N
donde ¢ serd una constante que depende de x1, x2, ...,z y_1. De hecho, esa constante sera el
coeficiente de x%_l en el determinante y si lo desarrollamos por la tltima fila llegariamos
a que ¢ = detV(zy,z2,...,2y-1). Asi, utilizando la hipotesis de induccién podremos
sustituir el valor de c y llegar a lo que queremos:
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det V(z1,29,...,28) =¢ H (xny —xj) =
1<j<N

= H (21 — zk) H (zy —zj) | = H (21 — p).

1<k<I<N—1 1<j<N 1<k<I<N

O

Gracias a esta propiedad sabemos que si la matriz de Vandermonde esté construida a partir
de elementos diferentes entonces su determinante serd distinto de cero.

B. Transformada de Fourier y Convolucién Discretas

En esta seccién, estudiaremos la Teoria de Fourier para senales discretas. La mayoria de
estos resultados se pueden encontrar en el Capitulo 3 del libro de Mallat [12]. No obstante,
en vez de seguirlo directamente, seguiremos el TFG de A. R. Cabuzo [6] que a su vez esta
basado en ese libro.

Recordamos que llamamos sefial discreta de tamano N a cualquier vector

f=(£0), f(1),..., f(N—1)) e CV.

Asi, el conjunto de las senales discretas de tamafio N sera el espacio vectorial CV, que
consideraremos con el producto escalar

N-1
=Y f(m)g(n), fgec™.
n=0

Definicién B.1 (Transformada de Fourier Discreta).

Si f=(f(0),...,f(N— 1)) € CV, definimos su transformada de Fourier Discreta como la

~

sefial f = (f(0), ...,f( 1)) € CN con coeficientes
N—-1

Fk) =" f(m)e "%, 0 <k < N.

n=0

A veces para evitar confusion denotaremos la transformada como F(f) := f.

Si consideramos la familia de vectores {eg,e1,...,enx_1} de CV, donde

2mikn

ex(n)=e ¥ , 0<n<N,

tendremos que f(k:) = (f,er) y ademés se cumple lo siguiente:

Teorema B.1. La familia {eg,e1,...,enx_1} es una base ortogonal de ((CN, (-, >)

Demostracion. Como la dimensién del espacio es N, cualquier familia ortogonal de N
vectores serd una base ortogonal. Bastara entonces probar que (e, ;) = Ny .
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= Si k=1, el producto escalar nos queda

N-1 N-1
2miln  _ 2miln
(er,e1) = e N e N = 1=N.
)
n=0 n=0

= Si k # [, usando la formula de las series geométricas tendremos

2mi(k—1) \ IV
27rz(1€ n 1—- (6 N > 1-— eQﬂ-i(kil) 1-1
(ex,er) Z e = mite—) mi—l) 2mi(k—) 0.
l—e™~ l—e™n~ 1—e N~

Observamos que el denominador no se anula ya que k #ly |k — 1] < N.

O

Ahora que ya sabemos que es una base ortogonal podremos probar la llamada Formula de
Inversién de la transformada de Fourier discreta.

Teorema B.2 (Formula de Inversion).

Sea f € CV una sefal discreta, entonces f(n) =

Demostracién. Como la familia {e;} forma una base ortogonal, cualquier sefial f € CV se
puede escribir como

Podemos calcular A\, haciendo

N-1
(f,ex) Z Annyer) = Y Anlen, ) = Aelex, ex).
n=0

Luego, A\ = <<€J;€:k>> y como tenfamos que (f, er) = A(k:) y (er,ex) = N, nos quedara
| N1
f= N Z (ke
1 e 2mikn
Asi, su componente n-ésima sera f(n) = N (k)e , 0<n<N
k=0

Siguiendo este resultado podemos definir la transformada inversa.

Definicion B.2 (Transformada de Fourier Inversa).

Si g € CV, definimos su transformada de Fourier Inversa como la sefial § € CV con

coeficientes
N—

,_l

2mikn

glk)e "~ , 0<n<N.
k=0

1
N
Al igual que antes, a veces denotaremos la transformada inversa como F~!(g) = §.
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Por supuesto, como consecuencia del Teorema B.2 tendremos que F _1(_7: (g)) = g, para
todo g € CV. También es sencillo comprobar que F(F~!(g)) = g, Vg € CV.

El siguiente paso sera definir la convolucién discreta de senales. Dadas f,h € CV nos
gustaria definir su convoluciéon como

N-1
fxhn) =" f(m)h(n—m).
m=0

Pero observamos que asi serd necesario tener valores fuera de 0 < n < N. Para solucionarlo
extenderemos las sefiales f € CV como sucesiones N-periodicas con indices en Z, es decir,

f(n)=f(n méd N), n € Z.

Por ejemplo, la familia {e;} es toda N-periddica ya que,

2mik(n+N) 2mikn 2wikN 2mikn . 2mikn
ex(n+N)=e N =e N e N =e N ™ =N =¢,(n), Vn e Z

Definicién B.3 (Convolucion Discreta).

Dadas f,h € CV, se define su convolucion discreta como la senal f * h € C dada por

N-1
f*h(n):= Z f(m)h(n —m), 0 <n < N.
m=0

Observamos que al considerar f y h como sefiales N-periddicas su convolucién también lo
serd. Ademas, es facil ver que fxh =hx f.

Con los siguientes resultados vamos a ver como se relacionan la convolucién y la transfor-
mada de Fourier discretas.
Teorema B.3. Si f,h € CV, entonces su convoluciéon f x h cumple f xh = f - h, es decir,

Fh(k) = f(k)h(k), 0 <k < N.

Demostracion. Por la definicién de transformada y convolucién tenemos

o N-1 ik N-1 N—-1 27ik
Feh(e) =30 (f e mme™ 55 = 37 | 3 f@h(n—p)| %" =
=0 n=0 p=0
Ny [N _2mik(nop) _ 2mikp
- fP)h(n—p)|e” e N =
n=0 L p=0
NoLp Nl _ 2mik(n—p) — 2mikp
_ h(n—ple” 5| f(p)e” ¥
p:O L n=0

Si en la suma de dentro del paréntesis hacemos el cambio de variable m = n — p obtenemos

N-1 2mik(n—p) N1-p 2mikm
Z h(n—p)e” N~ = Z h(m)e” N~ =
n=0 m=—p
-1 _ N—l-p _
_ Z h(m)ei 2wikm Z h(m)ef}n}\llﬂm _
m=—p m=0
—1 2mik(m+N) NP 2mikm
= Z h(m+ N)e-— ~  + Z h(m)e” ~ .
m=—p m=0
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En el ultimo paso hemos utilizado la N-periodicidad de las sehales. Si volvemos a hacer
un cambio de variable, ahora [ = m + N, en el primer sumando tendremos

N-l _ 27ik(n—p) Nt _ 2mikl NP _ 27ikm
Zh(n—p)e N = Z h(l)em "~ + Z h(m)e” "~ =
n=0 I=N—p m=0
N-1 v
=N " h(l)e " = h(k)
1=0

N-1 N-1

Frh(k)=> hk)f(p)e™ ~ =hk)> flp)e & =hk)f(k)= f(k)h(k).

p=0 p=0

Para la transformada inversa y con un desarrollo similar se puede probar:

Teorema B.4. Si f,h € CV, entonces su convolucién f * h cumple m = N(f ?L), es
decir,
F*h(k) = Nf(k)h(k), 0 <k < N.

Demostracion. La prueba es idéntica a la del teorema anterior. Solo hay que tener en
cuenta el 1/N y el cambio del signo de la exponencial en la transformada inversa. Asi, por
definicién, tendremos

N 2 ik 1N ! 2 k( ) 2mik

Trzn mwik(n—p mikp
E (f xh)(n = NE E hn pe fp)e v .
n=0 p=0 n=0

Si en la suma de dentro del paréntesis hacemos los mismos cambios de variables y calculos
que antes obtendremos

N-1 N-1

Z h(n —p)ew — .= h(l)e%TiM AT
n=0 P
Luego, nos queda
— 1N71 _ _— - N-1 - 5 . o
F3h(k) = < 32 NRR) F@)e ™S =T(k) Y £p)e™" = k)N Flk) = N F)hch)
p=0 =

Para acabar vamos a ver qué ocurre cuando en vez de hacer la convolucién de senales
hacemos la convolucién de sus transformadas o transformadas inversas.

Teorema B.5. Sean F, H € CV, la convolucién de sus transformadas inversas cumple

F«H=F H.
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~ ~

Demostracion. Llamamos f = FecN y h= He CV, de manera que, f = F y h = H.
Entonces por el Teorema B.3 tendremos m = f h vy podremos escribir
FFl) = FTh=fheF-c

Basta tomar la transformada inversa y llegamos a lo que queriamos

FxH=F H.

Teorema B.6. Sean f, h € CV, la convolucion de sus transformadas cumple
f* h = Nf/~\h.
Demostracion. Llamamos F = fe CNyH= he CY, de manera que, F= fy H=h.
Entonces por el Teorema B.4 tendremos FxH=N (1\5 H ) ¥y podremos escribir
F Y f«h)=F«H=N(F-H)=N(f-h).

Basta tomar la transformada y llegamos a lo que queriamos

e

]?*?L:Nf~h.

En definitiva, para dos sefiales f, h € CV, hemos probado que:

—— ~ o~ ~ ——

Feh=7Fh fxh=Nf-h

——

fxh=N(f-h) fxh=fh

C. Conceptos Basicos de Probabilidad

En esta seccidén repasaremos algunos conceptos bésicos de Teoria de la Probabilidad. La
mayoria de estos los podemos encontrar en el Capitulo 7 del libro [11], aunque también
consultaremos el manual [13].

Tenemos un espacio de probabilidad (€2, F,P), donde Q es el espacio muestral, F es una

o-dlgebra de subconjuntos de 2 y P es una medida de probabilidad. Llamaremos suceso a
cualquier elemento A € F y denotaremos su probabilidad por

P(A) = / dP(w) = / La(w) dP(w),
A Q
con I4(+) la funcién caracterfstica de A que vale 1 si w € A y 0 en otro caso.

Para una familia finita de sucesos, {4;}_; C F, la probabilidad de su unién esta acotada
por la suma de sus probabilidades, es decir, se cumple la desigualdad

o (0n) < S
=1 =0

64



Apéndice Conceptos Béasicos de Probabilidad

Definiciéon C.1 (Variable aleatoria).

Llamaremos variable aleatoria a cualquier funcion X : 2 — R medible en (€2, F). Recor-
damos que para ser medible, X debe cumplir que

XY B)={weQ:X(w)eB}eF
para cualquier B perteneciente a la o-algebra de Borel de R, B.

La variable X junto con la medida P nos permiten definir una medida de probabilidad,
Px, en (R, B) haciendo
Px(B) =P(X'(B)).

Ademas, podemos definir su funcidn de distribucién, Fx, como
Fx(t) =Px((—o0,t]) =P(X < t).
Se puede ver que la funcién de distribucién nos permite determinar la medida Py.

Definicién C.2 (Idénticamente distribuidas).

Si {X;}ier es una familia de variables aleatorias tal que Py, = Px;, Vi,j € I entonces
diremos que las variables son idénticamente distribuidas. Como las funciones de distibu-
cién nos determinan las medidas podriamos también decir lo mismo si Fx, = Fx;, Vi, j € I

Para cualquier coleccién finita de variables aleatorias Xi,..., X, podemos considerar
(X1,...,Xp) como una funcién de  a R™ que nos determina una medida P(x, . x,)
sobre R™. A esta se le conoce como la distribucion conjunta de (X1,...,X,).

Definiciéon C.3 (Independientes).

Diremos que una familia de variables aleatorias, { X; }icr, son independientes si la distribu-
cién conjunta de cualquier coleccién finita de variables de la familia es el producto de las
distribuciones individuales de las variables. Es decir, si (X1, ..., X,,) pertenecen a {X;}icr
entonces se cumple

n
Pixy,..xn) = H Px,.
i=1

Cuando una familia {X;};e; cumple ambas definiciones diremos que son independientes e
rdénticamente distribuidas y lo abreviaremos por i.i.d.

Definicién C.4 (Esperanza).

Se define la esperanza o valor esperado de la variable aleatoria X como
E[X] := / X(w) dP(w).
Q

Por la definicién es sencillo ver que la esperanza es un operador lineal, es decir, para
cualesquiera variables aleatorias X e Y y cualquier ¢ € R, se cumple

E[ X +Y]|=E[X]|+E[Y] v E[cX]=cEX].

Ademiés, si X esta delimitada por dos numeros reales, a < X < b, entonces también lo esta
su esperanza, a < E[X] < b,y si X <Y entonces E[X] < E[Y].
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Una de las propiedades que més utilizaremos es que para una familia {X;}!" ; de variables
aleatorias independientes se cumple

E (f[ Xi> = ﬁE(XZ)
=1 =1

También es cierto el siguiente lema:

Lema C.1. Sea H : [0,00) — [0,00) derivable y creciente con H(0) = 0. Entonces para
toda variable aleatoria X se tiene

H(X])] /H P(X| > t)dt

Demostracion. Usando la regla de Barrow en la segunda linea y el teorema de Fubini en
la tercera, se obtiene

H(IX])] = /Q H(|X ()]) dP(w) =

X (w)|
:/ﬂl/o H(t)dt} dP(w) =
_/ Hl(t) /weQ:X(w)>t} dP(w) i =
/ H'(H)P(IX| > t) dt.
O

Distinguiremos dos tipos de variable aleatoria en funcién de como sea su imagen, X (12).

Caso Discreto:

La imagen es un conjunto finito o numerable de puntos en R. De esta manera, para B € B,
tendremos

Px(B) = > P(X = ;).

{z;,€X(Q):2;€B}

Evidentemente, al ser una medida de probabilidad se debe cumplir

Y P(X=u1z)=Px(R) =1

{2,€X(Q)}

En este caso, podremos calcular la esperanza de la variable discreta X como

EX]= ) «P(X=u).
Caso Continuo:

La imagen es un conjunto no numerable de R, es decir, X (Q2) abarcara todo un intervalo
de puntos. En este caso, si ademas Px es absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue, entonces existira una funcién medible fx : R — [0, +00) tal que

b
Px([a,b]) =Pla < X <b) = / fx(z)dz, paratodo a <b.

66



Apéndice Codigos de Octave

Se conoce a fx como la funcion de densidad de la variable aleatoria X y se relaciona con
la funci6én de distribucién pues

Fx(t) =P(X <t)= /t fx(x)dx.

De hecho, se cumple que fx(z) = d—FX (z). Evidentemente, al estar en un espacio de
x
probabilidad,
+oo
/ fx(x)dx =Px(R) = 1.
—0o0

Ademas, podremos calcular la esperanza de la variable continua X como

E[X] = /+OO xfx(z)dz.

—00

A parte de la esperanza podemos definir otras medidas que sintetizan el comportamiento
de las variables aleatorias.
Definicion C.5 (Momentos).

Se define el momento de orden k de una variable aleatoria X como
E[Xk], siempre que E[|X|¥] < co.

Observamos que el momento de orden 1 no es mas que la esperanza de la variable.

Definicién C.6 (Funcion generatriz de momentos).
La funcidn generatriz de momentos de una variable aleatoria X es la funcién

Mx (t) := E[etx], para todo t € R.

Como eX > 0, la funcion M (t) esta siempre bien definida, si admitimos que toma valores
en [0,4+00]. Se le llama funcién generatriz de momentos porque nos permite generar los
momentos de la distribucién,

k
E[X*] = d dﬁx (0).

D. Cédigos de Octave

Para acabar el Apéndice incluiremos los codigos de varios programas que hemos desarro-
llado en el trabajo.

Método de los coeficientes de Fourier

El primer programa que incluimos es la implementacién del método de reconstruccién a
partir de los primeros 2s coeficientes de la transformada de Fourier de la senal que estu-
diamos en el Teorema 2.3.

Para la implementacion del programa y su posterior uso con algunos ejemplos, fueron

necesarias las funciones fft() y ifft() que nos permiten calcular la transformada de
Fourier discreta y su inversa en Octave [4].
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% Parametros:

% N = Tamafio de la sefial.

% s = N2 de coeficientes no nulos de la sefial (nivel de sparse).
%y = Los 2s primeros coeficientes de la transformada de Fourier
% de la sefial.

% x0 = La reconstruccidn de la sefial obtenida.

function x0 = FourierMethod(N,s,y)

% Calculamos las componentes 1,...,s de la transformada de q
A = zeros(s,s);
b = zeros(s,1);
for j=1:s

for k=1:s

A(j,k) = y(s+j-k);

endfor

b(j)=-y(s+j);
endfor
coef = A\b;

% E1 resto de la transformada era TFq(0)=1 y TFq(k)=0 si k > s
TFq = zeros(N,1);

TFq(1) = 1;
for j=1:s
TFq(j+1) = coef(j);
endfor
q = ifft(TFq); % Calculamos la inversa para obtener q

% Nos quedamos con los indices de los s coeficientes mads pequefios
% que seran las raices de q, es decir, el soporte T de la sefial
T = find(abs(q)<=abs(sort(q)(s)));

% Calculamos los coeficientes x(t) en T que son los unicos no nulos
A = zeros(2*s,s);
for j=1:2%s
for k=1:s
A(j,k) = exp(-2%pi*sqrt(-1)*(j-1)*(T(k)-1)/N);
endfor
endfor
z = A\y;

% E1 resto de la sefial serada toda ceros
x0 = zeros(N,1);
for j=1:s

x0(T(j))=z(j);

endfor

endfunction

Ejemplo basico

Ahora mostraremos como hemos generado la sefial de tamafio N = 500 compuesta por
s = 20 picos +1 que utilizamos con los métodos £y y ¢1 para comprobar su eficacia,
estabilidad y robustez. Este c6digo es el mismo que se utiliza en los ejemplos del paquete
0,-MAGIC [8].

rng (2);
N = 500;
s = 20;
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% Sefial +/- 1 aleatoria

x = zeros(N,1);

perm = randperm(N);

x(perm(1l:s)) = sign(randn(s,1));

La tinica diferencia es que anadimos el comando rng(2) para fijar la semilla de generacién
de numeros aleatorios y asi obtener la misma sefial todas las veces.

Para la reconstruccion por el Método de los Coeficientes de Fourier las mediciones serén los
primero 2s coeficientes de la transformada discreta de la senal. Usando la funcién ££t ()
que calcula una Transformada Rapida de Fourier en Octave hariamos:

£t (x);
y(1:2xs);

< <
nou

% Y llamamos al algotimo para la reconstruccién
x0 = FourierMethod(N,s,y);

Para la reconstruccién mediante la Minimizaciéon en norma #; usaremos una matriz de
mediciones aleatoria. En concreto, como queremos una distribucion Estrictamente Sub-
gaussiana usaremos la Normal(0,1/m). Para construirla usaremos el paquete statistics
y la funcién normrnd (mu,sigma,m,N) que genera una matriz de tamano m x N a partir
de una Normal(u, 02). El codigo seria:

rng shuffle
A = normrnd (0, 1/sqrt(m), m, N);

y = Axx; # Las mediciones
x0 = A’*y; # Posible punto inicial para el algoritmo

% Y llamamos al algotimo para la reconstruccién
xp = lleq_pd(x0, A, [1, y);

Como este procedimiento se basa en una construccion aleatoria hemos anadido el comando
rng shuffle para resetear la semilla de la generacién de ntimeros aleatorios. Sino ain
seguiriamos en la semilla rng(2) y siempre obtendriamos la misma matriz de mediciones.

Para comprobar la robustez de los métodos hemos tenido que generar errores en la medi-
cién. En el método de los coeficientes nos ha bastado con hacer y(s) = y(s) + 0.001 pero
para el método #1 hemos vuelto a utilizar la funcién normrnd () para anadir error en todas
las mediciones haciendo E = normrnd(0,1e-2,m,1) y luego y = y + E.

De la misma manera, para comprobar la estabilidad modificAbamos la senal original x para
que no fuera del todo s-sparse. En los coeficientes de Fourier simplemente le dabamos el
valor 0.1 a la componente que queriamos, x(t) = 0.1, y en la Minimizaciéon ¢; hemos hecho
x = x + normrnd(0,sqrt (10~ (-3)),N,1).

Reconstruccién de imagenes

Para acabar mostraremos el cédigo utilizado para la reconstruccion de la imagen 5.1.09
de la base de datos [16]. En primer lugar leemos los datos, convertimos la matriz de pixeles,
con valores enteros entre 0 y 255, a una matriz real con valores entre 0 y 1 para poder
operar con ella. Luego, vectorizamos la matriz para obtener la sefial y la expresamos en
términos de una base de Wavelets con la funciéon fwt () del paquete [1].
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# Leemos la imagen y la mostramos por pantalla
img = imread ("Luna.tif");

figure
imshow (img)
title("Original")

% Obtenemos la longitud de la sefial
d = size(img) (1); # En este caso d = 128
N = d°2; # N = 12872 = 16384

% Transformamos la matriz de pixeles a real y la vectorizamos
I = im2double (img) ;
v =1°(:);

% Cargamos el paquete ltfat y expresamos la sefial en la base de Wavelets
pkg load 1ltfat
x = fwt(v,’db8’,10);

Para descubrir el nivel de sparse de la senal podemos representar graficamente los coefi-
cientes. Al final deciamos que s seria el nimero de coeficientes con valor absoluto mayor
que 0.05. Una vez obtenido s mostrabamos la aproximacién s-sparse de la imagen.

# Mostramos los coeficientes permutados para mejorar su visibilidad
figure

hold on

perm = randperm(N);

plot (x(perm(1:N)),’.%);

axis([1 N min(x)-0.5 max(x)+0.5])

# Obtenemos el nivel de sparse
s = sum(abs(x)>0.05)

# Hacemos 0 los coeficientes con valor absoluto menor que 0.05
xs = x.*(abs(x)>0.05);

#Calulamos la inversa de la transformada de Wavelets
Is = ifwt(xs,’db8’,10,N);

# Nos aseguramos que solo tiene valores entre 0 y 1
Is = rescale(Is,0,1);

# Pasamos de un vector a una matriz 128x128

Is = reshape(Is,d,d)’;

# Transformamos la matriz de reales en [0,1] en una
# imagen en escala de grises con profundidad 8 bits
Is = gray2ind(Is, 256);

# Mostramos la aproximaciodén sparse
figure

imshow (Is)

title("Aprox.Sparse")

Por ultimo calculamos el namero minimo de mediciones necesarias y con él hacemos la
reconstruccion con la Minimizacion en norma ¢1. Por supuesto, una vez tenemos la senal
recuperada construimos con ella una imagen y la mostramos por pantalla.

# Numero de mediciones
m = ceil(s*log(N/s))

# Generamos la matriz de mediciones

pkg load statistics
A = normrnd(0,1/sqrt(m),m,N);
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# Obtenemos las mediciones y el punto inicial para el

y = Axx;
x0 = A’x*y;

# Llamamos al método de reconstruccidn
xp = lleq_pd(x0, A, [1, y);

# Mostramos la imagen reconstruida
Ip = ifwt(xp,’db8’,10,N);

Ip = rescale(Ip,0,1);

Ip = reshape(Ip,d,d)’;

Ip = gray2ind(Ip, 256);

figure

imshow (Ip)
title ("Reconstruccidn")
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