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Resumen

Uno de los objetivos de la Teoria de Aproximacion consiste en aproximar
funciones f mediante combinaciones lineales finitas de elementos de un sistema
prefijado de vectores {e,} . . Tipicamente, dichas funciones viven en un espacio
de Banach X, y el sistema de vectores constituye una base de X, de modo que
cada f € X admite una representacion tnica en forma de serie infinita

(o)
f = Z auey,

n=1

con convergencia en la norma de X.

En muchos problemas practicos no es posible almacenar toda la informacion
de f (codificada en sus coeficientes a, conn = 1,2, ...), y estamos limitados a uti-
lizar solamente un nimero fijo N de datos. En ese caso es necesario “aproximar”
f con una combinacién lineal adecuada de N-términos de la base.

En la Teoria de Aproximacion Lineal se utiliza la suma parcial N-€sima

N

Sx(f) =) e,

n=1

y se estudia el comportamiento del error de aproximacion ||f — S y(f)|, para fun-
ciones f suficientemente buenas.

En la Teoria de Aproximacién no-lineal, se utilizan “algoritmos” més genera-
les

N
AN = ) anen,
=1

donde la seleccion de los vectores e, y de los coeficientes @, puede ser arbitra-
ria, de modo que el error de aproximacion ||f — Ay(f)|| pueda ser menor que el
obtenido por la aproximacion lineal || f — S y(f)l.

Es necesario pues construir algoritmos capaces de proporcionar un buen error
de aproximacién desde un punto de vista tedrico. Uno de los algoritmos mds na-
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turales consiste en escoger

N

Gn(f) =D anen,

j=1
donde {a,, }?’: , son los N coeficientes mayores de f en valor absoluto. Es decir, se
reordenan los coeficientes (a,),”, de f de forma que

lan, | > lan,| > la.] > ...

y se escoge la suma parcial de los N mayores. Este método se denomina algorit-
mo greedy (0 avaricioso). En esta memoria estudiamos los resultados principales
sobre la teoria de aproximacion no lineal con el algoritmo greedy en espacios de
Banach.

El trabajo estd estructurado en 3 capitulos.
El Capitulo 1 estd dedicado a la definicion y propiedades principales de las

bases de Schauder en un espacio de Banach X de dimension infinita. Un sistema de
vectores {e,}> . es una base de Schauder si cada x € X admite una representacion

n=1
1= Y dnew (M)

tnica en forma de serie infinita

n=1
con convergencia en la norma de X. En el capitulo 1 resaltamos varios resultados
importantes. El primero de ellos es el Teorema 1.1.2, que afirma que:

Sip = {xj}‘]’.';l es una base (de Schauder) de (X, || - ||), entonces la
expresion

n
Il = sup | > ap|, xex
neN =1

define una nueva norma en X que es equivalente a ||.||.

A partir de este resultado podremos demostrar la continuidad de los funciona-
les f, : x € X — a,, que definen los coeficientes de un vector en la base; ver el
Teorema 1.1.3.

También obtendremos la acotacion uniforme de los operadores de proyeccion

(o de suma parcial)

P,(x) = Zajxj, x €X;

J=1
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ver Proposicion 1.1.3.

A continuacién se demuestra un reciproco, el Teorema 1.1.11, que estable-
ce un método para construir una base en un espacio de Banach X, siempre que
tengamos una familia de proyecciones que cumplan con las propiedades de los
operadores de suma parcial. Por tltimo, presentaremos al final del Capitulo 1 va-
rios ejemplos de bases de Schauder en espacios de Banach clésicos.

En el Capitulo 2 abordamos la definicion y propriedades fundamentales de un
tipo de base especial, denominada base incondicional, que tiene la propriedad de
garantizar, para cada x € X, la convergencia de la serie en (1), independientemente
de la ordenacion de sus elementos.

De forma més precisa, en la primera seccion, §2.1, introducimos varias nocio-
nes equivalentes de convergencia incondicional de series .., x, en un espacio de
Banach X; ver Teorema 2.1.3.

En la segunda seccion, §2.2, definimos las bases incondicionales, y presenta-
mos algunos teoremas que caracterizan este tipo de bases; ver Teorema 2.2.2 y
Teorema 2.2.3. En particular, en este dltimo teorema se definen los operadores

Sp(x) = Zﬁjfj(x)xj, x € span {x;}7,

J=1

donde f§ = (B )72 es una sucesion de escalares, y se demuestra que:

Una base {x;} jen en X es incondicional si'y solo si existe una cons-
tante C > 0 tal que

[ee)

j=1

IS0l < Clixll, ¥ x € span {x;}

y para toda sucesion = {B;}jan con |Bj| < 1.

Este resultado se puede interpretar como una caracterizacion “cuantitativa” de
base incondicional, y permite definir la constante de base incondicional, K,,, como
la menor C tal que se cumple la desigualdad anterior; ver (2.8) en la §2.2.

Por dltimo, en la seccién §2.3, exponemos de forma detallada varios ejemplos
de bases incondicionales en espacios de Banach clasicos.

Finalmente, en el Capitulo 3 presentamos los conceptos relacionados con el
algoritmo greedy, y el teorema de Konyagin y Temlyakov, que es el principal
resultado de este trabajo.
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De manera mads precisa, en la primera seccidn, §3.1, exponemos con mds de-
talle los aspectos formales relacionados con la aproximacion no-lineal y el algo-
ritmo greedy. En particular, fijada una base {e,}’”, en X, definimos

(o8]
n=1

ZN:{Zam : @, €R, CardA <N}, NeN,

AeN

que es el conjunto de todas las combinaciones lineales de a lo sumo N elementos
de la base. Dado x € X, definimos también

oy(x) = inf{lx 2|l : zeZy),

que denominamos mejor error de aproximacion con N-términos. El objetivo de
la aproximacion no-lineal se puede formular como la bisqueda (constructiva) de
“algoritmos” Ay : X — Xy tales que las aproximaciones Ay(x) de cada vector
x € X cumplan que ||x — Ay(x)|| es aproximadamente igual a o y(x), para todo
N e N.

A continuacién, en la Definicion 3.1.4 damos una definicion rigurosa del “al-
goritmo greedy”

xeXp G,(x),

y mostramos con algunos ejemplos que los operadores G,, : X — X, en general,
no son ni continuos ni lineales.

Por ultimo enunciamos que nuestro objetivo final en este trabajo es encontrar
una caracterizacion de aquellas bases para las cuales

Ix=Gu)| < Cou(x), YxeX, VmeN. )

A continuacidn, presentamos en la seccion §3.2 el concepto de base democrti-
ca. De forma mads precisa, decimos que una base {¢,}”, en un espacio de Banach
X es democrdtica si existe una constante C > 0 tal que para cualesquiera conjun-
tos finitos A, B C N, con |A| = |B|, se tiene:

3] <c]3e
neA neB

Es decir, las cantidades || 3.,c4 €.l ¥ || 2,5 €xll SOon comparables (salvo constantes
multiplicativas) siempre que |A| = |B|. En particular, la norma de la suma de un
conjunto de N elementos de la base es esencialmente independiente de donde
estén situados dichos elementos.

En la seccién §3.2 presentamos varias propiedades de las bases democrdticas.
En la §3.2.1 estudiamos la democracia en los ejemplos de bases para los espacios
de Banach clésicos, presentados en los capitulos anteriores.
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En la ultima seccion §3.3 definimos el concepto clave de base greedy:

Una base {e,},. | de X es greedy si existe una constante C > 0 tal que
se cumple

lx=Gn)|| < Copn(x), YxeX, VmeN.

Con esta definicion, podemos enunciar y demostrar el Teorema de Konyagin y
Temlyakov, que es el resultado principal de este trabajo; ver Teorema 3.3.2. Este
teorema dice lo siguiente

Sea 8 = {e,};., una base de X. Entonces B es una base greedy, siy
solo si, B es incondicional y democrdtica.

En la seccion §3.3.1 damos una demostracion detallada de este teorema. Por 1lti-
mo, en la secciéon §3.3.2 estudiamos, en los ejemplos cldsicos de los capitulos
anteriores, cuando se cumple la propiedad de base greedy.

En este trabajo se han utilizado como referencias principales dos libros:
[1] F. Albiac, N. Kalton. Topics in Banach space theory. Springer (2016).

[4] E. Hernandez, G. Weiss. A first course on wavelets. CRC Press (1996).

Los Capitulos 1 y 2 estan basados en parte en [4, Chapter 5], en particular
la presentacion autocontenida de las propiedades de las bases de Schauder y las
bases incondicionales.

El Capitulo 3 estd basado en [1, Chapter 10], en particular, la descripcion
de aproximacion no-lineal y algoritmo greedy, las propiedades de las bases de-
mocréticas, y el enunciado y demostracion del teorema de Konyagin y Temlyakov.

Ademads, el autor ha recibido la inestimable ayuda del tutor, Gustavo Garrigés,
en la organizacion de los resultados, los detalles de algunas demostraciones, y la
presentacion de los ejemplos.
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Capitulo 1

Bases de Schauder

Este capitulo estd dedicado al concepto fundamental de Base de Schauder. En
la primera seccion estudiaremos las definiciones y algunas propriedades de bases
en espacios de Banach. Veremos que una base permite representar cualquier ele-
mento del espacio como una combinaciodn infinita de elementos de la base y deter-
minados escalares. Para justificar la convergencia de la serie infinita necesitamos
afadir propiedades topoldgicas. El espacio de Banach es un espacio vectorial con
una topologia inducida por una norma, y es ésta la que nos va a permitir definir
la nocién de convergencia asociada al concepto de base de Schauder. En la dltima
seccion presentaremos algunos ejemplos de bases de Schauder en espacios de Ba-
nach. En este capitulo hemos seguido los libros de E. Hernandez y G. Weiss ([4],
Chapter 5.1) y de F. Albiac y N. Kalton ([1], Chapter 1.1).

1.1. Conceptos fundamentales de bases de Schauder

Consideraremos siempre (X, || - ||[) como un espacio de Banach (separable), de
dimension infinita, sobre un cuerpo K, donde por simplicidad asumiremos que
K=R.

Definicion 1.1.1. (Base de Schauder)

Una sucesion de vectores f = (x,)., es una base de Schauder para X (o
simplemente, una base), si para cada x € X existe una sucesion («a j(x))j.i1 de
escalares que es Unica, tal que

[Se]
x = aj(x)x;,
J=1

donde la convergencia es en la topologia generada por la norma || - ||. Es decir, se
cumple
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Iim ||x — Zl a;j(x)x|| = 0.
n—oo j=

Asociado con la base, tenemos la sucesién de funcionales lineales f; € X",
J=1,2,... definida por f;(x) = a;(x),Vx € X.

Teorema 1.1.2. Sea (X, || - ||) un espacio Banach sobre Ky = (x,);., una base
de X. Si

o0
X = Z a(x)x;
j=1

es la tinica representacion de X en relacion a la base 3, entonces

Il == sup | > @;(x)x;l

neN =1

define un norma en X que es equivalente a ||.||.

(o)
Demostracion. Como x = }, a;(x)x;, si definimos
j=1

S, = Z a;(x)x;
=1

tenemos
Ve>0 dN,eNtalquel|lx—S,|| <e&Vn>N,.

En particular:
IS all = 1S% = x + x| < [lx = Syl + [Ix]] < & + [Ix]l, Yo > N,

y por tanto |[||x||| = sup [|S,]| = max {||Sll|, weos IS v, Il, sup ||S,,||} < 0o. Ademas:

n>Ng

Lolixdll = Tim IS [ = [IxI[ > 0, Vix # 05

2. Ixll=0 e x|l =0 &= x = 0;

3. |l kx [l = sup = |kl llxll, ¥ &k € K;

n

= sup

n

J=

1 aj(kx)x; k Zl a(x)x;
=
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4. [llx+ylll = sup

n

B

'21 (X +y)x;
J:

y por la linealidad de los «a;,

i (a/j(x) + aj(y))xj

=1
Z a;(y)x;
=

Z a(x)x;
J=1

Asi, ||| - ||| es un norma en X. Sélo falta probar que ||| x ||| < C||x||, para todo
x € X'y alguna constante C > 0.

Z ai(x)x; + Z a(y)x;
=1 =1

= [lF QI+ {Fy 1ll-

Il x +yIll = sup = sup

< sup + sup
n n

Como B = (x,),., es una base de X, entonces también lo es el sistema norma-
lizado 8 = (x;/||x jll);il . Notar que |||x||| no cambia para 8y 5, y por tanto podemos

asumir que ||x;|| = 1,¥j € N. Demostremos ahora que (X, ||| - [/[) es un espacio
completo.
Sea {y(k)},‘:":1 una sucesion de Cauchy en (X, ||| - |||). Tenemos que probar que

y® — yen X, Il - lIl, para algin y € X.

Dado € > 0, 4N, € N tal que

1y - <& Yk,m> N,. (%)

Y™ Il = sup
N

ne

2, a0 =",
j=1

Como ||x,||=1,¥n € N,

Z Clj(y(k) - )’(m))xj
i=1

| 2,3 = @, (™) = laa P = ¥, || =

n—1
Z ;0" = y")x; — Z ;0" = y™)x;
=1

=1

<

+ < 2g,Vk,m > N,.

n—1

k
Z ;P = y™)x;
j=1

Quiere decir que {a,(y*)}2, es de Cauchy en K, ¥n € N. Por tanto, e, € K tal
que

@, = lim a,(y™),¥n € N.

De (%),
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haciendo m — oo (y k fijo), deducimos que para cadan € N

n

Z (a/j(y(k)) — aj)xj <egVk>N,. (%)
j=1
Como
n+l n+l n n+l n n+l
k k k
Z ajx; = Z a;X; —Z ajx; = Z (%‘ - ;0" )))xj - (%’ - a;0" ))x,- + Z ;(v*)x;,
j=n+l j=1 j=1 =1 =1 j=n+1
entonces:
n+l n+l n n+l
k k k
‘ Z axj|| < Z(aj — ;) )))xj +‘ Z(aj — ;) )))xj +‘ Z aj(y( Nx;
j:n+1 j:l j:l j:n+l

n+l

k
Z ajy“x;

S28+‘
j=n+1

, Yk > N,.

Como para cada k fijo la serie ) « j(y(k))x ; converge en (X, || - |]), existird ny(e, k) €
j=1

N tal que

n+l

Z a’j(y(k))xj

Jj=n+1

<eg, VYn>ny(e,k)eN, VIeN.

Tomando k = N, + 1, esto prueba que

y por tanto la serie } «;x; también converge en (X, || - [|).
j=1

n+l

§ QjXj

Jj=n+1

<3e, VYn>ny(e,N,+1), VIeN,

Llamando y = }} a;x;, entonces a; = «;(y) y sustituyendo en (*x) tendremos
j=1

n

> (69 - ),

J=1

sup <egVk> N,.

neN

Asi||y® —y|ll<e, Vk> N,y concluimos que (X, ||| - |||) es completo.
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Ahora como (X, ||| - || y (X, || - ||) son espacios de Banach y ||x|| < ||| x |||, por el
teorema de la aplicacion abierta aplicado al operador identidad, tenemos que

Il xlll < Clixll,  YxeX.
O

Teorema 1.1.3. Los “coeficientes” funcionales x € X — fi(x) = a;j(x) € K, son
continuos en (X, || - ), Vj € N.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, pongamos j = 1 y escribimos

i fi(x0)x;,

tenemos:

| i) =] fi

T R Ee Hsz( 5] = g 1< e

por el teorema anterior. Por lo tanto
| i) [< Killxdl, Yx € X,
con K; = C/||x]|. |

Definicion 1.1.4. (Funcionales biortogonales)
Sea (X, ||.|[) un espacio de Banach sobre un cuerpo Ky (e,),”, € X una base.

Una sucesion (e,);", € X" es llamada de sucesion de funcionales biortogona-
o
les de (ey):, si cumple

. 1, si k=7 )
ek(ej)zak’j:{O,si kij' , Vk,jeN.

Observacion 1.1.5. En la notacion anterior, si {e,}" | es base de X, entonces tiene
un unico sistema biortogonal dado por e;(x) = f,(x) = a,(x).

Demostracion. Si e, es sistema biortogonal de {e,}, como {e,} | es base entonces

(o)
X = '21 ajej, para aj = «;(x) inicos. Asi
J:

e(x) = ey aje) = Y ajele) = a. (1.1)
=1 =1
Esto prueba la unicidad. Para probar la existencia, obsérvese que los funcionales

e, = fu del Teorema 1.1.3 son elementos de X", y son biortogonales con (e,),- |
O
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Como consecuencia obtenemos el siguiente criterio para comprobar que un
sistema es base de Schauder.

Corolario 1.1.6. Sea 8 = {e,} | una sucesion en un espacio de Banach. Entonces
B es una base de Schauder si'y solo si existe una sucesion de funcionales {e,}
en X*, biortogonal con B, y tal que

o0
n=1

x= ) erx)e,, YxeX. (1.2)

n=1

Demostracion. Si  es base de Schauder, el resultado sigue de la Observacion
1.1.5. Reciprocamente, si {e,}", y {e;}>, cumplen (1.2), entonces todo x € X
se puede representar de la forma x = 3772, ae; para algunos «; € K. Usando la
biortogonalidad como en (1.1) vemos que necesariamente @, = €;,(x), j € N, y por
tanto los escalares «; son unicos. Esto implica que § es una base de Schauder. O

Definicion 1.1.7. (Proyecciones Candnicas)
Sea X un espacio de Banach con base {e,};. |. Se definen {P,}" | las proyec-
ciones candnicas asociadas a {e,}, por

P, : X — X tal que P,(x) = ), e;‘.(x)jej,Vn eN
1

j:
donde

X = ei(x)e; € X

=1
Las proyecciones candnicas verifican las siguientes propiedades elementales
1. dm P,(X)=n,¥YneN

2. PyoP,=Puinmp, YV mneN

3. gl_)rg IPy(x)—x|| =0,V x e X.

Ademads se cumple la siguiente acotacion uniforme.

[se]
n=1

Proposicion 1.1.8. Sea {e,}’", una base para un espacio de Banach X'y {P,}

las proyecciones canénicas asociadas. Entonces sup ||P,|| < oo.
neN

Demostracion. Por el Teorema 1.1.2,

n

Z e (x)e;

J=1

1P (Il < sup[|P,(x)|| = sup
neN neN

= [lFx Il = Clixdl,

para algin C > 0. Por lo tanto ||P,,|| < C. O
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Definicion 1.1.9. Sea = {e,} ", una base para un espacio de Banach (X, || - ||),
el niimero
kg = sup||P,]| (1.3)

neN

es llamado constante de la base .

En el caso 6ptimo en que kg = 1, la base 8 = {e,} - | se dice mondtona.

Observacion 1.1.10. Dada una base de Schauder B = {e,}>., en X, siempre po-
demos renormar el espacio de Banach de tal manera que la base sea monotona,
tomando

lllxlll = sup [|P,x]l.

n>1

Ahora veamos un resultado que establece un método para construir una base
para un espacio de Banach. Basta tener una familia de proyecciones que satisfaga
las propiedades anteriores de los operadores P,,.

Teorema 1.1.11. Supongamos que S, : X — X, n € N, es una sucesion de
proyecciones lineales acotadas en un espacio de Banach X tales que:

(i) dim S ,(X) = n, para cada n € N;
(ii) S, 08, =8mn°S, =S minimn para cada m,n € N;
(iii) [|S,(x) — x| = 0,V x € X.

Entonces toda sucesion de vectores no nulos (ey);., en X, elegida inductivamente
de manera que

e €S1X) ¥y eeSiX)NS(0), sik>2,
es una base para X, cuyas proyecciones candnicas son (S ,); .
Probamos primero algunos lemas.
Lema 1.1.12. §,(X) € S,-1(X),Vn > 1.

Demostracion. Six € §,(X) = x = §,(z), para algin z € X, y por tanto, usando
la propiedad (ii),

X =58,(2) = Sns1 0854(2) = S i1 (Sn(2) € S 1 (X).
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Lema1l.1.13. §,X)=S,-.1X)® (S, - S,-1)X),Vn > 2.

En particular, dim(S, — S,_1)(X) = 1.
Demostracion. La inclusion S,_1(X) @ (S, — S,-1)(X) c §,(X) es consecuencia

del Lema 1.1.12. Veamos ahora que S,(X) € S,-.1X)® (S, — S,-1)(X), y que
dicha suma es directa.

Tomamos z € §,(X) = z = S,(x), para algin x € §,(X).
Escribimos z = §,(x) = §,-1(x) + §,_1(x), donde

Sa(x) =81(x) € (S = Su-DX) y Sp-1(x) € §,-1(X)
Esto prueba que S ,(X) € (S, — S,-1)X) + S ,-1(X).

Para ver que la suma es directa, sea z € (S, — S,-1)(X) N S,_1(X). Por un la-
do, como z € §,_1(X), usando que S,,_; es una proyeccion se tiene que z = S ,_1(2).

Por otro lado, z € (S, — §,-1)(X), y por tanto z = (S, — S,-1)(x), para algin
x € §,(X). Entonces, la propiedad (ii) implica

2=8,-1(0) =81 0(8, = S-1)(x) =0.
Esto prueba que (S, — S ,-1)(X) & S ,,-1(X) es una suma directa. Concluimos que,
dim S ,(X) = dim(S,, = S,-1)(X) + dim §,_1(X),
y usando la propiedad (i) esto implica que dim(S, — S ,-1)(X) =n — 1. O
Lema 1.1.14. (S, - S,-)X) =S,X) NS (0), Vn=>2.
Demostracion. Probemos primero que
Sy =S,)X) € S,X)N S, (0).

Es claro, por el Lema 1.1.12, que (S, — S ,,-1)(X) C §,(X), lo que significa que si
x € (S, —8,-1)X)entonces x € S,(X). Veamos también que x € S;_‘I(O).

Seax € (S5,—S,-1)(X), entonces x = (§,—S5,-1)(2), para algiun z € X. Entonces

S1(X) = Sy 0 (S,, - S,,_l)(z> = 5,1 08,(2) = Snt 0Sma() = 0,
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usando en el ultimo paso la propiedad (ii) de la definicionl.1.7. Esto implica
que x € S (0). Por lo tanto como x € S,(X)y x € S (0), entonces x €
S,X)nS:(0).

Ahora probaremos la inclusion contraria
S.X) NS, 10 S (Sy—SuX).
Seaxe S, X)nS ;_1 1(0), entonces por un lado x € §,(X), que implica
x=3S,(z), paraalginzeX. (%)

Por otro lado, x € S ;_11(0) = §,-1(x) = 0. Utilizando esta igualdad en (%) y
teniendo en cuenta de nuevo la propiedad (ii) de la definicion1.1.7,

0= Sn—l(x) =8,-10 Sn(z) = Sn—l(Z)~

Por lo tanto (*) se puede escribir como x = §,(z) — S,-1(z), es decir que x €
(Sn - Sn—l)(X)-

Demostracion del Teorema 1.1.11.

Sea 0 # e; € §1(X) y definimos, e] : X — R de modo que
eT(X)el =81(x).

Como dim §(X) = 1, esta aplicacion estd bien definida y es lineal. Ademas es
continua con norma |lejllx- < IS |l/lleill.
A continuacion sea 0 # e, € SH,(X) N Sl“(O) = (S, - §1)(X) y definimos

e; : X = R de modo que e5(x)ex = So(x) — S 1(x).

De nuevo, la aplicacion estd bien definida y es lineal porque dim(S, —S1)(X) = 1,
debido al Lema 1.1.13.
En general, dado 0 # ¢, € S,(X)N S ;_11(0) =S, - 95,.1)X), definimos

e, : X = R de modo que €,(x)e, = §,(x) =S ,-1(x).

La aplicacion e, esta bien definida y es lineal, y ademads se cumple

e, (x)|

15,0 = St Ol lleall ™! < (||Sn<x)|| + ||Sn_1(x>||) leall”
S all + 1S et 1D lleall™ 111

IA
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Por tanto, ¢, € X".

Veamos que {e,, e, }*”, es un sistema biortogonal. Por un lado
e;k,(en)en = Sn(en) - Sn—l(en) = Sn(en) -0= €n,

yaquee, €S ;_1 (0) y S,(e,) = e,. Por unicidad esto implica que e, (e,) = 1, Vn.

Por otro lado, sim >n = m>n+1 = m—1 > n. Como, ¢, € S, (0),
entonces usando la propiedad (ii) se tiene

Sn(em) =(S,0 Sm—l)(em) = Sn(Sm—l(em)) =0,

y analogamente, S ,_;(e,,) = 0. Es decir que e} (e,)e, = Sy(en) — Sn-i1(en) =0,y
por tanto
e (en) =0, Vm>n.

Param <n = m <n-1,yen ese caso usando que S ,(e,) = e, tenemos
Sn(em) = Sn(Sm(em)) = (Sn o Sm)(em) = Sm(em)a

y an?ﬂogamente, Sn—l(em) = Sn—l(Sm(em)) = (Sn—l ° Sm)(em) = Sm(em)
Por lo tanto,

e;(em)en = Sn(em) - Sn—l(em) = Sm(em) - Sm(em) =0.
Asi hemos demostrado que
e, (en) =O0pm, VYn,meN. (1.4)

Ahora, usando la definicién de los funcionales e}, podemos escribir

n

Sa(x) = S100+ ) (S0 = 8;1(0) = ) efe, (1.5)

=2 k=1

(o)
de modo que, por la condicién 3, la serie kZl e;(x)ex converge a x, para todo x €

X. Por otro lado, si pudiéramos escribir x = 7, @€, para algunos escalares
a,, € K, con convergencia en la norma de X, entonces usando que ¢; € X" y (1.4)
tendriamos

(o] (o]
e (x) = ef,( Z a/mem) = Z ape,(en) =a,, VYnelN.
m=1 m=1
Por lo tanto, los escalares «, son unicos y coinciden con e;(x).
Todo esto implica que la sucesion (e,),. | es una base para X, y por (1.5), que

(S ,);7, son sus proyecciones canonicas.
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O

(o)

Definicion 1.1.15. Una sucesion (e,),., en un espacio de Banach X, se dice su-
cesion bdsica si es una base para el subespacio [e,] = spanie, : n € N}.

A continuacion damos una caracterizacion de las sucesiones basicas. Para ello
usaremos el siguiente lema, conocido de analisis funcional.

Lema 1.1.16. Sean X y Y espacios normados. Sea E un subespacio denso en X y
sea T : E — Y un operador lineal y acotado. Entonces existe un unico operador
T : X — Y lineal y acotado, tal que

T(x)=T(), VYxeE.
Ademds, ||T|| < |IT]I.

Al operador T se le denomina la extensién acotada del operador T.

Proposicion 1.1.17. Una sucesion (ex); | de elementos no nulos de X (espacio de
Banach) es bdsica si 'y solo si existe una constante K > 0 tal que:

1) aedl < K1 Y arenl) (1.6)
k=1 k=1

para todo a; € Ky para todo m,n € N tales que m < n.

Demostracion. (=) : Sea (e),, una sucesion basica en X. Entonces (e;);-, €s
una base en el subespacio Z = [e;] = span{e; : k € N} € X. Denotamos por
P,:7Z—Z m=1,2,.., alas proyecciones candnicas de dicha base. Sim < n
tenemos:

m n n n n
1S areell = IPu( 3 aer)ll < sup ||Pk( 5 akek)u — IS aedlll < K| S, arell,
k=1 k=1 keN k=1 k=1 k=1

por el Teorema 1.1.2.

(&) : Sea (ex);., una sucesion de vectores (no nulos) en X tal que se cum-
ple la propiedad (1.6), para algin K > 0. Afirmamos que el sistema (e;).”, es
linealmente independiente en el espacio vectorial E := span (¢;) jen. En efecto, si

m
2. aje; = 0, entonces
Jj=1

m
laredl < KIl Y ajel =0 = a;=0.
=1
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Del mismo modo, [[0.e; + azer|| < K| X', aje il = 0, es decir que a; = 0. Iterando
el proceso tendremos que a; = 0 para todo j < m. Entonces (¢;)3, son linealmen-
te independientes.

Consideremos los operadores lineales S,, : E — E,, = span (e ikt definidos
por

k m
Sm( 2 a.,-ej) = Z ae; sik>m
j=1

j=1

k k

Sm( > ajej) = Y, aje; st k <m.

=1 =1

La hipétesis (1.6) implica que S ,, estd bien definido, es lineal y acotado, y
IS Il < Kllxll, ¥V xekE.

Ademads, se cumplen trivialmente las propiedades (i) y (ii) del Teorema 1.1.11.
Como Ees densoenZ = [e;] = Span {ex : kK € N}, por el lema anterior las exten-
siones S ,, : Z — E,, cumpliran ||S .|| < K, Vm € N y ademas :

e dim S,,(Z2) = dim(E,,)) = m,

L gm o §n = §n o §m = §ml'n{m,n}

o lim S,,(z) =z Yz € Z.

Verificamos esta dltima propiedad. Si e > 0, sea x = 3_, aje; € E tal que
|z — x|l < . Entonces, para todo m > n se tiene que Em(x) = S,.(x) = x, y por
tanto

[Sw@ —2|| = 1ISm@ - Su) +x -z
< ISz = )l + llx — 2l
< (K+D|z=x|<(K+1)e.

Por lo tanto, 1fim,,, [IS ,,(z) — 2|l = 0, para todo z € Z.

Ahora podemos aplicar el Teorema 1.1.11 a los operadores S, en el espacio
Z,y deducimos que (e;);-, es una base de Z, y por lo tanto es una sucesion bésica
en X. i

Concluimos con el siguiente corolario, que da un criterio para verificar que un

sistema de vectores (e,),”, es una base de Schauder en X.
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Corolario 1.1.18. Sea X un espacio de Banach, y § = (e,),", una sucesion de
elementos (no nulos) de X. Entonces, 3 es una base de Schauder en X si 'y solo si
se cumplen

1. span(e,);’, es denso en X
2. existe una constante K > 0 tal que

m n
1) aedl < KIl ) wedl, YaceX, ¥Ym<n.

k=1 k=1

1.2. Ejemplos de bases en espacios de Banach

Veamos algunos ejemplos de bases en espacios de Banach.

1.2.1. Los espacios {,, 1 < p < oo

Se define £, = €,(N) como el conjunto de todas las sucesiones reales x =

(x))7, tales que
N 1/p
Il = [ D l] ™ < oo
=1

Si1 < p < oo, entonces £, es un espacio de Banach separable. Definimos la base
canonica como el conjunto de vectores {ey, e,, ...} dados por

e, = (6,)2, = (0,0, .., _1_,0,..), neN,

n

Obsérvese que la familia de funcionales lineales {e], €, ...} en (£,)" definidos por
e (X):=x, SiX= (X)) € tp, neN, (1.7)

es un sistema biortogonal a {e,}>" | (que llamaremos base candnica dual).

Lema 1.2.1. Si 1 < p < oo, entonces {€,},en es una base de Schauder en €,

Demostracion. Veamos que si X = (x;)7, € £, entonces podemos escribir

X = Xi€;, (18)

00
J=1

con convergencia en la norma de ¢,. En efecto, para cada n € N:
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1
P

lim [k — 3, xell, = lim( S kP ) -0,
n—o0 j=1 n— j=n+1
yaque », |x;[”eslacolade laserie convergente ; | x; [P< oo.
j=n+1 j=1
Deducimos de (1.7), (1.8) y el Corolario 1.1.6 que {e,}’, es una base de
Schauder en £),. O

1.2.2. El espacio ¢

Se define ¢y = co(IN) como el conjunto de todas las sucesiones reales x =
(x;)2, tales que lim;_,o, x; = 0, dotado de la norma

lIX[leo = sup |x;].
JjEN

Lema 1.2.2. La misma sucesion {e,} ., del ejemplo anterior, es también una base

de Schauder para el espacio cy, con la norma ||.||.

Demostracion. De forma similar al ejemplo anterior, si X € ¢y, entonces :

n
lim |[x - Y x/elle = lim( sup | x; | ) =0,
n—oo j:] n—oo jZﬂ+1

ya que X es una sucesion de elementos de R que converge a cero. Por lo tanto
todo elemento x € ¢( se puede escribir como en (1.8) con convergencia en || - ||c.
Usando (1.7) y el Corolario 1.1.6 se deduce que {e,}, es una base de Schauder

n=1
en ¢y. O

1.2.3. Los espacios {,®{,, 1 < p,q < o0

Se define €, & €, como el conjunto de pares de sucesiones reales x = (X, X»)
tales que x; € £,(N) y x, € {,(N), dotado de la siguiente norma

Xl ec, == 1Xil, + [[X2llq-

La base canonica en £, ® £, se define como

B ={(e1,0),(0. e, (€2,0), (0 &), ... |.

Es decir
— [} _ (ek, O)a Si n= 2k - 1
B=1{e,} _,, dondee, = { (0,e), sin=2k.
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Ademds, si X = (X1,Xy) € {, ® {,, entonces

Lema 1.2.3. Si 1 < p,q < oo entonces [ es una base de Schauder de €, ® {,.

x= ) x(€,0)0+ > 12 (0,€,), (1.9)
m=1

n=1
donde ambas series convergen en £, ® {,,.

Demostracion. Sea X = (x;,%;) € €, ® {,. Entonces x; = (x}), € {, y X, =
(x1)*, € €,. Por el Lemma 1.2.1 sabemos que

k k

p 1 1 _ P 2 2 _
lim [x —Z;x,,ennp—o y limx Z;x,,ennq—o. (1.10)

Por tanto, usando la definicion de la suma directa, tendremos

[ (o)

x1,00= > 51,0, y (0,%)=) 2 0e,),

n=1 n=1

con convergencia en £, ® {,. Sumando ambas expresiones se obtiene (1.9).
Afirmamos ahora que esto implica la convergencia en £, ® £, de la serie

N osin=2k-1
x= ) e, dondean={x’5’ Sin =2k (1.11)

X, sin=2k.
n=1

En efecto,

k k

2k
1 2
X = > aneulleer, = lIxi = > xejll, + %o = > e,
n=1

Jj=1 j=1
y de forma similar

2k+1 k+1 k

1 2
= > aneallger, = ki = > xjejlly, +lixa = > xlelly,
n=1

J=1 J=1

y usando (1.10) ambas expresiones tienden a 0 cuando k — oo.

Por dltimo, afirmamos que los coeficientes a, en (1.11) son necesariamente
tnicos. En efecto, si se tuviera que x = ), @,¢, con convergencia en £, ® {,,
entonces, por la definicién de suma directa, se tendria

o0 [se]
X| = Z Qrr—1€; €n fp, Yy Xo= Z @€ €N fq.
k=1 k=1

Usando el Lema 1.2.1 esto implica que ay—; = x, ¥y @y = X7, paratodok € N. O
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Observacion 1.2.4. La misma demostracion del Lema 1.2.3 permite probar que
si 1 = ey}, es base de Xy, y B = {fu},., es base de X», entonces el sistema

B = {(e1,0),(0, f1),(e2,0),(0, f5),...} es base del espacio de Banach X; & X,,
dotado con la norma

IXllx,ex, = [IXillx, + IX2llx,, siX=(X1,X2) € X; & X;.

1.2.4. El sistema trigonométrico en L”(T), 1 < p < o0

Denotamos T = R/(27Z) = [0,2n), de modo que cada funcién f en T se
identifica con una funcién 2r-periddica en R.
Es bien conocido de los cursos sobre Series de Fourier, que el sistema trigo-
nométrico
T = {1, eix’ e—ix’ eZix, e—2ix, o }

es una base ortogonal de L*(T) (y en particular, una base de Schauder). Es decir,
si f € L*(T) entonces

fy=>" faye™,  donde f(n) = % [ f(ve* dx,n € Z,

nez

con convergencia (incondicional) en la norma de L(T).

Se puede probar que 7 sigue siendo una base de Schauder en L7(T), siempre
que 1 < p < co. Este teorema es debido a M. Riesz. Como la dificultad del resul-
tado excede los objetivos del trabajo, s6lo lo enunciamos y damos una referencia.

Teorema 1.2.5. Si 1 < p < oo, entonces el sistema trigonométrico (con el orden
natural) T = {1, e, e7IX X 72X } es una base de Schauder para LP(T). En

particular,

2 _ r ikx — p
lim H f ,; faoe™, =0 vV feLm.
Demostracion. Ver ([3], Theorem 3.5.6) O

1.2.5. Elsistema de Haar en L”([0,1]), 1 < p < o

A continuacién definimos el sistema de Haar, introducido por A. Haar en 1910.
Sea

1,si 0<x<3i

. : 1
l’l(.X) = 1[0,1/2) - 1[1/2’1) = -1, si 3 <x<l1,
0, en otro caso,
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Paracada j =0,1,2,...y 0 < k < 2/ definimos las funciones

2012, $ik27 < x < (k+$)27
hip(x) =22 h(2x — k)= { =27, si(k+ 127 <x<(k+1)27
0, resto.

El sistema de Haar H = {hn}:io, en su orden natural, se define como
ho =11, y hyi=hy sin=2+kconj=0,1,... y 0<k<?2.

Es conocido que H es una base ortonormal en L*([0, 1]), y en particular
- 1
F=f s bk, donde (f, )= [ fOh(x)dx,  (1.12)
n=0

donde la serie converge (incondicionalmente) en la norma de L*([0, 1]).

Enunciamos sin demostrar un teorema que garantiza que # es de hecho una
base de Schauder en L”([0, 1]), para todo 1 < p < oo. Para éstas y otras propieda-
des del sistema de Haar, ver la seccién 6.1 del libro de Albiac y Kalton [1].

Teorema 1.2.6. Si 1 < p < oo, entonces H = {h,} ", es una base de Schauder en
LP([0, 1]). En particular, para toda f € LP([0,1]) la serie (1.12) converge en la
norma de LP.

Demostracion. Ver ([1], Proposition 6.1.3). O






Capitulo 2
Bases incondicionales

(o8]

En el capitulo anterior hemos presentado las bases de Schauder 8 = {x,} " ,,
en las cuales el orden de los elementos de la base es importante para definir la
convergencia de las series infinitas. Pero existen numerosos ejemplos de sucesio-
nes {x,} ", que son bases sin importar el orden de sus elementos, y esta propiedad
especial merece un estudio separado. En este capitulo presentamos primero las
definicion de series incondicionalmente convergentes, para luego definir las bases
incondicionales y sus principales propiedades, y al final del capitulo damos algu-
nos ejemplos. Para estas exposiciones hemos seguido los libros ([4], Chapter 5.2)
y ([1], Chapter 3.1).

Como en el capitulo anterior consideraremos siempre (X, ||-||) como un espacio
de Banach (separable) provisto de la norma || - ||, de dimension infinita, sobre un
cuerpo K, donde por simplicidad asumiremos que K = R.

2.1. Definiciones de convergencia incondicional

Definicion 2.1.1. (Segiin [4, Chapter 5.2])
Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y consideremos la coleccion N, de todos los
subconjuntos finitos N de N. Escribimos

gg;yi:y @.1)

si para cada € > 0, existe un N = N(g) € N tal que

Iy — Zy,-H < eparatodoN' € Rcon N’ 2 N.
ieN’

Decimos que la serie ), y; converge incondicionalmente a y si es cierto (2.1).
ieN

19
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En otros libros es habitual definir la convergencia incondicional de una serie

(o]
>, X, = x, en términos de la convergencia de cualquiera de sus reordenamientos,
n=1

es decir x = Z Xr(n)> para toda biyeccion 7 : N — N; ver e.g. [1, Chapter 3.1]. El

siguiente lema prueba la equivalencia de estas dos definiciones.

Lema 2.1.2. En un espacio de Banach X, la serie ), y; converge incondicional-
ieN
mente a’y € X si'y solo si ), y.;) = y (converge en la norma de X), para toda
i=1

biyeccion t: N — N.

Demostracion. Sea 7 : N — N una permutacién de N. Como }, y; converge
ieN
ay e X, dado € > 0, escogemos N = N(¢) €  tal que

y - ZMH <&, YN' D Ncon N e nh.
ieN’

Definamos ny := méx{i € N : 7(i) € N(¢)} = max 7~ (N(g)). Si n > n, tenemos
150-1-
i=1

Por tanto )} y,i) = y.
i=1

Z Vi —y” <eg, yaque {m(i):i<n}2 N(e).

ke{n(i):i<n}

Asumimos que )] y,(; = y para cada permutacion p de N, y supongamos
jeN

que

lim Z Yi # Y
JEN

Entonces podemos encontrar &y > 0 tal que para cada N € M existe N 2 N,

N eRy
”Z)’/

JEN’

> &.
Empecemos con Ny = {1} entonces existe Né € It tal que Ny C N(') y
| >
jeN(/)
Sea n;y =méx{j: je N(;} y N1 =1{1,2, ...,n; + 1}, entonces existe N € Jt tal

que Ny C N,y
jeNl/

=yl = &o.

=yl = &o.
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Continuando con el proceso obtenemos una sucesion de subconjuntos de N :
NocNyC ... cN_,CNC N, C ...

tal que gy = max{j: je€ N,_ L Ne ={1,2, .. ome+ 1}y

(*) 1Y yi=yll>8, k=012,
jeN,:
Entonces, la coleccion de subconjuntos finitos

N09 N(,)\N()a NI\N/a Nl/\Nb BERE) N]:\Nk’ Nk+l\N,7

es mutuamente disjunta y su unién es todo N. Sea p una permutaciéon de N donde
los elementos de escogen en el orden establecido por la cadena anterior (pudiendo
ser la eleccion arbitraria en cada subconjunto). Notar que en ese caso la siguiente
subsucesion de sumas parciales

CardN,;
Z Yoty = Zyj, Yk=0,1,2,...
i=1 JeN;
cumple
Card N/

|3 o] = | Do 2 o
=1 JeEN]

Esto implica que la serie )72, y,(; no puede ser convergente en X, lo cual es una
contradiccion. O

El teorema principal de esta seccion da varias caracterizaciones del concepto
de covergencia incondicional.

Teorema 2.1.3. Para una sucesion {x;};°, en un espacio de Banach (X, || - ||), las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La serie ), x; converge incondicionalmente;
ieN

(ii) La serie %ﬂjxj converge para toda sucesion {f;}jen tal que | B; |< 1, para
JE

todo j € N;

(iii) La serie ), x,, converge para toda sucesion creciente {n}jen;
JEN

(iv) La serie %]N €;X; converge para toda sucesion {€;} jex tal que €; = £1.
J
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Antes de probar el teorema, introducimos el siguiente lema
Lema 2.1.4. Suponer que ), x; converge incondicionalmente en X; entonces
JEN
IREENY
JEN

converge uniformemente para todo f € X; = {f € X* : ||fllx: < 1}, es decir que
dado € > 0, existe N = N(¢) tal que

n+k
Z | f(x;)|< &, paratodon>NykéeN,yparatodo f € X]. (2.2)
Jj=n+1
En particular,

sup > [ fx)) < eo. (2.3)
FeX: Il =1 5

Demostracion. Supongamos que /lx}nglt 2 xj=xye>0.Sea N = N(g) € Ntal

JEN
-3

JEN
Sea ahora N = N(¢) := max{i : i € N(¢)}. Paran > N(e) y f € X] definimos

que

1
< gs, YN DN, con N" € .

Ni(f)y={i:n+1<i<n+1 f(x;) =0},

No(f)={i:n+1<i<n+l f(x;) <0}

Entonces
n+l

Sovn=lr( 3w+l (X )

i=n+1 iEN1(f) ieN2(f)

R

iEN1(f) ieN2(f)
Como N(g) N Ni(f) = 0, para I tenemos

SRR IEED I

ieN(e) ieN1(f) ieN(e)

X — Z x,-+x—Zx,-

iEN(e)UN1(f) ieN(g)

< =1+11.

I =

8.8 ¢
-8 8
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ya que ambos N(g) y N(e) U N (f) contienen N(g). De manera similar para /1

tenemos
Il =||x - Z Xi— Z Xi—Xx+ Z Xi
iEN(e) ieNa2(f) ieEN(e)
<|lx- Z xi+x—2xl~sf+§:f.
iEN(€)UN(f) ieN(e) 8 8 4
Por tanto

n+l

DU <1+ 11 < 8/2.

i=n+1

Por tanto ] |f(x;)| converge uniformemente ¥ f € X{. Para probar (2.3), tomando
JjeN
e =1en (2.2), obtenemos N = N(1) tal que

(o8]

D fepIsl VY feX.

J=N(1)+1
Por otro lado,
N(1) N(1)
D)1= D Ikl = Ci, Y feX,.
j=1 Jj=1
Sumando ambas expresiones se obtiene (2.3). O

Demostracion del Teorema 2.1.3.

(1) = (1)
Dado € > 0, por el lema 2.1.4 escogemos un N = N(¢) tal que

n+k
D1 fxpl<e VfeX;, cuando n> N, k2 1.

Jj=n+1

Entonces por dualidad;

n+k n+k n+k
> B | = swn A Y Bi)| = sup| D Bif]|,
j=n+1 feXg j=n+1 VS S
Como | B} |< 1, deducimos que
n+k n+k
Z Bixj|| < sup Z lf(x) | <e.
j=n+1 JEX =i
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n
Esto muestra que la suma parcial ), 8;x; forma una sucesién de Cauchy, que con-
j=1
verge por ser X un espacio completo.

(i) = (iii)
Sea una sucesion creciente {n;} jen, y definimos para cada k € N los escalares

Br = 1 sik=nj para algin j € N
0, en otro caso.

Entonces

Z,kak 111’1’1 Zﬁkxk = hm Zﬁkxk = hrg Xp; -

(i) =1

(iii) &= (iv)
Dada una sucesion {€ }rery con € = +1, si definimos
1, si =1
B = L
0, si =-1
entonces tenemos la igualdad

anﬁkxk = %( an Xy, + Zn: xk). 2.4)
k=1 k=1 k=1

Si se cumple (iii), entonces existird el 1im,_,., de la primera y la tercera serie, y
por tanto también de la segunda, que vale

n (o) (o)
San=2 S-S
k=1 k=1 k=1

Reciprocamente, si se cumple (iv), entonces existira el lim,_,., de la segunda y la
tercera serie en (2.4), y por tanto también de la primera. De este modo también
(iv) implica (iii).
Finalmente, (iii) = (i)
oo
Sea )} x,, convergente para una sucesion estrictamente creciente de nimeros

i=1
naturales, p; < 0r < ... <p; < ...
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En particular, }; x; esta bien definido en X y converge a algin x € X. Supon-
i=1
gamos que ), x; no converge incondicionalmente a x. Entonces, existe £ > 0 tal
ieEN
que para todo N € 9t podemos encontrar

N eRcon Nc N y ”ZX./—)CH?S.
JEN’

Sea Ny = {1}, entonces existe N, € N tal que Ny C N, y
IIij—xII > e.
jeN(/)
Sea n; =max{j:j€ Ny} y Ni=1{1,2, ...,n; + 1}, entonces existe N| € N
tal que Ny C N, y
IIij—xll > €.
jeNI
Continuando con el proceso obtenemos una sucesion creciente de subconjun-

tosde N :
NoCNyC .. N, CNCN,C ..

tal que ny :ma’lx{j:jeN,;_1 ENe={1,2, ..o+ 1}y

(+) 1Y x-xll>e k=12..

. ’
JEN,

Sea D, = N; \ Ni, k = 1,2, ... Entonces la coleccion {Dy,k = 1,2,...} es mutua-
mente disjuntay méx{j : j € D} < min{j : j € Dy,1}, por lo que

U D = {pil2,

donde la sucesion de nimeros naturales p; es estrictamente creciente. Ademas,
N/ = N ¥ Dy, de modo que de (x) obtenemos

(- Yo

jENk jEDk
ng+1

E Xj—X +HZXJ' E X;j—X
JENK JE€Dk J=1

Sin embargo, si k es suficientemente grande el primer sumando no excedera %s

O<e<

< =

< ij

JeDx

+ |

o0
(ya que ) x; = x) mientras », x; es la diferencia de dos sumas parciales de la
J=1 jeDx
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(o)

serie convergente ), x,, que debe tender a cero cuando k — oo, por el criterio de
i=1

Cauchy. Esto nos da la contradiccion.

1
Egsnzxju—m, k — oo.

JeDx

Por lo tanto ), x; converge incondicionalmente.
JjeN

2.2. Propiedades de bases incondicionales

Definicion 2.2.1. (Base incondicional)
Decimos que la sucesion (x,);. | en un espacio de Banach X es una base incondi-
cional si es una base de Schauder, y si para cada x € X la serie

[se]
X = E a,(x)x,
n=1
converge incondicionalmente a x.

De los resultados de la seccién anterior, obtenemos varias caracterizaciones
inmediatas.

Teorema 2.2.2. Para una base § = {x;}2, de un espacio de Banach X, son equi-
valentes las afirmaciones siguientes:

(i) B = {x;}2, es una base incondicional para X;

(ii) Para toda permutacion o € N, el conjunto B = {x, : i € N} es una base

para X;
(iii) Paratodo x = }, aj(x)x; en X y para toda sucesion {B;}jen tal que | B; 1< 1,
JEN
la serie ), Bja;x; converge.

JEN

Demostracion. Sif = {x,} ", es una base de Schauder, obsérvese en primer lugar
que si para alguna permutacion 7 : N — Ny algunos escalares a; € K, la siguiente
serie converge

(o)

Z AjXnj) = X, (25)

J=1
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entonces, aplicando a la identidad anterior el funcional fr)(x) = a,u)(x) (en la
notacion del Teorema 1.1.3), se obtiene

n

Uiy (x) = 1m frol D @) = an

=1

Por tanto los coeficientes a; en (2.5) son siempre Unicos.
Con esta observacion, el teorema es consecuencia directa de los Lemas 2.1.2,
2.1.4y el Teorema 2.1.3. O

En el siguiente teorema damos otras caracterizaciones de base incondicional.
Para ello usaremos la siguiente familia de operadores lineales: sea {x j}52; una base
. o p e .
fijada en X; si = (B, 21 € K, definimos el operador

Sp(x) = Y Bifi(x)x;,  x € span {x;}2,.
=1

[ee)

En principio este operador esta bien definido en el subconjunto denso E = span {x J-}j:1 ,

y es claramente lineal por la linealidad de los f;.

Teorema 2.2.3. Para una base {x;}ja de un espacio de Banach (X, || - ||), las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) B es una base incondicional de X;

(ii) Existe una constante C > 0 : [|Sg(x)|| < Cl|x||, ¥ x € E, y para toda sucesion

B = {B;}jay con |Bjl < 1;

(iii) Existe una constante C > 0 : ||S¢(x)|]| < Clix|l, ¥V x € E, y toda sucesion
€= {8j}j€N’ congj= +1;

(iv) Existe una constante C > 0 : ||Sg(x)|| < Cllxl|, ¥ x € E, y para toda sucesion
no nula finita § = {B;} jen con B; € {0, 1}.

Demostracion. (i) = (ii)
Sea {x;} e una base incondicional de X y = {8;} e una sucesion de escalares
tal que [8;| < 1,V € N. Si x € X, por definicién, x = }, fj(x)x; converge incondi-

j=1
cionalmente (donde f; son los coeficientes funcionales). Ademads, por la parte (iii)

del Teorema 2.2.2, podemos definir una extension del operador S g mediante

Spx) = Y Bifix)x;,

J=1
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ya que la serie anterior es convergente. Esta extension también es claramente li-
neal.

Para demostrar que el operador §ﬁ es acotado usaremos el teorema del grafo
cerrado (ver Apéndice, Teorema A.1.2 ): sea x*) una sucesién convergente a x
tal que S p(x®) converge a algitin vector y € X; veamos que, necesariamente, y =

S p(x), y por tanto que la grafica de §ﬁ es cerrrada.
Como

x= 3 i, 9= [0, y= > H0

1 i1 1
obtenemos S(x®) = ¥ B;fi(x®)x; y como x*¥ — x cuando k — oo, tenemos
j=1

j:
para cada j fijo, B;f;(x?) converge para 3, f;(x) cuando k — oo. Por otro lado,

Bifie) = £(8:ix°) = £(Sp:)) > £,

Asi, B;fi(x) = f;(), lo que implica

S0 = D fi0x = ) [O0)x = .
Jj=1 J=1

Podemos pues aplicar el teorema del grafo cerrado y concluir que §ﬁ €s un opera-
dor acotado en X.

Para probar (ii) es necesario verificar que su norma se puede mayorar por una
constante C independiente de 3.

Sea ahora x = Z;il fi(0)x; € X fijo. Si denotamos X = {f € X" : [|f]| < 1},
sabemos por el Lema 2.1.4 que

c(x) := sup > 1F(0f(x))] < oo

f GXT j=1

Ademds, para cada f = (8, tal que |3,/ < 1, tenemos
[Sscoll = sup | £(Sp0)| = sup | 3" Bificofee| < e,
fex: rex; 4o

Es decir,

sup ||§ﬁ(x)|| <c(x)<oo, VxeX
B:18jl<1
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Podemos entonces aplicar el teorema de Banach-Steinhauss (ver Apéndice, Teo-
rema A.1.3) a la familia de operadores §ﬁ, de modo que existe una constante
C < oo tal que _

ISl < Clixll, VxeX.

Esto demuestra (ii).
(i) = (iii)

Como |8| < 1, podemos tomar en particular 3; = g; € {+1}, Vj € N. De este
modo,
IS eCOll = ISl < Clixll,  x € E,

uniformemente para toda sucesion € = {g;};av, con g; € {£1}.

(iii) = (iv)

Dada una sucesion f = {8} e, con ; € {0, 1}, podemos definir

o 1, si ﬁj =1
ST -1, sig;=0"
de modo que
Se(x) = > & fi(x)x; =2 > Bifi(0x; = ) fi(x)x; =284(x) = x, xeE.
JEN jeN jeN

Entonces,
Se(x)+x

H EE’
3 X

Sp(x) =
de donde se tiene

1Se(x) + x| _ Cllxll +[lx[| _ C+1
- > < > = —Idi=CliAdl. xeE,

1S pOIl =

donde C = <.

(iv) = ()

Sea x = ), fi(x)x; € Xy o : N — N una permutacion de N. Demostremos
JjeN
que la serie )} fi(j(x)X(j) converge también a x € X.
JjeN

Dado € > O existe N € N tal que

x= ) fixx; ¥n > N. (2.6)
=1

E
< —,
2C + 1
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Sea M = M(g,0) € Ntal que {1,2, ..., N} C {o(1),0(2), ..., c(M)}.
Sim>M,

m
X = Z Jo()(X)Xo(j)
=1

N
= (D + D S @)
=1

I<j<m:
a())>N

My
Z BrSfr(x0)xi

k=N+1

< +

B

N
X — Z fi(0)x;
J=1

donde My = max {o(1),0(2), ...,o(m)} y

|1, sik=o0(j),para alginje{l,...,m}
B = 0, en otro caso

Por un lado (2.6) nos da:
a e
x—jz:;fj(x)xj < TFEh
Por otro lado, usando la hipdtesis (iv) tenemos
Mo Mo My N
> Behion| < || Y Ao =l D o= Y fitox) +x-
k=N+1 k=N+1 k=1 k=1
el o 2e
< c( x—;fk(x)xk n x—;fk(x)xk )s o
Asi,
¢ £ 2e
o ;f(’“)(x)x“m *2c+itCcs17F
Por tanto
Z f(r(j)(x)xa'(j) = X, Vxe X,
=1
que segun el Lema 2.1.2 nos da la incondicionalidad de la base . m|

Definimos ahora las constantes que cuantifican la incondicionalidad de una
base.
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Definicion 2.2.4. Sea (x,)., una base incondicional de un espacio de Banach X.

La constante de base incondicional K, de (x,)., es la menor constante K, tal que

N N
H § Xy g by x,
n=1 n=1

para todos ay, ...,ay, by, ...,by € K tales que |a,| < |b,|, 1 <n <N, y para todo
N € N. Ademds, decimos que (x,),. | es K- incondicional siempre que K > K,,.

<K , 2.7

Obsérvese que, por el Teorema 2.2.3,

K,= sup [|Sg|| < oo. (2.8)
B:18)<1

(o)
n=1°

Si {x,}>> , es una base de X incondicional, con funcionales biortogonales { f,,}

n=1

y A C N, definimos el operador

Pu(x) = Z f(0x, xeX.

neA

Este operador esta bien definido y es acotado, pues coincide con Eﬁ cuando; =1
sijeAypj=0sij¢A.

Definicion 2.2.5. Si (x,)>, es una base incondicional de un espacio de Banach
X, el niimero

K, = sup{llPAH tAC N},

es llamado constante incondicional de supresion de la base.

Se cumple la siguiente propiedad.

(o)

Proposicion 2.2.6. Sea (x,);
siy solo si

, una base en X. Entonces, la base es incondicional

K, :=sup {llPAII A CN, Aﬁnito} <

En ese caso, se cumple ademds K, = Kj,.

Demostracion.
Si 8 es base incondicional, entonces trivialmente se tiene Esu <K, < .
Supongamos que S es una base con K, < 0. Para ver que es incondi-
cional, por el Teorema 2.2.3.iv basta demostrar que, para todo p = (B,).ay con
B € {0, 1}, se cumple

||S[}(X)|| < Esu ”X”, VxeE.
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Seaxe E,ysea$S :={neN : B, f,(x) # 0}, que es un conjunto finito por ser
x € E. Entonces, podemos escribir

Sp) = D B )X = D [ X, = Ps(0).

neN nes

Por tanto, N
ISp0)|| = [|Ps 0| < Kl

Usando el Teorema 2.2.3.iv tenemos que la base es incondicional. Ademads, esta
ultima desigualdad nos da

Ku=supllPall = sup [y < Re.
ACN B:B;€l0,1)

de donde se concluye que K, = Esu. O

Finalmente observemos que en general,
1 < Ksu < Ku < 2Ksua

donde la dltima desigualdad se puede probar usando el Lema A.1.4 de convexidad
(Ver apéndice).
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2.3. Ejemplos de bases incondicionales

2.3.1. Losespacioscoy{,,1 < p <o

Definimos los espacios ¢y y £,, 1 < p < oo, tal como en el Capitulo ante-
rior Seccion 1.2. Recuerda que (estos espacios de Banach) estan dotados de las
normas:

lIXlleo := sup|x;] < oo, para cg
JjeN

(o)
1/p
x|, := [Z Ilep] < oo, para t,, con 1< p < co.
=1

Tal como en Seccion 1.2, la base candnica es el conjunto de vectores {ej, e;, ...}
dados por
e, = (6,,’1-);';1 =(0,0,.., 1 ,0,..), meN.
n
Lema 2.3.1. La base canonica {€,},en en los espacios ¢y £,,1 < p < oo es
incondicional.
Demostracion. Por un lado probemos primero para (co, || - ||c)-
(o)
Si x € ¢y, entonces existe una sucesion de escalares (a;), tal que x = 3 ae;.
i=1
Como la serie es convergente, dado £ > 0 existe ny € N tal que

m

2%

i=n

<&, VYm=n2=ny. (2.9)

[ee)

Sea m : N — N, permutacién. Tenemos que probar la convergencia de la serie
(o)

reordenada ) a; e en la norma de cy.
i=1

Tomemos N, := méx {7#~'(1), ..., 7 (no)}, y sean M > N > N,. Entonces es cierto

que 7(N) > ny (porque si no, tendriamos que n(N) € {1, ..., ny}, es decir 7(N) = J,

j€1{l,..,n}, y por tanto N = n~'(j) < Ny; absurdo porque N > N, ) Asi,

llamando
A:={nWy S{nog+1,n9+2, ..} =: B,
obtenemos
M
(i) Cr(i = mMax |a,;| = max|a
' ZN (i) ©n (i) . N<i$M| 7r(l)| Ao | /ll
=

< max |a,| = max |a,| < &,
AEB n>ng
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(o)

Por tanto, la serie »} a.; e €s convergente, a algin y € ¢y. Usando los funciona-
i=1

les duales e; vemos que
€)M = an(y = € (%), Y jEN,
de donde sigue que y = x. Por tanto, se cumplen las condiciones de la Definicion

2.2.1, y la base candnica en ¢, es incondicional.

Por otro lado, de manera similar se prueba para el espacio ({,,]| - [|,) , con
p € [1,00). Es decir que Ye > 0, dny € N se tiene:

m

Sae

i=n

<eg VYm>n2nyg.
¢

A partir de aqui, si 7 es una permutacion de N y se define Ny como antes, entonces
VM > N > ny, usando la notacién anterior

M M 1/p 1/p
H Z An(i)Cn(i) = (Z |aﬂ(i)|p) = (Z |aA|p)
=N &y i=N

A€A

2.3.2. Bases ortonormales en un espacio de Hilbert H

Sea H un espacio de Hilbert, es decir un espacio vectorial dotado con un pro-
ducto escalar (-, -) : H X H — K que satisface:

1) (x,x)>20,VxeH, vy (x,x)=0x=0;
(i) (x,y) =, x), ¥x,y € H;
(iil) {ax+py,z) = alx,z) +B(y,2), Vx,y,z€e Hy a,B €K,

tal que la norma asociada

lxl] := V{(x,x), x€H,

es una norma completa.
Una sucesion {e;};cy en (H, (-, -)) se dice sistema ortonormal si

1, si i=j
<ei,e,~>:6,-,j:{0’ . iij. (2.10)



2.3. EJEMPLOS DE BASES INCONDICIONALES 35

[ee)

y se dice que {e,}*,

es un sistema completo si

spanf{e,},”, = H.

[

Decimos que {e,}>. | es una base ortonormal de H, si es un sistema ortonormal y
completo. En ese caso, todo x € H se puede escribir de forma tinica como

(o)
xX= Zanen, dondea, ={(x, ¢e,),

n=1

con convergencia en la norma de H; ver e.g. [6, Chapter 4, Theorem 2.3]. En
particular {e,}” | es una base de Schauder en H.

Lema 2.3.2. En un espacio de Hilbert H, toda base ortonormal {e,}’ | es una
base incondicional.

Demostracion. Sea {e,} > una base ortonormal de H y m una permutacion de
N. De la definicion anterior es inmediato comprobar que {e;,} -, sigue siendo
un sistema ortonormal y completo, y por tanto una base ortonormal. Utilizando
la implicacion (i1))==(i) del Teorema 2.2.2, se obtiene que {e,}”, es una base
incondicional.

O

En las secciones §1.2.4 y §1.2.5, vimos dos ejemplos clasicos de base ortonor-
mal: el sistema trigonométrico en L*(T), y el sistema de Haar en L2([0, 1]).

2.3.3. Los espacios {,({,),1 < p,qg < oo

Sil < p,q < oo, se define £,(£,) como el conjunto de todas las sucesiones
reales dobles d = (a jk)c:k:] , tales que

. >0 >0 q/pyl/q
llalle,c,) = [Z( |a.,'/<|p) ] < o0,
-1

k=1 j=

Dotado con la norma anterior, £,(£,,) es un espacio de Banach separable. La base
canonica para este espacio estd formada por la familia de vectores:

> o0
€om = (6/n : 6km)j,k:]’ n,m € N.
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Si representamos los vectores del espacio como una matriz infinita, cada d € €,(¢,)
se puede desarrollar en esta base como

a dp apz -t Ay
dzy Az dzzy - Aoy
az;p dzp asz - Az,

S

Il

Il

M .

Q
=

=

o~

ay1 Adp2 Qpz -+ Apy

El siguiente lema muestra que la serie anterior converge incondicionalmente en la
norma de £,(¢,).

(o)

Lema 2.3.3. Si 1 < p,q < oo, entonces {é’n’m} _, esun base incondicional en
Ly(L)).

Demostracion. Sea d € t,(t,), veamos que, en el sentido de la Definicion 2.1.1,
la serie

Z ajej converge incondicionalmente a @ en €,(£),). (2.11)
(j,k)eENXN

Si k € N es fijo, llamamos
s l/p

)

=1

Como ), A} < oo, dado & > 0 existe kg = ko(&) tal que Y, A} < &. Ahora para
k=1 K=ko
cada 1 < k < k fijo, tenemos

0o b q/p
AP = Z|ajk|1’ <oco = dji = j(e) eN : (Z'ajklp) < g/ko.

J=1 J=k

00 q/p

Definimos jj := max{j,- - , ji}» entonces( D |ajk|p) <é&lky, 1 <k < k.
J=Jo

Ahora consideramos el conjunto finito

Ne:={(j,k) eNXN: 1< j<jo, 1 <k <kol
Si N” ¢ N x Nes tal que N’ O N,, entonces

- >
a— Z a k€ jk

(j,k)EN’ [c[(gp)

(69 (9]

< (a- 1 )
Jk L(jk)EN jk=1

ty(Lp)

J Js
J’k 1 fq([7)
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puesto que el numero de coeficientes nulos en el segundo término es mayor que
en el tercer término. Reescribiendo este ultimo (a la potencia g) tenemos

ZAuz(zmjkw)%ﬁzko 2.

fally) k>ko =L j>jo

(as l(j,k)eéNe)

En conclusién obtenemos

= -
a— Z ajkejk

(K)EN"

< e, YN' > N,,

£4(Cp)
lo que prueba la afirmacién en (2.11).
Por ultimo, usando los funcionales biortogonales e, , es facil ver que si

N
a= Z b k€ jk
(J,k)eENXN

con convergencia en £,(£,) (en cualquier orden), entonces necesariamente b, =
. . . ..
a;r- De aqui sigue que {€, 1}, a0 €5 Una base incondicional en £,(£)). O

2.3.4. Elsistema de Haar en L7([0,1]), 1 < p <

El sistema de Haar H = {h,} ., presentado en el capitulo anterior Seccién
1.2.5, es una base incondicional en L7([0, 1]), 1 < p < 0.

Este resultado clasico es debido a J. Marcinkiewicz (1937). En 1988, D. Burkhol-
der dio una demostracion “elemental” de este resultado, que ademas produce la
constante Optima de incondicionalidad. Enunciamos este hecho en el siguiente
teorema, y referimos al libro de Albiac y Kalton [1, Theorem 6.1.7] para los deta-
lles de su demostracion.

Teorema 2.3.4. Seal < p< ooy 1—17 +$ = 1. Sea p* = max{p, q}. Entonces la base
de Haar {h,}, es incondicional en L¥([0, 1]), con constante de incondicionalidad
K, = p* — 1. En particular,

n

E g;ajh;
P

/=0

n
2,
=0 p,

para todo n € N U {0}, y para todo escalar a; € R, € €{£1},i=0,1,...,n

Demostracion. Ver ([1], Theorem 6.1.7 y Remark 6.1.8). O
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Mis adelante también usaremos el siguiente teorema, cuya demostracion (ba-
sada en la desigualdad de Khintchine) se sale del &mbito del trabajo.

Teorema 2.3.5. Sea 1 < p < coy H = {h,}2, la base de Haar en L?([0,1]).
Entonces existen constantes B, > A, > 0 tales que

o0 12
(;MMmﬂ

para toda sucesion finita de escalares a, € R.

(9

D ()

n=0

<

p

(immwﬁﬂ

n=0 p

Ap

)

<B,
p

Demostracion. Ver [1, (10.16)]. |



Capitulo 3

Bases greedy

En este capitulo presentaremos, en primer lugar el concepto formal de “algo-
ritmo greedy”, que permite aproximar vectores x € X a partir de combinaciones
lineales de m elementos de una base 8 = {e,},",, eligiendo para ello los m co-
eficientes de mayor tamaio (en valor absoluto). En la segunda seccioén definimos
el concepto de base democratica, y damos algunos ejemplos de bases con esta
propiedad. Por ultimo, en la tercera seccion probamos el teorema principal de este
trabajo, debido a Konyagin y Temlyakov, que permite caracterizar las bases 8 para
las cuales el algoritmo greedy es 6ptimo (salvo constantes) como aquéllas que son
democriaticas e incondicionales. Para los enfoques de este capitulo, hemos segui-
do el libro de F. Albiac y N. Kalton ([1], Chapter 10.1; 10.3 y 10.4).

En este capitulo, X serd un espacio de Banach y 8 = {e,},c una base de Schau-
der fija, que habitualmente supondremos seminormalizada, esto es, que existen
constantes C, > C; > 0 tales que

Ci<|le)| £Cp, VmeN. 3.

Los funcionales biortogonales asociados a 8 se denotaran por {e; },en. El siguiente
lema muestra que dichos funcionales también son seminormalizados.

Lema 3.0.1. Sea = {e,})", una base de Schauder seminormalizada en X. En-
tonces, su sistema biortogonal asociado {e,}> | es también seminormalizado, es
decir, existen constantes C, > C| > 0 tales que

Ci<llellx <C;, VneNl. (3.2)
Demostracion. Suponemos cierto (3.1). Entonces

1 =e)(e,) = le,(en)l < e,

ell < Calley

X* X

39
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Por tanto, la desigualdad izquierda en (3.2) es cierta con C| = 1/C5. Por otro lado,
para todo x € X,

ey = les@lllealllleall™ < CTllep ) lleall = C7M IS u(x) = S umr ()|
< 2C7M Il < 287 kg I
Tomando el supremo sobre todo x € X, se obtiene [le}|lx- < 2C;' kg. O

Por dltimo, a lo largo del capitulo usaremos a menudo la siguiente definicién

[Se]

Definicion 3.0.2. Sea B = {e,}2, una base de X, y sea x = 3, e;(x)e, € X.

n=1
Definimos el soporte de x, como

sopx:={neN : e (x)#0}.

Decimos que x tiene soporte finito, si el cardinal de sop x es finito, es decir
|sop x| < oo.

3.1. Algoritmo greedy

Sea X un espacio de Banach y 8 = {e,},an una base de X. Definimos

Ty = Zn(B) ::{Zam t g, €K, CardA <N}, NeN,

AeN

que es el conjunto de todas las combinaciones lineales de a lo sumo N elementos
de la base 8. Obsérvese que £y no es un subespacio lineal de X, pues en general
sélo se tiene Xy + Xy C Zon.

Dado x € X, llamamos mejor error de aproximacion con N-términos de 8 a la
cantidad

oy(x) = on(xp) = inf{lx -zl : z€Zy@B).

En Teoria de Aproximacién No-lineal, se buscan procedimientos constructivos
(algoritmos) tales que a cada x € X le asignen un elemento xy € Xy de modo que
el error de aproximacion ||lx — xy|| sea lo mas cercano posible a oy(x). Asi, un al-
goritmo de aproximacion con N-términos es una sucesion de operadores (Ay),-_,
tal que Ay : X — Xy, es decir, Ay(x) es una combinacion lineal de a lo sumo
N elementos de . En principio, no se pide que los operadores Ay tengan que ser
lineales o continuos.
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El algoritmo de aproximacion mas natural es (S y);>_, dado por las proyeccio-
nes de las sumas parciales

N

Sx(0) =) exe,, xeX. (3.3)
n=1
En este caso los operadores Sy son lineales y S y(X) = spanf{ey,...,ey} s un

subespacio lineal contenido en el conjunto Xy. Si para cada x € X definimos el
mejor error de aproximacion lineal de N-términos como:

N
X — E ozjej
=1

entonces se puede demostrar que

En(x) = inf{

:aj €K, j:l,...,N},

Ey(x) <llx =Syl < CEy(x), N=12,---,

Es decir, el algoritmo S y(x) es 6ptimo (salvo por la constante C) respecto a la
mejor aproximacion lineal Ey(x). Sin embargo, este mismo algoritmo, en general,
va a estd muy lejos de ser Optimo respecto a la mejor aproximacién no-lineal
oy(x).

A continuacién presentamos la definicion de los “algoritmos greedy” Gy, que
como veremos, en muchos casos cumplen que ||x — Gy(x)|| es igual o muy cercano
a on(x).

[ee)

Definicion 3.1.1. Sea S = {e,}>, una base de X. Dado x = } ei(x)e, € X,

n=1
n=1
decimos que m : N — N es un reordenamiento decreciente de x, denotado n €
D(x), si w es inyectiva, n(N) contiene al sop x, y ademds

€5 @O = [et (Dl Y r=1,2,... (3.4)

Ademds, decimos que m € D(x) es un reordenamiento decreciente estricto, si la
desigualdad en (3.4) es estricta para todo n € N.

(o9

Six = ) e (xe, € X, entonces para cada 7 € D(x) podemos considerar
n=1
“formalmente” el reordenamiento decreciente de su serie

[

X~ " e (Dexu (3.5)

n=1

(sin verificar por el momento si dicha serie converge). Los algoritmos greedy se
definen a partir de las sumas parciales de dichas series.
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Definicion 3.1.2. Decimos que una aplicacion G, : X — %, es una aproximacion
greedy de orden m, si para cada x € X se tiene
m
Gn(X) = " €y (X)ein, (3.6)
n=1

para algiin reordenamiento m € D(x).

Observacion 3.1.3. Las aproximaciones greedy de un vector x no son necesaria-
mente Unicas, pues puede ocurrir que varios coeficientes e;(x) tengan el mismo
modulo. En ese caso, se tendria que Card D(x) > 1. Cuando existe un reordena-
miento estricto de x, entonces Card D(x) = 1,y G,,(x) estd univocamente definido.

Para evitar ambigiiedades cuando Card D(x) > 1 es habitual definir un reorde-
namiento decreciente natural p € D(x), de la siguiente manera:

Definimos p : N — N, como la dnica aplicacién p € D(x) tal que si j < k,
entonces

o bien |e;(j)(x)| > Iel*)(k)(x)l, o bien |e;(j)(x)| = Ie;(k)(x)l y p(j) < p(k).

Definicion 3.1.4. Dado x € X, se define su aproximacion greedy natural de orden

m, como:
m

Gu(x) = D esin(Depm, (3.7)
n=1
donde p € D(x) es el reordenamiento decreciente natural de x. La familia (G,,);,_,
se conoce como el algoritmo greedy (natural), asociado a la base 8 en X.

Veamos dos ejemplos sencillos de suma greedy.

Ejemplo 3.1.5. Sea x = (1,0,-1,1,2,0,+,1,0,0,0,--) € co. El objetivo del al-
goritmo greedy es reordenar los coeficientes distintos de cero de forma tal que
queden primero los de médulo mayor. Entonces reordenando el x con p nos que-

daria:

111
= 2, 1’_19_’ _,_,0,0,“' .
%o = 23’8 )
Asi, las aproximaciones greedy de este vector x nos quedan:
G (x) = 2és; Gr(x) = Gi(x) + éy;
- 1 -
G3(x) = Go(x) — &; Gu(x) = G3(x) + s

1 1
Gs5(x) = Ga(x) + 558; Ge(x) = Gs5(x) + §57,

y en el resto de casos G,(x) = x,Vn > 7.
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Ejemplo 3.1.6. Sea x = (x,), | € co, definido por:

1 . .
n S1 1 €S 1mpar

Xn =
0, sinespar

Este ejemplo ilustra que, en general, p : N — N no es una permutaciéon de N. En

efecto, en este caso el reordenamiento p viene dado por p(n) := 2n— 1, n € N,

que es inyectiva, pero no sobreyectiva (pues p(N) = 2N — 1). En este caso se tiene
m

1
gm(x) = Z 1 €2n-1-
n=1

En ambos ejemplos reordenamos la base candnica de ¢, que ya sabemos que
es incondicional, con la cual tenemos garantizada la convergencia de la serie en
(3.5).

Observacion 3.1.7. Veamos que, en general, el operador G,, no es ni lineal ni
continuo. De hecho sean A,B € Ntalesque AN B =0 y |A|l = |B] = m. Si

definimos
X = Z3en+22en e y:= Z—Zen+2en,

neA neB neA neB

entonces

Gn(x+3) = D 360 # Gul) + Gul)) = ) 0.

neB neA

Para ver que no es continuo, tomamos A N B = ( con |A| = |B| = m y definamos

por ejemplo los vectores
n*+1
=TS Y,
n

neA neB

n?+1
Y= et = ) e
n

neA neB

ambos vectores convergena ), e,. Sin embargo,

neAUB
n+1 n’+1
Gni) === e, ¥ Gulw)=—7— > e
n neA n neB

de donde sigue que

Gn(x,) converge a Zen y Gnu(y,) converge a Zen.

neA neB

Por tanto G,, no es continuo.



44 CAPITULO 3. BASES GREEDY

En el resto del capitulo desarrollamos las propiedades que debe cumplir una
base B = {e,})”, para que ||x — G, (x)|| = 0,(x) para todo m € Ny todo x € X.
La primera de ellas es la “democracia”, que vamos a introducir en la siguiente
seccion.

3.2. Bases democraticas

Definicion 3.2.1. Una base 8 = {e,}2, de un espacio de Banach X se dice de-
mocratica si existe una constante C > 0 tal que para cualesquiera conjuntos
finitos A, B C N, con |A| = |B|, se tiene:

‘ Zen SC"Zen )
neB

neA
A la menor de las constantes C que cumplen (3.8) la llamamos de constante de
democracia de la base 3, y la denotamos por C.

(3.8)

Para medir cudnto se desvia una base § de ser democrética, consideramos su
funcion de democracia superior, también conocida como la funcién fundamental

de 3,
¢l B.X1(m) 1= g, (m) = sup || 3 e |, m=1,2,---,
[Al=m 1A
y su funcion de democracia inferior
@il X 1) = i) = i ‘Z;e =12

A continuacién probamos algunas propiedades sencillas sobre bases democrati-
cas.

Lema 3.2.2. Si B = (e,),., es democrdtica entonces 3 es seminormalizada.

Demostracion. En particular sean A, B € N com A = {n} y B = {1}, entonces

lleall < Ca lleqll =: Ca, Vn € N. (3.9)
Por otro lado,
Cy = M < |le,ll, Yn € N. (3.10)
Ca

Por tanto combinando (3.9) y (3.10) tenemos
Ci <|le, < C,, Yn e N. (3.11)

O
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Lema 3.2.3. Si 8 = {e,}., es una base democrdtica de X, entonces existe C>0
tal que, para todo A, B € N con |A| < |B| < oo, se tiene

Seal<c|>eal
neA neB

Demostracion. Sea kg la constante de la base 3, definida en (1.3). Tomemos A, B €
Ncon|A|=N <|B|=M.SeanA ={1,--- ,N}y B={l,---, M}, entonces

Zen < Cp ZN:en SCAkﬁ”leen SCikﬁ‘Zen :EHZen ,
neA n=1 n=1 neB neB
donde C = C3 k. O

Lema 3.2.4. Sea 8 = {e,};" , una base en X. Entonces 3 es democrdtica si'y solo si
las sucesiones {¢,(m)}>_, y {@(m)}>_| son uniformemente comparables, es decir,
existe C > 0 tal que

@i(m) < ¢, (m) < Cp(m), YmeN. (3.12)
En ese caso, la constante de democracia vale Cy = sup,,.; @.(m)/¢(m).

Demostracion. Sea 8 una base democritica, y por tanto seminormalizada.
En primer lugar obsérvese que, usando (3.11),

(@) @u(m) = sup || 3 e, || < sup 2. |leall < Com < co.
|Al=m Il neA |A|=m neA

(i) @i(m) = inf || 3 e, || = inf,en glleall = Ci/kg > 0.
lAl=m || neA s

Ademas, usando que S8 es democrética, para todo B C N fijo con |B| = m, se tiene

Sef<a]Se|

neA neB

Qpl(m) < ‘Pu(m) = sup < Cy

|Al=m

Tomando el infimo sobre todos los |B| = m se obtiene

@i(m) < @,(m) < Capi(m).
Es decir, ¢;(m) y ¢,(m) son comparables y sup,,.; ¢u(m)/¢i(u) < Cyp < o00.

Supongamos ahora que se cumple (3.12). En particular se tendrd que
@i (m) > C ¢, (m) > 0. Sea Cy := SUP, e Pu(m)/@i(m) < co. Probemos que 3 es
democratica. Tomamos A, B € N finitos tales que : |A| = |B| = m. Entonces

e, |

neA neA

< @u(m) < Cap(m) < Cy

Concluimos que S es democratica con Cp < Cj. O
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Lema 3.2.5. Sea 8 una base democrdtica con constante de base kg. Entonces:

(i) Las funciones ¢, y ¢; son esencialmente crecientes, es decir, cumplen
eu(m) <kgu(r) y @m) <kgr), Ym<r;

(ii) La sucesion (p,(m)/m),’_, es no-creciente.

Demostracion. Sea S, el operador usual de suma parcial , dado por

n

S,.(x) = Z ei(x)ej, VxeX.
=1

Sea A c Ntal que |A| = myseaM := max{n : n € A}. Para r > m, definimos

el conjunto B = AU{M + 1,--- ,M + r — m}, de modo que |B| = |A|+r—m = r.
Entonces
H Zen = HSM(Ze") < kg ‘ Zen < kg @u(r).
neA neB neB

Tomando el supremo sobre todos los |A| = m, conseguimos lo que queriamos

()Du(m) < kﬁ ‘Pu(’”)-

Por otro lado, dado un conjunto B C N fijo con |B| = r > m, escogemos
cualquier subconjunto A C B con |A| = m. Entonces

@i(m) < Hzen = “SM(Ze,,) < kg HZen .
neA neB

neB
Tomando el infimo sobre todos los |B| = r se obtiene

oi(m) < kg @y(r).

Probemos ahora que (¢,(m)/m);>_, es no creciente. Para cada conjunto finito A
con |A| = m > 2 escribimos

Y=Y Y g > e

neA neA  keA\(n) keA neA\(k)
y entonces
1
Yl = =2 2 e
neA m= 14 " wéav
1 m
< —— > gum—1)=——g¢,(m-1).
m-—1 m-—1
keA

Tomando supremo en |A| = m (y diviendo por m) obtenemos,

‘pu(m)<¢u(m_1)
m = m-1
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3.2.1. Ejemplos de bases democraticas

Veamos algunos ejemplos relacionados con bases democraticas en los espa-
cios de Banach clésicos.

A.- Espacios ¢,(N) y co(N)

Lema 3.2.6. Sea X = {,(N), con 1 < p < o0, 0 bien X = ¢o(N). Entonces la base
candnica 8 = {e,}," | es democrdtica con Cp = 1.

Demostracion. Probemos primero para ¢,(N). De hecho, si tomamos cualquier
A € N, con |A| = m, entonces
1

|- (5 =

neA neA

Por tanto, las funciones de democracia superior e inferior coinciden
1
@u(m) = @(m) = m"'?.

Asi concluimos que 8 es democréatica con C, = 1. De manera similar de procede

para cy,
pE

neA

=1,

[0e]

y por tanto ¢,(m) = ¢;(m) = 1. O

El siguiente ejemplo es un caso especial del anterior, para p = 2.

o0

Lema 3.2.7. Las bases ortonormales {e,}

mocrdticas.

en un espacio de Hilbert H son de-

Demostracion. Sea A € N, con |A| = m, entonces usando la ortogonalidad y la
igualdad de Pitdgoras

Asi que ¢,(m) = ¢,(m) = m'/?, y la base es democrética con Cy = 1. m

1/2
(D lleal?) ™ =t

neA

S

neA

%)
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B.- Espacios £,(¢,)
Este ejemplo ilustra una situacién en que la base no es democrética.
Lema 3.2.8. En el espacio €,({),) con 1 < p,q < oo, la base candnica
€um = (6 6km);,0k:1’ n,m € N.
es democrdtica si'y sélo si p = q.

Demostracion. Supongamos que p # g. Probemos para p < g . Construimos dos

conjuntos A,B € N X N, con |A| = |B| = M, de siguiente modo. Por un lado
tomamos A = {(1,1),---,(M, 1)}, entonces
M M 1/q
H en,m = H Z €n,1 = ((Z |1|p)q/p +0+--- ) =M. (3.13)
m)eA by(Cp) n=1 ty(tp) n=1
Por otro lado, tomamos B = {(1,1),---, (1, M)}, entonces
M lq
” S e = H > ern (Z(mf’ +0+- )q/f’) = MY (3.14)
eB e, 4= L,(Ly)

Por tanto, si la base fuera democratica tendriamos que M'/? < C, M'4, es decir
1 1
Ca>2Mra, YM=1,2,...

Como p < g, haciendo M tender a infinito llegariamos a una contradiccién. Con-
cluimos que la base no es democratica si p < ¢g. De manera similar, intercambian-
do los conjuntos A y B, se pueba que la base no es democrética si p > gq.

Por ultimo, en el caso p = g, tenemos que £,({,) = {,(N x N), y aqui la base
canonica si es democrética por el Lema 3.2.6. O

En este ejemplo, X = £,(£,), podemos calcular las funciones de democracia
incluso aunque la base no sea democratica. Usaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.9. Sea {,({,) con 1 < p,q < co.
(i) Si p < g, entonces
(Z > ) < Nanaleen < (0 D leml”)
=1 m=1 n=1 m=1
(i) Si p > g, entonces

= - 1/p 2 - 1/q
(Z Z |anm|p) < ||an,m||€q(€p) < (Z Z |anm|q) .

n=1 m=1 n=1 m=1
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Demostracion. La demostracion de las dos condiciones es similar, pero sélo pro-
baremos la primera.
Sea p < g entonces por un lado £,(N) < £,(N), es decir, |laulle, < ll(@n)llc, -

Tomemos d = (@) ney € L4(€)), entonces
© 2 q/pq1/q
anmllegey = | 2 (D lamt?) |
n=1  m=1

0 1/p
Llamamos «,, = ( D Ianmlp) , entonces
m=1

Ianmlle e,y = [g(g Ianml,,)wp]w _ (Z Iamlq)l/q
N lir O 1/p
< (; ) = ) anl?) "

Por otro lado, si fijo m € N tengo por hipétesis que

de donde tomando potencias 1/g sigue que
(D D laml) < Wammllgey (5
m=1 n=1
Asociando (¥) y (*x*) tenemos lo que queriamos. O

Lema 3.2.10. Sea X = €,({,). Si p < q entonces

1. ¢, (M) = sup || 3 ewm||=M'P;
|Al=M I (n,m)
2. ¢(M) = inf enmll = M4,
oi(M) At (n’%) ,
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Demostracion. 1. En efecto Y|A| = M, Por (i) del lema 3.2.9

|5 e =

(n,m)eA lg(tp) (n,m)eA p

=M.

€nm

Tomando supremo ¢, (M) < M'/?. Ademds, escogiendo el mismo conjunto A que
en (3.13) vemos que el supremo se alcanza, y por tanto ¢, (M) = M'/?.

2. Andlogamente, usando (ii) del lema 3.2.9, para todo |B| = M tenemos

1
0= 3 o] <] 5 om
(

nm)eB (n,m)eB q(p)

<
[q

y tomando fnfimos, tenemos M'/4 < ¢,(M). Usando el conjunto B construido en
(3.14) vemos que la igualdad se alcanza, y concluimos que ¢;(M) = M'/4. O
C.- Espacios £, © ¢,

De un modo similar al ejemplo anterior se obtienen los resultados correspon-
dientes para el espacio £, ® .

Lema 3.2.11. Sea 1 < p, g < oo. Entonces, la base candnica

— 00 _ (ek,O), sin=2k—-1
ﬁ = {en}n:], d0nd€ en - { (O’ ek)’ si n = 2k.

del espacio ), ® {, es democrdtica si 'y solo si p = q.

Demostracion. Supongamosque p < g.S1A ={1,3,...,2m—-1}y B ={2,4,...,2m},

entonces tenemos

m m
1
2o = e =] e =m”
nea  0r®lg k=1 tpdly =1
y
m m
1
el =0 = e =m"
neB  r®lg =1 6oty =1 'l

Si B fuera democritica entonces m'/4 < C, m!'/?, lo cual no es posible si p < g.
De manera similar se prueba que 8 no es democrética para p > ¢. Por altimo, en
el caso p = g la base 8 es democratica, como veremos a continuacion en el Lema
3.2.13 y la Observacion 3.2.14. O

Para calcular las funciones de democracia usaremos el siguiente lema.
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Lema 3.2.12. Sea 1 < p,q < oo, yseaXx = (X|,Xp) € £, ® (.
1. Sip < g, entonces: |[Xille, + [Xalle, < [Xlle, 0, < [IXille, + [[X2lle,-
2. Siq < p, entonces: |[Xille, + [Xalle, < [Xlle, 0, < [X1lle, + [IX2lle,-

Demostracion. Si0 < r < s < oo entonces para toda sucesion 'y = (y,);”, se tiene

vl =] > b < > ] = Iyl
n=1 n=1

es decir, £,(N) — ¢ (N). Aplicando estas desigualdades a [[x|¢,e¢, := [[X1ll,+[[X2ll,
se obtiene facilmente el resultado. O

En el siguiente lema usaremos la desigualdad elemental
AP+ b <2 @+ BV, Va,b20, p21; (3.15)
ver Lema A.2.1 en el Apéndice.
Lema 3.2.13. Sea 1 < p < g < ooy B la base candnica de £, ® {,. Entonces
1. MVP < @ (M) <275 M'P;
2. o(M)= M4,

Demostracion. 1.- Escribimos

S

neA

= sup
0@l AHA =M

D en0)+ > (0e,)

neA meA;

@u(M) = sup ‘

lAl=M (0L,

Como p < g, por (1) del lema 3.2.12, para cada A, y A, tenemos

D@0+ 0 < || D@0 +[> 0e (316
neA neA, f”@[’] neA &y neA, p
= A7+ 1A, (3.17)

Usando (3.15) obtenemos ¢, (M) < 25 M. Por otro lado,

M
Lt(M) > H (en, O) = Ml/p.
¢ Zl g

14

Por tanto .
MYP < (M) <2 MY,



52 CAPITULO 3. BASES GREEDY

2. De manera similar,

S

‘,01(M) = inf
A= neA

(=M ’

= inf e,,0) + 0,e,
e,  AHA=M H ;( ) Z ( )

meA, tp®ly

Por (1) del lema 3.2.12, para cada A; y A, se tiene

D (€, 0)+ D (0,€) D (€,0)
neA

neA; neA,
1 1 1
|A1]7 +|Azle > (JA1] +|A2])7,

\%

+
[(1

> 0,e,)

meAy

6@, ¢

usando en el dltimo paso la desigualdad elemental en Lema A.2.1.ii. Por tanto,
hemos probado que ¢,(M) > M'/4. Por otro lado,

M
(M) < H O.e) =me.
Por tanto
o (M) = M1,

O

Observacion 3.2.14. Si p = ¢, del lema anterior se obtiene que 3 es democratica

con constante
1
Ca = sup @, (M)/@i(M) < 2'77 .
MeN

. 1 .
De hecho, en este caso se tiene que C, = 2'77. En efecto, si M es par, tomando
A=1{1,..., M} vemos que

M/2 M/2

D = H > (€, 0) +H D0, e)
neA n=1 m=1

de donde sigue que Cp > supcon @u(M) /(M) > 215,

ou(M) >

= 2(M/2)"P = 25 M,
&

0,00, ty

D.- El sistema de Haar en L”([0, 1])

Lema 3.2.15. Si 1 < p < oo, entonces la base de Haar H = {h,} . , es democrdti-
ca en LP([0, 1]).

Probaremos este lema en la siguiente seccion.
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3.3. Bases greedy

En esta seccion X es un espacio de Banach y g = {e,,};” , una base seminorma-
lizada de X, con funcionales duales {e;}* . Consideramos los conjuntos %, y el
mejor error de aproximacion con m-términos o-,(x) como en la seccion §3.1.

Definicion 3.3.1. (Base Greedy)
Una base B = {e,},. | de un espacio de Banach X es greedy si existe una constante
C > 1 tal que

lx—GnX)| < Cou(x), YmeN,VxeX (3.18)

A la menor de las constantes C que cumplan (3.18) la llamaremos la constante
greedy y la denotaremos por C,.

Veamos a continuacion el resultado mas importante de este trabajo, resultado
que nos da una caracterizacion de las bases greedy y que fue demostrado por
Konyagin y Temlyakov en 1999; ver [5].

3.3.1. Teorema de caracterizacion de Konyagin y Temlyakov

Teorema 3.3.2. Una base 8 = (e,) .., de un espacio de Banach X es greedy si y
solo si es incondicional y democrdtica.

Para esta prueba necesitaremos de algunos lemas

Lema 3.3.3. Si 8 es una base incondicional de X, con constante K, como en la
Definicion 2.2.4, entonces
20

E ané,
ne A

ne A

< K, max|ay|
neA

Demostracion. Sea A = ma’kx la,|. S1 4 = 0 entonces la desigualdad es trivial;
ne.

suponemos pues que A > 0. Llamo a, = a,/A. Entonces |a,| < 1, Vn € A. Por el
lema de convexidad (ver Apéndice Lema A.1.4), tenemos

J

Z ape, = Z Az, (*)

ne A j=1

J
donde 4; € [0,1], 2 1;=1, y z; € { D Eney i EE {J_rl}} =: Z. Entonces

j=1 neA
J
S aner| = || D dnen]| = 4| 3 e =2 > 4
ne A ne A (%) j=1

ne A

=A
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J J
<A Allzll < ﬂ( 2 ﬂj)rglg’lzx Izl
=1

=

Como S es incondicional, usando la constante K, en la Definicion 2.2.4, tenemos

VzeZ
I = | 3 | < K| e
ne A ne A

< Kll

Lema 3.3.4. Si 8 es una base incondicional de X y A es finito entonces

S,

ne A

< Kullxl.

min |e’(x
nin e} (1)

Demostracion. Seaa, = e,(x)y A = ml’An |a,|. Si A = 0 entonces la desigualdad es
ne

trivial. Suponemos pues que A > 0. Entonces,

A
AHZ% :Hzﬂen HZ—
ne A ne A neAa”

donde B = (B,);2, se escoge como S, = A/a, sin € A,y B, = 0sin ¢ A. Como
|6.] <1,V n €N, usando la propiedad de la constante K, en (2.8) tenemos que

S,

ne A

= [Ispell

A

= ||Sp@)|| < Kullxl.

Demostracion del teorema 3.3.2.

Sea 5 una base greedy en X con constante greedy C,. Consideremos un
subconjunto finito A C N, con |A| = m. Veamos primero que 3 es incondicional.

Como vimos en la Proposicion 2.2.6 (que caracteriza las bases incondiciona-

les), si definimos el siguiente operador en el subconjunto denso £ = span {e;}72

Pai(x) = Z e (x)e,, xekE,

neA

entonces basta demostrar que se cumple la propiedad

IPa(0)l| < (Co + Dllxll, VY xeE.
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Por simplicidad denotamos P4 = I — P4. Si x € E, consideramos a > sup |e; (x)|.

n¢A
Sea
y = Pge(x) +a/Ze,, =x- Ze,ﬁ(x)en + aZen
neA neA neA
=x+ Z(af — e, (x))e,.
neA

Por un lado tenemos
o n(y) = inf {Hy - Z aje;
JjEA

y por otro lado, claramente

Al=m, a; € K} < |||

Gn) = ) en.

neA

Por hipétesis S es greedy, entonces

IPac(Oll = [ly = GuWIl < Coon(y) < Collx]l-

Entonces
IPAGOI < lx = Pa(l + [Ix]| < (Cy + 1) ||x]].

Por tanto, la base es incondicional con constante K, < C, + 1.

Probemos ahora que 8 es democrética (ver Definicion 3.2.1). Para eso escoge-
mos conjuntos finitos A, B C N tales que |A| = |B|. Notar que

AUB=(B\A)W(ANB)W(A\ B).

Seam =|A\ B| = |B\ A, y dado € > 0 definimos

x:(1+s)Zen+ Z e, + Zen.

neB\A neANB neA\B

Entonces G,,(x) = (1 +&) ), e,y tenemos:

neB\A
DE

< Coop(x)
neA neB\A

Cg”x— Z e, SCg(”Zen +8|| Z e,

neA\B neB neB\A

IA

)-

Haciendo € \, 0 obtenemos

Zen SCg”Zen

neA neB
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y por tanto la base es democritica, con constante Cy < C,.

Supongamos ahora que 3 es incondicional y democritica, con constantes
respectivas K, y C. Fijamos x € X, m € N. Tomamos un vector cualquieray € X,
que podemos escribir como

y= Z anén,

neB

para algunos coeficientes @, € K y un conjunto B C N con |B| = m. Vamos a
probar que existe C > 0 tal que

= Guto] = €l

b

de hecho, para cualquier aproximacion greedy G,,(x) de x (y en particular, para
Gn(x)). Escribimos G,,(x) = P4(x), para algin conjunto A C N con |A| = m. Por
la definicion de las aproximaciones greedy, tenemos que

min e, (x)| > méx |e, (x)|. (3.19)
neA n¢A

Obsérvese que
A“=N\A=(N\(AUB) v (B\A),
por tanto podemos escribir

llx = G (Ol = [|Pauy(x) + Ppa(Oll < [|Paupy (Ol + [[Pra(0)l. (*)

Sear =|A\ B| = |B\ A|, y nétese que como consecuencia de (3.19) también se
cumple

max |e; (x)| < min |e;(x)|.

neB\AI 2 (0] neA\BI 2 (0]

Usando el lema 3.3.3 y la desigualdad anterior, obtenemos

IPpaGOl = || D eh(ed|| < Ky mix es(0)l| > e
neB\A
neB\A neB\A
| = e
. neB\A
< K, rrgr}glanl Z e,
neA\ nEA\B || %“\Ben
eu(r) .
< K, min |a,| el
@i(r) neA\B iy

Usando que la base es democrética obtenemos

S

neA\B

IPpa()ll < K, Cx min |ay|
neA\B



3.3. BASES GREEDY 57

Usando ahora el Lema 3.3.4 tenemos

> e,

neA\B

1PsAll < K Ca = K Ca IPas()ll- (3.20)

Por otro lado, por la incondicionalidad de 3, tenemos

1Py (Ol = [|Pausy(x = Ml < Killx = ylI. (3.21)

IPavsOIl = [[Pas(x = P < Kyllx = ll. (3.22)

Combinando (3.20), (3.21) y (3.22) y teniendo en cuenta (), obtenemos
X = Gu()Il < Killx = yll + K;Callx = yll = (Ky + K;Ca)llx =yl
Tomando el infimo sobre todos los y € X, concluimos que

llx = G0l < (K, + KSCA)ylgf lx = yll = (K, + K2Cp) 0 ().

Por tanto, la base es greedy, con C, < K, + KSCA.

3.3.2. Ejemplos de bases greedy
A.- Espacios ¢, y ¢y

Proposicion 3.3.5. La base candnica 8 = {e,};", en una base greedy en cy y €,
paratodo1 < p < oo.

Demostracion. En efecto 8 es incondicional por el Lema 2.3.1, y es de democréti-
ca por el Lema 3.2.6. Por tanto, el Teorema 3.3.2 implica que 8 es una base
greedy. O

Observacion 3.3.6. De hecho, es posible demostrar que la constante C, = 1 en
todos estos espacios.

B.- Espacios (,((,) y {, ® {,

En estos espacios, ya vimos en el Capitulo 2 que la base candnica es incon-
dicional. Sin embargo, si p # ¢ la base no es democratica, y por tanto tampoco
es greedy. Es decir, en estos ejemplos, la aproximacion con el algoritmo greedy
|[x—G.(x)|| puede en general no estar cerca del mejor error de aproximacion o-,(x).
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C.- Base trigonométrica en L”(T), 1 < p < o0

Proposicion 3.3.7. Seal < p <ooyseaT = {1, e, e*, e?x 72X } el sistema

trigonométrico. Entonces T es una base greedy de LP(T) si y solo si p = 2.

Demostracién. Si p = 2, entonces 7 es una base ortonormal de L*(T). Por el
Lema 2.3.2 es incondicional y por el Lema 3.2.7 es democrética. Por tanto, 7 es
una base greedy en L*(T).

Si p # 2, es posible probar que 7 no es base incondicional, y por el Teorema
3.3.2, no serd una base greedy en L”(T). La demostracion de la condicionalidad
de 7 en LP(T), p # 2, se puede consultar en [7] (Chapter I1.D, Proposition 9). 0O

D.- Base de Haar en L7([0,1]), 1 < p <

Terminamos el capitulo con el resultado que asegura que la base de Haar nor-
malizada es greedy en LP([0, 1]), para 1 < p < 0.

Teorema 3.3.8. Sea 1 < p < oco. El sistema normalizado H") = {hﬁ," )= h,/ IIhnIILp}
es una base greedy en LP([0, 1]).

Antes de la demostracién, veamos un lema que sera util.

Lema 3.3.9. Sea 1 <r < o0 y0 < p < co. Existen constantes positivas c., y C,),
tales que para todo A C Z finito ,

cr,p( Z ,,pj) < (Z ,,21) < Cr,p( Z rpj)‘/r'.

JjeA JjeA JjeA

1/2

Demostracion. Sea j, = max{j : j € A}. Como r > 1, usando la férmula de
sumacion de una progresion geométrica tenemos

) A\l/p A\l/p 24 l/p
o < (Z ,,pj) < (Z ,,pj) _ ( ) 1o
rP —1

JeA J<io

P
rP—1

1/p
Llamando 6, := ( ) , esto implica

1/2

AP ) .
(Zr”’) Sér,prmSér,p(Zrzj) ,

JjEA JjEA

con lo que multiplicando los miembros por c,, := 1/6,, se obtiene la primera
desigualdad.

(o]
n=0
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Por otro lado, razonando de modo similar,

\1/2 ' \1/p
(Zrzj) <0, < 6r,2(2r”) )

JEA jeA
Esto prueba la segunda igualdad con C,, = ¢,,. O

Demostracion del Teorema 3.3.8.

Por el Teorema 2.3.4, H es incondicional (y por tanto también H‘?). Precisa-
mos probar que también es democratica. Usamos la notacion hﬂ) = h/ Rl
con /;(x) como en la §1.2.5. Notar que

_ (k+1)277 1/p . .
i =272 ( [ )" =22,
k

2-J
Ademads, para cada j = 0,1,2,... y cada x € [0, 1) fijos, existe un unico k €
{0,1,...,2/ — 1} tal que

I =21,y D@ =0, VK # ks

j’k,
de hecho, k = k. ; estd univocamente determinado por x € (K277, (k + 1)27).

Aplicando del lema anterior con r = 2!/7, existirdn constantes C, > ¢, > 0 tales
que, para todo subconjunto finito A c Ny Vx € [0, 1),

o mrer)” < (Tmrwr)” <o Y mrr) "

neA neA neA

Tomando normas en L?([0, 1)) se obtiene,

1/2
(> mrcor) H < C A", (3.23)
p

neA

1
cplAIMP <

(59

D ahP )

n=0

Ap

<
p

b

Utilizando ahora el Teorema 2.3.5, enunciado en la §2.3.4, tenemos que
o 172 o0 172
(D laa o) (D b coP)
n=0 n=0 I4
(3.24)

para ciertas constantes A, B, > 0, y cualquier sucesion finita de escalares a, € R.
Escogiendo a, = 1 sin € A,ya, = O0sin ¢ A, y combinando con (3.23)

obtenemos
Z hglp)( x)

neA

<B,
)4

Apc lAIMP < ‘ < B,C,AI"", YACN.

[e9)

Esto implica que el sistema {hff’ ) }>, es democratico en L”([0, 1]). Afiadiendo la
funcion Ay, es facil ver que también HH? serd una base democritica. Por tanto, el
Teorema 3.3.2 implica que " es una base greedy. 0
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Apéndice A
Resultados auxiliares

En este apéndice se exponen algunos resultados auxiliares que se utilizan en
el desarrollo de este trabajo y que han sido vistos previamente en alguna de las
asignaturas del Grado y del Master en Matematicas.

A.1. Teoremas de analisis funcional

Corolario A.1.1. (Teorema de la aplicacion abierta)
Si X y Y son espacios de Banach y T : X — Y es lineal, continua y biyectiva,
entonces T es un isomorfismo, es decir T™' : Y — X es lineal y continua.

Demostracion. Ver la prueba en ([2], Corollary 5.11) O

Teorema A.1.2. (Teorema del grafo cerrado)
Sean X, Y espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal, cuya grdfica

G(T) ={(x.y) eXXY : y=T(x)|
es un subespacio cerrado en X X Y. Entonces T es continuo.
Demostracion. Ver la prueba en ([2], Theorem 5.12) O

Teorema A.1.3. (Teorema de Banach—Steinhaus o Principio de acotacion uniforme).
Sean X, Y espacios de Banach, A un conjunto de indices y T, : X — Y operadores
lineales y continuos, para cada a € A. Suponer que para cada x € X se tiene

c(x) = sup [|To(x)lly < oo.
acA

Entonces existe una constante C > 0 tal que

sup [[To()lly < Cllxllx, VxeX.

acA

61
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Demostracion. Ver la prueba en ([2], Theorem 5.13) O

En el siguiente lema, si S C X, denotamos su envoltura convexa por

J J
co($):={> As; : s;€8, 4;€[0,1], Y 4;=1, JeN}.
j=1

=1

Lema A.1.4. (Lema de convexidad)
Si A C N es finito, entonces

{Z ey 1] < 1} = co ({ > een e {il}}).

neA neA

Demostracion. Trivial.

Probemos por induccién en |A| = N.
Caso N = 1. Si x = ae, tal que |a| < 1, tenemos que
1+a

1—-a
X=—F—en+— (—en),

donde Ay = %,/11 = 1%“, cumplen que 4p+4; = 1y 4; € [0,1], j = 0, 1. Entonces
x € co({e,, —e,}).

Suponer cierto para N — 1 y veamos el caso |A| = N. Tomo x = ) a,e,. Sea
neA
A = A’ U {ny}, donde |A’| = N — 1, entonces

X = ape, +x donde x'= Z a,e,.

neA’

Como |A’| = N -1y |a,| £ 1, por hipétesis podemos escribir

J
J
Y = Z;/ljxj con x; € { D Enn,En = —_Fl}, ng =1, 0<4;< 1.
J:

neA’

Asi,

Il
[~
p—
+
S
E
o~
~.
g
=
~.
+
QN
g |
N
+ Dla
.
M-
[E—
[\]
‘Q
E
P
~.
g
=
~.
|
o
E
p—
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Ahora, como |a,,| < 1 tenemos

1+a, 1 +a, 1-a, l+a, 1-a,
<—=fm)i<1 §( Do+ 2“"1,-): Do 27y,
j=1

2 T 2 Y 2 2

Ademas, x; + ¢,, € { D, Eney i E, € {il}}, para todo j = 1,...,J. Por tanto,
neA

deducimos que x € co ({ > Enen i Ey € {il}}). O

neA

A.2. Desigualdades

Lema A.2.1. Sea 1 < p < 0. Para todo a,b > 0 se cumple
(i) a7 +br <25 (a+b)r
(ii) (a+b)!'P < a'? + ',

Demostracion. Probamos (i). Sea f(x) = x!/?, x > 0, que es una funcién céncava.
Entonces se cumple

a+by _ fla)+ f(b)
)=
Sustituyendo se obtiene la expresion en (i).

Para demostrar (ii), dividiendo todo por b y llamando x = a/b, basta compro-

bar que
(x+ D7 <x?+1, ¥Yx>0.

Llamando g(x) = x'/7? + 1 — (x + 1)!/?, vemos que
g = %xl/p_l - %(x+ DYt >0, x>0.

Por tanto g es creciente y g(x) > g(0) = 0 para todo x > 0. O
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