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5.1. Preliminares teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.1.1. Integral de camino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.1.2. Los teoremas de Cauchy en versión elemental . . . . . . . . . . . . . 164

5.1.3. Teoremas de Morera, Liouville y Weierstrass . . . . . . . . . . . . . 165

5.2. Ejercicios resueltos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.2.1. Ejercicios con la integral de camino . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.2.2. Cálculo de integrales con desarrollos de Laurent . . . . . . . . . . . 169

5.2.3. Aplicaciones de los teoremas de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . 176
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Índice terminológico 387



Prólogo

Este libro es fruto de una dilatada experiencia enseñando análisis complejo en la Fa-
cultad de Matemáticas de la Universidad de Murcia. Además de algunos ejercicios clásicos
contiene material complementario con el que se profundiza en algunos aspectos de la ma-
teria.

Cada caṕıtulo comienza con una exposición de los conceptos y resultados teóricos
que se utilizan en las soluciones de los ejercicios que contiene. El repertorio de ejercicios
resueltos se presenta organizado en bloques, atendiendo a los recursos teóricos que, de
manera natural, intervienen en sus soluciones. En cada bloque, a través de los ejercicios
alĺı agrupados, se analizan comentan y enseñan posibles estrategias para abordar éstos y
otros ejercicios análogos. Esta organización en bloques se complementa con una gúıa a la
que hemos llamado Cómo hacerlo donde, de modo transversal, se señalan ejercicios que
ilustran cómo abordar tareas t́ıpicas de la materia.

Dentro de cada bloque se ha cuidado el orden en que aparecen los ejercicios. Cuando
el enunciado o la solución de uno de ellos utiliza resultados establecidos en otros, se ha
procurado que éstos hayan aparecido previamente. Aśı, la ubicación de un ejercicio suele
ser una valiosa indicación del camino y de los recursos con los que se puede alcanzar su
solución. Cada caṕıtulo termina con una colección de ejercicios propuestos. Se ofrece aśı
un material de trabajo accesible y bien organizado que completa la labor ya realizada por
otros autores en textos análogos muy valiosos [6], [10], [17].

Como orientación a los posibles interesados en esta obra merece la pena comentar aqúı
algunos detalles sobre su enfoque y contenido. No obstante, para tener una visión completa
de ella, se recomienda acudir a los comentarios que figuran en los encabezamientos de los
bloques de ejercicios.

En el primer caṕıtulo, dedicado al cuerpo de los números complejos, aparecen ejercicios
de carácter teórico donde se establecen las bases para la manipulación correcta de sumas
infinitas de números complejos (sumación por paquetes, sumación de series dobles iteradas,
etc.) En los complementos del caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa de las familias sumables, que
permite un enfoque natural de este asunto.

En el segundo caṕıtulo se consideran aspectos topológicos y geométricos del plano
complejo. A la utilización de la variable compleja para hacer geometŕıa plana se le dedica
una atención especial, por lo que ha parecido oportuno anticipar aqúı la introducción de
las transformaciones de Möbius.

Los ejercicios del tercer caṕıtulo se ocupan de las funciones elementales de variable
compleja y especialmente de la manipulación de funciones expresadas en términos de ellas.
Otros están dedicados a la determinación y gestión de ramas de algunas multifunciones
mediante técnicas que usan recursos de continuidad y conexión. En algunos de ellos se
obtienen, mediante fórmulas, ramas concretas de ráıces y logaritmos de polinomios.
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2 Prólogo

En el caṕıtulo cuarto, que se ocupa de las funciones definidas mediante series de po-
tencias o de Laurent, se sigue insistiendo en la manipulación de funciones concretas. Se
persigue adquirir experiencia en el manejo y en las propiedades de estos desarrollos antes
de abordar la teoŕıa general de Cauchy. La parte más básica es el bloque donde se calculan
desarrollos de funciones definidas en términos de las funciones elementales.

El quinto caṕıtulo incluye ya ejercicios genuinos de la teoŕıa de funciones holomorfas
que se pueden resolver utilizando las versiones elementales de los teoremas de Cauchy. Hay
un bloque donde se manipulan y calculan integrales de ĺınea considerando los desarrollos
en serie de potencias o Laurent de las funciones involucradas en ellas. Se insiste en el
cálculo de radios de convergencia de series de potencias, usando que la convergencia de
la serie ocurre en el mayor disco que cabe en un dominio donde existe una prolongación
anaĺıtica de la función suma.

El caṕıtulo sexto se ocupa del comportamiento local de las funciones holomorfas en
puntos regulares o en singularidades aisladas. Hay un bloque de ejercicios con resultados
útiles para detectar singularidades esenciales. La parte más básica es el bloque dedicado
a la clasificación, en funciones concretas, de sus singularidades aisladas y a las técnicas
para calcular los correspondientes residuos. Como material complementario se han incluido
ejercicios sobre funciones meromorfas y su representación mediante desarrollos de Mittag-
Leffler.

En el caṕıtulo séptimo, con las versiones generales de los teoremas de Cauchy, el teo-
rema de los residuos y el principio del argumento culminan los resultados teóricos rela-
cionados con las integrales de ĺınea. En las soluciones de los ejercicios confluye y se usa
el bagaje teórico de los caṕıtulos previos. El principio del argumento interviene de forma
natural en ejercicios donde se aplican criterios integrales para la existencia de primitivas
y la existencia de ramas de logaritmos o ráıces de funciones holomorfas. Estos ejercicios
se completan con otros, donde se caracterizan los abiertos del plano complejo donde estos
resultados de existencia están garantizados.

El octavo caṕıtulo contiene ejercicios clásicos sobre aplicaciones del teorema de los
residuos al cálculo de integrales y sumación de series.

En los ejercicios del noveno caṕıtulo, además de algunas aplicaciones del teorema del
módulo máximo, se consideran nuevos aspectos de las transformaciones conformes, en
particular aquéllos en los que interviene el Lema de Schwarz.

El lector interesado puede acudir a la versión electrónica de este libro que contiene,
además de lo anterior, ejercicios sobre funciones armónicas, factorización de funciones,
representación de funciones clásicas (Γ de Euler y ζ de Riemann) y familias normales de
funciones holomorfas. A través de dicha versión se podrá enlazar también con el material
complementario que se vaya añadiendo en el futuro.

Casi todos los ejercicios considerados en este libro proceden o son adaptaciones de los
que figuran en los textos habituales [1], [3], [4], [5], [7], [8], [9], [11], [12], [13], [14], [15] y
unos pocos son propuestas directas del autor.

Los conocimientos previos asumidos al redactar este libro han sido:

nociones básicas de álgebra lineal y geometŕıa eucĺıdea;

topoloǵıa de los espacios métricos: compacidad, conexión y continuidad;

cálculo diferencial e integral para funciones de una y dos variables reales.
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Cómo hacerlo

Aqúı se expone una gúıa orientativa para las tareas comunes a los diversos ejercicios
de variable compleja considerados en este texto.

Justificar igualdades y desigualdades donde intervienen números complejos

Se recomienda utilizar |z|2 = zz en lugar de |z|2 = x2 + y2. Véanse los ejercicios 1.1,
1.2, 1.3, 1.5, 1.8, 3.14, 4.34 y 4.36.

La función exponencial compleja y las fórmulas de de Moivre suelen ser útiles para
establecer fórmulas de trigonometŕıa como las que figuran en los ejercicios propuestos 8,
9, 10 y 11 del primer caṕıtulo. Cuando interviene la función exponencial hay que tener
presente que |ez| = ex, con x = Re z. Véanse los ejercicios 1.8, 3.16, 4.1, 4.4 y 4.5.

Usar números complejos para hacer geometŕıa en el plano

Para los ejercicios de geometŕıa plana se recomienda usar las coordenadas complejas
conjugadas z, z: véanse los ejercicios 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.9, 2.36 y los ejercicios
propuestos 1, 2, 3, 4, 5 y 6 del caṕıtulo 2.

En algunas cuestiones de geometŕıa plana intervienen las transformaciones de Möbius.
Véanse los ejercicios 2.10, 2.11, 2.12, 2.14 y 2.32. Estas transformaciones también son
útiles para algunos asuntos de geometŕıa esférica: véanse los ejercicios 2.31, 2.33 y 2.34.

Manejar series dobles y sumas iteradas

Para demostrar que una suma
∑

(p,q)∈N×N zpq es conmutativamente convergente (su-
mable) y manejar las correspondientes sumas iteradas se recomienda el resultado del co-
rolario 1.1.3 (véase también el ejercicio 1.16).

Calcular la imagen de una función

Cuando la función es sencilla y el dominio se describe fácilmente en coordenadas carte-
sianas o polares la técnica básica se explica en la sección 2.1.3. Véanse los ejercicios 2.22,
2.23, 2.26, 3.20 y 3.21. Para funciones más complicadas se recomienda descomponer la fun-
ción en transformaciones más sencillas. Las transformaciones de Möbius aparecen frecuen-
temente en estas descomposiciones por lo que conviene conocer las propiedades geométricas
de estas transformaciones. Véanse los ejercicios 2.17, 2.25, 2.27, 3.9, 3.12, 3.13, 3.17 y 3.18.

Obtener una rama de f−1(z)

Se recomienda descomponer la función f como composición de otras más sencillas, para
las que sea cómodo determinar ramas de sus inversas, y componer luego estas ramas. Este
procedimiento requiere, en cada paso, calcular las imágenes de las funciones involucradas
para poder determinar ramas concretas de sus inversas y gestionar luego la adecuada

5
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composición de las mismas. Véanse los ejercicios 2.22, 2.28, 2.29, 3.9, 3.12, 3.13, 3.19
y 3.22. En particular, si f es inyectiva, con este método se pueden conseguir fórmulas
concretas para su inversa.

Obtener una rama de log f(z)

Para una función concreta f(z) a veces es posible definir una rama de log f(z) me-
diante una fórmula expĺıcita, con una composición L(f(z)) donde L es un logaritmo de
la identidad. Véanse los ejercicios 3.3, 3.10, 4.16 y 4.17. Este procedimiento, que requiere
calcular la imagen de f y verificar que está contenida en un abierto donde hay definida
una rama L(z) de log z, no es siempre aplicable (véanse los ejercicios 3.5 y 3.10). Una al-
ternativa para abordar otros casos y simplificar los cálculos consiste en expresar la función
como producto de otras para las que existen ramas de sus logaritmos y obtener la rama de
log f(z) como suma de estas ramas. En general se puede acudir al resultado expuesto en la
proposición 5.1.5 que transforma el problema en otro equivalente sobre existencia de pri-
mitivas de f ′(z)/f(z), que se puede abordar con los recursos avanzados de los caṕıtulos 5,
6 y 7.

Obtener una rama de m
√
f(z)

Para una función concreta f(z), si podemos definir una rama holomorfa g(z) de log f(z)
también podemos obtener una rama de m

√
f(z), para todo m ∈ N, mediante la función

eg(z)/m. Aunque este método no es aplicable en general (véanse los ejercicios 3.4 y 3.10)
sin embargo, para valores particulares de m puede ser posible obtener una rama de m

√
f(z)

descomponiendo f en producto de funciones y multiplicando ramas de los factores. Este
método, que requiere calcular para cada factor su imagen y verificar que está contenida
en un abierto donde se puede definir una rama de m

√
z, es recomendable en situaciones

concretas porque proporciona una fórmula expĺıcita para una rama de m
√
f(z). Véanse los

ejercicios 3.4, 3.6, 3.7, 3.8, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 4.25, 5.6 y 7.19.

En general se puede acudir al resultado expuesto en el ejercicio 7.36 que transforma el
problema en otro equivalente sobre integrales curviĺıneas de f ′/f , que se podrán calcular
con los recursos avanzados de los caṕıtulos 5, 6 y 7. Muy útil para este tipo de cuestiones
es el principio del argumento (7.1.12).

Gestionar ramas de multifunciones

Para determinar y manejar de manera precisa ramas de algunos tipos de multifunciones
se recomienda usar los resultados, basados en argumentos de conexión y continuidad, que
se exponen en los ejercicios 3.1, 3.2 y 3.5. Véanse también los ejercicios 3.38 y 3.39.

Justificar la holomorf́ıa de una función

Se recomienda expresar la función en términos de funciones más sencillas y luego
utilizar que son holomorfas las sumas, productos y composiciones de funciones holomorfas.
También lo son los cocientes (en abiertos donde no se anule el denominador). Según la
proposición 3.1.4 y el comentario que le sigue, en las condiciones apropiadas, si f es
holomorfa también lo son las ramas de las multifunciones f−1(z), log f(z) y m

√
f(z) con

m ∈ N, cuando estas ramas existen.

Para justificar la holomorf́ıa de funciones definidas por integrales que dependen de
un parámetro se puede acudir al teorema 5.1.17 y a los ejercicios 5.48 y 5.49. Ejemplos
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ilustrativos de la aplicación de estos resultados se pueden ver en los ejercicios 5.51, 5.52
y 5.53.

En general, para demostrar que una función es holomorfa, no se recomienda acudir a las
condiciones de Cauchy-Riemann 3.1.6, salvo en el caso de una función definida en términos
de su parte real y su parte imaginaria, como ocurre en el ejercicio propuesto 3 del caṕıtulo 3.
Estas condiciones, que son útiles en ejercicios de naturaleza teórica, como 3.25, 3.27, 3.28,
3.29 y 3.30, desempeñan un papel protagonista en la teoŕıa de funciones armónicas.

Obtener isomorfismos conformes

Según la proposición 3.1.4, para que una aplicación biyectiva f sea un isomorfismo
conforme entre su dominio y su imagen basta que sea holomorfa con inversa continua.
Recursos teóricos avanzados (corolario 6.1.3) permiten eliminar el requerimiento de la
continuidad de la inversa: si f es inyectiva, su derivada no se anula, su imagen es abierta
y f establece un isomorfismo conforme entre su dominio y su imagen. En situaciones
concretas, no suele ser necesario acudir a este resultado porque a menudo es fácil comprobar
que la imagen es abierta y que la inversa es derivable. La técnica básica consiste en buscar
el isomorfismo conforme como composición de otros más sencillos (transformaciones de
Möbius, función exponencial, potencias y ráıces) cuya gestión suele ser sencilla usado
coordenadas polares. Resulta muy útil la experiencia adquirida en el cálculo de las imágenes
de los abiertos intermedios mediante los isomorfismos conformes que intervienen en la
composición. Véanse los ejercicios 2.13, 2.15, 2.18, 2.19, 2.20, 2.21, 2.24, 2.25, 2.26, 3.31,
3.32, 3.33, 3.34, 3.35, 3.36 y 3.37.

Calcular el radio de convergencia de una serie de potencias

Cuando se tiene un candidato para el valor del radio de convergencia, se puede justificar
su valor ρ invocando la proposición 4.1.4; en particular, se pueden buscar puntos en la
circunferencia |z−a| = ρ donde la serie sea convergente y puntos donde no lo sea (véase el
ejercicio 4.29). Cuando se conoce una fórmula para los coeficientes de la serie de potencias
el cálculo de su radio de convergencia se puede abordar mediante los ĺımites indicados
después de la proposición 4.1.4. Este método se usa en las soluciones de los ejercicios 4.10,
4.11 y 4.32.

Cuando no se dispone de una fórmula para los coeficientes, o el cálculo de los ĺımites
resulta engorroso, puede ser útil el método empleado en las ejercicios 4.25 y 5.20, basado
en el hecho de que un desarrollo en serie de potencias converge en el mayor disco, centrado
en el punto dado, donde hay definida una función holomorfa con ese desarrollo.

Calcular desarrollos en serie de potencias y en serie de Laurent

Para obtener el desarrollo en serie de potencias o el desarrollo en serie de Laurent de una
función concreta no es aconsejable calcular sus coeficientes mediante la fórmula integral
del teorema 5.1.11 o el corolario 5.1.4. Realmente estas fórmulas sirven para calcular las
integrales que figuran en ellas cuando hay un método alternativo para el cálculo de los
coeficientes.

Se recomienda obtener el desarrollo, a partir de los desarrollos de otras funciones, usan-
do los resultados indicados en el caṕıtulo 4: las funciones definidas por series de potencias
se pueden sumar y multiplicar siguiendo reglas similares a las de los polinomios. Si se
conoce el desarrollo en serie de potencias de una función f(z), para calcular los coeficien-
tes del desarrollo de 1/f(z) se puede usar el método de los coeficientes indeterminados



8 Cómo hacerlo

(indicado después de la proposición 4.1.8). Por otra parte, según la proposición 4.1.7, el
desarrollo de la composición de dos funciones cuyos desarrollos (en los puntos adecuados)
son conocidos, se puede hallar sustituyendo formalmente una serie en la otra. Véanse los
ejercicios 4.20, 4.21, 4.23 y5.22.

La serie binomial es útil para calcular desarrollos en serie de Laurent, alrededor de 0,

de funciones definidas por fórmulas donde intervienen ramas holomorfas de n

√
1 + (az)k

(vea los ejercicios 3.6, 4.22, 4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 5.6, 5.7, 7.16, 7.19 y 7.20).

Para calcular desarrollos de ramas de algunas multifunciones, y en particular de fun-
ciones inversas, se recomienda comenzar calculando los desarrollos de las derivadas (gene-
ralmente todas las ramas de una multifunción tienen la misma derivada) que suelen ser
funciones sencillas con desarrollos conocidos. De estos desarrollos se calculan primitivas y
se llega al desarrollo de la rama propuesta mediante la adición de la constante adecuada.
Véanse los ejercicios 4.12, 4.15 4.16, 4.17, 4.18, 4.19, 7.8 y 7.9.

Para calcular el desarrollo en serie de potencias de la suma de una serie de funciones
con desarrollos conocidos se puede usar la técnica de sumación por paquetes, como se
muestra en los ejercicios 4.13 y 4.14. También se puede razonar, sin usar sumación por
paquetes, mediante el corolario 5.1.16.

Aplicando el teorema de los residuos es posible calcular los coeficientes de un desarrollo
de Laurent usando los coeficientes del desarrollo en una corona contigua. Esto se ilustra
en los ejercicios 7.28 y 7.29.

Calcular la suma de una serie de potencias

Un método útil se basa en la consideración de la serie derivada que puede tener una
suma conocida. Véanse los ejercicios 4.32, 4.30 y 5.21.

Utilizar las desigualdades de Cauchy

Este resultado (teorema 5.1.13) puede servir para obtener desigualdades en las que
intervienen las sucesivas derivadas de una función en un punto. Véanse los ejercicios 5.38
y 5.39.

Utilizando desigualdades donde interviene |f(z)|, combinadas con las desigualdades de
Cauchy, se pueden obtener conclusiones interesantes, como las de los ejercicios 5.40, 5.43
y 5.44.

Bajo hipótesis adecuadas, la función M(r) = sup{|f(z)| : |z| ≤ r} tiene ciertas pro-
piedades que suelen ser consecuencia de las desigualdades de Cauchy. Véanse los ejerci-
cios 5.41, 5.42 y 5.45.

Utilizar el teorema de Liouville

Se puede usar el teorema de Liouville (5.1.14) para demostrar que una función entera
es constante cuando verifica alguna condición adicional. Para ello se sugiere considerar
alguna función relacionada con ella a la que se le pueda aplicar el teorema de Liouville.
Véanse los ejercicios 5.46 y 5.47.

Determinar el tipo de singularidad aislada

Para funciones concretas se pueden utilizar los resultados indicados en los ejemplos 6.1.10.
Véanse los ejercicios 6.19, 6.20, 6.21 y 6.22, aśı como los ejercicios 6.9, 6.10 y 6.11. Otras
veces se puede razonar por exclusión: la singularidad es de un tipo porque no puede ser
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de los otros dos tipos. Véanse los ejercicios 6.13 y 6.14. Como norma general, se puede
acudir al desarrollo de Laurent (ejercicio 6.8).

Calcular el residuo

En el párrafo que sigue a la definición 6.1.11 se indican resultados útiles para el cálculo
del residuo. En los ejercicios 6.17, 6.18, 7.19, 7.23, 7.25, 7.27 y 7.32 se ilustran estas
técnicas. Véanse también los ejercicios 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 7.21 y 7.24. Como norma
general, se recomienda considerar el desarrollo de Laurent, del que no es preciso calcular
todos sus términos pues sólo interesa el coeficiente a−1. Véanse los ejercicios 6.23 y 7.19.

Calcular la parte principal en un polo

La parte principal en un polo se calcula siguiendo el procedimiento indicado en el
párrafo que sigue a la proposición 6.1.7. Véanse los ejercicios 6.3 y 6.4.

Calcular integrales de ĺınea mediante desarrollos de Laurent

Según el corolario 5.1.4 el coeficiente a−1 del desarrollo de Laurent de una función
holomorfa en una corona sirve para calcular sus integrales sobre caminos cerrados en ella
y, en particular, para averiguar si la función tiene primitiva alĺı. En los ejercicios 5.5, 5.6,
5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.31, 7.17, 7.19, 7.38, 7.39 y 7.40, se utiliza este resultado.

Calcular integrales de ĺınea

Algunas integrales de ĺınea se pueden calcular mediante una aplicación directa de la
fórmula integral de Cauchy o del teorema de los residuos. Véanse los ejercicios 7.26, 7.27,
7.33 y 7.45. Otras integrales de ĺınea, aunque no quedan enmarcadas en el ámbito de
aplicación de estos teoremas, se pueden transformar en otras calculables mediante los
resultados mencionados. Los ejercicios 5.2, 5.3, 5.9, 5.32, 7.18, 7.19, 7.20 y 7.31 sirven de
ejemplo.

En otras ocasiones puede ser útil expresar la función como ĺımite (o suma) de una
sucesión de funciones que converge uniformemente sobre el camino de integración, cuyas
integrales son inmediatas, y obtener el valor de la integral como ĺımite (o suma) de las
integrales calculadas. Véanse los ejercicios 5.10, 5.11, 5.12, 5.27, 5.31, 5.33, 7.33, 7.34, 7.35
y 7.43.

Calcular integrales impropias con el teorema de los residuos

Además de las integrales de los tipos considerados en el caṕıtulo 8, merece la pena
consultar otras que quedan fuera de este marco. Véanse los ejercicios 5.14, 5.15, 8.9, 8.10,
8.11, 8.12 y 8.15.

Calcular ı́ndices

El manejo atinado de las propiedades del ı́ndice de un camino cerrado puede servir
para calcular ı́ndices de caminos sencillos. Véanse los ejercicios 7.1, 7.2 y 7.3. El principio
del argumento (7.1.12) es una herramienta muy útil para calcular ı́ndices de caminos
cerrados, pues la integral que interviene alĺı se puede interpretar como un ı́ndice. Véase la
proposición 7.1.13 y los ejercicios 7.4, 7.38, 7.39 y 7.40.
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Estudiar la existencia de primitiva
La versión general de los teoremas de Cauchy (7.1.7 y 7.1.8) y el teorema de los

residuos (7.1.11) combinados con las propiedades del ı́ndice de un camino cerrado respecto
a un punto son las herramientas con las que se puede estudiar la clase de los abiertos donde
una función dada tiene primitiva. Véanse los ejercicios 7.10, 7.11, 7.15, 7.17 y 7.30.

Estudiar la existencia de ramas de multifunciones
Dada una función holomorfa f , la proposición 5.1.5 y el ejercicio 7.36, combinados con

el principio del argumento y las propiedades del ı́ndice de un camino cerrado respecto a un
punto, son las herramientas definitivas para investigar la clase de los abiertos en los que
existen ramas de log f(z) o ramas de n

√
f(z), obteniendo aśı criterios generales que mejoran

las ideas sobre gestión de ramas de multifunciones expuestas en la página 6. Véanse los
ejercicios 7.7, 7.8, 7.9, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15, 7.19 y 7.37. Para otras multifunciones notables
véase 7.15 y 7.16.

Los métodos para obtener, en abiertos dados, fórmulas concretas para este tipo de
ramas han sido comentados anteriormente.

Localizar ceros y polos
El teorema de Rouché (7.1.14) es muy útil para localizar ceros y polos de funciones

meromorfas. Véanse los ejercicios 7.47, 7.48, 7.49, 7.50 y 7.53.

Extender al campo complejo fórmulas conocidas en el ámbito real Esto se
consigue usando el principio de identidad (4.1.10) una o varias veces. Véase el ejercicio 4.43.

Calcular desarrollos de Mittag-Leffler
La técnica estándar se muestra en los ejercicios 6.29, 6.30, 6.31, 8.22 y 8.23.



Caṕıtulo 1

Los números complejos

1.1. Preliminares teóricos

1.1.1. Módulo, argumento y conjugado

Se supone que el lector conoce el cuerpo C de los números complejos, formado por pares
ordenados de números reales, donde se definen la suma y el producto según las reglas:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad + bc).

Cuando el par (a, b) ∈ R2 se considera como elemento de C se expresa en la forma habitual
a + ib, con i = (0, 1). Cada número complejo se representa mediante un punto del plano
eucĺıdeo, y en las cuestiones donde no interviene la estructura de cuerpo se supone C
identificado con R2 en la forma natural x+ iy ↔ (x, y).

Por z, w designamos habitualmente elementos genéricos de C y se reservan las letras
x, y (resp. u, v) para la parte real e imaginaria de z = x+ iy (resp. w = u+ iv):

x = Re z, y = Im z, u = Rew, v = Imw.

Se dice que {z ∈ C : Re z = 0} = {iy : y ∈ R} es el eje imaginario y que {z ∈ C :
Im z = 0} es el eje real que se supone identificado con el cuerpo de los números reales R.

La estructura de cuerpo ordenado que tiene R no se puede extender a C, por lo que
la relación z ≤ w no tiene sentido para números complejos arbitrarios. Sin embargo, a la
hora de describir subconjuntos de C, es cómodo adoptar el siguiente convenio de notación:
z ≤ w (resp. z < w) significa que z y w están en el eje real y que, considerados como
números reales, cumplen la correspondiente desigualdad. Se usan convenios análogos para
z ≥ w y z > w.

El conjugado del número complejo z = x+iy es z̄ = x−iy y su módulo o valor absoluto
es |z| =

√
zz =

√
x2 + y2. Se verifica:

a) z +w = z + w, zw = z w, z/w = z/w si w 6= 0;

b) 1/z = z/|z|2 si z 6= 0.

Además de las propiedades caracteŕısticas de la norma eucĺıdea:

a) |z| ≥ 0 para todo z ∈ C, y |z| = 0 si y sólo si z = 0;

b) |z + w| ≤ |z| + |w| (desigualdad triangular);

11
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el valor absoluto de los números complejos se comporta respecto al producto de la misma
forma que el valor absoluto de los números reales

c) |zw| = |z| |w|.

Si z 6= 0 y (cosϕ+ i senϕ) = z/|z| se dice que ϕ es un argumento de z. Se denotará por
arg z el conjunto de los argumentos de z. El argumento principal de z, denotado Arg z, es
el único argumento de z que verifica −π < Arg z ≤ π, de modo que

arg z = {Arg z + 2πm : m ∈ Z}.

En el ejercicio 1.4 se muestra que para un número complejo z = x+ iy en Ω1 = C \ {x ∈
R : x ≤ 0} su argumento principal θ = Arg(x+ iy) se puede calcular con la fórmula

θ = 2 Arctg
y

x+
√
x2 + y2

También se supone que el lector está familiarizado con la expresión módulo argumental de
los números complejos: cada z ∈ C \ {0} se representa en la forma z = reiθ, donde r = |z|,
θ ∈ arg z y eiθ = cos θ+ i sen θ. Es fácil ver que (eiθ)n = einθ; esto es otra forma de escribir
la clásica fórmula de De Moivre

(cos θ + i sen θ)n = cosnθ + i sen nθ

muy útil para expresar cosnθ y sennθ en términos de sen θ y cos θ.

1.1.2. Exponenciales, logaritmos y ráıces

Para z = x + iy ∈ C se define ez = exeiy = ex(cos y + i sen y). El conjunto de los
logaritmos de w ∈ C \ {0} es

logw := {z : ez = w} = {log |w| + iα : α ∈ arg(w)}.

El logaritmo principal, es el que se obtiene con el argumento principal

Logw = log |w| + iArgw.

Dado z ∈ C, para cada n ∈ N, la ecuación wn = z tiene n soluciones, distintas si z 6= 0,
llamadas ráıces n-ésimas de z:

wk = |z|1/n
(

cos
Argw + 2πk

n
+ i sen

Argw + 2πk

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Las n ráıces de z son los vértices de un poĺıgono regular inscrito en la circunferencia de
centro el origen y radio |z|1/n. Mientras no se indique otra cosa el śımbolo n

√
z designa el

conjunto finito de las ráıces n-ésimas de z. Ninguna tiene preferencia y para seleccionar
una de ellas basta indicar expĺıcitamente su argumento.

Dados a 6= 0 y z ∈ C se define

az = {ezc : c ∈ log a}.

Si n ∈ N, resulta a1/n = n
√
a, pero en general az es un conjunto infinito. Sin embargo

también se suele usar la notación az para denotar el valor principal ez Log a. Es lo que
ocurre cuando a = e.
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1.1.3. Sumación de familias numerables y series dobles

El cuerpo C de los números complejos, con la distancia usual dada por d(z,w) = |z−w|,
es un espacio métrico completo, es decir, una sucesión de números complejos (zn) converge
si y sólo si cumple la condición de Cauchy:

para cada ε > 0 existe n(ε) ∈ N tal que para p, q ∈ N,

si p, q ≥ n(ε) entonces |zp − zq| < ε

En particular, una serie de números complejos
∑∞

n=1 zn converge si y sólo si cumple la
condición de Cauchy para series:

para cada ε > 0 existe n(ε) ∈ N tal que para p, q ∈ N,

si q > p ≥ n(ε) entonces
∣∣∑q

n=p zn

∣∣ ≤ ε.

Si
∑∞

n=1 |zn| < +∞ se dice que la serie
∑∞

n=1 zn es absolutamente convergente.
Una consecuencia directa de la condición de Cauchy es que toda serie absolutamente

convergente
∑∞

n=1 zn es convergente y además se verifica que
∣∣∑∞

n=1 zn

∣∣ ≤ ∑∞
n=1 |zn|.

Una serie de números complejos se dice que es semiconvergente cuando es convergente
pero no es absolutamente convergente.

Cambiar el orden de los términos de la serie
∑∞

n=1 zn consiste en considerar otra serie∑∞
n=1 zτ(n) donde τ : N −→ N es una biyección. Una serie se dice que es incondicionalmente

convergente cuando es convergente y cualquier cambio del orden de sus términos no altera
ni la convergencia ni el valor de la suma.

Para una serie de números reales es bien conocida la equivalencia entre la convergencia
absoluta y la convergencia incondicional. En particular, si una serie de números reales
positivos es convergente, sigue siendo convergente, con la misma suma, cuando se modifica
el orden de sus términos. Considerando las dos series reales en que se descompone una
serie compleja se obtiene fácilmente que para series de números complejos la convergencia
absoluta y la convergencia incondicional también son equivalentes.

Si J es un conjunto infinito numerable, se dice que
∑

j∈J zj es una suma conmutativa-
mente convergente, con suma S, cuando para cada biyección
τ : N −→ J la serie

∑∞
n=1 zτ(n) converge y su suma es S. (Para J = N la convergen-

cia conmutativa no es otra cosa que la convergencia incondicional). Una demostración
directa de los siguientes resultados se puede ver en el caṕıtulo 2 de [16].

Proposición 1.1.1.
La suma

∑
j∈J zj es conmutativamente convergente si y sólo si el conjunto de las sumas

finitas {∑j∈F |zj | : F ⊂ J finito} está acotado superiormente.

En virtud de 1.1.1, si
∑

j∈J zj es conmutativamente convergente y M ⊂ J entonces∑
m∈M zm también lo es. En lo que sigue su valor será denotado SM .

Teorema 1.1.2. Sumación por paquetes.

Si
∑

j∈J aj es conmutativamente convergente, dada una partición {Jk : k ∈ N} de J ,
sea Sk =

∑
j∈Jk

aj. Entonces la serie
∑∞

k=1 Sk es absolutamente convergente y

∑

j∈J

aj =
∞∑

k=1

Sk =
∞∑

k=1

∑

j∈Jk

aj
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El teorema anterior permite justificar algunas manipulaciones formales que se suelen
hacer con las series de potencias, similares a las que habitualmente se hacen con los
polinomios (véanse los ejercicios 4.13, 4.14 y 5.11).

Corolario 1.1.3.

Si
∑∞

n=1

∑∞
k=1 |znk| < +∞ entonces para cada n ∈ N y cada k ∈ N las series

∑∞
k=1 znk,∑∞

n=1 znk son absolutamente convergentes y sus sumas forman series absolutamente con-
vergentes que verifican

∞∑

n=1

∞∑

k=1

znk =
∞∑

k=1

∞∑

n=1

znk

Corolario 1.1.4.

Si las series
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn son absolutamente convergentes, su producto de con-
volución

∑∞
n=1 cn, definido por cn = a1bn + a2bn−1 + · · · anb1 también es absolutamente

convergente y
∞∑

n=1

cn =

( ∞∑

n=1

an

)( ∞∑

n=1

bn

)

El resultado anterior lo completa un resultado de Mertens (véase el teorema 8.46 en [2]
o el ejercicio 1.18) según el cual, si dos series de números complejos son convergentes y una
de ellas es absolutamente convergente entonces su producto de convolución es convergente
hacia el producto de sus sumas.

En 1.1.4 se introduce la noción de familia sumable (que para las familias numerables
equivale a la convergencia conmutativa) y con ella se obtienen los resultados anteriores aśı
como la equivalencia entre la convergencia absoluta y la incondicional.

1.1.4. Complementos sobre familias sumables

En algunos temas de Análisis Matemático (como en la teoŕıa de series de potencias)
a menudo conviene considerar sumas del tipo

∑
j∈J zj donde (zj)j∈J es una familia de

números complejos con ı́ndices en un conjunto arbitrario J donde no hay prefijado un
orden natural, como ocurre en el caso de las series dobles cuando J = N × N. Con la
noción de familia sumable de números complejos (véase la definición 1.1.5) se logra dar
sentido a sumas de este tipo. En el ejercicio 1.13 se muestra que cuando J es numerable esta
noción es equivalente a la de convergencia conmutativa. Esto permite, en el ejercicio 1.15,
establecer la equivalencia entre la convergencia absoluta y la convergencia incondicional
de series de números complejos.

Un resultado central de la teoŕıa de familias sumables es el teorema de sumación
por paquetes (1.11), que establece una propiedad asociativa generalizada para las sumas
infinitas. Este resultado, que se formula y justifica cómodamente con el lenguaje de las
familias sumables, proporciona un tratamiento sencillo y unificado de la sumación iterada
de series dobles y del producto de convolución de series (1.1.3 y 1.1.4). Además permite
justificar las manipulaciones formales que se suelen hacer para calcular desarrollos en serie
de potencias.

La noción de familia sumable proporciona un punto de vista natural, y algo más
general, de la convergencia incondicional y de la sumación por paquetes.

El teorema 8.42 del libro de Apostol [2] es una versión del teorema de sumación por
paquetes para el caso de series dobles absolutamente convergentes. Los teoremas 8.43 y
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8.44 del mismo libro aparecen aqúı como 1.16 y 1.17. Véanse también los teoremas 8.32 y
8.33 en [2, págs. 239–240].

Dada una familia de números complejos (zj)j∈J , con ı́ndices en un conjunto arbitrario
J , la idea para dar sentido a la suma

∑
j∈J zj consiste en considerar, para los subconjuntos

finitos H ⊂ J , las sumas finitas SH =
∑

j∈H zj y luego el ĺımite de estas sumas finitas, en
el sentido que se precisa en la siguiente definición:

Definición 1.1.5.

La familia (zj)j∈J es sumable con suma S ∈ C si se verifica: para cada ε > 0 existe
H(ε) ⊂ J finito tal que, si H ⊂ J es finito y H ⊃ H(ε), entonces |SH − S| < ε.

En este caso la suma S de la familia se denota
∑

j∈J zj .

Si H (J) es la familia de las partes finitas de J , dirigida por inclusión, el lector familia-
rizado con la noción de red reconocerá que (SH)H∈H (J) es una red y que en la definición
1.1.5 lo que se hace es requerir que esta red tenga ĺımite S.

En las condiciones de la definición anterior es inmediato que la suma S es única.
Además, cuando J es finito, resulta el caso particular de una suma finita.

En lo que sigue, aunque no se sepa que la familia (zj)j∈J es sumable, es cómodo adoptar
un abuso de notación similar al que se usa con las series: el śımbolo

∑
j∈J zj significa que

se está considerando la sumabilidad de la familia (zj)j∈J . En el caso de que sea sumable
se suele decir también que

∑
j∈J zj es sumable y con el mismo śımbolo se designa también

el valor de la suma.
En el ejercicio 1.9 se puede ver la demostración del siguiente resultado.

Proposición 1.1.6.
Una condición necesaria y suficiente para que la familia (zj)j∈J sea sumable es que se

cumpla la siguiente condición de Cauchy: para cada ε > 0 existe H(ε) ⊂ J finito tal que,
si H ⊂ J es finito y H ∩H(ε) = ∅, entonces |SH | ≤ ε.

Usando la condición de Cauchy se obtiene fácilmente que si L ⊂ J y la familia (zj)j∈J

es sumable, entonces (zj)j∈L también lo es: dado ε > 0, si H(ε) es el subconjunto finito
de J que proporciona la condición de Cauchy para la familia sumable (zj)j∈J entonces
H(ε) ∩ L es un subconjunto finito de L que sirve para ver que la familia (zj)j∈L cumple
la condición de Cauchy, y por lo tanto es sumable.

En el ejercicio 1.11 se puede ver la demostración del siguiente teorema.

Teorema 1.1.7. Sumación por paquetes.

Dada una familia sumable (zj)j∈J y una partición {Jα : α ∈ A} de J formada por
conjuntos no vaćıos, se verifica: todas las familias (zj)j∈Jα son sumables y si Sα =∑

j∈Jα
zj entonces la familia de las sumas (Sα)α∈A es sumable y se cumple:

∑

j∈J

zj =
∑

α∈A

Sα =
∑

α∈A

( ∑

j∈Jα

zj

)

En el caso J = N hay que advertir que la noción de familia sumable es distinta
de la noción usual de serie convergente. Dada una sucesión (zn)n∈N, para la definición de
convergencia de la serie

∑∞
n=1 zn se tiene en cuenta el orden de N, ya que sólo se consideran

sumas finitas del tipo
S{1,2,...,n} = z1 + z2 + · · · + zn,
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y se requiere que estas sumas formen una sucesión convergente. Es decir, en la definición
de suma de una serie

∑∞
n=1 zn interviene una suma ordenada y se obtiene la suma total

añadiendo términos de acuerdo con el orden usual de N.
Por otra parte, la definición de familia sumable (zn)n∈N es intŕınsecamente una noción

de suma desordenada donde la suma total se obtiene añadiendo sumandos, en cantidad
finita y en forma completamente arbitraria.

Por ello, cuando J = N, conviene distinguir los dos conceptos usando notaciones dis-
tintas,

∑∞
n=1 zn,

∑
n∈N zn, según se considere, respectivamente, una serie en sentido usual

o una suma en el sentido de las familias sumables.
Según el ejercicio 1.12 a la hora de estudiar la sumabilidad de una familia concreta

(zj)j∈J no es restrictivo suponer que J es numerable. Después de este resultado parece que
el estudio de las familias sumables se debeŕıa restringir al de las sucesiones sumables. Pero
hay dos razones para considerar familias sumables con ı́ndices en un conjunto arbitrario J .
La primera de ellas es que al considerar las familias sumables con ı́ndices en J , el conjunto
numerable C que aparece en 1.12 no es común a todas las familias. La segunda es que,
incluso cuando J es numerable, no es recomendable numerar J para reconsiderar la familia
con ı́ndices en N. En el caso caso de las series dobles, donde J = N × N, cualquier orden
que se imponga en J es completamente artificial y ajeno a la noción de familia sumable.

Cuando J es numerable hay otra alternativa para dar sentido a sumas de números
complejos del tipo

∑
j∈J zj , basada en la noción de serie incondicionalmente convergente:

es la noción de suma conmutativamente convergente considerada en la sección 1.1.3 (véase
el ejercicio 1.13). Una vez que ha sido establecida la equivalencia entre sumabilidad y
convergencia conmutativa (véase el ejercicio 1.14) en el ejercicio 1.15 se obtiene un criterio
útil para garantizar, en situaciones concretas, la sumabilidad de una familia dada.

Resultados clásicos sobre series dobles y producto de series se obtienen fácilmente
considerando el caso J = N× N. Véanse los ejercicios 1.16 y 1.17.

1.2. Ejercicios resueltos

1.2.1. Sobre módulo, argumento y conjugado

Los ejercicios recogidos en este tramo son de carácter elemental. En ellos sólo in-
tervienen la multiplicación compleja y las nociones de valor absoluto, conjugado y
argumento de un número complejo.

Ejercicio 1.1.
Si z, w son números complejos demuestre la identidad del paralelogramo:

|z + w|2 + |z − w|2 = 2
(|z|2 + |w|2).

Como aplicación obtenga el mı́nimo valor de |z − a|2 + |z − b|2 donde a, b son números
complejos fijos y z vaŕıa en C.

solución.

|z + w|2 + |z − w|2 = (z + w)(z + w) + (z −w)(z − w) = 2|z|2 + 2|w|2.
Sustituyendo z por z − (a+ b)/2 y w por (b− a)/2 resulta

|z − a|2 + |z − b|2 = 2

∣∣∣∣z − a+ b

2

∣∣∣∣
2

+ 2

∣∣∣∣
b− a

2

∣∣∣∣
2
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Es obvio que la expresión de la derecha alcanza un mı́nimo para z = (a + b)/2. Su valor
es |b− a|2/2.

Ejercicio 1.2.

Compruebe las siguientes afirmaciones:

a) |a− b| < |1 − ab| si |a| < 1 y |b| < 1;

b) |a− b| = |1 − ab| si |a| = 1 o |b| = 1.

solución.

a) |a−b| < |1−ab| equivale a (a−b)(a−b) < (1−ab)(1−ab). Efectuando los productos
y sumando miembro a miembro el número real ba+ ab resulta la desigualdad equivalente
|a|2 + |b|2 < 1 + |a|2|b|2 que, escrita en la forma |a|2(1 − |b|2) < (1 − |b|2), es inmediata.

b) Análogamente, |a− b| = |1 − ab| equivale a |a|2(1 − |b|2) = 1 − |b|2, que se cumple
cuando |a| = 1 o |b| = 1.

Nota. También se puede obtener a) usando la teoŕıa de las transformaciones de Möbius
que se expone en el caṕıtulo 2. En ella se establece que si |a| < 1 entonces T (z) =
(z− a)/(1 − az) transforma la circunferencia |z| = 1 en śı misma y deja invariante el disco
|z| < 1 (véase el ejercicio 2.19).

Ejercicio 1.3.

Demuestre la igualdad de Lagrange:

∣∣∣∣
∑

1≤i≤n

aibi

∣∣∣∣
2

=

( ∑

1≤i≤n

|ai|2
)( ∑

1≤i≤n

|bi|2
)

−
∑

1≤i<j≤n

∣∣aibj − ajbi

∣∣2

solución.

En los siguientes sumatorios los sub́ındices i, j vaŕıan en {1, 2 . . . , n}.

(∑

i

|ai|2
)(∑

i

|bi|2
)

−
∣∣∣
∑

i

aibi

∣∣∣
2

=
∑

i,j

|ai|2|bj |2 −
∑

i,j

aibiajbj =

=
∑

i6=j

|ai|2|bj |2 −
∑

i6=j

aibiajbj =

=
∑

i<j

aibj(aibj − ajbi) +
∑

i>j

aibj(aibj − ajbi) =

=
∑

i<j

[
aibj(aibj − ajbi) + ajbi(ajbi − aibj)

]
=

=
∑

i<j

(aibj − ajbi)(aibj − ajbi) =

=
∑

i<j

∣∣aibj − ajbi

∣∣2.
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Ejercicio 1.4.
Obtenga una fórmula para calcular el argumento principal de un número complejo

z = x+ iy en Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

solución.

Sea z = x+ iy ∈ Ω1 y θ = Arg z. Entonces

y = r sen θ = 2r sen θ
2 cos θ

2 = 2r cos2 θ
2 tg θ

2 =

= (r + r cos θ) tg θ
2 = (r + x) tg θ

2

Cuando x+ iy ∈ Ω1 se puede asegurar que x+ r = x+
√
x2 + y2 6= 0 y aśı se obtiene

Arg(x+ iy) = θ = 2 Arctg
y

x+
√
x2 + y2

Nota. Si consideramos Arg como función de dos variables reales (x, y) la fórmula an-
terior garantiza que su restricción a Ω1 = R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0} es de clase C∞.

1.2.2. Ejercicios con polinomios complejos

Los ejercicios de este tramo, sobre funciones polinómicas de variable compleja, se
resuelven con recursos básicos de ĺımites y continuidad.

Ejercicio 1.5.

Sea f(z) = 1 +
k∑

n=m

anz
n un polinomio, donde am 6= 0 ( 1 ≤ m ≤ k).

a) Si u ∈ C y |u| = 1 demuestre que

ĺım
t→0

(|f(tu)|2 − 1
)
t−m = 2 Re(amu

m);

ĺım
t→0

(
Re f(tu) − 1

)
t−m = Re(amu

m).

b) Utilice a) para demostrar que las funciones |f |, Re f no presentan en z = 0 ni
máximo ni mı́nimo relativo.

c) Utilice b) para demostrar el teorema fundamental del Álgebra.

Indicación. Si p es un polinomio complejo y p(a) 6= 0 entonces |p| no presenta un
mı́nimo relativo en a.

solución.

a) f(z) = 1 + amz
mp(z) donde p(z) es un polinomio de grado k − m ≥ 0 tal que

p(0) = 1. Si |u| = 1 y t ∈ R se tiene

|f(tu)|2 = f(tu)f(tu) =
(
1 + tmumamp(tu)

)(
1 + tmumamp(tu)

)
,

luego
|f(tu)|2 − 1 = tm

(
umamp(tu) + umamp(tu)

)
+ t2m|am|2|p(tu)|2.
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Como p(0) = 1, se obtiene

ĺım
t→0

(|f(tu)|2 − 1
)
t−m = umam + umam = 2 Re(amu

m).

Tomando partes reales en la igualdad (f(tu) − 1)t−m = amu
mp(tu) y pasando al ĺımite

cuando t tiende hacia 0 resulta

ĺım
t→0

(
Re(f(tu) − 1

)
t−m = Re(amu

m).

b) Para t > 0 suficientemente pequeño (|f(tu)|2 − 1)t−m tiene el mismo signo que su
ĺımite en t = 0. Si m es impar |f(tu)|2 − 1 cambia de signo en cualquier entorno de 0 luego
|f | no presenta en z = 0 ni máximo ni mı́nimo relativo. Si m es par y se elige u de modo
que Re(amu

m) < 0 entonces |f(tu)|2 − 1 < 0 en un cierto entorno de t = 0, luego |f | no
presenta mı́nimo relativo en z = 0. Razonando con otro valor de u tal que Re(amu

m) > 0
se obtiene que |f | tampoco presenta un máximo relativo en z = 0.

Análogamente, para t > 0 suficientemente pequeño (Re(f(tu) − 1)t−m tiene el mismo
signo que su ĺımite Re(amu

m) y con un razonamiento similar al efectuado anteriormente
se demuestra que Re f(z) no presenta en z = 0 un extremo relativo.

c) Si suponemos que p es un polinomio no constante y p(a) 6= 0 entonces f(z) =
p(z + a)/p(a) es un polinomio que está en las condiciones del enunciado. Según b) la
función |f | no presenta extremos relativos en z = 0, y lo mismo le ocurre a |p| en z = a.

Se sigue de esto que si |p| presenta un mı́nimo absoluto en a ∈ C debe ser p(a) = 0. La
demostración del teorema fundamental del álgebra se obtiene viendo que |p| alcanza un
mı́nimo absoluto. Efectivamente, como p no es constante se cumple ĺım|z|→∞ |p(z)| = +∞,
luego existe R > 0 tal que |z| > R implica |p(z)| > |p(0)|. El mı́nimo absoluto de la función
continua |p| sobre el compacto {z : |z| ≤ R} se alcanza en algún punto a del compacto.
Teniendo en cuenta que

|p(a)| ≤ |p(0)| < |p(z)| para |z| > R

se obtiene que |p(a)| ≤ |p(z)| para todo z ∈ C.

Ejercicio 1.6.

Sea p(z) = zm+1 +
∑m

k=0 akz
k un polinomio complejo con

∑m
k=0 |ak| > 0. Demues-

tre que el polinomio real r(x) = xm+1 − ∑m
k=0 |ak|xk tiene un único cero positivo α ≤

máx{1,
∑m

k=0 |ak|} y que los ceros de p están contenidos en el disco cerrado D(0, α).

solución.

El polinomio real r(x) tiene los mismos ceros positivos que la función

f(x) =
r(x)

xm+1
= 1 −

( |am|
x

+
|am−1|
x2

+ · · · +
|a0|
xm+1

)
.

La expresión de la derecha pone de manifiesto que f es estrictamente creciente en [0,+∞)
y que ĺımx→0+ f(x) = −∞, ĺımx→+∞ f(x) = 1. Con el teorema de Bolzano se obtiene que
f(α) = 0 para algún α > 0 y, como f es estrictamente creciente en [0,+∞), se sigue que
α es el único cero positivo de f .
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Si p(a) = 0 y a 6= 0 se cumple

|a|m+1 =
∣∣∣

m∑

k=0

aka
k
∣∣∣ ≤

m∑

k=0

|ak||a|k

luego f(|a|) ≤ 0, y por lo tanto |a| ≤ α. Sea R = máx{1,
∑m

k=0 |ak|}.

Si R = 1 entonces f(1) ≥ 0 lo que implica α ≤ 1 = R.

Si R > 1 es f(1) < 0 luego α > 1, con lo cual

αm+1 =
m∑

k=0

|ak|αk ≤ αm
m∑

k=0

|ak|

es decir, α ≤ ∑m
k=0 |ak| = R.

Ejercicio 1.7.

Si p(z) = b0 + b1z + b2z
2 + · · · + bm+1z

m+1 es un polinomio complejo con coeficientes
reales, b0 ≥ b1 ≥ · · · ≥ bm+1 > 0, demuestre que p no tiene ceros en D(0, 1).

Indicación. Considere el polinomio q(z) = (z− 1)p(z) y utilice el resultado obtenido en
el ejercicio 1.6.

solución.

No es restrictivo suponer que b0 = 1.

q(z) = (z − 1)p(z) = bm+1z
m+2 + (bm − bm+1)zm+1 + · · · + (b0 − b1)z − b0.

El polinomio

Q(z) = bm+1 + (bm − bm+1)z + · · · + (b0 − b1)zm+1 − b0z
m+2 = zm+2q

(1

z

)

cumple

|bm+1| + |bm − bm+1| + · · · + |b0 − b1| =

= bm+1 + (bm − bm+1) + · · · + (b0 − b1) = b0 = 1.

Según el ejercicio 1.6, los ceros de Q están contenidos en {z : |z| ≤ 1}. Si p(a) = 0
debe ser a 6= 0 y q(a) = 0, luego Q(1/a) = 0 y se sigue que |1/a| ≤ 1, es decir |a| ≥ 1.

Ejercicio 1.8.

Sean α1, α2, α3, . . . , αn números complejos no nulos, distintos dos a dos. Si los polino-
mios complejos p1(z), p2(z), . . . , pn(z) verifican

n∑

k=1

pk(z)eαkz = 0 para todo z ∈ C

demuestre que son idénticamente nulos.
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solución.

Podemos suponer |α1| ≥ |α2| ≥ · · · ≥ |αn−1| ≥ |αn| > 0. Comenzamos escribiendo la
igualdad del enunciado para z = tα1, con t ∈ R:

p1(tα1)e|α1|2t + p2(tα1)eα2α1t + · · · + pn(tα1)eαnα1t = 0.

Multiplicando por e−t|α1|2 se obtiene que para todo t ∈ R se cumple

p1(tα1) + p2(tα1)e−µ2t + · · · + pn(tα1)e−µnt = 0 (*)

con µk = |α1|2 − αkα1.
Como αk/α1 6= 1 y |αk/α1| ≤ 1, debe ser Re(αk/α1) < 1, luego

Re(αkα1) = |α1|2 Re
αkα1

|α1|2 = |α1|2 Re
αk

α1
< |α1|2

es decir, Reµk > 0 para k ∈ {2, 3, . . . , n}.
En virtud de la desigualdad triangular, para k ∈ {2, 3, . . . , n}, hay un polinomio qk,

con coeficientes reales positivos, que verifica |pk(tα1)| ≤ qk(t) para todo t > 0, luego
|pk(tα1)||e−tµk | ≤ qk(t)e−t Re µk , y por lo tanto

ĺım
t→+∞

|pk(tα1)||e−tµk | = 0 para k ∈ {2, 3, . . . , n}.

Usando la igualdad (*) se obtiene que ĺımt→+∞ p1(tα1) = 0, de donde se sigue que el
polinomio p1 es idénticamente nulo. Repitiendo el razonamiento se obtiene sucesivamente
que p2 es idénticamente nulo, que p3 es idénticamente nulo, etc.

1.2.3. Sobre familias sumables

Ejercicio 1.9.
Demuestre que la siguiente condición de Cauchy es necesaria y suficiente para que la

familia (zj)j∈J sea sumable: para cada ε > 0 existe un conjunto finito H(ε) ⊂ J tal que
todo conjunto finito H ⊂ J con H ∩H(ε) = ∅ cumple |SH | < ε.

solución.

Necesidad. Dado ε > 0 sea H(ε/2) ⊂ J el conjunto finito proporcionado por la de-
finición de familia sumable. Si H ⊂ J es finito y H ∩ H(ε/2) = ∅, se puede escribir
SH = SA − SB, con A = H(ε/2) ∪H y B = H(ε/2), luego

|SH | ≤ |SA − S| + |SB − S| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Suficiencia. La condición de Cauchy con ε = 1/n proporciona una sucesión de conjuntos
finitos Hn ⊂ J tal que si H ⊂ J es finito y H ∩Hn = ∅ entonces |SH | < 1/n. La sucesión
SHn es de Cauchy: efectivamente, dados n,m ∈ N, si se cancelan sumandos comunes en
las sumas SHn , SHm se obtiene

|SHn − SHm| = |SA − SB|, donde A := Hn \Hm, B := Hm \Hn.

Como |SA| < 1/m y |SB | < 1/n resulta |SHn − SHm | < 1
n + 1

m de donde se sigue que
(SHn) es una sucesión de Cauchy. La completitud de C garantiza la existencia del ĺımite
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S = ĺımn SHn . Aśı, dado ε > 0 existe n(ε) > 2/ε tal que |SHn − S| < ε/2, para todo
n ≥ n(ε). La demostración termina mostrando que el conjunto finito H(ε) := Hn(ε)

cumple los requisitos de la definición 1.1.5. Efectivamente, si H ⊂ J es finito y H ⊃ Hn(ε)

la diferencia D := H \Hn(ε) cumple |SD| < 1
n(ε) <

ε
2 y se obtiene

|SH − S| ≤ |SH − SHn(ε)
| + |SHn(ε)

− S| = |SD| + |SHn(ε)
− S| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Ejercicio 1.10.

Demuestre que, para una familia de números complejos (zj)j∈J , son equivalentes:

a)
∑

j∈J |zj | es sumable.

b)
∑

j∈J zj es sumable.

c) El conjunto de las sumas finitas
{∑

j∈H zj : H ∈ H (J)
}

es acotado.

d) El conjunto de las sumas finitas
{∑

j∈H |zj | : H ∈ H (J)
}

es acotado.

solución.

a) ⇒ b) Es consecuencia de 1.1.6 ya que, en virtud de la desigualdad triangular, la
condición de Cauchy para la suma en a) implica la condición de Cauchy para la suma en
b).

b) ⇒ c) Si
∑

j∈J zj es sumable con suma S, aplicando la definición de familia sumable
con ε = 1 se obtiene un conjunto finito H(1) ⊂ J tal que |SA − S| < 1 cuando A es finito
y A ⊃ H(1). Si R = |SH(1)| + 1 es claro que para todo conjunto finito H ⊂ J podemos
considerar A = H ∪H(1) y por lo tanto

|SH − S| ≤ |SH − SA| + |SA − S| ≤ |SH(1)| + |SA − S| ≤ R

c) ⇒ d) Por hipótesis M := sup{|SH | : H ⊂ J, finito} < +∞. Considerando la parte
real xj de zj , cada conjunto finito H ⊂ J lo descomponemos en dos partes disjuntas
H+ = {j ∈ H : xj ≥ 0}, H− = {j ∈ H : xj < 0} con las que se obtiene

∑

j∈H

|xj | =
∑

j∈H+

xj −
∑

j∈H−

xj =
∣∣∣
∑

j∈H+

xj

∣∣∣+
∣∣∣
∑

j∈H−

xj

∣∣∣ =

= |ReSH+ | + |ReSH− | ≤ |SH+ | + |SH− | ≤ 2M.

Análogamente, considerando yj = Im zj resulta
∑

j∈H |yj | ≤ 2M y, teniendo en cuenta
que |zj | ≤ |xj | + |yj |, se concluye que

∑
j∈H |zj | ≤ 4M para cada H ⊂ J finito.

d) ⇒ a) Por hipótesis σ = sup
{∑

j∈H |zj | : H ∈ H (J)
}

es finito. Como la familia
de las sumas finitas σH =

∑
j∈H |zj | es creciente, es decir σH1 ≤ σH2 cuando H1 ⊂ H2,

usando la definición de extremo superior, se obtiene que σ cumple la condición exigida en
la definición 1.1.5, es decir,

∑
j |zj | es sumable con suma σ.
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Ejercicio 1.11.
Sea (zj)j∈J una familia sumable de números complejos con suma S y (Jα)α∈A una

partición de J . Demuestre que las familias (zj)j∈Jα son sumables y que la familia formada
por sus sumas Sα =

∑
j∈Jα

zj es sumable con suma S. Es decir, la suma inicial se puede
sumar por paquetes: ∑

j∈J

zj =
∑

α∈A

Sα =
∑

α∈A

∑

j∈Jα

zj

solución.

Dado ε > 0 sea H(ε) ⊂ J el conjunto finito que proporciona la condición de Cauchy
para la familia sumable (zj)j∈J (vea el ejercicio 1.9). El conjunto finito H(ε)∩Jα sirve para
ver que la familia (zj)j∈Jα cumple la condición de Cauchy con el ε > 0 dado inicialmente.
Por lo tanto la familia (zj)j∈Jα es sumable.

A continuación demostramos que la familia (Sα)α∈A es sumable con suma S =
∑

i∈J zi.
Para ello, dado ε > 0 se fija un conjunto finito H(ε) ⊂ J tal que |S−SH | < ε siempre que
H es finito y J ⊃ H ⊃ H(ε).

Claramente A(ε) = {α ∈ A : H(ε) ∩ Jα 6= ∅} es finito y comprobamos a continuación
que si L ⊂ A es finito y A(ε) ⊂ L entonces |∑α∈L Sα − S| < 2ε. Efectivamente, si m
es el número de elementos de L, para cada α ∈ L existe un conjunto finito Cα ⊂ Jα tal
que H(ε) ∩ Jα ⊂ Cα y |∑j∈Cα

zj − Sα| < ε/m. Como A(ε) ⊂ L podemos asegurar que
el conjunto finito H =

⋃
α∈L Cα contiene a H(ε) (si j ∈ H(ε) entonces j ∈ Jα para algún

α ∈ A, luego j ∈ Cα con j ∈ A(ε) ⊂ L). Entonces, teniendo en cuenta que la unión
H =

⋃
α∈L Cα es disjunta y que

∑
α∈L

∑
j∈Cα

zj =
∑

j∈H zj , se obtiene

∣∣∣∣
∑

α∈L

Sα − S

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∑

α∈L

(
Sα −

∑

j∈Cα

zj

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∑

j∈H

zj − S

∣∣∣∣ ≤ m
ε

m
+ ε = 2ε.

Ejercicio 1.12.
Demuestre que una familia de números complejos (zj)j∈J es sumable si y sólo si el

conjunto C = {j ∈ J : zj 6= 0} es numerable y la familia (zj)j∈C es sumable. En este caso∑
j∈J zj =

∑
j∈C zj .

solución.

Si (zj)j∈J es sumable sea H(1/n) ⊂ J el conjunto finito proporcionado por la condición
de Cauchy con ε = 1/n (vea el ejercicio 1.9). Si j 6∈ H(1/n) se verifica |zj | < 1/n, luego
cada Cn = {j ∈ J : |zj | ≥ 1/n} es finito y se sigue que C =

⋃
nCn es numerable. Es

inmediato que (zj)j∈J es sumable si y sólo si (zj)j∈C es sumable (con el mismo valor de
la suma).

Ejercicio 1.13.
Sea (zj)j∈J una familia de números complejos donde J es numerable. Se dice que∑

j∈J zj es una suma conmutativamente convergente, con suma S, cuando para cada bi-
yección τ : N −→ J , la serie

∑∞
n=1 zτ(n) es convergente y su suma es S. Demuestre que

son equivalentes:

a)
∑

j∈J zj es sumable (con suma S);
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b)
∑

j∈J zj es conmutativamente convergente (con suma S).

solución.

a) ⇒ b) Si
∑

j∈J zj es sumable con suma S, dado ε > 0 sea H(ε) ⊂ J el conjunto
finito que proporciona la definición de familia sumable. Dada una biyección τ : N →
J , existe n(ε) ∈ N tal que H(ε) ⊂ {

τ(1), τ(2), · · · , τ(n(ε)
)}

, luego m ≥ n(ε) implica
|∑m

n=1 zτ(n) − S| < ε, es decir, la serie
∑∞

n=1 zτ(n) converge y su suma es S. Esto es cierto
para cada biyección τ : N −→ J y aśı queda demostrado que

∑
j∈J zj es conmutativamente

convergente con suma S.

b) ⇒ a) Demostraremos el contrarrećıproco. Si no se cumple a), según la condición de
Cauchy (según el ejercicio 1.9), podemos afirmar que existe ε > 0 tal que para cada parte
finita A ⊂ J existe otra parte finita A′ ⊂ J , tal que A ∩A′ = ∅, y |SA′ | ≥ ε.

Empezamos con A0 = ∅ y con el correspondiente A′
0 formamos el conjunto A1 =

A0 ∪ A′
0. Para A1 consideramos el correspondiente A′

1 y formamos A2 = A1 ∪ A′
1, etc.

Obtenemos aśı una sucesión disjunta A′
n de subconjuntos finitos de J tal que |SA′

n
| ≥ ε

para todo n ∈ N.

Supongamos, para fijar ideas, que la diferencia D = J \ ⋃nA
′
n no es finita (si lo

fuese, el razonamiento que sigue se simplifica). Como D es numerable, escribimos D =
{d1, d2, d3, . . . } y ordenamos los elementos de J en sucesión mediante el siguiente procedi-
miento: el primer elemento es d1, luego siguen todos los elementos de A′

1, a continuación
d2, luego siguen todos los elementos de A′

2, después d3, etc. Esta ordenación proporciona
una biyección τ : N → J tal que la serie

∑+∞
n=1 zτ(n) no cumple la condición de Cauchy

y por lo tanto no converge. (Basta tener en cuenta que las sumas SA′
n

son de la forma
SA′

n
=
∑qn

k=pn
zτ(k) con pn ≤ qn < pn+1 ≤ qn+1 · · · , y cumplen |SA′

n
| ≥ ε para todo n ∈ N).

Aśı queda demostrado que no se cumple b).

Ejercicio 1.14.

Demuestre que para series de números complejos la convergencia absoluta y la conver-
gencia incondicional son equivalentes.

Si J es numerable demuestre que las siguientes propiedades de una familia de números
complejos (zj)j∈J son equivalentes:

a)
∑

j∈J zj es conmutativamente convergente;

b) para cada biyección τ : N −→ J la serie
∑∞

n=1 |zτ(n)| converge;

c) para alguna biyección σ : N −→ J la serie
∑∞

n=1 |zσ(n)| converge.

solución.

Cuando J = N, en virtud del ejercicio 1.13, la convergencia incondicional de la serie∑∞
n=1 zn y la sumabilidad de la familia (zn)n∈N son conceptos equivalentes. Por otra parte,

en virtud de la equivalencia b) ⇔ d) en el mismo ejercicio, la sumabilidad de la familia
(zn)n∈N equivale a la convergencia de la serie

∑∞
n=1 |zn|.

a) ⇒ b) Dada una biyección τ : N → J , si se cumple a), la serie
∑∞

n=1 zτ(n) converge
incondicionalmente y por lo tanto es absolutamente convergente.

b) ⇒ c) Es inmediato.
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c) ⇒ a) Basta tener en cuenta que las series absolutamente convergentes son incondi-
cionalmente convergentes.

Ejercicio 1.15.
Demuestre que si J es numerable y σ : N −→ J es una biyección, son equivalentes:

a)
∑

j∈J zj es sumable;

b)
∑∞

n=1 |zσ(n)| < +∞.

solución.

a) ⇒ b) En virtud del ejercicio 1.14 basta demostrar que si se cumple a) entonces la serie∑∞
n=1 zσ(n) es incondicionalmente convergente. Esto es consecuencia del ejercicio 1.13 que

nos asegura que la suma
∑

j∈J zj es conmutativamente convergente, lo que lleva consigo
la convergencia incondicional de la serie

∑∞
n=1 zσ(n).

b) ⇒ a) Es claro que M =
∑∞

n=1 |zσ(n)| es una cota superior del conjunto de las sumas
finitas

∑
j∈H |zj | luego, en virtud del ejercicio 1.10, se cumple a).

Ejercicio 1.16.
Sea {znk : (n, k) ∈ N× N} ⊂ C una sucesión doble tal que

∞∑

n=1

∞∑

k=1

|znk| < +∞.

Demuestre que la familia (znk)(n,k)∈N×N es sumable y que su suma S se puede calcular
mediante sumas iteradas, es decir, para cada n ∈ N y cada k ∈ N las series

∑∞
k=1 znk,∑∞

n=1 znk son absolutamente convergentes y sus sumas forman series absolutamente con-
vergentes que verifican

∞∑

n=1

∞∑

k=1

znk =
∞∑

k=1

∞∑

n=1

znk = S.

solución.

La familia (znm)(n,m)∈N×N es sumable porque el valor absoluto de sus sumas finitas
está acotado superiormente por

∑∞
n=1

∑∞
k=1 |znk| < +∞ (véase el ejercicio 1.10).

Como J = N × N es unión disjunta de los conjuntos Jn = {(n, k) : k ∈ N}
y también es unión disjunta de los conjuntos Ik = {(n, k) : n ∈ N}, aplicando dos ve-
ces la sumación por paquetes (ejercicio 1.11) se concluye que la suma S coincide con la de
las dos series iteradas. La convergencia absoluta de las series iteradas es consecuencia de
lo que se ha establecido en el ejercicio 1.10.

Ejercicio 1.17.
Si
∑∞

n=1 an y
∑∞

n=1 bn son series absolutamente convergentes de números complejos,
demuestre que la familia (aibj)(i,j)∈N×N es sumable, con suma

S =

( ∞∑

n=1

an

)( ∞∑

n=1

bn

)
.
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Utilice este resultado para deducir que la serie producto de convolución
∑∞

n=1 cn, defi-
nida por cn = a1bn + a2bn−1 + · · · anb1, es absolutamente convergente y que

∞∑

n=1

cn =

( ∞∑

n=1

an

)( ∞∑

n=1

bn

)
.

solución.

Basta aplicar el ejercicio 1.16 con znk = anbk y efectuar luego una sumación por
paquetes (ejercicio 1.11) con J = N × N y Jn = {(i, j) : i + j = n + 1}. Obsérvese
que la convergencia absoluta de

∑∞
n=1 cn es consecuencia de la sumabilidad de la familia

{cn : n ∈ N}.

Ejercicio 1.18. Teorema de Mertens.
Demuestre el teorema de Mertens: sean

∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn series convergentes de números

complejos. Si una de ellas es absolutamente convergente entonces su producto de convolu-
ción

∑∞
n=1 cn, cuyo término general está definido por cn = a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1, es

convergente y
∞∑

n=1

cn =

( ∞∑

n=1

an

)( ∞∑

n=1

bn

)
.

solución.

Utilizaremos las notaciones siguientes:

A =
∞∑

n=1

an, B =
∞∑

n=1

bn, Am =
m∑

n=1

an, Bm =
m∑

n=1

bn, Cm =
m∑

n=1

cn.

Es claro que Cm =
∑

i+j≤m+1
aibj = a1Bm + a2Bm−1 + · · · + amB1, luego

Cm = (a1 + a2 + · · · + am)B − [
a1(B −Bm) + a2(B −Bm−1) + · · · + am(B −B1)

]

y se obtiene

|Cm −AmB| ≤ |a1||B −Bm| + |a2||B −Bm−1| + · · · + |am||B −B1|.

Si suponemos
∑∞

n=1 |an| < +∞, dado ε > 0 existe k ∈ N tal que
∑∞

n=k |an| < ε.
También podemos suponer que |B − Bn| ≤ ε cuando n ≥ k. En estas condiciones, para
m ≥ 2k, los primeros términos de la suma anterior,

|a1||B −Bm|, . . . , |am−k||B −Bk+1|

están acotados por αε, donde α =
∑∞

n=1 |an|, y los últimos términos,

|am−k+1||B −Bk|, . . . , |am||B −B1|

están acotados por βε, donde β = sup{|B−Bm| : m ≥ 1}. Por consiguiente, para m ≥ 2k
se verifica |Cm −AmB| ≤ (α+ β)ε. Queda demostrado aśı que ĺımm(Cm −AmB) = 0 y
con ello que converge hacia 0 la sucesión

Cm −AB = (Cm −AmB) + (Am −A)B.
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1.3. Ejercicios propuestos

1.1 Calcule la parte real y la parte imaginaria de (1 + i)2n+1.

1.2 Calcule el argumento principal del cociente (z−1)/(z+1) donde |z| = 1, z 6∈ {1,−1}.

1.3 Compruebe que la parte la parte imaginaria de z/(1 + z2) es positiva si y sólo si
|z| < 1.

1.4 Si ωn = 1, calcule

1 + ωk + ω2k + · · · + ω(n−1)k y 1 − ωk + ω2k − · · · + (−1)n−1ω(n−1)k.

1.5 Si a, b son números complejos demuestre la identidad

|1 + ab|2 = |a+ b|2 + (1 − |a|2)(1 − |b|2).

1.6 Demuestre que las dos ráıces cuadradas de z = a+ ib, con b 6= 0, vienen dadas por

√
a+ ib = ±

√
|z| + a

2
+ i signo(b)

√
|z| − a

2

1.7 Sean z1, z2, . . . , zn ∈ C tales que Re zk > 0 y Re(z1z2 · · · zk) > 0, para 1 ≤ k ≤ n,
compruebe que el logaritmo principal cumple

Log(z1z2 · · · zn) = Log z1 + Log z2 + · · · + Log zn.

¿Se cumple lo mismo sin las restricciones sobre los zk?

1.8 Justifique que para 0 ≤ r < 1 se cumple

a) 1 + 2r cos θ + · · · + 2rn cosnθ + · · · =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2

b) r sen θ + · · · + rn sin nθ + · · · =
r sin θ

1 − 2r cos θ + r2

1.9 Justifique la igualdad

1 + 2 cos θ + 2 cos 2θ + · · · + 2 cos nθ =
sen
[
(2n+ 1)θ/2

]

sen(θ/2)

1.10 Suponiendo que x = r cos θ e y = r sen θ demuestre que

rn cosnθ = xn −
(
n

2

)
xn−2y2 +

(
n

4

)
xn−4y4 − · · ·

rn sennθ =

(
n

1

)
xn−1y −

(
n

3

)
xn−4y4 + · · ·

1.11 Utilice el producto (5 − i)4(1 + i) para establecer la igualdad de Machin:

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
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1.12 Utilice los números complejos para expresar x4 +4 como producto de dos polinomios
reales de segundo grado.

1.13 Demuestre que cosnt se puede expresar en la forma cosnθ = Tn(cos θ) donde Tn es
un polinomio de grado n − 1 (el n-ésimo polinomio de Tchevichev). Calcule T0, T1,
T2 y obtenga la relación de recurrencia

Tn+2(x) = 2xTn+1(x) − Tn(x).

1.14 Demuestre que el número complejo u = (2 − i)/(2 + i) tiene la propiedad de que
un 6= 1 para todo n ∈ N. (En [7, pág.33] se puede ver una solución atribuida a
Hurwitz, que la necesitaba para el resultado del ejercicio 4.35).



Caṕıtulo 2

Topoloǵıa y geometŕıa en el plano

complejo

2.1. Preliminares teóricos

2.1.1. Compacidad y conexión

El cuerpo de los números complejos, con la distancia usual

d(z,w) = |z −w|,

es un espacio métrico. A las bolas del espacio métrico (C, d) se les llama discos, y se usan
las notaciones

D(a, r) = {z : |z − a| < r}, D∗(a, r) = {z : 0 < |z − a| < r},

para el disco abierto y el disco abierto perforado de centro a ∈ C y radio r > 0.
Las nociones topológicas y métricas en C son las del espacio eucĺıdeo R2. Se supone

que el lector conoce las nociones y resultados básicos de topoloǵıa (ĺımites, continuidad,
conexión y compacidad) en el ámbito de los espacios métricos y en particular en el espacio
métrico (C, d).

Generalmente Ω denotará un subconjunto abierto de (C, d), M el conjunto de los
puntos adherentes a M ⊂ C (a ∈ M si D(a, r) ∩M 6= ∅ para todo r > 0) y M ′ el conjunto
de los puntos de acumulación de M ⊂ C (a ∈ M ′ si D∗(a, r) ∩M 6= ∅ para todo r > 0).

Si M ⊂ Ω y M ′ ∩ Ω = ∅ se dice que M es discreto en Ω. En este caso para cada a ∈ M
existe r > 0 tal que D(a, r) ∩M = {a}.

Un conjunto K ⊂ C se dice que es compacto cuando de todo recubrimiento de K,
formado por conjuntos abiertos, se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Proposición 2.1.1.
Las siguientes propiedades de K ⊂ C son equivalentes:

a) K es compacto.

b) Cada sucesión en K posee una subsucesión convergente hacia un punto de K.

c) Para cada conjunto infinito M ⊂ K se cumple M ′ ∩K 6= ∅ (es decir, M tiene algún
punto de acumulación en K).

29
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d) K es cerrado y acotado.

Corolario 2.1.2.
Si (zn) es una sucesión acotada de números complejos, son equivalentes:

a) (zn) es convergente (hacia z);

b) todas las subsucesiones convergentes de (zn) tienen el mismo ĺımite (z).

Proposición 2.1.3.
Sea X compacto. Si f : X −→ C es continua entonces f(X) es compacto. Si g : X −→

R es continua entonces g alcanza en X un máximo absoluto y un mı́nimo absoluto.

Para diversas cuestiones conviene ampliar el conjunto de los números complejos in-
troduciendo un nuevo elemento llamado punto del infinito, denotado ∞. El conjunto
C∞ = C ∪ {∞} se llama plano complejo ampliado. Si a ∈ C y b ∈ C∞ \ {0} se adop-
tan los convenios:

a+ ∞ = ∞ + a = ∞; b · ∞ = ∞ · b = ∞;

a/0 = ∞ si a 6= 0; b/∞ = 0 si b 6= ∞; |∞| = +∞.

(No es posible definir ∞ + ∞ o ∞ · 0 sin violar las reglas usuales de la aritmética).
En C∞ se introduce una topoloǵıa natural especificando una base de entornos de cada

punto. Para definir los entornos de ∞ se consideran los “discos”

D(∞, r) = {z ∈ C∞ : |z| > 1/r} = {z ∈ C : |z| > 1/r} ∪ {∞}
D∗(∞, r) = {z ∈ C : |z| > 1/r}.

Si existe r > 0 tal que V ⊃ D(a, r) se dice que V ⊆ C∞ es entorno de a ∈ C∞. La familia
G∞ formada por los conjuntos G ⊂ C∞ que son entornos de todos sus puntos forma una
topoloǵıa, con la que C∞ es compacto. Esta topoloǵıa induce en C ⊂ C∞ la topoloǵıa
usual y C es un subconjunto denso de C∞.

El plano complejo ampliado C∞ se identifica con la esfera de Riemann

S =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

mediante la proyección estereográfica Ψ : C∞ −→ S, donde Ψ(∞) = (0, 0, 1) y Ψ(x + iy)
es el punto de S, distinto de (0, 0, 1), en el que la recta que pasa por (x, y, 0) y (0, 0, 1)
corta a la esfera. Las ecuaciones de Ψ y su inversa son

Ψ(x+ iy) =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)

Ψ−1(x1, x2, x3) =
x1 + ix2

1 − x3

Cuando S se considera con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa usual de R3, la
proyección estereográfica Ψ : C∞ −→ S establece un homeomorfismo, luego la topoloǵıa
de C∞ se metriza con la denominada distancia cordal d∞(z,w) = d2(Ψ(z),Ψ(w))

d∞(z,w) =
2|z − w|√

1 + |z|2
√

1 + |w|2 si z,w ∈ C;

d∞(z,∞) =
2√

1 + |z|2 si z ∈ C.
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El espacio métrico (C∞, d∞) es compacto e isométrico (mediante la proyección este-
reográfica) a la esfera de Riemann. La distancia que d∞ induce en C es equivalente a
la distancia usual, pero no uniformemente equivalente: la sucesión zn = n no es de Cauchy
para la distancia eucĺıdea d, pero lo es para la distancia cordal d∞, por ser convergente en
el espacio métrico (C, d∞).

Dos conjuntos A,B ⊂ C se dice que están separados cuando A ∩ B = ∅ y B ∩ A = ∅.
Se dice que X ⊂ C es conexo cuando es imposible descomponerlo en la forma X = A ∪B
donde A,B son conjuntos separados no vaćıos.

C es conexo, lo que significa que los únicos subconjuntos de C que son simultáneamente
abiertos y cerrados son C y ∅. Un abierto Ω ⊆ C es conexo cuando es imposible descom-
ponerlo como unión Ω = A ∪ B de dos abiertos A,B ⊂ C no vaćıos y disjuntos. En ese
caso se suele decir que Ω es un dominio o región.

Si M ⊂ C se llama componente conexa de x ∈ M a la unión de las partes conexas
de M que contienen a x. Las componentes conexas de M forman una partición de M .
Las componentes conexas de los abiertos son abiertas. Todo abierto Ω ⊂ C se expresa de
modo único como unión disjunta de una familia finita o numerable de abiertos conexos
(sus componentes conexas).

Proposición 2.1.4.

Si X ⊂ C es conexo y f : X −→ C es continua entonces f(X) es conexo. En particular,
si f(X) ⊂ R entonces f(X) es un intervalo.

Si γ : [a, b] −→ X ⊂ C es continua se dice que γ es un camino en X de origen γ(a) y
extremo γ(b). Un conjunto X ⊂ C se dice que es conexo por caminos (o conexo por arcos)
cuando para cada par a, b ∈ X existe un camino γ : [0, 1] −→ X de origen γ(0) = a y
extremo γ(1) = b.

Todo conjunto X ⊂ C conexo por caminos es conexo. El rećıproco se cumple si X es
abierto. Más aún, todo conjunto abierto y conexo X ⊂ C es conexo por ĺıneas poligonales
(de lados paralelos a los ejes).

2.1.2. Transformaciones de Möbius

Son las transformaciones T : C∞ −→ C∞ de la forma

T (z) =
az + b

cz + d
con a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

con el convenio: T (∞) = a/c, T (−d/c) = ∞ si c 6= 0 y T (∞) = ∞ si c = 0.

El conjunto M de las transformaciones de Möbius, con la composición, es un grupo
generado por las transformaciones elementales siguientes:

Traslaciones: z → a+ z, (a ∈ C) Giros: z → eiαz, (α ∈ R)
Dilataciones: z → rz, (r > 0) Inversión: z → 1/z.

Dada una terna z1, z2, z3 formada por tres puntos distintos de C∞, si w1, w2, w3 es otra
terna en las mismas condiciones, existe una única T ∈ M que transforma la primera terna
en la segunda, es decir T (zi) = wi, i = 1, 2, 3.

Dada una cuaterna ordenada z0, z1, z2, z3 en C∞, donde z1, z2, z3 se suponen distintos,
la razón doble (z0, z1, z2, z3) es la imagen de z0 mediante la única R ∈ M que verifica
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R(z1) = 0, R(z2) = 1, R(z3) = ∞, es decir

(z0, z1, z2, z3) =
(z0 − z1)(z2 − z3)

(z0 − z3)(z2 − z1)
si z1, z2, z3 ∈ C.

(z0,∞, z2, z3) =
z2 − z3

z0 − z3
; (z0, z1,∞, z3) =

z0 − z1

z0 − z3
; (z0, z1, z2,∞) =

z0 − z1

z2 − z1

La razón doble es un invariante de las transformaciones de Möbius: si T ∈ M

(z0, z1, z2, z3) = (T (z0), T (z1), T (z2), T (z3)).

En la teoŕıa de las transformaciones de Möbius conviene considerar a las rectas como
un caso particular de circunferencias (las que pasan por ∞). Véanse los ejercicios resueltos
2.5 y 2.32. Aśı, en lo que sigue, la familia de las circunferencias contiene a las ĺıneas rectas.

Dados tres puntos distintos z1, z2, z3 ∈ C∞, sea C la circunferencia que determinan,
entonces z ∈ C si y sólo si la razón doble (z, z1, z2, z3) es real.

Dado un punto a ∈ C∞ su simétrico a∗ respecto a la circunferencia C (vea el ejercicio
2.6) queda determinado anaĺıticamente mediante la ecuación

(a∗, z1, z2, z3) = (a, z1, z2, z3).

Las transformaciones de Möbius transforman circunferencias en circunferencias, y cir-
cunferencias ortogonales en circunferencias ortogonales (ejercicio 2.14), conservando pun-
tos simétricos: si a, a∗ son simétricos respecto a la circunferencia C y T ∈ M entonces
T (a) y T (a∗) son simétricos respecto a la circunferencia imagen T (C). Esta propiedad, que
se suele llamar principio de simetŕıa, es muy útil en las aplicaciones. En las soluciones de
los ejercicios 2.10 a 2.17 y 2.21 se pueden ver algunas aplicaciones t́ıpicas de este principio.

Una circunferencia C se orienta dando una terna ordenada (z1, z2, z3) formada por
puntos distintos de ella (la orientación usual de una recta mediante un par de puntos (z1, z2)
se puede considerar como caso particular con z3 = ∞). Al orientar una circunferencia
queda determinado un sentido de recorrido: el que corresponde a la parametrización z =
z(t), con t ∈ R, que se obtiene despejando z en la ecuación (z, z1, z2, z3) = t.

Cuando la circunferencia C se orienta mediante la terna (z1, z2, z3), se llama lado dere-
cho de C a la región {z : Im(z, z1, z2, z3) < 0}. Análogamente se define el lado izquierdo de
C como la región {z : Im(z, z1, z2, z3) > 0}. Con los convenios habituales de representación
gráfica, en el caso de una recta (z3 = ∞) orientada mediante (z1, z2,∞), el lado derecho
corresponde al semiplano que queda a la derecha cuando se recorre la recta en la dirección
marcada por el vector z2 − z1. Si el sentido de recorrido de una circunferencia orientada es
el de las manecillas del reloj entonces el lado derecho corresponde a su interior y el lado
izquierdo a su exterior.

El principio de conservación de las orientaciones asegura que si la circunferencia
C está orientada mediante la terna (z1, z2, z3) y la imagen T (C) se orienta mediante
(T (z1), T (z2), T (z3)) entonces T transforma el lado izquierdo (resp. derecho) de C en el
lado izquierdo (resp. derecho) de T (C). El ejercicio 2.18 está resuelto aplicando este prin-
cipio.
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2.1.3. Representaciones gráficas

Para conseguir una imagen gráfica de las funciones complejas de variable compleja
conviene considerarlas como transformaciones entre dos copias del plano complejo. En la
primera, llamada plano z, se mueve la variable independiente z y en la segunda, llamada
plano w, se mueve la variable dependiente w = f(z). Cuando z(t) describe una curva en el
primer plano, su imagen w(t) = f(z(t)) describe otra curva en el segundo plano. Interpre-
tando t como el tiempo, el movimiento de w(t) proporciona una idea del comportamiento
de la función f a lo largo del camino z(t).

En el plano z se suelen considerar rectas paralelas al eje real, y = cte, y rectas paralelas
al eje imaginario, x = cte, igualmente espaciadas. Otras veces resulta más adecuado usar
coordenadas polares, z = reiϕ, y considerar las circunferencias z(t) = reit y las semirrectas
z(r) = reit, con r ≥ 0 y t ∈ [0, 2π].

Con esta técnica suele ser fácil obtener las imágenes de regiones sencillas que se des-
criben fácilmente en coordenadas cartesianas o en coordenadas polares. Véanse los ejerci-
cios 2.23 y 2.26 donde, con estos procedimientos gráficos, se estudian con detalle algunos
aspectos geométricos de la transformación z → z2 y de la transformación de Joukowski
z → (z + 1/z)/2.

Otra alternativa para conseguir una imagen gráfica de f consiste en representar las
funciones u(x, y) = Re f(x + iy), v(x, y) = Im f(x + iy) mediante sus curvas de nivel
u(x, y) = c, v(x, y) = c (vea los ejercicios 3.27 y 3.28).

Desde el punto de vista de algunas aplicaciones f́ısicas, a veces resulta conveniente uti-
lizar un solo plano para representar tanto la variable independiente z como variable depen-
diente w = f(z), pero con el convenio de representar z mediante un punto y w mediante el
vector w dibujado con origen en z. Es decir, se representa f = u+iv mediante el campo de
vectores A(x, y) = (A1(x, y), A2(x, y)) donde A1 = u y A2 = −v (véase el ejercicio 3.28).

2.2. Ejercicios resueltos

2.2.1. Geometŕıa anaĺıtica

con coordenadas complejas conjugadas

Las coordenadas cartesianas x, y de un punto del plano se expresan en términos de
z, z mediante las fórmulas

x =
1

2
(z + z); y =

1

2i
(z − z).

Las cantidades z, z se llaman las coordenadas conjugadas del punto (x, y). La mayor
parte de los ejercicios de este apartado plantean problemas de geometŕıa anaĺıtica
plana que se resuelven fácilmente usando las coordenadas complejas conjugadas z y
z. Los ejercicios 2.1 a 2.6 y 2.32 ponen de manifiesto que el empleo de coordenadas
conjugadas resulta cómodo y adecuado para abordar algunas cuestiones de geometŕıa
del plano.

Ejercicio 2.1.
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Compruebe que el área del triángulo T de vértices z1, z2, z3 ∈ C viene dada por

Área(T ) =
i

4

∣∣∣∣∣∣∣

z1 z1 1
z2 z2 1
z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣

solución.

Utilizamos la fórmula bien conocida para el área del triángulo en función de las coor-
denadas cartesianas de sus vértices (xk, yk), k = 1, 2, 3:

Área(T ) =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣

Como zk = xk + iyk, un cálculo sencillo muestra que


z1 z1 1
z2 z2 1
z3 z3 1


 =



x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1







1 1 0
i −i 0
0 0 1




El determinante de la matriz de la izquierda es igual al producto de los determinantes de
las matrices de la derecha y aśı se obtiene la fórmula del enunciado.

Ejercicio 2.2.
Compruebe las siguientes afirmaciones.

a) Si z1 6= z2 la ecuación de la recta que pasa por z1 y z2 es D(z, z1, z2) = 0 donde

D(z, z1, z2) =

∣∣∣∣∣∣∣

z z 1
z1 z1 1
z2 z2 1

∣∣∣∣∣∣∣

b) Si z1 = z2 + ρeiθ, la ecuación de la recta que pasa por z1 y z2 se escribe en la forma
z = Az + B, donde la cantidad A = e−2iθ, que llamaremos inclinación de la recta,
está relacionada con la pendiente m mediante las fórmulas

A =
1 − im

1 + im
m = −i1 −A

1 +A

c) La ecuación de la recta que pasa por z0 y que tiene inclinación A, es z = A(z −
z0) + z0. Dos rectas de inclinaciones A1, A2 son paralelas si y sólo si A1 = A2 y son
perpendiculares si y sólo si A1 = −A2. Más generalmente, el ángulo α que forman
las dos rectas viene dado por

tgα =
m2 −m1

1 +m1m2
= i

A1 −A2

A1 +A2

solución.

a) La ecuación paramétrica de la recta que determinan z1 y z2 es

z = tz1 + (1 − t)z2 = z2 + t(z1 − z2), t ∈ R.
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La ecuación impĺıcita de la recta, usando coordenadas complejas conjugadas, se obtiene
expresando que el cociente (z − z2)/(z1 − z2) es real:

z − z2

z1 − z2
=

z − z2

z1 − z2
, o bien (z − z2)(z1 − z2) = (z − z2)(z1 − z2).

Es más fácil recordar la ecuación de la recta escrita en la forma
∣∣∣∣∣∣∣

z z 1
z1 z1 1
z2 z2 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(según el ejercicio 2.1 esto significa que z determina con z1 y z2 un triángulo de área nula).

b) Si z1 = z2 + ρeiθ la ecuación de la recta se puede escribir en la forma z = Az + B
donde A = (z1 − z2)/(z1 − z2) = e−2iθ. Fácilmente se obtiene que

A =
(x2 − x1) − i(y2 − y1)

(x2 − x1) + i(y2 − y1)
=

1 − im

1 + im

luego m = −i1−A
1+A .

La comprobación de las afirmaciones del apartado c) es rutinaria y se deja al cuidado
del lector.

Ejercicio 2.3.

Un triángulo de vértices z1, z2, z3 está inscrito en la circunferencia |z| = 1. Utilizando
coordenadas conjugadas demuestre:

a) las tres alturas del triángulo se cortan en el ortocentro S = z1 + z2 + z3;

b) las tres medianas del triángulo (es decir, las rectas que pasan por cada vértice y el
punto medio del lado opuesto) se cortan en el baricentro B = 1

3(z1 + z2 + z3).

Se sigue de a) y b) que el circuncentro C = 0, el ortocentro S y el baricentro B =
S/3 están alineados (la recta que contiene a estos tres puntos se llama ĺınea de Euler
del triángulo). Además el baricentro está en el segmento que une el circuncentro con el
ortocentro, siendo su distancia al circuncentro la mitad de su distancia al ortocentro.

solución.

a) Como los vértices del triángulo están en la circunferencia |z| = 1, se cumple zi =
1/zi, i = 1, 2, 3. Según el ejercicio 2.2 la ecuación de la recta que pasa por z2 y z3 es
(z − z2)(z3 − z2) = (z − z2)(z3 − z2) y sustituyendo z2 = 1/z2, z3 = 1/z3 resulta

z = − 1

z2z3
(z − z2) +

1

z2

Según el ejercicio 2.2, la recta perpendicular que pasa por z1 tiene inclinación 1/(z2z3),
luego su ecuación en forma compleja es

z =
1

z2z3
(z − z1) +

1

z1
(h1)
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Análogamente, la ecuación de la recta que pasa por z2 y es perpendicular al lado z1z3 es

z =
1

z1z3
(z − z2) +

1

z2
(h2)

Es fácil ver que las rectas h1, h2 pasan por el punto S = z1 + z2 + z3. Por razones de
simetŕıa la recta h3 que contiene a la otra altura también pasa por S. Queda demostrado
que el ortocentro existe y es S = z1 + z2 + z3.

b) Es un razonamiento similar que se deja al cuidado del lector.

Ejercicio 2.4.

Se considera un triángulo de vértices z1, z2, z3, inscrito en la circunferencia |z| = 1.
Para k = 1, 2, 3 sea Pk el pie de la altura trazada por zk, Mk el punto medio del lado
opuesto a zk y Ok el punto medio entre el vértice zk y el ortocentro.

Demuestre que los nueve puntos Mk, Ok, Pk, k = 1, 2, 3, son conćıclicos, que el centro
de la circunferencia que los contiene, llamada circunferencia de los nueve puntos, es el
punto medio entre el circuncentro y el ortocentro y que su radio es la mitad del radio del
ćırculo circunscrito al triángulo (teorema de los nueve puntos).

solución.

Según se ha visto en la solución del ejercicio 2.3 la ecuación de la recta z2z3 es

z = − 1

z2z3
(z − z2) +

1

z2

y la ecuación de la altura trazada por z1 es

z =
1

z2z3
(z − z1) +

1

z1

Eliminando z entre las dos ecuaciones se obtiene P1 y análogamente se calculan P2 y
P3:

P1 =
1

2

(
S − z2z3

z1

)
, P2 =

1

2

(
S − z1z3

z2

)
, P3 =

1

2

(
S − z1z2

z3

)
.

donde S = z1 + z2 + z3 es el ortocentro (véase el ejercicio 2.3).

Los puntos medios entre cada vértice y el ortocentro son

O1 =
1

2
(S + z1), O2 =

1

2
(S + z2), O3 =

1

2
(S + z3)

y los puntos medios de los lados son

M1 =
1

2
(z2 + z3), M2 =

1

2
(z1 + z3), M3 =

1

2
(z1 + z2).



2.2. Ejercicios resueltos 37

b

z1

b

z2

b

z3

b C

b

M3

b M2
b

M1

b

P3

b

P1

b P2

rs

S

b

O1b

O2

b

O3

bc

Se deja al cuidado del lector la comprobación de que los nueve puntos calculados satisfacen
la ecuación de la circunferencia (z − S/2)(z − S/2) = 1/4 cuyo centro S/2, es el punto
medio entre el ortocentro S y el circuncentro C = 0.

Ejercicio 2.5.
Circunferencias en el plano complejo.

a) Compruebe que la forma general de la ecuación de una recta o circunferencia en el
plano complejo es Azz + Bz + Cz + D = 0 donde A y D son reales, B y C son
complejos conjugados y AD − BC < 0. (Si A = 0 se obtiene una recta y si A 6= 0
resulta una circunferencia de centro z0 = −C/A y radio ρ =

√
BC −AD/|A|).

b) Sean Γi, i = 1, 2, circunferencias en el plano complejo de ecuaciones respectivas
Aizz +Biz +Ciz +Di = 0, donde Ai, Di son reales, Bi, Ci complejos conjugados y
AiDi −BiCi < 0. Demuestre que Γ1 y Γ2 son ortogonales si y sólo si A1D2 +A2D1 =
B1C2 +B2C1.

solución.

a) Si en la ecuación cartesiana de una recta αx + βy + γ = 0 (donde α, β, γ ∈ R) se
sustituye x = (z + z̄)/2, y = (z − z̄)/2i, se obtiene la ecuación compleja Bz+Cz̄+D = 0
donde B = (α− iβ)/2, C = (α+ iβ)/2 y D = γ. Obsérvese que en este caso, al ser A = 0
se cumple que AD −BC = −BB = −|B|2 < 0.

Por otra parte, la ecuación de la circunferencia de centro z0 y radio ρ > 0 es (z −
z0)(z̄ − z̄0) = ρ2 la cual, después de multiplicar miembro a miembro por un número real
A 6= 0, adopta la forma

Azz̄ +Bz + Cz̄ +D = 0

con A ∈ R, B = −Az̄0, C = −Az0, D = A(|z0|2 − ρ2) y AD −BC = −A2ρ2 < 0.
Rećıprocamente, Azz̄+Bz+Cz̄+D = 0, con A,D ∈ R, B = C y AD−BC < 0 es la

ecuación de una recta cuando A = 0, o una circunferencia de centro z0 = −C/A y radio
ρ =

√
BC −AD/|A|, cuando A 6= 0.

b) Supongamos en primer lugar que A1 6= 0 y A2 6= 0, de modo que Γ1 y Γ2 son
circunferencias de centros z1, z2 y radios ρ1, ρ2 respectivamente. En este caso Γ1 y Γ2 son
ortogonales si y sólo si se cumple la condición |z1 − z2|2 = ρ2

1 + ρ2
2.
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z2

b

b

z1

Γ1

Γ2

ρ1

ρ2

Como zi = −Ci/Ai y ρ2
i = (BiCi −AiDi)/A

2
i , esta condición toma la forma

(
C1

A1
− C2

A2

)(
C1

A1
− C2

A2

)
=
B1C1 −A1D1

A2
1

+
B2C2 −A2D2

A2
2

que después de simplificada se convierte en A1D2 +A2D1 = B1C2 +B2C1.

Si A1 = 0 y A2 6= 0 entonces Γ1 es una recta, que será ortogonal a la circunferencia Γ2

si y sólo si pasa por su centro z2. Esta condición se traduce en −B1C2 −C1C2 +D1A2 = 0,
que después de sustituir C2 = B2, se escribe en la forma A2D1 = B1C2 +B2C1.

Finalmente, si A1 = A2 = 0 entonces Γ1 y Γ2 son rectas, cuya condición de ortogona-
lidad es B1C2 +B2C1 = 0.

Ejercicio 2.6.

Dada la circunferencia S = {z : |z − a| = R}, el simétrico de b ∈ C, b 6= a, respecto
a S es el único punto de la semirrecta L(a, b) = {a + t(b − a) : t ≥ 0} que cumple
|b− a||b∗ − a| = R2. Viene dado por

b∗ = a+
R2

b̄− ā
= a+

R2

|b− a|2 (b− a).

Se completa la definición de simetŕıa con a∗ = ∞ y ∞∗ = a.

a) Indique un procedimiento geométrico para obtener el simétrico de un punto respecto
a una circunferencia.

b) Demuestre que la familia de las circunferencias que pasan por b 6∈ S y su simétrico
b∗ coincide con la familia de las circunferencias ortogonales a S que pasan por b.

c) Deduzca que la simetŕıa transforma circunferencias ortogonales en circunferencias
ortogonales y que las circunferencias ortogonales a S se transforman en śı mismas.

solución.

a) Cuando b ∈ S se cumple R2/(b − a) = b − a. Sustituyendo esta expresión en la
ecuación de la simetŕıa se obtiene que b∗ = b. Si b 6∈ S queda dentro de la circunferencia,
su simétrico b∗ es exterior a la misma y se puede obtener con la siguiente construcción.
Se traza la recta que pasa por b y es perpendicular a la semirrecta L(a, b). Si c es uno
de los dos puntos donde esta perpendicular corta a la circunferencia S, entonces b∗ queda
determinado como el punto en que la tangente a S en c corta a la semirrecta L(a, b).
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b

a

b

b

b

c
b

b∗

S

R

L(a, b)

Efectivamente, por la semejanza de los triángulos △(a, c, b∗), △(a, b, c), el punto b∗ aśı
obtenido verifica |b∗ − a|/R = R/|b− a|. Si b es exterior a la circunferencia su simétrico b∗

se obtiene realizando la construcción en sentido inverso.

b) Para simplificar los cálculos suponemos que S es la circunferencia unidad zz̄ = 1, de
modo que la ecuación de la simetŕıa es z∗ = 1/z̄ (esto no es restrictivo ya que, en términos
de w = (z − a)/R, la ecuación de S es ww̄ = 1).

Sea Γ una circunferencia de ecuación Azz̄+Bz+Cz̄+D = 0, donde A,D ∈ R, B = C
y AD − BC < 0 (vea el ejercicio 2.5). Si Γ pasa por b y por b∗ = 1/b̄, se verifican las
igualdades

Abb̄+Bb+ Cb̄+D = 0; A+Bb+ Cb̄+Dbb̄ = 0;

y restando las dos ecuaciones resulta A(|b|2−1)+D(1−|b|2) = 0. Como estamos suponiendo
|b| 6= 1 se obtiene la condición A = D que, según el ejercicio 2.5, es necesaria y suficiente
para que S y Γ sean ortogonales. Rećıprocamente, si Γ es ortogonal a S debe ser A = D,
de donde se sigue que si b ∈ Γ entonces b∗ ∈ Γ.

c) Sustituyendo z por 1/z̄ en la ecuación de Γ se obtiene que la imagen de Γ mediante
la simetŕıa es la circunferencia Dzz̄ + Bz + Cz̄ + A = 0, donde D,A ∈ R, B = C y
AD−BC < 0. Usando la condición de ortogonalidad establecida en el ejercicio 2.5 es fácil
comprobar que si dos circunferencias son ortogonales lo mismo les ocurre a sus simétricas.

Por otra parte, las circunferencias que son ortogonales a S cumplen A = D y por lo
tanto se transforman en śı mismas mediante la simetŕıa.

Ejercicio 2.7.
Determine geométricamente los siguientes subconjuntos del plano:

a) R =
{
z : Im

z − a

b
= 0

}
, H =

{
z : Im

z − a

b
> 0

}
, a, b ∈ C.

b) R =
{
z : Re(z/b) = 1

}
, H =

{
z : Re(z/b) > 1

}
, b ∈ C.

c)
{
z : |z|2 − 2 Re(āz) + α = 0

}
, a ∈ C, α ∈ R.

d)
{
z : |z − a| = ρ|z − b|}, a, b ∈ C, ρ > 0.

e)
{
z : |z − a| = |1 − āz|}, |a| < 1.

solución.

a) En la siguiente discusión, según convenga para la interpretación geométrica, los
números complejos a veces se consideran como puntos del plano eucĺıdeo y a veces como
vectores. Obsérvese que z ∈ R si y sólo si (z−a)/b es un número real t ∈ R, lo que significa
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que z es un punto de la recta de ecuación paramétrica z(t) = a + tb, luego R es la recta
que pasa por el punto a según la dirección del vector b.

Mediante la transformación z = a + bw la recta real {w : Im(w) = 0} se transforma
en la recta R y el semiplano {w : Im(w) > 0} se transforma en H. Teniendo en cuenta el
significado geométrico de esta transformación (un giro, seguido de una homotecia y una
traslación), es claro que H es un semiplano. Se trata del semiplano determinado por la
recta R que contiene al punto a+ ib. Como ib es un vector ortogonal al vector de dirección
de la recta R, formando con él un ángulo de amplitud π/2 en sentido positivo, se observa
que a+ ib queda al lado izquierdo de esta recta cuando es recorrida según la dirección de
b (véase el final de la sección 2.1.2).

b) Con un razonamiento análogo al realizado en el apartado a) se obtiene que R es
la recta de ecuación paramétrica z(t) = b + t(ib), es decir, la recta que pasa por b y es
perpendicular al vector b. H es el semiplano determinado por esta recta que no contiene
al origen.

c) Si |a|2 ≥ α el conjunto es la circunferencia |z − a| =
√

|a|2 − α. En otro caso es el
conjunto vaćıo. Para justificar esta afirmación basta usar los resultados generales obtenidos
en el apartado a) del ejercicio 2.5.

d) Escrito en la forma (z − a)(z − a) − ρ2(z − b)(z − b) = 0, según el ejercicio 2.5,
el subconjunto del plano descrito por esta igualdad es una circunferencia, de centro (a −
ρ2b)/|1 − ρ2| y radio ρ|b− a|/|1 − ρ2| (otra solución, usando transformaciones de Möbius,
se puede ver en el ejercicio 2.11).

e) Razonando como en el apartado d) se comprueba que el conjunto considerado es la
circunferencia de centro 0 y radio 1.

Ejercicio 2.8.
Sea σ una isometŕıa del plano complejo (para la distancia usual). Demuestre que existen

a, u ∈ C, con |u| = 1, tales que o bien σ(z) = uz + a, o bien σ(z) = uz + a.

solución.

Sea a = σ(0), u = σ(1) − σ(0). Como σ es isometŕıa, |u| = 1. Es inmediato que
f(z) = (σ(z) − a)/u es otra isometŕıa con f(0) = 0 y f(1) = 1. Basta demostrar que, o
bien f(z) = z, o bien f(z) = z. Para cada z ∈ C se cumple

|f(z)| = |f(z) − f(0)| = |z|; |f(z) − 1| = |f(z) − f(1)| = |z − 1|.
La primera igualdad nos dice que f(z) pertenece a la circunferencia de centro 0 y radio
|z| y la segunda que también pertenece a la circunferencia de centro 1 y radio |z − 1|.
Como estas circunferencias se cortan en los puntos z, z, se obtiene que f(z) ∈ {z, z}, luego
Re f(z) = Re z para todo z ∈ C.

Si f(i) = i la isometŕıa g(z) = f(iz)/i verifica g(0) = 0, g(1) = 1 y, razonando como
antes, se obtiene que g(z) ∈ {z, z}, luego

f(iz) = ig(z) ∈ {iz,−iz},
es decir f(w) ∈ {w,−w}, lo que significa que Im f(w) = Imw para todo w ∈ C. Con esta
igualdad y la establecida antes se concluye que f(w) = w para todo w ∈ C.

Si f(i) = −i, razonando en forma similar con g(z) = −f(iz)/i, se obtiene que f(w) = w
para todo w ∈ C.
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Ejercicio 2.9.
Se supone que el espacio eucĺıdeo R2 se ha identificado con el plano complejo en la

forma usual. Se dice que una aplicación lineal L : R2 −→ R2 conserva ángulos orienta-
dos cuando, para cada par ordenado (w1, w2) de números complejos no nulos, se verifica
Arg(w2/w1) = Arg

(
L(w2)/L(w1)

)
, donde Arg(z) ∈ (−π, π] denota el argumento principal

de z 6= 0. Si la aplicación lineal

L(x, y) = (ax+ by, cx+ dy), con a, b, c, d ∈ R
se expresa en términos de las coordenadas complejas conjugadas z, z

L(z) = rz + sz, donde 2r = (a+ d) + i(c− b), 2s = (a− d) + i(b+ c),

demuestre que L conserva ángulos orientados si y sólo si s = 0, lo que significa que L es
C-lineal.

solución.

Es evidente que L conserva ángulos orientados cuando s = 0, es decir cuando L es de
la forma L(z) = rz donde r 6= 0 es un número complejo fijo.

Rećıprocamente, si L conserva ángulos orientados es claro que L es no singular. En
este caso, representando L en la forma L = rdz+ sdz, se observa que cuando w recorre la
circunferencia |w| = 1, entonces L(w)/w recorre la circunferencia de centro r y radio |s|
ya que L(w)/w = r + sw/w = r + sw2.

Por otra parte, aplicando al par (w, 1) con |w| = 1 la condición de conservación de
ángulos orientados se obtiene que Argw = Arg

(
L(w)/L(1)

)
, por lo que existe ρ > 0 tal

que ρw = L(w)/L(1). Esto significa que L(w)/w permanece en la recta {tL(1) : t ∈ R}.
Para que las dos condiciones que se han obtenido sean compatibles es necesario que sea
s = 0.

Queda establecido que las únicas aplicaciones lineales L : C −→ C que conservan
ángulos orientados son las de la forma L(z) = ρeiαz, cuya interpretación geométrica es
bien sencilla: la composición de un giro de amplitud α alrededor de 0 con una homotecia
de razón ρ respecto al origen.

2.2.2. Transformaciones de Möbius y geometŕıa

En los ejercicios de este tramo se usan transformaciones de Möbius para continuar
estudiando cuestiones geométricas en el plano complejo. Es conveniente familiarizarse
con estas transformaciones que surgen de modo natural al estudiar las funciones
elementales de variable compleja (véanse las soluciones de los ejercicios 2.27 a 2.29,
3.8, 3.17, 3.18, 4.17, 4.25 y 7.15).

Ejercicio 2.10.
Sea C la circunferencia imagen de |z − 1| =

√
2 mediante la transformación T (z) =

(z − 1)/(z − 3). Utilice el principio de simetŕıa para determinar el centro de C.

solución.

El centro b de la circunferencia C es el simétrico de ∞ respecto a esta circunferencia.
Según el principio de conservación de las simetŕıas a = T−1(b) y 3 = T−1(∞) son simétricos
respecto a la circunferencia |z − 1| =

√
2, luego a = 2 y b = T (2) = −1.
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Ejercicio 2.11.
Demuestre que el lugar geométrico de los puntos z ∈ C cuyas distancias a dos puntos

distintos a, b ∈ C tienen una razón constante ρ es una circunferencia respecto a la cual
a y b son simétricos. Determine su centro y su radio cuando ρ 6= 1. (Las circunferencias
obtenidas aśı reciben el nombre de circunferencias de Apolonio de puntos ĺımites a, b).

solución.

El lugar geométrico es Sρ =
{
z ∈ C : |z−a| = ρ|z− b|}, es decir, Sρ = T−1(Cρ), donde

T (z) = z−a
z−b y Cρ = {w ∈ C : |w| = ρ}.

Si ρ = 1 es claro que Sρ es la recta mediatriz del segmento de extremos a, b.
Si ρ 6= 1 entonces ∞ 6∈ Sρ (ya que T (∞) = 1 6∈ Cρ), luego Sρ es una verdadera

circunferencia respecto a la que a y b son simétricos (pues T (a) = 0 y T (b) = ∞ son
simétricos respecto a Cρ). El centro c de la circunferencia Sρ se puede calcular fácilmente
aplicando otra vez el principio de simetŕıa: los puntos T (c) y T (∞) = 1 son simétricos
respecto a la circunferencia Cρ, luego T (c) = ρ2, y se obtiene

c = T−1(ρ2) =
a− bρ2

1 − ρ2

Como la circunferencia Sρ pasa por T−1(ρ), su radio es

|c− T−1(ρ)| =
ρ

|1 − ρ2| |b− a|.

(Una solución que no usa transformaciones de Möbius se puede ver en el apartado d) del
ejercicio 2.7).

Ejercicio 2.12.
Sea C1 la familia de las circunferencias del plano que pasan por a, b ∈ C, a 6= b, y C2

la familia de las circunferencias respecto a las que a y b son simétricos. Demuestre las
siguientes afirmaciones.

a) Por cada punto del plano, distinto de a y b, pasa una única circunferencia de C1 y
una única circunferencia de C2.

b) Las circunferencias de C1 son ortogonales a las circunferencias de C2.

c) Si S es la simetŕıa respecto a C1 ∈ C1 entonces S(C2) = C2 para cada C2 ∈ C2.
Análogamente, si S es la simetŕıa respecto a C2 ∈ C2 se verifica S(C1) = C1 para
cada C1 ∈ C1.

solución.

La transformación T (z) = (z − a)/(z − b) establece una correspondencia biyectiva
entre C1 y la familia C ′

1 formada por las rectas que pasan por 0. En virtud del principio
de simetŕıa, T también establece una biyección entre C2 y la familia C ′

2 formada por las
circunferencias centradas en 0 (las circunferencias respecto a las que T (a) = 0 y T (b) = ∞
son simétricos).

Las propiedades a), b) y c) son inmediatas para las familias C ′
1 y C ′

2. Como estas
propiedades son invariantes frente a transformaciones de Möbius se sigue que las familias
C1 y C2 también las cumplen.
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Ejercicio 2.13.

Demuestre que un par de circunferencias del plano ampliado se pueden transformar,
mediante una transformación de Möbius apropiada, en un par de circunferencias concéntricas
o en un par de ĺıneas rectas.

solución.

Sean C1, C2 dos circunferencias en el plano. Si C1 ∩ C2 6= ∅ y a ∈ C1 ∩ C2 entonces
T (z) = 1/(z−a) transforma las dos circunferencias en dos ĺıneas rectas (que serán paralelas
cuando C1 y C2 sean tangentes en a).

Si las circunferencias no se cortan y una es exterior a la otra hay dos puntos a, b ∈ C
que son simétricos respecto a ambas circunferencias. Efectivamente, eligiendo un sistema
de referencia adecuado se puede suponer que C1 está centrada en 0 y que C2 está centrada
en c > 0. Si R > 0 es el radio de C1 y r > 0 el de C2 se cumple c > R+ r. Los puntos a, b
que se buscan deben estar en el eje real y verificar

ab = R2 y (c− a)(c − b) = r2;

luego (a + b) = (c2 + R2 − r2)/c y se sigue que a, b son las soluciones de la ecuación de
segundo grado x2 − Bx + R2 = 0, con B = (c2 + R2 − r2)/c. Observe que esta ecuación
tiene dos ráıces reales distintas ya que, al ser (c−R)2 > r2, se cumple B > 2R.

b b b bb b

C1

C2

0

a

R c
b

c+ r

En virtud del principio de simetŕıa T (z) = (z − a)/(z − b) transforma C1 y C2 en
circunferencias respecto a las que son simétricos T (a) = 0 y T (b) = ∞, es decir en
circunferencias centradas en 0.

Finalmente, si las circunferencias C1 y C2 no se cortan, pero una queda dentro de la
otra, también se obtiene el resultado porque con un razonamiento similar se demuestra
que hay dos puntos simétricos respecto a ambas circunferencias.

Ejercicio 2.14.

Demuestre que las transformaciones de Möbius llevan circunferencias ortogonales a
circunferencias ortogonales. Obtenga las circunferencias ortogonales a las dos circunfe-
rencias

C1 = {z : |z| = 1}, C2 = {z : |z − 1| = 4}.

solución.

a) Teniendo en cuenta la descomposición de las transformaciones de Möbius en trans-
formaciones elementales, basta demostrar que T (z) = 1/z lleva circunferencias ortogonales
a circunferencias ortogonales. La comprobación anaĺıtica de esto es inmediata usando la
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forma compleja de las ecuaciones de las circunferencias y la condición de ortogonalidad
que se obtuvo en el ejercicio 2.5.

b) Sea a, b la única pareja de puntos que son simétricos respecto a las dos circunferencias
C1 y C2 (vea el ejercicio 2.13). Las circunferencias ortogonales a C1 y C2 son precisamente
las que pasan por a y b.

Efectivamente, en virtud del principio de simetŕıa T (z) = (z−a)/(z−b) transforma C1

y C2 en circunferencias centradas en el origen. Las circunferencias que pasan por a y b se
corresponden, mediante T , con las rectas que pasan por el origen. Como estas rectas son
ortogonales a T (C1) y T (C2), aplicando a) se concluye que las circunferencias que pasan
por a y b son ortogonales a las circunferencias del enunciado y rećıprocamente (véase el
ejercicio 2.12).

Para terminar, basta calcular los dos puntos simétricos respecto a las circunferencias del
enunciado. Estos puntos tienen que estar alineados con los centros de las circunferencias,
luego deben estar en el eje real. Más aún, deben estar en una semirrecta de origen 0 y
también en una semirrecta de origen 1. Uno de ellos, el que llamamos a, debe ser interior a
las dos circunferencias y el otro, b, exterior a ambas, luego se deberá cumplir −1 < a < 0,
y b < −3.

La condición de simetŕıa respecto a C1 es ab = 1 y la condición de simetŕıa respecto
a C2 es (1 − a)(1 − b) = 16, luego a + b = −14. Entonces a y b son las soluciones de la
ecuación x2 + 14x+ 1 = 0, es decir, a = −7 + 4

√
3 y b = −7 − 4

√
3.

Ejercicio 2.15.

Busque una transformación de Möbius que transforme el abierto

Ω = {z : Re z > 0, |z − 5| > 3}

en una corona circular centrada en 0.

solución.

Busquemos dos puntos a, b que sean simétricos respecto al eje imaginario I y a la
circunferencia C = {z : |z−5| = 3}. Como estos puntos deben estar en el eje real podemos
suponer b = −a con a > 0. La condición de simetŕıa respecto a C es (5 − a)(5 + a) = 9,
luego a = 4, y b = −4. Usando la transformación T (z) = (z− 4)/(z+ 4) se obtiene que los
puntos T (4) = 0 y T (−4) = ∞ son simétricos respecto a las circunferencias T (I) y T (C),
lo que significa que ambas están centradas en 0.

Teniendo en cuenta que −1 = T (0) ∈ T (I), −1/3 = T (2) ∈ T (C), se concluye que el
radio de T (I) es 1 y el radio de T (C) es 1/3. Finalmente, como T es biyectiva, 1 ∈ Ω y
T (1) = −3/5, se obtiene que

T (Ω) = T
({z : Re z > 0}) ∩ T

({z : |z − 5| > 3}) = {z : 1/3 < |z| < 1}.

Ejercicio 2.16.

Obtenga una transformación de Möbius que transforme la circunferencia |z| = 1 en
una recta paralela al eje imaginario, el punto z = 4 en el punto w = 0 y la circunferencia
|z| = 2 en ella misma.
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solución.

Con una transformación de la forma T (z) = (z−a)/(z−1) se consigue que la circunfe-
rencia |z| = 1 se transforme en una recta. El simétrico de b = 1 respecto a la circunferencia
|z| = 2 es b∗ = 4 luego con a = 4 se consigue una transformación que lleva la circunferencia
|z| = 2 a una circunferencia respecto a la que T (4) = 0 y T (1) = ∞ son simétricos, es
decir, una circunferencia centrada en 0 que pasa por T (2) = −2.

Queda establecido aśı que T (z) = (z − 4)/(z − 1) deja invariante la circunferencia
|z| = 2. Por otra parte, T transforma la circunferencia |z| = 1 en una recta paralela al eje
imaginario ya que T (0) = 4 y T (∞) = 1 son simétricos respecto a ella.

Ejercicio 2.17.
Utilice el principio de simetŕıa para determinar S(Ω1) y T (Ω2) donde

S(z) = (z − i)/(z + i), Ω1 = {z : Re z > 0, Im z > 0};

T (z) = z/(z − 1), Ω2 = {z : 0 < Arg z < π
4 }

solución.

a) Ω1 = P ∩ Q donde P = {z : Im z > 0} y Q = {z : Re z > 0}. Como S es biyectiva,
S(Ω1) = S(P ) ∩ S(Q).

Determinación de S(Q). Aunque es obvio que S transforma el eje imaginario en el eje
real, indicamos cómo llegar a este resultado usando el principio de simetŕıa. S transforma
el eje imaginario en una recta (pues S(−i) = ∞) respecto a la que S(1) = −i y S(−1) = i
son simétricos, luego la recta es el eje real. Como 1 ∈ Q y S(1) = −i se sigue que
S(Q) = {z : Im z < 0}.

Determinación de S(P ). Con el principio de simetŕıa también se obtiene la imagen del
eje real. Los puntos i, −i son simétricos respecto al eje real, luego S(i) = 0 y S(−i) = ∞
son simétricos respecto a la circunferencia imagen del eje real. Por lo tanto el centro
de esta circunferencia es 0 y el radio es 1 = |S(0)|. Como i ∈ P y S(i) = 0, resulta
S(P ) = {z : |z| < 1}. Se obtiene aśı

S(Ω1) = S(P ) ∩ S(Q) = {z : |z| < 1, Im z < 0}.

b) Ω2 = A∩P donde A = {x+ iy : x > y} y P = {z : Im z > 0}. Como T es biyectiva,
T (Ω2) = T (A) ∩ T (P ).

Determinación de T (A). T transforma la recta x = y en una circunferencia que pasa
por T (∞) = 1. Como T (1) = ∞, su centro a es la imagen del simétrico de 1 respecto a esta
recta, es decir a = T (i) = (1 − i)/2. El radio de la circunferencia es r = |a − 1| =

√
2/2.

Como i 6∈ A se sigue que T (A) = {z : |z − a| > r}.
Determinación de T (P ). T transforma el eje real en si mismo y la imagen de 1 + i ∈ P

es T (1 + i) = 1 − i, luego T (P ) = {z : Im z < 0}. Se obtiene aśı

T (Ω2) = T (A) ∩ T (P ) = {z : |z − a| > r, Im z < 0}.

b b

b

0 1

aT (Ω2)
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Ejercicio 2.18.
En cada caso obtenga una transformación de Möbius T con T (Ω) = G:

a) Ω =
{
z : |z| < 1, Re z > 0

}
, G =

{
z : Re z > 0, Im z > 0

}
.

b) Ω =
{
z : |z| > 1, Im z > 0

}
, G =

{
z : |z| < 1, Im z > 0

}
.

solución.

a) Ω es una de las cuatro regiones determinadas por dos circunferencias (en sentido
amplio) que se cortan ortogonalmente en z = i y z = −i. Con la transformación S(z) =
(z− i)/(z + i) estas circunferencias se convierten en dos rectas perpendiculares que pasan
por el origen, luego S(Ω) es uno de los cuatro cuadrantes determinados por estas rectas.
Aunque es fácil obtener S(Ω) razonando como en el ejercicio 2.17, a t́ıtulo ilustrativo
mostramos cómo obtenerlo con el principio de conservación de las orientaciones.

El semiplano {z : Re z > 0}, que es el lado izquierdo del eje imaginario orientado con
la terna (i, 0,−i), se transforma en {z : Im z < 0}, que es el lado izquierdo del eje real
orientado con la terna (0,−1,∞) = (S(i), S(0), S(−i)).

El disco {z : |z|<1}, que es el lado derecho de la circunferencia {z : |z| = 1} orientada
mediante la terna (i, 1,−i), se transforma en el lado derecho del eje imaginario, orientado
con la terna (0,−i,∞) = (S(i), S(1), S(−i)), que es el semiplano {z : Re z < 0}.

En definitiva, como S es biyectiva, S(Ω) = {z : Re z < 0, Im z < 0}, luego T = −S
cumple la condición requerida en el enunciado.

b

b

b

b
0

i

−i

1
b b

b

−1 0

−i

∞

b) Se puede razonar como en a), pero es obvio que T (z) = −1/z cumple la condición
deseada.

Ejercicio 2.19.
Demuestre que la forma general de una transformación de Möbius T que deja inva-

riante el disco D(0, 1) es

T (z) = µ
z − a

1 − az
con |µ| = 1 y |a| < 1.

solución.

Si T ∈ M es de la forma indicada en el enunciado y |z| = 1 se cumple

|T (z)| =
|z − a|

|z̄z − āz| =
|z − a|
|z̄ − ā| = 1,
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luego T transforma la circunferencia |z| = 1 es śı misma. Por razones de conexión,
T
(
D(0, 1)

)
es una de las dos regiones {z : |z| < 1}, {z : |z| > 1} y, puesto que |a| < 1 y

T (a) = 0, se concluye que T
(
D(0, 1)

)
= D(0, 1).

Rećıprocamente, supongamos que T ∈ M deja invariante el disco D(0, 1). Como T :
C∞ −→ C∞ es un homeomorfismo debe cumplir que T

(
∂D(0, 1)

)
= ∂T

(
D(0, 1)

)
, es decir

|z| = 1 si y sólo si |T (z)| = 1. Si a = T−1(0) debe ser |a| < 1 y según el principio de
simetŕıa el simétrico de a respecto a la circunferencia |z| = 1 debe ser b = T−1(∞), luego
b = 1/a. Se sigue de esto que T es de la forma

T (z) = µ
z − a

1 − az
con |a| < 1.

Cuando |z| = 1, al sustituir 1 = zz en la fórmula anterior se obtiene

|T (z)| = |µ| |z − a|
|z(z − a)| =

|µ|
|z| = |µ|

y la condición |µ| = 1 garantiza que |T (z)| = 1 si |z| = 1. Por lo tanto, las transformaciones
de Möbius que dejan invariante el discoD(0, 1) son las de la forma indicada en el enunciado.

Análogamente, las transformaciones de Möbius que dejan invariante el disco D(0, R)
son las de la forma

T (z) = µ
z − a

R2 − az
con |a| < R y |µ| = R2.

Ejercicio 2.20.

Demuestre que la forma general de una transformación de Möbius T que deja inva-
riante el semiplano P = {z : Im z > 0} es

T (z) =
az + b

cz + d
donde a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

solución.

Toda transformación de Möbius T que verifique T (P ) = P debe cumplir T (∂P ) = ∂P ,
es decir T debe transformar la recta real en śı misma. Como los tres puntos z1 = T−1(0),
z2 = T−1(1), z3 = T−1(∞), están en la recta real, usando la fórmula para la razón doble
T (z) = (z, z1, z2, z3) se obtiene una expresión T (z) = (az + b)/(cz + d) en la que todos los
coeficientes a, b, c, d son reales y cumplen la condición ad− bc = (c2 + d2) Im T (i) > 0.

Rećıprocamente, si T es de esta forma deja invariante la recta real R∞ y, por razones de
conexión, T (P ) debe ser uno de los dos semiplanos
P = {z : Im z > 0}, −P = {z : Im z < 0}; ahora bien, con la condición ImT (i) =
(ad− bc)/(d2 + c2) > 0 se concluye que T (P ) = P .

Ejercicio 2.21.

Obtenga la forma general de las transformaciones de Möbius que transforman el semi-
plano P = {z : Im(z) > 0} en el disco D(0, R).
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solución.

Toda transformación de Möbius T que verifique T (P ) = D(0, R) debe transformar el
eje real en la circunferencia |z| = R. Si a = T−1(0), en virtud del principio de simetŕıa, se
debe cumplir que a = T−1(∞), luego T es de la forma

T (z) = µ
z − a

z − a
con Im a > 0, |µ| = R.

La condición |µ| = R es la que garantiza que |T (x)| = R cuando z = x ∈ R. Rećıprocamente,
si T es de este tipo, es claro que T (P ) = D(0, R).

2.2.3. Otras transformaciones.

La transformación de Joukowski

Para definir una función de variable compleja mediante la composición de otras dos
hay que averiguar si la imagen de una de ellas está contenida en el dominio de la otra.
Para calcular la imagen de una transformación definida expĺıcitamente mediante una
fórmula concreta la técnica consiste en descomponerla en transformaciones elementa-
les cuyo comportamiento es conocido. En este asunto, además de las transformaciones
de Möbius, suelen intervenir otras transformaciones sencillas como las consideradas
en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 2.22.
Estudie los abiertos sobre los que la transformación f(z) = z2 es inyectiva. Compruebe

que es inyectiva sobre

A := {x+ iy : x > 0, y > 0}, P := {x+ iy : y > 0} y H := {x+ iy : x > 0}

Obtenga las imágenes de estos conjuntos por f y fórmulas expĺıcitas para las inversas de
f |A, f |P y f |H .

solución.

Obsérvese que f(z) = z2 no es inyectiva en ningún entorno de 0, pues en el entorno
siempre hay pares de puntos distintos a,−a con la misma imagen. Para cada w 6= 0 la
ecuación z2 = w tiene exactamente dos soluciones, una opuesta de la otra. Por lo tanto
f(z) = z2 es inyectiva sobre cada abierto Ω ⊂ C con la propiedad de no contener parejas
de puntos simétricos respecto al origen, es decir, tal que si z ∈ Ω entonces −z 6∈ Ω. Es
claro que los abiertos A, P y H tienen esta propiedad.

Como estos abiertos tienen una descripción simple en coordenadas polares es fácil
calcular sus imágenes mediante la transformación f(reiα) = r2ei2α.

f(A) = P ; f(P ) = C \ {x ∈ R : x ≥ 0}; f(H) = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

Se sigue que la transformación z → z2 establece una biyección entre cada uno de los
abiertos A, P , H y su imagen. Obsérvese que mientras que la inversa de f |H es la ráız
cuadrada principal

√
z, la inversa de f |P es i

√−z. Es claro que estas biyecciones son
homeomorfismos. Más aún, son difeomorfismos de clase C∞ cuando se consideran en el
ámbito del espacio eucĺıdeo R2.
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Ejercicio 2.23.
Realize un esquema gráfico de la transformación w = z2, usando coordenadas carte-

sianas en los planos de las variables z = x+ iy, w = u+ iv.
Utiĺıcelo para deducir que esta transformación establece una biyección entre las siguien-

tes parejas de abiertos (donde α > 0):

Vα = {x+ iy : x2 − y2 > α} → Hα = {u+ iv : u > α}
Hα = {x+ iy : x > α} → Uα = {u+ iv : v2 > 4α2(α2 − u)}

solución.

Para cada w 6= 0 la ecuación z2 = w tiene exactamente dos soluciones, una opuesta
de la otra, luego z2 es inyectiva sobre cada subconjunto abierto de C \ {0} que tenga la
propiedad de no contener parejas de puntos simétricos respecto al origen. Obviamente Vα

y Hα tienen esta propiedad.
En coordenadas cartesianas las ecuaciones de la transformación z2 son

u = x2 − y2, v = 2xy.

Las rectas z(t) = c + it se transforman en las parábolas v2 = 4c2(c2 − u) de ecuaciones
paramétricas

u = c2 − t2, v = 2ct, −∞ < t < +∞,

y las rectas z(t) = t + ic se transforman en las parábolas v2 = 4c2(c2 + u) de ecuaciones
paramétricas

u = t2 − c2, v = 2ct, −∞ < t < +∞.

Las parábolas de las dos familias tienen el foco en (0, 0) y las de la primera (resp.
segunda) familia tienen los ejes dirigidos en la dirección negativa (resp. positiva) del eje
Ou. Obsérvese que, de acuerdo con lo que se verá en el ejercicio 3.27, las parábolas de
una familia son ortogonales a las de la otra. Además, para x = c y x = −c se obtienen
las misma parábolas pero recorridas en sentidos opuestos. Lo mismo ocurre con las que
corresponden a y = c e y = −c. Considerando la evolución de las parábolas del plano
(x, y), cuando c recorre (α,+∞) se observa que la imagen de Hα es Uα, luego z2 establece
una biyección entre Hα y Uα.

a

b

c

d

e

1 2 3 4 5

Hα Uα
a

b

c

d

e

1

2

3

4

5

Por otra parte, las curvas del plano (x, y) que corresponden a las rectas u = c y v = c
del plano (u, v) forman las familias de hipérbolas

x2 − y2 = c, 2xy = c.
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Aqúı también se cumple, de acuerdo con el ejercicio 3.27, que las hipérbolas de la primera
familia son ortogonales a las de la segunda.

Vα
DC BA

ABC D

dc
b a

a b
c d

A

B

C

D

a b c d

Hα

z2

Observando la evolución de estas hipérbolas cuando c recorre (α,+∞), aśı como el
sentido de recorrido de las mismas, se observa que cuando w = u + iv describe una de
las rectas u = cte (resp. v = cte) entonces los dos puntos que le corresponden en el
plano z (sus dos ráıces cuadradas) se mueven cada una en una rama de la correspondiente
hipérbola, manteniéndose simétricas respecto al origen. Con este esquema se aprecia que
z2 transforma biyectivamente Vα en Hα.

1 2

V1

1 4

1 − 3i
H1

16

U1

z2 z2

Ejercicio 2.24.
Utilice la transformación w = z2, combinada con una transformación de Möbius para

obtener una biyección entre el abierto

Ω =
{
x+ iy : x > a, x2 − y2 > a2}

y el disco {w : |w| < 1
}
, de modo que el foco de la hipérbola x2 − y2 = a2 corresponda a

w = 0 y el vértice a w = −1.
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solución.

Los focos de la hipérbola x2/a2 − y2/b2 = 1 son los puntos ±c tales que c2 = a2 + b2.
En el caso que nos ocupa los focos son ±

√
2a. La rama de la hipérbola que limita Ω es la

que tiene el vértice en a y el foco en
√

2a.
En términos de las componentes de z = x+ iy y w = u+ iv la transformación w = z2

viene dada por las ecuaciones

u = x2 − y2, v = 2xy.

Teniendo en cuenta el ejercicio 2.23 es claro que la función z2 establece una biyección
entre Ω y el semiplano H = {u+ iv : u > a2}. Para terminar basta componer z2 con una
transformación de Möbius T tal que

T (H) = D(0, 1), T (2a2) = 0, T (a2) = −1.

El principio de simetŕıa ayuda a determinar T : los puntos 0 y 2a2 son simétricos respecto
a la recta Re z = a2 que queremos transformar en la circunferencia |z| = 1; por lo tanto si
T (2a2) = 0 debe ser T (0) = ∞, luego T es de la forma T (z) = A+ B/z. Las condiciones
T (2a2) = 0 y T (a2) = −1 conducen a los valores A = 1 y B = −2a2. Se obtiene aśı que
f(z) = 1 − 2(a/z)2 es una biyección con las propiedades requeridas.

Ejercicio 2.25.
Utilice la transformación w = z2 combinada con una transformación de Möbius para

obtener una biyección entre Ω = {x+ iy : y2 > 2px} (p > 0), y el disco {w : |w| < 1} de
modo que los puntos z = 0 y z = −p/2 se transformen en w = 1 y w = 0 respectivamente.

solución.

Sea R(z) = i
√−z la rama de la ráız cuadrada definida en el complementario del eje

real positivo. Si w = R(z), en términos de coordenadas cartesianas z = x+ iy, w = u+ iv
se verifica

u2 − v2 = x, 2uv = y.

Si c > 0 el abierto Ω1 = {x + iy : y2 > 4c2(x + c2)} está contenido en el dominio de R
y R(Ω1) es el semiplano H = {u + iv : v > c} (obsérvese que R transforma la parábola
y2 = 4c2(x+ c2) en la recta v = c). Con c =

√
p/2 se obtiene

Ω1 =
{
x+ iy : y2 > 2p(x+ p/2)

}
= s(Ω)

donde s(z) = z − p/2. Como

R(s(0)) = R(−p/2) = i
√
p/2, R(s(−p/2)) = R(−p) = i

√
p

la solución se puede obtener componiendo R(s(z)) = i
√
p/2 − z con una transformación

de Möbius T que cumpla

T (H) = D(0, 1), T (i
√
p/2) = 1, T (i

√
p) = 0.

Una transformación con estas propiedades se consigue con el principio de simetŕıa: el
simétrico de i

√
p respecto a la recta y =

√
p/2 es i(

√
2 − 1)

√
p cuya imagen, mediante T ,

ha de ser ∞. Estas condiciones conducen a

T (z) =
z − i

√
p

i(
√

2 − 1)
√
p− z
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Con α =
√
p, β = (

√
2 − 1)

√
p, se obtiene que

f(z) =

√
p/2 − z − α

β −
√
p/2 − z

es una biyección entre Ω y el disco D(0, 1) que cumple los requisitos del enunciado. La
transformación inversa es

g(z) =
p

2
−
(
α+ βz

1 + z

)2

.

Ejercicio 2.26.

Sea J : C∞ −→ C∞ la transformación de Joukowski definida por

J(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
si z 6∈ {0,∞}, J(0) = J(∞) = ∞.

Visualice la transformación obteniendo las imágenes de las circunferencias Cr(t) = reit,
r > 0, y de las semirrectas Lt = {reit : r ≥ 0}, t ∈ [0, 2π).

Obtenga las imágenes J(P ), J(D) del semiplano P = {z : Im z > 0} y del disco
D = D(0, 1), y muestre que J establece una biyección entre cada uno de estos abiertos y
su imagen.

Justifique que con la función J se pueden establecer biyecciones entre un semidisco y
un semiplano, y entre el exterior de un disco y el exterior de una elipse.

solución.

Imágenes de las circunferencias Cr.

Fijado r > 0, la imagen de la circunferencia Cr(t) = reit es la elipse Er(t) de ecuaciones
paramétricas

u(t) = a cos t, v(t) = b sen t, t ∈ [0, 2π]

de semiejes a = 1
2(r + 1/r) y b = 1

2(r − 1/r), con focos en los puntos 1 y −1.

Cuando r tiende hacia 0, o hacia ∞, la longitud de los semiejes crece hacia ∞. Si
0 < r < 1 (resp. r > 1) entonces b < 0 (resp. b > 0) luego Er se recorre en sentido
negativo (resp. positivo). Puesto que las elipses Er y E1/r coinciden, salvo el sentido de
recorrido, basta considerar el caso 0 < r ≤ 1.

Cuando 0 < r < 1 se aproxima al valor 1, el semieje mayor de la elipse, [−a, a], se
aproxima al segmento [−1, 1], mientras que la longitud del semieje menor tiende hacia
cero. Para r = 1 la elipse Er degenera en el segmento [−1, 1], recorrido dos veces en el
sentido 1 → −1 → 1, y a través de esta elipse degenerada se realiza la transición entre las
orientaciones opuestas que aparecen para r < 1 y para r > 1.

Para cada w ∈ C∞ \ [−1, 1] la ecuación J(z) = w tiene dos soluciones, z1 y z2, donde
z1 ∈ D(0, 1) y z2 = 1/z1 ∈ D(∞, 1), luego por cada punto w ∈ C∞ \ [−1, 1] pasa una y
sólo una de las elipses Er con r < 1 (y una y sólo una de las elipses Er con r > 1).
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bb
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i
3
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J

J
({
z : 0 < |z| < 1

})
= C \ [−1, 1]

Imágenes de las semirrectas Lt.

Fijado t ∈ [0, 2π], la imagen de la semirrecta Lt(r) = reit, r > 0, es el camino Ht(r)
de ecuaciones paramétricas

u(r) =
α

2

(
r +

1

r

)
, v(r) =

β

2

(
r − 1

r

)
r > 0,

donde α = cos t y β = sen t. Eliminando el parámetro r se observa que este camino recorre
una de las ramas de la hipérbola u2/α2 − v2/β2 = 1, atravesando el eje real para r = 1.

Atendiendo al signo de α y β se aprecia que, cuando 0 < t < π está fijo y r crece desde
0 hasta +∞, el punto (u(r), v(r)) describe la rama de la hipérbola en el sentido en que
crece v, de tal modo que la parte que queda en el semiplano Im z < 0 (resp. Im z > 0)
corresponde a los valores 0 < r < 1 (resp. r > 1).

Para t = π/2 la rama de hipérbola Hπ/2 degenera en el eje imaginario y para t = 0
y t = π las ramas de hipérbola H0 y Hπ degeneran, respectivamente, en las semirrectas
{x ∈ R : x ≥ 1}, {x ∈ R : x ≤ −1}, que aparecen recorridas dos veces en el sentido
+∞ → 1 → +∞ y −∞ → −1 → −∞ respectivamente. Más precisamente, a través de Hπ

se realiza la transición entre el comportamiento para 0 < t < π y el comportamiento para
t ∈ (π, 2π) que es simétrico al anterior, pero las ramas de las hipérbolas se recorren en el
sentido en que decrece v.

bb bbbc bc
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J(− 1

3
)

J(i)

Hπ

4

J

J
(
{z : Im z > 0}

)
= C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}

Con esta descripción de la transformación en coordenadas polares es claro que:

J(D) = C∞ \ {x ∈ R : |x| ≤ 1}, J(P ) = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}
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y también que J(D+) = {z : Im z < 0}, donde D+ = {z : |z| < 1, Im z > 0}. (En el
ejercicio 2.27 se obtienen J(D) y J(P ) por otro procedimiento).

Merece la pena observar cómo se corresponden las fronteras en la biyección J : D+ −→
{z : Im z < 0}. Cuando z recorre la frontera de D+ en el sentido 0 → 1/3 → 1 → i →
−1 → −1/3 → 0, su imagen w = J(z) recorre la frontera del semiplano {z : Im z < 0} en
el sentido

∞ → J(1/3) → 1 = J(1) → 0 = J(i) → −1 = J(−1) → J(−1/3) → ∞.

Para los lectores que ya conozcan los resultados básicos sobre transformaciones conformes
(véase el apartado 3.1.4) se advierte que se produce el fenómeno de duplicación de ángulos
en los puntos ±1, donde se anula la derivada J ′.

bb bb

b

b

1−1 1
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− 1
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bb bb b
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3
)J(− 1

3
)
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3
)

J

La descripción de la transformación en coordenadas polares también revela que para
r > 1 (resp. 0 < r < 1) la función z → J(rz) transforma {z : |z| > 1} (resp. D∗(0, 1)) en
la región exterior a la elipse {

x+ iy :
x2

a2
+
y2

b2
> 1

}

donde a = 1
2(r + 1/r) y b = 1

2(r − 1/r). Obsérvese que las elipses de esta forma cumplen

la condición a2 − b2 = 1 y que toda elipse x2/a2 + y/b2 = 1 con esta condición se puede
expresar en la forma anterior con r = a+ b > 1, ya que 1/r = 1/(a+ b) = a− b.

Por otra parte, una elipse arbitraria se puede transformar, mediante una traslación
seguida de un giro y una homotecia respecto al origen, en otra elipse de la forma conside-
rada anteriormente. Por lo tanto, para una elipse arbitraria siempre es posible encontrar
una biyección del tipo z → µJ(rz) + ν entre {z : |z| > 1} y el exterior de la elipse.

Aśı queda establecido que con la transformación de Joukowski se puede conseguir una
biyección entre un semi disco y un semiplano y una biyección entre el exterior de un disco
y el exterior de una elipse.

Nota. Los lectores que conozcan la noción de transformación conforme advertirán que
todas las biyecciones que han sido establecidas en este ejercicio son realmente isomorfismos
conformes.

Ejercicio 2.27.

Determine la clase de los abiertos Ω ⊂ C∞ sobre los que es inyectiva la transformación
de Joukowski J : C∞ −→ C∞ definida en el ejercicio 2.26. Compruebe que J es inyectiva
sobre D = D(0, 1) y sobre P = {z : Im z > 0}. Si Ω es una de las dos regiones del
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plano ampliado limitadas por una circunferencia Γ que pasa por +1 y −1, demuestre
que J también es inyectiva sobre Ω. Compruebe que J(z) = T−1

(
T (z)2

)
, con T (z) =

(z − 1)/(z + 1), y utilice esta descomposición para calcular J(D), J(P ) y J(Ω).

solución.

La condición J(a) = J(b), con a, b ∈ C, se escribe en la forma

(a− b)

(
1 − 1

ab

)
= 0

luego J(a) = J(b) con a 6= b si y sólo si ab 6= 1. En todo entorno de 1 y en todo
entorno de −1 existen puntos a 6= b con ab = 1, luego para que J sea inyectiva sobre
un abierto Ω ⊂ C∞ es necesario que Ω ∩ {−1,+1} = ∅. (Anticipando resultados de
la teoŕıa de funciones holomorfas también se puede obtener lo mismo observando que
{z ∈ C∞ : J ′(z) = 0} = {+1,−1}, y teniendo en cuenta que la derivada de una función
holomorfa inyectiva no se anula nunca, véase el ejercicio 4.52).

Si suponemos que se cumple la condición necesaria Ω∩{−1,+1} = ∅, se tendrá J(Ω)∩
{−1,+1} = ∅. Este hecho garantiza que si w ∈ J(Ω) y w 6= ∞ entonces la ecuación
J(z) = w tiene dos soluciones finitas distintas a, b = 1/a (las soluciones de la ecuación de
segundo grado z2 − 2wz + 1 = 0). Cuando w = ∞ ∈ J(Ω) la ecuación J(z) = ∞ también
tiene dos soluciones distintas a = 0, b = ∞, que verifican a = 1/b. En definitiva, una
condición necesaria y suficiente para que J sea inyectiva sobre un abierto Ω ⊂ C∞ es que
se cumpla

z ∈ Ω ⇒ 1/z 6∈ Ω.

Es claro que D y P cumplen esta condición. Para ver que Ω también la cumple basta
ver que si z está en el disco limitado por Γ entonces 1/z está en el exterior del disco.
Efectivamente, existe t > 1 tal que a = tz ∈ Γ, y como la razón doble (1,−1, a, 1/a) = 2
es real se tiene que 1/a ∈ Γ, con lo cual 1/z = t/a está en la región exterior del disco
limitado por Γ.

Con un sencillo cálculo se comprueba la igualdad J(z) = T−1
(
T (z)2

)
donde T−1(z) =

(1 + z)/(1 − z). Con esta descomposición es fácil calcular J(P ) y J(D), como se muestra
a continuación.

Es claro que T (P ) = P (véase el ejercicio 2.20). La imagen de P mediante la transfor-
mación z2 es el abierto Ω−1 = C\{x ∈ R : x ≥ 0}. Usando la teoŕıa de las transformaciones
de Möbius se obtiene

J(P ) = T−1(Ω−1) = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}.

Se comprueba fácilmente que T (D) es el semiplano H = {z : Re z < 0}, cuya imagen
mediante la transformación z2 es Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}, luego

J(D) = T−1(Ω1) = C∞ \ [−1, 1].

La imagen J(Ω) también se puede calcular usando la descomposición J = T−1(T 2).
Efectivamente, T (Γ) es una recta que pasa por el origen (pues T (1) = 0 y T (−1) = ∞)
luego H = T (Ω) es un semiplano abierto. Su imagen U mediante z2 es el complemento de
una semirrecta que surge del origen, luego J(Ω) = T−1(U) es el complemento de un arco
de circunferencia de extremos T−1(0) = 1 y T−1(∞) = −1

Ω
T−→ H

z2

−→ U
T −1

−→ J(Ω)
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Para determinar de modo más concreto J(Ω) suponemos que la circunferencia Γ está
dada y orientada mediante la terna (+1, is,−1), donde s > 0, de modo que Ω es el lado
izquierdo de Γ. Es claro que T (Γ) es la recta que pasa por el origen y por b = T (is).
Orientando esta recta mediante el par (0, b) se obtiene que H = T (Ω) es el semiplano
izquierdo Im(z/b) > 0 (el que contiene al punto ib). Obsérvese que

b =
s2 − 1

s2 + 1
+ i

2s

s2 + 1

está en el semiplano Im z > 0 y pertenece al primer o segundo cuadrante según sea s > 1
o s < 1 y que b = i cuando s = 1.

b

0
b
1

b
-1

bbb

Γs

Ωs

b z

b

is

b a

b

1/z
b 1/a

b

b b = T (is)

0 = T (1)

Hs

0

b

b2

Gs

b bb

b

it = J(is)

0 = T (i)−1 = J(−1) 1 = J(1)

T−1(Gs)

T
z2

T−1

J

Con z2 se establece una biyección entre H y U = C \ {tb2 : t ≥ 0}, luego J(Ω) =
T−1(U) = C∞ \ Ct, donde Ct es el arco de circunferencia, de extremos +1 y −1, que
pasa por it = i

2 (s − 1/s) = J(is) = T−1(b2). Para s > 1 (resp. s < 1) el arco queda en
el semiplano Im z > 0 (resp. Im z < 0), y para s = 1 el arco es el segmento [−1, 1] (un
resultado análogo se obtendrá en el ejercicio 3.36).

Ejercicio 2.28.
Sea J : C∞ −→ C∞ la transformación de Joukowski definida en el

ejercicio 2.26. Sea T (z) = (z − 1)/(z + 1), utilice la descomposición
J(z) = T−1

(
T (z)2

)
para obtener fórmulas expĺıcitas para las inversas de J |P y J |D, donde

P = {z : Im z > 0} y D = D(0, 1) (véase el ejercicio 2.27).

solución.

En el ejercicio 2.27 se ha demostrado que J es inyectiva sobre P y sobre D y se han
calculado las imágenes

J(P ) = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}, J(D) = C∞ \ [−1, 1].
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Utilizando la descomposición J(z) = T−1
(
T (z)2

)
, es fácil calcular fórmulas expĺıcitas para

las inversas de J |P y J |D.

Con las notaciones del ejercicio 2.27 y teniendo en cuenta que la inversa de P
z2

−→ Ω−1

es h(z) = i
√−z, se obtiene que la inversa de J |P viene dada por la fórmula

w =
(
T−1 ◦ h ◦ T )(z) =

1 + h
(
T (z)

)

1 − h
(
T (z)

) = z + (z + 1)h
(
T (z)

)
.

Multiplicando numerador y denominador por 1 + h
(
T (z)

)
esta fórmula se simplifica en la

forma

w = z + i(1 + z)

√
1 − z

1 + z

Análogamente, usando la descomposición

J |D : D
T−→ H

z2

−→ Ω1
T −1

−→ J(D)

y teniendo en cuenta que g(z) = −√
z es la inversa de H

z2

−→ Ω1 se obtiene una fórmula
para la inversa de J |D:

w =
(
T−1 ◦ g ◦ T )(z) =

1 + g
(
T (z)

)

1 − g
(
T (z)

) = z + (z + 1)g
(
T (z)

)
,

que se simplifica en la forma

w = z − (z + 1)

√
z − 1

z + 1

Nota. En el ejercicio 3.9 se se pueden ver otras fórmulas para las inversas de J |P y J |D,
las cuales, según el ejercicio 3.8, definen las mismas funciones que las fórmulas obtenidas
aqúı.

Ejercicio 2.29.
Sea J la transformación de Joukowski definida en el ejercicio 2.26 y Ω una de las

regiones del plano limitadas por una circunferencia que pasa por +1 y −1. Utilice la
descomposición J(z) = T−1

(
T (z)2

)
, con T (z) = (z − 1)/(z + 1), para obtener fórmulas

expĺıcitas de la inversa de J |Ω. (En el ejercicio 2.27 se ha visto que J es inyectiva sobre
Ω y se ha calculado J(Ω)).

solución.

Sea Γ es una circunferencia que pasa por los puntos +1 y −1; ya sabemos que las dos
regiones limitadas por Γ tienen la misma imagen, que es es el complemento de un arco de
circunferencia de extremos +1,−1. Suponemos en lo que sigue que Ω es la región acotada,
es decir, el disco abierto limitado por Γ (el otro caso es análogo y se deja al cuidado
del lector). En lo que sigue continuamos con la notación introducida en el ejercicio 2.27,
suponiendo que Γ es la circunferencia que pasa por los tres puntos {+1, is,−1}, donde
s > 0, de modo que H = T (Ω) es el semiplano Im(z/b) > 0, donde

b = T (is) =
s2 − 1

s2 + 1
+ i

2s

s2 + 1
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es un punto que queda en el semiplano Im z > 0 y pertenece al primer o segundo cuadrante,
según sea s > 1 o s < 1, y que b = i cuando s = 1.

Como la aplicación z2 establece una biyección entre el semiplano H y el abierto U =
C \ {tb2 : t ≥ 0}, resulta J(Ω) = T−1(U) = C∞ \Ct, donde Ct es el arco de circunferencia
de extremos +1 y −1 que pasa por el punto

it =
i

2
(s− 1/s) = J(is) = T−1(b2).

Obsérvese que para s > 1 (resp. s < 1) el arco queda en el semiplano Im z > 0 (resp.
Im z < 0) y que para s = 1 el arco es el segmento [−1, 1] (véase el ejercicio 3.36).

Como T es biyectiva, se consigue una fórmula expĺıcita para la inversa de

J |Ω : Ω
T−→ H

z2

−→ U
T −1

−→ V = J(Ω)

eligiendo, entre las dos ramas de la ráız cuadrada de z que hay definidas en U , la que

corresponde a la inversa de H
z2

−→ U . En este caso, si h es la rama apropiada, la inversa
de J |Ω vendrá dada por

w =
(
T−1 ◦ h ◦ T )(z) =

1 + h
(
T (z)

)

1 − h
(
T (z)

) = z + (z + 1)h
(
T (z)

)
.

Teniendo en cuenta que H = {z : Im z/b > 0} y U = C\{tb2 : t ≥ 0} es claro que debemos
elegir h(z) = ib

√
−z/b2 (la rama de la ráız cuadrada de z, definida en U , que cumple

h(−b2) = ib). Aśı se obtiene una fórmula para la inversa de J |Ω:

w = −ib(z + 1)

√
1 − z

b2(1 + z)

El caso s = ∞ se puede considerar como un caso ĺımite, para el cual Ω es el semiplano
P = {z : Im z > 0}. Este caso, y el caso s = 1, ya han sido considerados en los ejercicios
2.27 y 2.28. Véase también el ejercicio 3.9.

Nota. El lector que ya conozca la noción de transformación conforme advertirá que J
establece un isomorfismo conforme de Ω sobre el complemento de un arco de circunferencia
de extremos +1,−1. Obsérvese que J ′(z) 6= 0 para todo z ∈ C∞ \ {+1,−1} (J ′(0) =
J ′(∞) = 2). Se puede continuar consultando los ejercicios 3.36 y 3.37 donde se consideran
otras propiedades de la transformación de Joukowski.

2.2.4. Complementos sobre la esfera de Riemann

En los ejercicios de este tramo se obtienen diversos resultados relacionados con la
esfera de Riemann y la proyección estereográfica. Entre otras cosas se obtienen inter-
pretaciones geométricas, a través de la proyección estereográfica, de algunas cuestio-
nes geométricas consideradas previamente en el plano. Ciertas transformaciones del
plano se interpretan de modo muy simple (véase el ejercicio 2.31). En el ejercicio 2.32
se obtiene una notable propiedad de la proyección estereográfica. Véase también el
ejercicio 2.36.
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Ejercicio 2.30.
Sea σ : C∞ −→ C∞ una isometŕıa para la distancia cordal que verifica σ(0) = 0 y

σ(∞) = ∞. Demuestre que existe u ∈ C con |u| = 1 tal que, o bien σ(z) = uz, o bien
σ(z) = uz.

Indicación. Utilice el ejercicio 2.8.

solución.

Para cada z ∈ C se tiene d∞(z, 0) = d∞(σ(z), σ(0)) = d∞(σ(z), 0), es decir

2|z|√
1 + |z|2 =

2|σ(z)|√
1 + |σ(z)|2

luego |σ(z)| = |z|. Análogamente, la igualdad d∞(z,w) = d∞(σ(z), σ(w)) se escribe en la
forma

2|z − w|√
1 + |z|2

√
1 + |w|2 =

2|σ(z) − σ(w)|√
1 + |σ(z)|2

√
1 + |σ(w)|2

luego |z − w| = |σ(z) − σ(w)| para todo par de números complejos z,w ∈ C.
Como σ es biyectiva y σ(∞) = ∞ se sigue que σ(C) = C y utilizando lo que se ha

establecido en el ejercicio 2.8 se obtiene el resultado.

Ejercicio 2.31.
¿Cuál es la interpretación geométrica de la transformación del plano σ(z) = 1/z, y de

la transformación inducida en la esfera de Riemann mediante la proyección estereográfica?

solución.

Componiendo las aplicaciones z → z y z → 1/z se obtiene la transformación σ. La
primera es una simetŕıa respecto al eje real y la segunda una simetŕıa respecto a la cir-
cunferencia unidad |z| = 1.

Por otra parte, si x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 y (x1, x2, x3) = Ψ(z) se verifica

1

z
=

1 − x3

x1 + ix2
=

(1 − x3)(x1 − ix2)

x2
1 + x2

2

=
(1 − x3)(x1 − ix2)

1 − x2
3

=
x1 − ix2

1 + x3

Es decir 1/z = Ψ(x1,−x2,−x3), luego la transformación inducida en la esfera de Riemann

Ψ ◦ σ ◦ Ψ−1(x1, x2, x3) = (x1,−x2,−x3)

es un giro de amplitud π alrededor del eje Ox1.

Ejercicio 2.32.
Demuestre que, mediante la proyección estereográfica, las circunferencias del plano

complejo se corresponden con las circunferencias de la esfera de Riemann tal y como se
indica a continuación.

Una recta del plano se transforma en una circunferencia de la esfera que pasa por el
polo de proyección (0, 0, 1), y una verdadera circunferencia de ecuación

Azz +Bz + Cz +D = 0
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donde A,D ∈ R, B = C, AD−BC < 0 y A 6= 0 (véase el ejercicio 2.5) se transforma en
la circunferencia de la esfera determinada por el plano de ecuación

ax1 + bx2 + cx3 + d = 0,

donde a = B + C, b = i(B − C), c = A − D y d = A + D. (Observe que a, b, c y d son
reales y que si ∆ es la distancia del origen al plano entonces ∆ < 1, por lo que el plano
corta efectivamente a la esfera).

solución.

Es geométricamente evidente que las rectas del plano complejo se corresponden con
las circunferencias de la esfera que pasan por (0, 0, 1).

Consideremos una verdadera circunferencia en el plano, de ecuación

Azz +Bz + Cz +D = 0

donde A,D ∈ R, B = C, AD −BC < 0 y A 6= 0. Usando las ecuaciones de la proyección
estereográfica z = (x1 + ix2)/(1 − x3) se obtiene que un punto (x1, x2, x3) de la esfera de
Riemann corresponde a un punto de la circunferencia si y sólo si

A(x2
1 + x2

2)/(1 − x3) +B(x1 + ix2) + C(x1 − ix2) +D(1 − x3) = 0.

Como x2
1 + x2

2 = 1 − x2
3 y 1 − x3 6= 0, la condición anterior equivale a

A(1 + x3) +B(x1 + ix2) + C(x1 − ix2) +D(1 − x3) = 0,

es decir, ax1 + bx2 + cx3 + d = 0. Como los coeficientes a = B + C, b = i(B − C),
c = A−D y d = A+D son reales, ésta es la ecuación de un plano cuya distancia al origen
es ∆ = |d|/

√
a2 + b2 + c2 < 1, ya que d2 − (a2 + b2 + c2) = 4(AD −BC) < 0.

Rećıprocamente, si una circunferencia sobre la esfera está determinada por el plano
ax1 + bx2 + cx3 + d = 0, con d2 − (a2 + b2 + c2) < 0 (para que el plano corte efectivamente
a la esfera), efectuando las sustituciones

x1 =
2x

|z|2 + 1
, x2 =

2y

|z|2 + 1
, x3 =

|z|2 − 1

|z|2 + 1
,

se obtiene la ecuación
Azz̄ +Bz + Cz̄ +D = 0

donde A = (c + d)/2, B = (a − ib)/2, C = (a + ib)/2 y D = (d − c)/2. Como A,D ∈ R,
B = C y AD−BC =

(
d2 − (a2 + b2 + c2)

)
/4 < 0, según el ejercicio 2.5, la última ecuación

representa una circunferencia.

Ejercicio 2.33.
Demuestre que la transformación de Möbius T (z) = (z− a)/(az+ 1) corresponde a un

giro sobre la esfera de Riemann. Obtenga el eje de giro y la amplitud del mismo.

solución.

Suponemos a 6= 0 ya que el resultado es evidente cuando a = 0. Empezaremos supo-
niendo que T induce un giro en la esfera y bajo esta hipótesis determinaremos el giro G y
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la transformación G∗ que el giro induce en el plano. El resultado se obtendrá comprobando
que G∗ = T .

Si T induce un giro en la esfera de Riemann, debe tener dos puntos fijos que se obtienen
resolviendo la ecuación T (z) = z. Las soluciones, α = ia/|a| y β = −ia/|a|, son puntos
diametralmente opuestos de la circunferencia unidad. El eje del giro debe ser la recta
determinada por los puntos A, B de la esfera que corresponden a estos puntos mediante
la proyección estereográfica. Es claro que A y B son puntos antipodales del ecuador de la
esfera, luego el eje de giro está contenido en el plano del ecuador. El plano ortogonal al
eje de giro, que pasa por el origen, corta a la esfera en un meridiano que es el que aparece
en la figura.

b

O

b P

b
Q

b

N

b
a

b

−1/a

b

S

ϕ

ϕθ

Para determinar el ángulo de giro consideramos los puntos antipodales de este meri-
diano P , Q que verifican G(P ) = S, G(Q) = N . Estos puntos corresponden a los puntos
del plano a, −1/a, ya que T (a) = 0 y T (−1/a) = ∞.

Un sencillo razonamiento geométrico, basado en la figura, proporciona la amplitud θ
del ángulo de giro: la suma de los ángulos del triángulo isósceles NOP es π = (π−θ)+2ϕ,
luego θ = 2ϕ y teniendo en cuenta que el triángulo NOa es rectángulo resulta tgϕ = |a|,
es decir, θ = 2 arc tg |a|.

Si G es el giro de la esfera de eje AB y amplitud θ, que lleva el punto P al punto S
y G∗ es la transformación que G induce en el plano, debemos comprobar que T = G∗.
Comenzemos con el caso particular a = it, donde t > 0.

En este caso α = −1, β = 1,

A = (−1, 0, 0), B = (1, 0, 0), P = (0, sen θ,− cos θ), Q = (0,− sen θ, cos θ)

y las ecuaciones del giro G(x1, x2, x3) = (y1, y2, y3) vienen dadas por

y1 = x1; y2 = x2 cos θ + x3 sen θ; y3 = −x2 sen θ + x3 cos θ.

Usando estas ecuaciones es fácil comprobar que T = G∗:

T (z) =
z − it

1 − itz
=

(z − it)(1 + itz)

(1 − itz)(1 + itz)
=

it|z|2 + z + t2z − it

t2|z|2 − itz + itz + 1

Si (x1, x2, x3) es el punto de la esfera que corresponde a z se tiene

z =
x1 + ix2

1 − x3
; |z|2 =

x2
1 + x2

2

(1 − x3)2
=

1 − x2
3

(1 − x3)2
=

1 + x3

1 − x3

y sustituyendo arriba estas expresiones resulta

T (z) =
(1 + t2)x1 + i(1 − t2)x2 + i2tx3

1 + 2tx3 + (t2 − 1)x3
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En el caso que estamos considerando t = |a| = tgϕ = tg(θ/2), luego

sen θ =
2t

1 + t2
, cos θ =

1 − t2

1 + t2

y se obtiene

T (z) =
x1 + ix2 cos θ + ix3 sen θ

1 + x2 sen θ − x3 cos θ
=
y1 + iy2

1 − y3
= G∗(z).

Consideremos ahora el caso general, donde a ∈ C es arbitrario. Si
u = i|a|/a se comprueba fácilmente que

uT (z) =
uz − i|a|

−i|a|uz + 1
= S(uz)

donde S(z) = (z − i|a|)/(−i|a|z + 1), según el caso particular considerado anteriormente,
induce sobre la esfera un giro de eje OX1. La transformación z → uz corresponde a un
giro de la esfera de eje OX3 (pues |u| = 1). Se sigue que T (z) = u−1S(uz) induce en la
esfera el giro que resulta de componer tres giros: el primer giro es de eje OX3, el segundo
de eje OX1 y el tercer giro es el opuesto del primero.

Ejercicio 2.34.
Demuestre que un giro de la esfera de Riemann induce en el plano, mediante la pro-

yección estereográfica, una transformación Möbius y que la forma general de las transfor-
maciones de Möbius que corresponden a los giros de la esfera es

T (z) = µ
z − p

pz + 1
con |µ| = 1.

solución.

En el ejercicio 2.33 se ha establecido que los giros de la esfera cuyo eje está en el plano
del ecuador, y en particular los giros de eje OX1, inducen en el plano transformaciones de
Möbius. Los giros de eje OX3 también inducen en el plano transformaciones de Möbius
(giros alrededor del origen). Para concluir que cualquier giro G de la esfera induce en el
plano una transformación de Möbius basta, tener en cuenta que G se puede descomponer
en tres giros: uno de eje OX3, otro de eje OX1 y finalmente otro giro de eje OX3. (Veamos
esto. Si (e1, e2, e3) es la base canónica de R3, el giro G queda determinado mediante la
terna (v1, v2, v3) donde vi = G−1(ei). Con un primer giro de eje OX3 la terna (v1, v2, v3)
se puede transformar en (v′

1, v
′
2, v

′
3) donde v′

3 cae en el plano OX2X3. Con un segundo giro
de eje OX1 esta terna se transforma en (v′′

1 , v
′′
2 , v

′′
3 ) con v′′

3 = e3. Finalmente, con un último
giro de eje OX3, la terna (v′′

1 , v
′′
2 , e3) se transforma en (e1, e2, e3)).

Aśı queda establecido que los giros de la esfera de Riemann inducen en el plano trans-
formaciones de Möbius y sólo queda obtener la forma general de las transformaciones de
Möbius que corresponden a los giros de la esfera.

Usando las ecuaciones de la proyección estereográfica es fácil ver que dos puntos p, q
del plano complejo corresponden a puntos antipodales de la esfera si y sólo si 1 + pq = 0.

Si p, q = −1/p son los puntos del plano que corresponden, respectivamente, a los
puntos antipodales P = G−1(0, 0,−1), Q = G−1(0, 0, 1), se debe cumplir T (p) = 0 y
T (q) = T (−1/p) = ∞, luego T es de la forma

T (z) = µ
z − p

pz + 1
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Por otra parte, T tiene dos puntos fijos, α, −1/α, que corresponden a los puntos antipodales
donde el eje de giro corta a la esfera. Las condiciones T (α) = α, T (−1/α) = −1/α se
traducen en

α(pα+ 1) = µ(α− p); (α− p) = µα(1 + αp)

de donde se obtiene que |µ| = 1.

Rećıprocamente, en virtud del ejercicio 2.33, cada transformación del tipo considerado
en el enunciado corresponde al giro de la esfera que se obtiene componiendo un giro con
eje en el plano del ecuador y un giro de eje OX3.

Ejercicio 2.35.

Sea Γ una circunferencia en la esfera de Riemann y C la circunferencia que le corres-
ponde en el plano complejo mediante la proyección estereográfica.

Dos puntos P , P ∗ de la esfera se dice que son simétricos respecto a Γ cuando los puntos
que les corresponden en el plano complejo son simétricos respecto a C.

Si P 6= P ∗ son simétricos respecto a Γ demuestre que las circunferencias de la esfera
que pasan por P y P ∗ son ortogonales a Γ. Deduzca que el vértice V del cono tangente a
la esfera a lo largo de Γ está alineado con P y P ∗ (luego el simétrico de P respecto a Γ es
el otro punto donde la recta VP corta a la esfera).

solución.

Los puntos z, z∗ que corresponden a P , P ∗ por la proyección estereográfica, son
simétricos respecto a la circunferencia C luego, según el ejercicio 2.6, las circunferencias
del plano que pasan por z y z∗ son ortogonales a C.

Como la proyección estereográfica transforma circunferencias ortogonales en circunfe-
rencias ortogonales (ejercicio 2.36) se sigue que las circunferencias de la esfera que pasan
por P y P ∗ son ortogonales a Γ.

V

b

A

b

B

bP

b
P

∗

Γ

Γ
′

L
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Para demostrar que V está alineado con P y P ∗ basta ver que si Π es un plano que
pasa por P y P ∗ entonces V está en ese plano. Para ver esto consideremos la circunfe-
rencia Γ′ que Π determina en la esfera. Esta circunferencia pasa por P y P ∗, luego corta
ortogonalmente a Γ en dos puntos A y B. La recta L tangente a Γ′ en A es ortogonal a Γ
y es tangente a la esfera (porque es tangente a una curva contenida en ella) luego es una
de las generatrices del cono y por lo tanto pasa por V . Como esta recta está contenida en
Π (el plano de Γ′) se concluye que V está en el plano Π.

Ejercicio 2.36.
Demuestre que la proyección estereográfica transforma circunferencias ortogonales en

circunferencias ortogonales.

solución.

Sean Γi (i = 1, 2) dos circunferencias en el plano complejo que se cortan de modo
ortogonal en z0. Las circunferencias Λi (i = 1, 2) que les corresponden en la esfera de
Riemann se cortan en el punto P0 que corresponde a z0. La comprobación directa de que
Λ1 y Λ2 son ortogonales en P0 es complicada anaĺıticamente. Los cálculos se simplifican
reemplazando las circunferencias Λi por los ćırculos máximos Λ∗

i que pasan por P0 con la
misma tangente que Λi.

b

Λ1

Λ2

Λ∗
1

Λ∗
2

P0

Las circunferencias Γ∗
i del plano complejo que corresponden a Λ∗

i siguen siendo orto-
gonales en z0 ya que Γ∗

i y Γi tienen la misma tangente en ese punto (recuérdese que, en
virtud de la regla de la cadena, si dos caminos tienen la misma tangente en un punto, sus
imágenes mediante una aplicación diferenciable también tienen la misma tangente en la
imagen del punto).

Sean Aizz + Biz + Ciz + Di = 0 las ecuaciones de Γ∗
i , donde Ai, Bi, Ci, Di verifican

las condiciones indicadas en el apartado a) del ejercicio 2.5. Según lo establecido en el
apartado b) de este ejercicio

B1C2 +B2C1 = A1D2 +A2D1. [⋆]

Los ćırculos máximos Λ∗
i , determinados por los planos aix1+bix2+cix3 = 0 son ortogonales

si y sólo si los planos son ortogonales, es decir a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0. Utilizando lo que se
ha obtenido en el ejercicio 2.32, esta condición se expresa, en términos de los coeficientes
Ai, Bi, Ci, Di, mediante la igualdad

(B1 + C1)(B2 + C2) − (B1 − C1)(B2 − C2) + (A1 −D1)(A2 −D2) = 0

que es equivalente a [⋆] debido a que Ai +Di = di = 0.
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Ejercicio 2.37.
Sea E un espacio eucĺıdeo bidimensional orientado y β = {e1, e2} una base ortonormal

positiva de E. Se identifica E con C mediante la aplicación

Tβ(xe1 + ye2) = x+ iy

y se define el ángulo orientado de un par ordenado de vectores no nulos (u,v) ∈ E × E
como el número Arg

(
Tβ(v)/Tβ(u)

)
. Demuestre que la definición no depende de la base

ortonormal positiva elegida en E.
Para cada p ∈ S =

{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

sea Ep el espacio tangente
a S en p, dotado de la estructura eucĺıdea inducida por la de R3, orientado mediante el
vector normal entrante en p. Si Φ : S −→ C es la inversa de la proyección estereográfica

Φ(x1, x2, x3) =
x1 + ix2

1 − x3

y p 6= (0, 0, 1), compruebe que dΦ(p)|Ep conserva ángulos orientados.

solución.

Si consideramos otra base ortonormal positiva β′ entonces la aplicación lineal L =
Tβ′ ◦T−1

β : R2 −→ R2 proporciona el cambio de coordenadas entre dos bases ortonormales

positivas, luego su matriz (respecto a la base canónica de R2) es de la forma

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)

es decir, L(z) = eiθz. Por lo tanto dados (u,v) ∈ E ×E se cumple

Arg
(
Tβ(v)/Tβ(u)

)
= Arg

(
Tβ′(v)/Tβ′(u)

)
.

Para demostrar que dΦ(a)|Ep conserva ángulos orientados basta ver que su matriz,
respecto a una base ortonormal positiva de Ep y una base ortonormal positiva de C,
corresponde a una transformación C-lineal del plano complejo (véase el ejercicio 2.9).

Para obtener una base ortonormal positiva de Ep, formada por vectores tangentes al
meridiano y al paralelo en p, consideremos la parametrización usual de la esfera S, en
términos de la longitud θ y la latitud ϕ:

F (θ, ϕ) = (cosϕ cos θ, cosϕ sen θ, senϕ).

b
p

b
N

b
1

b
i

b

b

a

e1

e2

a
|a|

i a
|a|
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Los vectores unitarios tangentes a S en p = F (θ, ϕ) según el meridiano y el paralelo,
son

e1(p) =
∂F

∂ϕ
(θ, ϕ) = (− senϕ cos θ,− senϕ sen θ, cosϕ);

e2(p) =

∥∥∥∥
∂F

∂θ
(θ, ϕ)

∥∥∥∥
−1∂F

∂θ
(θ, ϕ) =

1

cosϕ
(− cosϕ sen θ, cosϕ cos θ, 0).

Como −p es el vector entrante a S en p y det(e1(p), e2(p),−p) = +1, resulta que la base
ortonormal (e1(p), e2(p)) es positiva para la orientación de Ep.

Por otra parte, teniendo en cuenta el significado geométrico de la proyección este-
reográfica, es claro que a/|a| = (cos θ + i sen θ).

En lo que sigue, con el fin de simplificar el cálculo de la matriz de la aplicación lineal
dΦ(p)|Ep : Ep −→ C, se considera en C la base ortonormal positiva (a/|a|, ia/|a|). Usando
la regla de la cadena

dΦ(p)e1(p) = dΦ(p)
∂F

∂ϕ
(ϕ, θ) =

∂(Φ ◦ F )

∂ϕ
(ϕ, θ);

dΦ(p)e2(p) =
1

cosϕ
dΦ(p)

∂F

∂θ
(ϕ, θ) =

1

cosϕ

∂(Φ ◦ F )

∂θ
(ϕ, θ);

y después de un cálculo sencillo se llega a

dΦ(p)e1(p) =
cos θ + i sen θ

1 − senϕ
=

1

1 − senϕ

a

|a| ;

dΦ(p)e2(p) =
i

1 − senϕ

a

|a|

luego la matriz de la aplicación lineal dΨ|Ep , respecto a las bases ortonormales positivas
que hemos elegido en Ep y C, es (

µ 0
0 µ

)

con µ = 1/(1 − senϕ). Como la aplicación lineal T : C −→ C asociada a esta matriz es
C-lineal, se concluye que dΦ|Ep conserva ángulos orientados.

Obsérvese que para la validez de los cálculos anteriores, basados en una parametrización
particular de la esfera, debe suponerse a 6= 0 (es decir, p 6= (0, 0,−1)). El caso a = 0 es
geométricamente evidente y su verificación anaĺıtica se deja al cuidado del lector.

2.2.5. Complementos sobre compacidad y conexión

Los siguientes ejercicios versan sobre algunos resultados concretos de conexión y com-
pacidad que intervienen al estudiar las funciones de variable compleja.

Ejercicio 2.38.

Si Ω ⊂ C es abierto demuestre que

Kn =
{
z ∈ C : |z| ≤ n, d(z,C \ Ω) ≥ 1/n

}
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es una sucesión de compactos que recubre Ω y verifica Kn ⊆ o
Kn+1 para cada n ∈ N.

Demuestre también que cada componente conexa de C∞ \ Kn contiene una componente
conexa de C∞ \ Ω. (Una sucesión de compactos que cumple las condiciones anteriores se
dice que es una sucesión fundamental de compactos en Ω).

solución.

Es claro que la sucesión Kn es creciente y que su unión es Ω. En virtud de la continuidad
de la función z → d(z,C \ Ω), el conjunto acotado Kn es cerrado y por lo tanto compacto.
Como el conjunto

Vn =
{
z ∈ C : |z| < n+ 1, d(z,C \ Ω) > 1(n + 1)

}

es abierto y Kn ⊂ Vn ⊂ Kn+1 se sigue que Kn está contenido en
o
Kn+1.

Sea T una componente conexa de C∞\Kn. Para ver que T contiene alguna componente
conexa de C∞ \ Ω basta encontrar un punto b ∈ C∞ \ Ω que pertenezca a T pues, en ese
caso, la componente conexa de b en C∞ \Ω ⊂ C∞ \Kn estará contenida en la componente
conexa de b en C∞ \Kn, que es T .

Si T∞ es la componente conexa de ∞ en C∞ \Kn podemos tomar b = ∞. En otro caso
T es una componente conexa acotada de C∞ \ Kn y para encontrar b se puede proceder
como sigue.

b

bC∞ \ Ω

Kn

Ω

T

b
a

Como {z ∈ C∞ : |z| > n} ⊂ T∞ y T ∩ T∞ = ∅, entonces para todo z ∈ T se cumple
|z| ≤ n luego, en virtud de la definición de Kn, d(z,C∞ \ Ω) < 1/n.

Fijado a ∈ T existe b ∈ C \ Ω tal que d(a, b) < 1/n. Los puntos de D(b, 1/n) distan
de b ∈ C \ Ω una cantidad menor que 1/n, por lo tanto D(b, 1/n) ⊂ C∞ \ Kn. Como a
pertenece al disco D(b, 1/n) se concluye que a y b están en la misma componente conexa
de C∞ \Kn, luego b ∈ T .

Ejercicio 2.39.
Sea Ω ⊆ C abierto y M ⊂ Ω un subconjunto que verifica M ′ ∩ Ω = ∅. Demuestre que

M es numerable, que Ω \ M es abierto y que si Ω es conexo entonces Ω \ M también lo
es.

solución.

Sea Kn una sucesión de compactos cuya unión es Ω (véase el ejercicio 2.38). Como
(M ∩Kn)′ ⊂ M ′ ∩Kn = ∅, aplicando el apartado c) de la proposición 2.1.1 se obtiene que
cada M ∩Kn es finito y por lo tanto M =

⋃
n∈N(M ∩Kn) es numerable.
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Ω \M es abierto: dado a ∈ Ω \M , en virtud de la hipótesis M ′ ∩ Ω = ∅, a no es punto
de acumulación de M y por lo tanto existe r > 0 tal que D(a, r) ∩ M = ∅. Como Ω es
abierto se puede suponer también D(a, r) ⊂ Ω y aśı D(a, r) ⊂ Ω \M .

Si Ω es conexo, Ω \ M también lo es: basta ver que es conexo por caminos. Si z,w ∈
Ω \ M , usando que Ω es conexo por poligonales, se obtiene un camino poligonal γ en
Ω, de origen z y extremo w. Usando que Imagen(γ) es compacto y el apartado c) de la
proposición 2.1.1, podemos asegurar que F = M ∩ Imagen(γ) es finito. Este hecho permite
modificar el camino γ para obtener un nuevo camino γ∗ en Ω\M con los mismos extremos
que γ. (Avanzando sobre la poligonal γ desde z hasta w, cada vez que aparece un punto
del conjunto finito F lo rodeamos con un pequeño arco en Ω \M y aśı se fabrica γ∗).

Ejercicio 2.40.

Sea U ⊂ C abierto y E ⊂ U un subconjunto que contiene al menos un punto de cada
componente conexa de U . Si V ⊂ U es un abierto que verifica

E ⊂ V ⊂ U, ∂V ∩ U = ∅

demuestre que V = U .

solución.

Sea T una componente conexa de U . Los conjuntos disjuntos T ∩ V , T ∩ (C \ V ), son
abiertos en T (con la topoloǵıa relativa) y su unión es T (porque T ∩ ∂V = ∅). Como T
es conexo, uno de estos conjuntos es vaćıo y el otro coincide con T .

Por hipótesis ∅ 6= T ∩ E ⊂ T ∩ V , luego T ∩ V = T , es decir T ⊂ V . Como cada
componente conexa T de U está contenida en V resulta U ⊂ V , luego U = V .

Ejercicio 2.41.

Sea Ω ⊂ C abierto conexo y V ⊂ Ω un subconjunto abierto no vaćıo que cumple
V ′ ∩ Ω ⊂ V . Demuestre que V = Ω.

solución.

Si a ∈ Ω \ V entonces a ∈ Ω \ V pues en caso contrario, si fuese a ∈ V , se tendŕıa
a ∈ V ′ ∩ Ω, lo que es imposible por la hipótesis del enunciado.

Esto prueba que Ω \ V = Ω \ V y con ello que Ω \ V es abierto y cerrado en Ω (con su
topoloǵıa relativa). Como V no es vaćıo y Ω es conexo se concluye que V = Ω.

Ejercicio 2.42.

Sea A la intersección de una sucesión decreciente An ⊂ C.

a) Si cada An es compacto, conexo y no vaćıo demuestre que A es compacto, conexo y
no vaćıo.

b) Si A es compacto, no vaćıo y cada An es cerrado y conexo demuestre que algún An

es compacto y A es conexo.
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solución.

Recordemos en primer lugar que si la intersección de una sucesión decreciente de
compactos está contenida en un abierto entonces algún compacto de la sucesión está
contenido en el abierto.

a) A es compacto porque es un subconjunto cerrado del compacto A1 y demostraremos
que es conexo por reducción al absurdo, suponiendo que existen cerrados F1, F2 tales que

A ∩ F1 6= ∅, A ∩ F2 6= ∅, A ∩ F1 ∩ F2 = (A ∩ F1) ∩ (A ∩ F2) = ∅.

Considerando el abierto C \ (F1 ∪F2) y la propiedad recordada al principio se obtiene que
An ∩F1 ∩F2 = ∅ para algún n. Como los conjuntos An ∩F1, An ∩F2 no son vaćıos (porque
An ⊃ A) se llega a que An no es conexo, en contra de la hipótesis.

b) Si A 6= ∅ es compacto existe un abierto acotado G ⊂ C tal queA ⊂ G. La intersección
de la sucesión decreciente de compactos An ∩G es A 6= ∅, y aplicando otra vez la propiedad
recordada al principio podemos asegurar que existe n ∈ N tal que An ∩G ⊂ G. El conjunto
no vaćıo An ∩G = An ∩G es abierto y cerrado respecto al conexo An, luego An = An ∩G.
Se sigue de esto que An es compacto, luego Ak es compacto para todo k ≥ n y, aplicando
a), se concluye que A es conexo.

Ejercicio 2.43.

Sea T un espacio compacto y H la familia de los subconjuntos abiertos y cerrados de
T . Demuestre que Tx =

⋂{F : x ∈ F ∈ H } es la componente conexa de x ∈ T .

solución.

Sea Cx la componente conexa de x. Si x ∈ F ∈ H , el conjunto no vaćıo F ∩ Cx es
abierto y cerrado respecto a Cx, luego coincide con Cx, es decir Cx ⊂ F . Como esto es
cierto para todo F ∈ H con x ∈ F se sigue que Cx ⊂ Tx. Concluiremos que Tx = Cx

viendo que Tx es conexo: como Tx es cerrado basta demostrar que si Tx = A ∪ B, donde
A, B son cerrados disjuntos y x ∈ A, entonces B = ∅.

Como A, B son compactos disjuntos, existen abiertos disjuntos U , V tales que A ⊂ U
y B ⊂ V . Recordemos que en un espacio compacto, si la intersección de una familia de
cerrados está contenida en un abierto entonces hay una subfamilia finita cuya intersección
está contenida en el abierto. Según esta propiedad de Tx ⊂ U ∪ V se sigue que existe una
familia finita {F1, F2, . . . , Fm} ⊂ H tal que

Tx ⊂ F =
m⋂

n=1

Fn ⊂ U ∪ V.

El conjunto U ∩ F es abierto (ya que F lo es) y teniendo en cuenta que U ∩ V = ∅ se
obtiene

U ∩ F ⊂ U ∩ F = U ∩ (U ∪ V ) ∩ F = U ∩ F,

luego U ∩F también es cerrado. Como x ∈ U ∩F , en virtud de la definición de Tx, resulta
Tx ⊂ U ∩ F , luego B ⊂ Tx ∩ V = ∅.
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2.3. Ejercicios propuestos

2.1 La relación z1 − z2 + z3 − z4 = 0 entre los números complejos z1, z2, z3 y z4 se puede
escribir de varias formas equivalentes:

a) z1 − z2 = z4 − z3;

b) z1 − z4 = z2 − z3;

c) (z1 + z3)/2 = (z2 + z4)/2;

d) (z1 + z3)/2 = 1
2 ((z1 + z2)/2 + (z3 + z4)/2).

Indique la interpretación geométrica de cada una de ellas.

2.2 Sobre cada lado de un cuadrilátero (arbitrario) se coloca un cuadrado exterior al
mismo de modo que uno de sus lados coincide con el lado del cuadrilátero. Se con-
sideran los dos segmentos determinados por el centro de cada cuadrado y el centro
del cuadrado opuesto. Utilice los números complejos para demostrar que los dos
segmentos tienen la misma longitud y son perpendiculares.

2.3 Se considera, inscrito en la circunferencia {z : |z| = 1}, un poĺıgono regular de n
lados. Demuestre que el producto de las longitudes de los segmentos que unen un
vértice con los restantes vértices es n.

2.4 Se considera, inscrito en la circunferencia {z : |z| = 1}, un poĺıgono regular de n
lados. Un punto z0 con |z0| ≤ 1 se une mediante segmentos con cada uno de los
vértices. Determine z0 para que el producto de las longitudes de dichos segmentos
sea máximo y calcule el valor máximo.

2.5 Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que los números complejos
z1, z2, z3 correspondan a los vértices de un triángulo equilátero es que se cumpla
z2

1 + z2
2 + z2

3 = z1z2 + z2z3 + z1z3.

2.6 Si C1, C2 son circunferencias del plano, demuestre que por cada punto a 6∈ C1 ∪ C2

pasa una circunferencia ortogonal a ambas.

2.7 La polar de un punto a respecto a la circunferencia |z| = R es la recta de ecuación
az + az = 2R2. Demuestre que la polar de a pasa por a∗ (el simétrico de a respecto
a la circunferencia) y es perpendicular a la recta determinada por a y el origen.

2.8 Obtenga la forma general de una transformación de Möbius T , con T (i) = i, que
deje invariante el semiplano Re z > 0.

2.9 Sea S una transformación de Möbius con dos puntos fijos distintos z1, z2 y sean
z∞ = S−1(∞) y w∞ = S(∞). Demuestre que z1, z2, z∞, w∞ son los vértices de un
paralelogramo en el cual z∞, w∞ son vértices opuestos.

2.10 Obtenga una transformación de Möbius que lleve

{
z : Re z > 0, |z − 2| > 1

}

a una corona de la forma {w : r < |w| < 1}, de modo que el eje imaginario se
transforme en la circunferencia {w : |w| = 1}. Determine las circunferencias que son
ortogonales al eje imaginario y a la circunferencia {z : |z − 2| = 1}.
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2.11 Sea T (z) = (iz + i)/(1 − z). Obtenga la imagen de {z : |z| < 1, Im z < 0} mediante
la función f(z) = (T (z)2 − i)/(T (z)2 + i).

2.12 Determine las imágenes de

{z : |z| < 1, Im z > 0} y {z : |z| > 1, Im z < 0}

mediante la transformación de Joukowski.

2.13 Si f : C∞ −→ C∞ es una biyección que transforma circunferencias en circunferencias,
demuestre que una de las dos funciones f , f es una transformación de Möbius. ([15,
pág.106, Th. A.]).





Caṕıtulo 3

Funciones de variable compleja

3.1. Preliminares teóricos

3.1.1. Las funciones elementales

La función exponencial

La función exponencial exp(z) = ez es la definida en C mediante la serie

ez =
∞∑

n=0

zn

n!

que converge absolutamente para todo z ∈ C. Usando el producto de convolución de series
(corolario 1.1.4) se establece que para cada z,w ∈ C se cumple la ecuación funcional

ez+w = ezew. (3.1)

(Otra forma de obtenerla se puede ver en el ejercicio 4.43). En particular, cuando x, y ∈ R
y z = x+ iy se verifica

ez = exeiy = ex(cos y + i sen y)

luego
|ez| = ex, eiy = (cos y + i sen y),

lo que justifica la expresión módulo argumental de un número complejo: z = reiα, donde
r = |z| y α ∈ arg z.

La función exponencial es periódica de periodo 2πi, exp(C) = C \ {0}, es inyectiva
sobre cada banda abierta de la forma

{x+ iy : α < y < β} con 0 < β − α < 2π

y establece una biyección entre la banda Bj y el abierto Ωj (j = 1,−1)

B1 = {x+ iy : |y| < π}, Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0},
B−1 = {x+ iy : 0 < y < 2π}, Ω−1 = C \ {x ∈ R : x ≥ 0}.

La inversa de la primera biyección viene dada por el logaritmo principal

Log : Ω1 −→ B1; Log z = log |z| + iArg z.

En lo sucesivo, para tener garantizada la continuidad, cuando se considere la función
logaritmo principal, Log, siempre se supondrá que su dominio es Ω1.

73
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Funciones trigonométricas e hiperbólicas

Se definen en términos de la función exponencial

sen z =
eiz − e−iz

2i
= z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ · · ·

cos z =
eiz + e−iz

2
= 1 − z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

Las funciones sen z y cos z son periódicas con periodos {2mπ : m ∈ Z} y con los mismos
ceros que las correspondientes funciones reales.

Las relaciones trigonométricas usuales

sen2 z + cos2 z = 1;

sen z = cos(π/2 − z);

cos z = cos(−z);
sen(−z) = − sen z;

sen(z + w) = sen z cosw + cos z senw;

cos(z + w) = cos z cosw − sen z senw,

se pueden obtener a partir de la ecuación funcional (3.1) (en el ejercicio 4.43 se muestra
una v́ıa alternativa para obtenerlas).

Las funciones hiperbólicas, que también se definen en términos de la exponencial:

sh z =
ez − e−z

2
, ch z =

ez + e−z

2

están directamente relacionadas con funciones trigonométricas, ya que

ch(iz) = cos z, sh(iz) = i sen z,

cos(iz) = ch z, sen(iz) = i sh z.

Estas funciones siguen cumpliendo las relaciones usuales: ch2 z − sh2 z = 1, teoremas de
adición, etc.

3.1.2. Multifunciones y la determinación de sus ramas

Al considerar argumentos, logaritmos, la exponenciación compleja y, más en general,
inversas de funciones elementales, como arc sen z, arc tg z, aparecen funciones multiformes
o multifunciones (es decir, funciones cuyos valores son subconjuntos del plano complejo)
para las que se adopta la siguiente terminoloǵıa:

Definición 3.1.1.

Sea T un subconjunto del plano complejo y P(C) el conjunto de las partes de C. Una
multifunción (o función multiforme) con dominio T y valores en C es una aplicación

G : T −→ P(C)

Se dice que g es una rama o determinación continua de G si g : T −→ C es continua
y g(t) ∈ G(t) para cada t ∈ T .
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Ejemplos notables de multifunciones son arg z, log z y n
√
z. El argumento principal y

el logaritmo principal son funciones continuas sobre el abierto

Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}

luego son ramas de las multifunciones arg z y log z.
Dado un número complejo a 6= 0, si c ∈ log a, la función fc(z) = ecz es continua y

fc(z) ∈ az para todo z ∈ C, es decir, fc es una rama de la función multiforme az. Según
el ejercicio 3.38 toda rama de az es de esta forma. Con c = Log a se obtiene la rama o
determinación principal de az. Para esta rama (función valor principal de la exponencial
de base a) se suele utilizar el mismo śımbolo az y, aśı, en lo que sigue se adopta el convenio
de notación

az = ea Log z.

El único problema que ocasiona este convenio es que cuando se desee considerar la función
multiforme az habrá que manifestarlo expĺıcitamente.

Cuando a = 1/n, con n ∈ N, también reservaremos la notación n
√
z para la rama

principal de la ráız n-ésima de z definida en Ω1 por

n
√
z = z

1
n = e

1
n

Log z.

La mayor parte de las multifunciones de interés aparecen cuando
G(t) = f−1(t) donde f : Ω −→ T está definida en un abierto Ω ⊂ C. Las ramas con-
tinuas de multifunciones de la forma log f(t), arg f(t) reciben nombres especiales:

Definición 3.1.2.

Sea f : T −→ C \ {0} continua en un subconjunto T de R o C.
Si g : T −→ C es continua y g(t) ∈ log f(t) para todo t ∈ T , se dice que g es un

logaritmo continuo de fen T y también que es una rama de la función multiforme
log f(t).

Si α : T −→ R es continua y α(t) ∈ arg f(t) para todo t ∈ T , se dice que α es
un argumento continuo de f en T , y también que es una rama de la multifunción
arg f(t).

Definición 3.1.3.

Sea f : T −→ C una función continua y n ∈ N. Si h : T −→ C es una función
continua tal que h(t)n = f(t) para todo t ∈ T , se dice que h es una ráız n-ésima
continua de f en T .

El problema natural que concierne a las multifunciones es el de la determinación y
gestión de sus ramas y, en particular, el de determinar o caracterizar los abiertos Ω ⊂ C

donde existen ramas de una multifunción dada. En los ejercicios de esta caṕıtulo se exponen
las técnicas, basadas en argumentos de conexión, para determinar y manejar de manera
precisa ramas de algunos tipos de multifunciones. También se consideran algunos casos
particulares sencillos, donde se determinan ramas mediante fórmulas concretas.

Si g es un logaritmo continuo de f entonces α = Im f es un argumento continuo de
f y, rećıprocamente, si α es un argumento continuo de f entonces g = log |f | + iα es un
logaritmo continuo de f . En el ejercicio 7.11 se demostrará que una condición necesaria y
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suficiente para que en un abierto Ω ⊂ C exista un logaritmo continuo de la identidad z es
que los dos puntos ∞ y 0 estén en la misma componente conexa de C∞ \ Ω.

Si T es conexo y L1, L2 : T −→ C (resp. A1, A2 : T −→ R) son logaritmos (resp.
argumentos) continuos de f , según el ejercicio 3.1, existe m ∈ Z tal que

L1(t) = L2(t) + 2πmi; (resp. A1(t) = A2(t) + 2πm) para todo t ∈ T.

En las condiciones anteriores, si en f(T ) hay definido un logaritmo continuo L de la iden-
tidad z, entonces g(t) = L(f(t)) es un logaritmo continuo de f en T , pero en general no es
cierto que todo logaritmo continuo de f en T admita una descomposición de este tipo (la
función it es un logaritmo continuo de f(t) = eit, definido en T = [0, 2π], pero, según el
ejercicio 3.4, en f(T ) no se puede definir un logaritmo continuo de z). En el ejercicio 3.5 se
puede ver que, en las condiciones habituales, existe una descomposición local de este tipo.

Si 0 6∈ f(T ) y en T se puede definir un logaritmo continuo g de f entonces para cada

n ∈ N existe en T una ráız n-ésima continua dada por h(t) = e
1
n

g(t). Con los ejercicios 3.4
y 3.10 se pone de manifiesto que, aunque no exista un logaritmo continuo de f en T , puede
ocurrir que para ciertos valores de n ∈ N existan ráıces n-ésimas continuas de f en T .

En el ejercicio 3.2 se establece que si T0 = {t ∈ T : f(t) 6= 0} es conexo no vaćıo y
f posee en T una ráız n-ésima continua g, entonces posee exactamente n ráıces n-ésimas
continuas, que vienen dadas por

gk(t) = ωkg(t) donde ωk = e2πik/n, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

En este caso, para determinar una rama continua g de n
√
f basta elegir un punto a ∈ T

con f(a) 6= 0, indicando cuál de los n valores n
√
f(a) es el que toma g en a. Cada b ∈ n

√
a

determina la rama gk que cumple gk(a) = b.

Se verá más adelante que la hipótesis sobre la conexión del conjunto T0 que interviene
en el resultado anterior se cumple cuando T ⊂ C es abierto conexo y f una función
holomorfa no constante (véase el ejercicio 2.39).

En la proposición 5.1.5 y en el ejercicio 7.36 se verán criterios útiles, en términos de
integrales curviĺıneas, para discutir la existencia de ramas de logaritmos y de ráıces n-
ésimas de funciones complejas. Sin embargo, para el caso de las funciones polinómicas
sencillas merece la pena ejercitarse en la búsqueda de fórmulas y de los dominios donde
estas fórmulas definen ramas concretas de logaritmos y ráıces del la función considerada.

3.1.3. Funciones holomorfas

Una función f : Ω −→ C, definida en un abierto Ω ⊂ C, se dice que es derivable (en
sentido complejo) en a ∈ Ω cuando existe el ĺımite

ĺım
z→a

f(z) − f(a)

z − a
= f ′(a).

En este caso se dice que f ′(a) es la derivada de f en a. Para la derivación compleja se
verifican los resultados usuales del cálculo diferencial: la derivabilidad en un punto implica
la continuidad en el punto; valen las reglas usuales para el cálculo de derivadas de sumas y
productos, aśı como la regla de la cadena para la derivada de la composición de funciones
derivables, f ◦ g, donde g es de variable real o compleja. Si Ω es conexo y f ′(z) = 0 para
cada z ∈ Ω entonces f es constante.
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Si f : Ω −→ C es derivable en todo z ∈ Ω se dice que f es holomorfa en Ω. El conjunto
de las funciones holomorfas en Ω se denota H (Ω). A las funciones definidas y holomorfas
en todo el plano complejo C se les llama funciones enteras.

Cada polinomio complejo p(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n es una función entera y
vale la fórmula usual para la derivada,

p′(z) = a1 + 2a2z + · · · + nanz
n−1.

La función exponencial ez, las funciones trigonométricas sen z, cos z y las funciones
hiperbólicas de variable compleja son enteras y para todas ellas siguen valiendo las mismas
reglas de derivación que en el caso real.

Proposición 3.1.4.

Sean Ω, V ⊂ C abiertos, ϕ ∈ H (V ) y g : Ω −→ V una función continua tal que
ϕ
(
g(z)

)
= z para todo z ∈ Ω. Si ϕ′ no se anula sobre g(Ω) entonces g es holomorfa y

g′ = 1/(ϕ′ ◦ g).

En particular, el logaritmo principal Log z es holomorfo en su dominio, con derivada
1/z. Más aún, si f ∈ H (Ω) con 0 6∈ f(Ω) y g es un logaritmo continuo (resp. una ráız m-
ésima continua) de f entonces g es holomorfo con derivada g′ = f ′/f (resp. mg′f = gf ′).
Cuando f se anula en algún punto de Ω, si g es una ráız m-ésima continua de f en Ω,
también se cumple que g es holomorfa en Ω. En este caso, si a es un cero aislado de f , la
igualdad mg′f = gf ′ no proporciona el valor g′(a), y se puede usar (véase el ejercicio 5.24)
la fórmula

g′(a) = ĺım
z→a

f ′(z)g(z)
mf(z)

Proposición 3.1.5.

Una condición necesaria y suficiente para que f ∈ H (Ω) posea logaritmo holomorfo
en Ω es que 0 6∈ f(Ω) y que la función f ′/f tenga primitiva en Ω. En este caso, si Ω es
conexo y g es una primitiva de f ′/f , existe c ∈ C tal que g− c es un logaritmo holomorfo
de f en Ω.

Es fácil ver que en una corona circular Ω = {z : r < |z| < R} no existe un logaritmo
continuo de z (véase el ejercicio 3.4) luego, en virtud de los resultados anteriores, 1/z no
tiene primitiva en Ω.

Condiciones de Cauchy-Riemann

Cuando f : Ω −→ C viene dada mediante sus componentes

u(x, y) = Re f(x+ iy), v(x, y) = Im f(x+ iy),

el siguiente teorema sirve para reconocer, entre las aplicaciones diferenciables f : Ω −→ R2,
las que son holomorfas.
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Teorema 3.1.6.

Sea f : Ω −→ C definida en el abierto Ω ⊂ C. Dado un punto z0 = x0 + iy0 ∈ Ω, son
equivalentes:

a) f es derivable en z0.

b) f es diferenciable en z0 y sus componentes u = Re f , v = Im f , cumplen en
z0 = x0 + iy0 las condiciones de Cauchy-Riemann:

D1u(x0, y0) = D2v(x0, y0), D2u(x0, y0) = −D1v(x0, y0).

En este caso: f ′(z0) = D1u(x0, y0) + iD1v(x0, y0).

El conjunto de las aplicaciones lineales L : R2 −→ R2, denotado L (R2) en lo que sigue,
se puede considerar como espacio vectorial de dimensión dos sobre el cuerpo C, mediante
la ley externa C × L (R2) −→ L (R2), dada por (µL)(h) = µ · L(h). Una base de este
espacio vectorial es la formada por las proyecciones

dx : z → x = Re z; dy : z → y = Im z.

Respecto a esta base una aplicación lineal L ∈ L (R2) de matriz
(

α γ
β δ

)
se expresa en la

forma L = pdx + qdy, donde p = α + iβ, q = γ + iδ. Otra base de este espacio vectorial
complejo la forman las aplicaciones lineales

dz : z → z; dz : z → z.

En términos de esta base, L = rdz+sdz donde r = (p−iq)/2, s = (p+iq)/2, y la condición
de que L sea C-lineal equivale a que s = 0.

En términos de estas bases la diferencial df(z0) se expresa aśı:

df(z0) = D1f(z0)dx+D2f(z0)dy = ∂f(z0)dz + ∂f(z0)dz

donde

∂f(z0) =
D1f(z0) − iD2f(z0)

2
=

1

2

[
D1u(z0) +D2v(z0) + iD1v(z0) − iD2u(z0)

]

∂f(z0) =
D1f(z0) + iD2f(z0)

2
=

1

2

[
D1u(z0) −D2v(z0) + iD1v(z0) + iD2u(z0)

]

Según el teorema 3.1.6, f es derivable en z0 si y sólo si ∂f(z0) = 0, y en este caso
f ′(z0) = ∂f(z0). También se suele emplear la notación

∂f

∂z
(z0) = ∂f(z0);

∂f

∂z
(z0) = ∂f(z0);

con la que las condiciones de Cauchy-Riemann en z0 se resumen aśı:

∂f

∂z
(z0) = 0

y la condición para que una función diferenciable f : Ω −→ C sea holomorfa se expresa en
la forma (∂f/∂z) ≡ 0, que se suele interpretar diciendo que

f∗(z, z) = u

(
z + z

2
,
z − z

2i

)
+ iv

(
z + z

2
,
z − z

2i

)

no depende de z. Las funciones diferenciables en Ω que cumplen (∂f/∂z) ≡ 0 sólo dependen
de z y se les llama antiholomorfas (véase el ejercicio 3.26).
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3.1.4. Transformaciones conformes

Dado un par ordenado de vectores no nulos (w1, w2) del espacio eucĺıdeo R2 (que se
supone identificado con C) se llama ángulo orientado del par (w1, w2) al número real
Arg(w2/w1) ∈ (−π, π].

Definición 3.1.7.

Se dice que f : Ω −→ C, definida en un abierto Ω ⊆ C, conserva ángulos orientados
en a ∈ Ω cuando para cada w, con |w| = 1, existe δw > 0 tal que D(a, δw) ⊆ Ω,
f(a+ tw) − f(a) 6= 0 si 0 < t < δw y el ĺımite

ĺım
t→0+

f(a+ tw) − f(a)

w|f(a+ tw) − f(a)| = c

existe y no depende de w.

La interpretación geométrica de esta definición es sencilla. El vector unitario cw señala la
dirección ĺımite de las direcciones de las cuerdas f(a+ tw) − f(a), de modo que cw es un
vector unitario tangente a la curva t → f(a+ tw) en el punto f(a) (este vector tangente
unitario puede existir cuando f ′(a) = 0, por lo que esta noción de vector tangente es más
general que la usual).

Dadas dos semirrectas que surgen de a, de ecuaciones paramétricas

z1(t) = a+ tw1, z2(t) = a+ tw2, t ≥ 0

con |w1| = |w2| = 1, sus imágenes mediante f son dos curvas que surgen de f(a) con
la propiedad de que sus vectores unitarios tangentes forman un par ordenado (cw1, cw2),
cuyo ángulo orientado coincide con el del par (w1, w2).

b

z1(t)

z2(t)

w1

w2

a

x

y

b

γ2(t)
γ1(t)

cw1

cw2

f(a)

u

v

Una aplicación lineal L : R2 −→ R2 conserva ángulos orientados en 0 si y sólo si
los conserva en todos los puntos y esto ocurre si y sólo si es C-lineal no nula (véase el
ejercicio 2.9).

Si f es derivable en a y f ′(a) 6= 0 es fácil comprobar que f conserva ángulos orientados
en a. Rećıprocamente, se tiene

Teorema 3.1.8.

Si f : Ω −→ C es diferenciable en a ∈ Ω con df(a) 6= 0 y conserva ángulos orientados
en a entonces f es derivable en a y f ′(a) 6= 0.

Aśı pues, una función f ∈ H (Ω) conserva ángulos orientados en a ∈ Ω si y sólo si
f ′(a) 6= 0. Cuando f es holomorfa el comportamiento del camino w(t) = f(z(t)) cuando
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el camino z(t) pasa por un punto (o cerca de un punto) a con f ′(a) = 0, permite localizar
los puntos con derivada nula (véase el ejercicio 4.52).

Las funciones holomorfas con derivada no nula en todos los puntos de su dominio con-
servan ángulos orientados en todo punto y por ello reciben un nombre especial:

Definición 3.1.9.

Una función f : Ω −→ C se dice que es conforme en el abierto Ω ⊂ C si es derivable
en cada z ∈ Ω con f ′(z) 6= 0.

Un isomorfismo conforme del abierto Ω1 ⊂ C sobre el abierto Ω2 ⊂ C es una
aplicación biyectiva f : Ω1 −→ Ω2 tal que f y f−1 son conformes.

Obsérvese que, en virtud del teorema 3.1.8, toda función biyectiva y diferenciable con
inversa diferenciable f : Ω1 −→ Ω2 que sea conforme debe ser holomorfa.

Si Ω1,Ω2 ⊂ C son abiertos, Γ(Ω1,Ω2) designará el conjunto de los isomorfismos con-
formes de Ω1 sobre Ω2. Cuando Γ(Ω1,Ω2) 6= ∅ se dice que los abiertos Ω1,Ω2 son confor-
memente equivalentes. Por definición, Γ(Ω1) = Γ(Ω1,Ω1).

El problema central de la representación conforme es el de determinar cuándo dos
abiertos dados Ω1, Ω2 son conformemente equivalentes y en su caso describir el conjunto
Γ(Ω1,Ω2). Cuando se conoce uno de los dos grupos de transformaciones Γ(Ω1), Γ(Ω2) basta
conocer un elemento particular
f ∈ Γ(Ω1,Ω2) para describir el conjunto

Γ(Ω1,Ω2) =
{
f ◦ ϕ : ϕ ∈ Γ(Ω1)

}
=
{
ϕ ◦ f : ϕ ∈ Γ(Ω2)

}
.

Según la proposición 3.1.4, una biyección f : Ω1 −→ Ω2 es un isomorfismo conforme
cuando es holomorfa con inversa continua. De esta afirmación se puede eliminar el reque-
rimiento de que la inversa sea continua porque los recursos más avanzados de la teoŕıa
(corolario 6.1.3) permiten afirmar que si f ∈ H (Ω) es inyectiva entonces f ′(z) 6= 0 para
todo z ∈ Ω, la imagen V = f(Ω) es abierta y la inversa f−1 : V −→ Ω es holomorfa. Es
decir, toda función holomorfa e inyectiva es un isomorfismo conforme entre su dominio y
su imagen, que necesariamente es abierta. En la práctica, como sucede en los ejercicios
de este caṕıtulo, se puede prescindir de este resultado ya que, en las transformaciones
concretas que se consideran suele ser fácil comprobar que su imagen es abierta y que la
inversa es derivable.

La transformación z → z2

La derivada de z2 sólo se anula en z = 0 donde se aprecia claramente que no se
conservan ángulos orientados. En este caso se duplican. Este fenómeno, que se analiza con
detalle en el ejercicio 4.52, lo presenta en z = a cualquier función holomorfa con f ′(a) = 0
y f ′′(a) 6= 0.

Para cada w 6= 0 la ecuación z2 = w tiene exactamente dos soluciones, una opuesta
de la otra. Por lo tanto z2 es inyectiva y conforme sobre cada abierto Ω ⊂ C \ {0} que
verifique z ∈ Ω ⇒ −z 6∈ Ω. Los abiertos

A = {x+ iy : x > 0, y > 0}; P = {x+ iy : y > 0}; H = {x+ iy : x > 0}

tienen esta propiedad, luego z2 establece isomorfismos conformes entre cada uno de ellos
y su imagen. Las imágenes de estos abiertos se obtienen fácilmente usando coordenadas
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polares z = reiα, y son, respectivamente,

P, C \ {x ∈ R;x ≥ 0}, C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

Conviene observar que la inversa de f |H es la ráız cuadrada principal
√
z, pero la inversa de

f |P es i
√−z. El siguiente cuadro resume algunos isomorfismos conformes que se establecen

mediante la función z2 (véanse los ejercicios 2.22 y 2.23). En cada caso la inversa es la
restricción, al abierto Ω2, de la ráız cuadrada principal

√
z.

Ω1
z2

−→ Ω2

{x+ iy : x > 0, y > 0} {u+ iv : v > 0}
{x+ iy : x > 0} C \ {u ∈ R : u ≤ 0}
{x+ iy : x > t} {u+ iv : v2 > 4t2(t2 − u)}
{x+ iy : x2 − y2 > t} {u+ iv : u > t}

La transformación z → ez

La derivada de la función exponencial no se anula nunca, luego la transformación
z → ez es conforme e inyectiva sobre cualquier abierto Ω que no contenga parejas de
puntos z1, z2 verificando z1 − z2 ∈ 2πiZ.

Usando coordenadas polares para w = ex+iy = ex(cos y+ i sen y) se observa que la fun-
ción exponencial establece isomorfismos conformes entre las siguientes parejas de abiertos
Ω1, Ω2 (donde t− s < 2π):

Ω1
exp−→ Ω2

{x+ iy : s < y < t} {reiθ : r > 0, s < θ < t}
{x+ iy : x < 0, s < y < t} {reiθ : 0 < r < 1, s < θ < t}

En particular, cuando t−s = π, la función exponencial proporciona un isomorfismo confor-
me entre una banda y un semiplano y entre una semibanda y un disco. Para t−s = π/2 se
consigue un isomorfismo conforme de una banda sobre un cuadrante y de una semibanda
sobre un cuadrante de un disco.

Transformaciones conformes en C∞

Una función f : Ω −→ C definida en un abierto Ω ⊂ C∞ se dice que es derivable en
∞ ∈ Ω cuando la función F (z) = f(1/z), definida en un entorno de 0, es derivable en
z = 0 (se usa el convenio usual 1/0 = ∞, 1/∞ = 0). En ese caso se define f ′(∞) = F ′(0).

La noción de derivada en el punto ∞ permite introducir la noción de función f : Ω −→
C holomorfa en un abierto Ω ⊂ C∞: si f : Ω −→ C es derivable en todos los puntos de
Ω ⊂ C∞ se dice que f es holomorfa en Ω y se escribe f ∈ H (Ω).

Con una una idea parecida se extiende la noción de derivada al caso de funciones con
valores en C∞.
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Definición 3.1.10.

Sea f : Ω −→ C∞, definida en un abierto Ω ⊂ C∞, y a ∈ Ω.
Si f(a) 6= ∞, se dice que f es derivable en a ∈ Ω cuando existe r > 0 tal que

f
(
D(a, r)

) ⊂ C y f |D(a,r) es derivable en a.
Si f(a) = ∞, se dice que f es derivable en a cuando existe r > 0 tal que

(1/f)
(
D(a, r)

) ⊂ C y (1/f)|D(a,r) es derivable en a. En este caso se adopta el va-
lor f ′(a) = (1/f)′(a).

Obsérvese que en la definición anterior está considerada la posibilidad de que sea a = ∞ ∈
Ω. En este caso la definición remite a la definición de derivada en ∞ dada anteriormente.
En particular, cuando f(∞) = ∞, la derivabilidad de f en ∞ significa que h(z) = 1/f(1/z)
es derivable en 0, con f ′(∞) = h′(0).

Si f es derivable en a ∈ Ω entonces es continua en a, pero en el caso a = ∞ la derivada
f ′ puede ser discontinua en ∞ (obsérvese que cuando f(z) = 1/z, se tiene f ′(∞) 6=
ĺımz→∞ f ′(z)). A pesar de este hecho, la definición de derivada f ′(a) cuando a = ∞ o
f(a) = ∞ tiene interés porque con ella, en todos los casos, la condición f ′(a) 6= 0 tiene
una interpretación geométrica interesante sobre la esfera de Riemann (véase el ejercicio
3.42).

Ahora, las nociones de transformación conforme e isomorfismo conforme, formuladas
en la definición 3.1.9, se pueden extender al caso de abiertos Ω1, Ω2 en C∞. Es fácil
comprobar que las transformaciones de Möbius son automorfismos conformes de C∞ por
lo que las transformaciones inducidas en la esfera de Riemann tienen la propiedad de
conservar ángulos orientados en todos los puntos.

3.2. Ejercicios resueltos

3.2.1. Sobre la determinación de ramas

Los requisitos teóricos para abordar los primeros ejercicios de este bloque son los
básicos referentes a conexión y continuidad en el ámbito del plano complejo con la
distancia usual. En ellos se establecen los resultados básicos que se suelen usar para
determinar ramas continuas de algunas funciones multiformes (ráıces y logaritmos
de funciones). Estos resultados se usan sistemáticamente en los siguientes ejercicios
referentes a la determinación de ramas de logaritmos y ráıces de algunos polinomios.
A su vez estos ejercicios intervienen más adelante a la hora de definir ramas concretas
de la inversa de la transformación de Joukowski y de la multifunción arc cos z (véanse
los ejercicios 3.9, 3.21, 2.27, 2.28 y 2.29).

Ejercicio 3.1.
Sea f : X −→ C \ {0} una función continua definida en un conjunto conexo X ⊂ C.

a) Si L1, L2 : X −→ C son logaritmos continuos de f en X (funciones continuas que
verifican eL1(x) = eL2(x) = f(x) para todo x ∈ X) demuestre que existe m ∈ Z tal
que L1(x) = L2(x) + 2πmi para todo x ∈ X.

b) Si A1, A2 : X −→ R son argumentos continuos de f en X (funciones continuas
que verifican eiA1(x) = eiA2(x) = f(x)/|f(x)| para todo x ∈ X) demuestre que existe
m ∈ Z tal que A1(x) = A2(x) + 2πm para todo x ∈ X.
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solución.

La función h = L1 − L2 es continua y cumple eh(x) = 1 para todo x ∈ X, luego h(X)
es un subconjunto conexo del conjunto discreto {2πni : n ∈ Z}.

Los subconjuntos conexos no vaćıos de los conjuntos discretos son los que sólo tienen
un elemento, y aśı se obtiene el resultado referente a los logaritmos. Análogamente se
obtiene el relativo a los argumentos

Ejercicio 3.2.
Sea f : X −→ C una función continua definida en X ⊂ C y g : X −→ C una ráız

n-ésima continua de f en X (una función continua que verifica f(x) = g(x)n para todo
x ∈ X). Si X0 = {x ∈ X : f(x) 6= 0} es conexo no vaćıo demuestre que f tiene en X
exactamente n ráıces n-ésimas continuas, dadas por

gk(x) = ωkg(x) donde ωk = e2πik/n, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Muestre con un ejemplo que el resultado es falso cuando X0 no es conexo.

solución.

Es evidente que cada gk es una ráız n-ésima continua de f en X y basta demostrar que
si h es una ráız n-ésima continua de f en X entonces h = gk para algún k ∈ {0, 1, 2, . . . , n−
1}. La función F (x) = h(x)/g(x) está definida y es continua en el conjunto conexo X0,
luego F (X0) es un subconjunto conexo del conjunto finito {z : zn = 1} = {ωk : k =
0, 1, 2, . . . , n − 1} y por lo tanto se reduce a un punto. Queda demostrado aśı que existe
k ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} tal que h(x) = ωkg(x) para todo x ∈ X0. Obsérvese que h(x) =
g(x) = 0 cuando f(x) = 0, de modo que h(x) = gk(x) para todo x ∈ X.

Para poner de manifiesto que el resultado anterior puede ser falso cuando X0 no es
conexo consideremos el siguiente ejemplo. Sea X = R, considerado como subconjunto de
C, y f : X −→ C la función continua f(x) = x. Esta función tiene cuatro ráıces cuadradas
g1, g2, g3, g4 : X −→ C continuas y distintas, definidas por

g1(x) = i
√−x si x < 0, g1(x) = x si x ≥ 0;

g2(x) = i
√−x si x < 0, g2(x) = −x si x ≥ 0;

g3(x) = −i√−x si x < 0, g3(x) = −x si x ≥ 0;
g4(x) = −i√−x si x < 0, g4(x) = x si x ≥ 0.

Sus respectivas imágenes son las trayectorias que se indican gráficamente.

b

b

0 1

i
g1 b

b
0

−1

i
g2

b

b
0

−1

−i

g3

b

b
0

1

−i

g4

Ejercicio 3.3.
Dado b ∈ C\{0}, obtenga fórmulas con las que queden definidos un logaritmo continuo

y un argumento continuo de z en el abierto

Ωb = C \ {tb : t ∈ R, t ≤ 0}.
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solución.

Si a ∈ log b la función Logb z = Log(z/b) + a, que está definida y es continua en Ωb,
verifica eLogb z = z para todo z ∈ Ωb, luego Logb z (resp. Im(Logb z)) es un logaritmo (resp.
argumento) continuo de z, en Ωb.

Ejercicio 3.4.
Si {z : |z| = r} ⊂ V ⊂ C y 1 < m ∈ N, demuestre que una condición necesaria y

suficiente para que exista en V una ráız m-ésima continua de zn, (n ∈ N), es que n sea
un múltiplo de m. Obtenga como consecuencia que, para cualquier n ∈ N, no existe un
logaritmo continuo de zn en V .

solución.

Si n es múltiplo dem es obvio que existe una ráızm-ésima continua de zn. Rećıprocamente,
supongamos que existe una función continua f : V −→ C tal que f(z)m = zn para todo
z ∈ V . Entonces, sobre [0, 2π], las funciones θ → f(reiθ) y θ → m

√
rne

n
m

iθ son ráıces m-
ésimas continuas de la función θ → rneinθ. Por lo tanto, en virtud del ejercicio 3.2, existe
ω ∈ C tal que ωm = 1 y

f
(
reiθ) = ω m

√
rne

n
m

iθ para todo θ ∈ [0, 2π].

Esta igualdad, aplicada para θ = 0 y θ = 2π, conduce a 1 = e
n
m

2πi, luego n ha de ser un
múltiplo de m.

Si para algún n ∈ N existiese en V un logaritmo continuo de zn entonces existiŕıan
ráıces m-ésimas de zn para todo m ∈ N, lo que es imposible en virtud de lo que se acaba
de establecer.

Ejercicio 3.5.

Sea f : X −→ C \ {0} una función continua que posee un logaritmo continuo g (resp.
una ráız m-ésima continua h) en X ⊂ C.

a) Muestre que, en general, no se puede asegurar la existencia de un logaritmo continuo
de z, definido en f(X), tal que

g(x) = L
(
f(x)

)
(resp. h(x) = e

1
m

L(f(x))) para todo x ∈ X.

b) Si X es localmente conexo (cada punto posee una base de entornos conexos) demues-
tre que cada a ∈ X posee un entorno Va tal que en f(Va) hay definido un logaritmo
continuo L de z verificando

g(x) = L
(
f(x)

)
(resp. h(x) = e

1
m

L(f(x))) para todo x ∈ Va.

solución.

a) g(x) = ix es un logaritmo continuo de f(x) = eix en X = [0, 2π]. Sin embargo
sobre f(X) = {z : |z| = 1} es imposible definir un logaritmo continuo de la identidad
(véase el ejercicio 3.4). Análogamente h(x) = eix/m es una ráız m-ésima continua de f en
X = [0, 2π] que no se puede expresar en la forma indicada.
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b) Dado a ∈ X, existe un entorno abierto Ωb de b = f(a) 6= 0 donde hay definido un
logaritmo continuo de la identidad Lb. Como X es localmente conexo y f es continua existe
un entorno conexo Va de a, relativo a X, tal que f(Va) ⊆ Ωb. Entonces con la composición
Lb

(
f(x)

)
queda definido en Va un logaritmo continuo de f , y según el ejercicio 3.1, existe

m ∈ Z tal que

g(x) − Lb

(
f(x)

)
= 2πmi para todo x ∈ Va.

Se sigue que L(z) = Lb(z) + 2πmi es un logaritmo continuo de la identidad que verifica
la condición requerida: g(x) = L

(
f(x)

)
para todo x ∈ Va.

Análogamente, e
1
m

Lb(f(x)) es una ráız m-ésima continua de f en Va y, según el ejerci-
cio 3.2, existe k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} tal que

h(x) = ei2πk/me
1
m

Lb(f(x))

luego L(z) = Lb(z) + 2πki es un logaritmo continuo de z tal que h(x) = e
1
m

L(f(x)) para
todo x ∈ Va.

Ejercicio 3.6.

Obtenga los abiertos en los que las siguientes fórmulas definen ráıces cuadradas conti-
nuas de z2 − 1 e indique las relaciones entre las mismas.

a) f1(z) =
√
z2 − 1

b) f2(z) = z

√
1 − 1

z2

c) f3(z) = i
√

1 − z2

Aqúı
√

designa la ráız cuadrada principal, definida en el complemento del eje real nega-
tivo.

solución.

Para i = 1, 2, 3, la función fi(z) está definida en C \ Ti donde Ti es el conjunto de
los puntos z donde la correspondiente expresión que aparece bajo el śımbolo de la ráız
cuadrada es real menor o igual que 0.

T1 =
{
z : z2 ≤ 0} ∪ {z : z2 ∈ [0, 1]

}
= iR ∪ [−1, 1];

T2 =
{
z : 1/z2 ≥ 1

}
= [−1, 1];

T3 =
{
z : z2 ≥ 1

}
=
{
x ∈ R : |x| ≥ 1

}

Vemos aśı que el dominio de f2 es el abierto V = C \ [−1, 1] y que el dominio de f3 es el
abierto U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}. El dominio de f1 está contenido propiamente en el de
f2, y tiene dos componentes conexas

A =
{
z : Re z > 0

} \ (0, 1]; B =
{
z : Re z < 0

} \ [−1, 0).

Sobre A coinciden f1 y f2 pues 2 ∈ A y f1(2) =
√

3 = f2(2) mientras que sobre B coinciden
f1 y −f2 ya que f1(−2) = −

√
3 = −f2(−2).
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Por otra parte, la intersección V ∩U de los dominios de f2 y f3 tiene dos componentes
conexas, que son los semiplanos

P =
{
z : Im z > 0

}
; −P =

{
z : Im z < 0

}
;

y se tiene que f2 coincide en P con f3 y en −P con −f3 pues f2(i) = f3(i) y f2(−i) =
−f3(i).

Nota. Este ejercicio muestra que la expresión
√
z2 − 1 no es la forma natural de definir

una ráız cuadrada continua de z2 − 1. Observe que al usar esta fórmula se introduce una
restricción artificial e innecesaria sobre el dominio de la ráız cuadrada, que ni siquiera
resulta conexo. Además, al atravesar el eje imaginario la función definida mediante la
fórmula

√
z2 − 1 cambia de f2 a −f2, las dos ramas continuas de la ráız cuadrada de

z2 − 1, definidas en V = Ω \ T2. Obsérvese también que el dominio de f1, al ser un
subconjunto propio del dominio de f2, no es maximal respecto a la propiedad: «existe
en él una ráız cuadrada continua de z2 − 1». Los dominios de f2 y f3 śı son maximales
respecto a esta propiedad. Esta afirmación se podrá justificar después de haber visto el
ejercicio 7.13 donde se demuestra que una condición necesaria y suficiente para que exista
en Ω una ráız cuadrada continua de z2 − 1 es que los puntos +1 y −1 estén en la misma
componente conexa de C∞ \ Ω.

Ejercicio 3.7.
Compruebe que las fórmulas

ϕ(z) = −i(z + 1)

√
1 − z

1 + z
ψ(z) = (z + 1)

√
z − 1

z + 1

definen, respectivamente, ráıces cuadradas continuas de z2 − 1 en los abiertos

U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1} V = C \ {x ∈ R : |x| ≤ 1}.
Obtenga su relación con las obtenidas en el ejercicio 3.6.

solución.

El dominio de ϕ es C\E donde E es el conjunto de los números complejos z tales que el
cociente T (z) = (1−z)/(1+z) es real ≤ 0. El cociente es real negativo si y sólo si los vectores
z − 1 y z + 1 tienen la misma dirección, lo que ocurre si y sólo si z ∈ {x ∈ R : |x| > 1}.
Además T (1) = 0 y T (−1) = ∞, luego E = {x ∈ R : |x| ≥ 1} (también se puede calcular
E = T−1({∞} ∪ {x ∈ R : x ≤ 0}) usando la teoŕıa de transformaciones de Möbius).
Se obtiene aśı que el dominio de ϕ es U . Con un razonamiento similar se obtiene que el
dominio de ψ es V .

La función f3 considerada en el ejercicio 3.6 también tiene como dominio el abierto U .
Puesto que ϕ y f3 son ráıces cuadradas continuas de z2 −1 en el abierto conexo U , y ambas
toman el mismo valor en z = 0, en virtud del ejercicio 3.2, se concluye que ϕ = f3. Con un
razonamiento similar, considerando el punto z = 2 del abierto conexo V , se obtiene que
ψ = f2.

Nota. Disponemos de dos fórmulas distintas para la función ψ = f2 (resp. ϕ = f3)
y según los propósitos convendrá elegir la más apropiada. Veremos más adelante, en el
ejercicio 4.22, que, para escribir el desarrollo de Laurent de ψ en |z| > 1, la más adecuada
es la fórmula ψ(z) = f2(z) =

√
1 − 1/z2.
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Ejercicio 3.8.

Utilice la teoŕıa de las transformaciones de Möbius para obtener una ráız cuadrada
continua de z2 − 1, definida en el complemento de un arco de circunferencia de extremos
+1,−1.

solución.

Sea Ct el arco de circunferencia de extremos +1,−1 que pasa por el punto it (casos
particulares son C0 = {x ∈ R : |x| ≤ 1} y C∞ = {x ∈ R : |x| ≥ 1}). Este arco se
transforma en el eje real negativo mediante la transformación de Möbius

T (z) = a
z − 1

z + 1
, con a =

1 + it

1 − it

(el valor de a ha sido elegido para que se cumpla T (it) = −1). Tomando b =
√
a, se

comprueba fácilmente que la expresión

gt(z) =
z + 1

b

√
T (z)

define en el abierto C \ Ct una ráız cuadrada continua de z2 − 1.

En particular, en U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}, V = C \ {x ∈ R : |x| ≤ 1} quedan
definidas, espectivamente, las funciones

g∞(z) = −i(z + 1)

√
1 − z

z + 1
g0(z) = (z + 1)

√
z − 1

z + 1

que ya han sido consideradas en el ejercicio 3.7.

Nota. Un resultado más general que el obtenido aqúı se verá en el ejercicio 7.13.

Ejercicio 3.9.

Demuestre que en cada uno de los abiertos

U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}, V = C \ [−1, 1]

se pueden definir exactamente dos ramas continuas de la inversa de la transformación de
Joukowski J(z) = (z + 1/z)/2. Para cada una de ellas obtenga una fórmula expĺıcita y la
imagen.

solución.

La condición J
(
f(z)

)
= z equivale a f(z)2−2zf(z)+1 = 0, es decir, (f(z)−z)2 = z2−1,

luego f es una rama continua de J−1 si y sólo si f(z) − z es una ráız cuadrada continua
de z2 − 1.

Según el ejercicio 3.6, en U se pueden definir exactamente dos ráıces cuadradas con-
tinuas de z2 − 1, que son i

√
1 − z2 y −i

√
1 − z2, luego también se pueden definir dos (y

sólo dos) ramas continuas de J−1(z), que son

f1(z) = z + i
√

1 − z2, f2(z) = z − i
√

1 − z2.
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Análogamente, en V hay definidas exactamente dos ráıces cuadradas continuas de
z2−1, a saber z

√
1 − 1/z2 y −z

√
1 − 1/z2, con las que se obtienen las dos ramas continuas

de J−1(z) que se pueden definir en V

g1(z) = z + z
√

1 − 1/z2, g2(z) = z − z
√

1 − 1/z2.

Determinación de f1(U) y f2(U).

Es fácil ver que f1(U) no corta al eje real. Efectivamente, f1(z)f2(z) = 1 y si fuese
f1(z) = x ∈ R debeŕıa ser x 6= 0 y f2(z) = 1/x, por tanto z = (f1(z) + f2(z))/2 seŕıa real
y también lo seŕıa 2i

√
1 − z2 = f1(z) − f2(z), con lo cual su cuadrado, 4(z2 − 1), seŕıa real

positivo y se tendŕıa que z 6∈ U .

Como f1(U) es un conexo que no corta al eje real y f1(0) = i se concluye que f1(U) ⊂
{w : Imw > 0}. Análogamente f2(U) ⊂ {w : Imw < 0}.

Por otra parte, cuando Imw > 0 se cumple z = J(w) ∈ U (pues si fuese z = x ∈ R
con |x| ≥ 1, entonces w ∈ {x−

√
x2 − 1, x+

√
x2 − 1

}
seŕıa real). Teniendo en cuenta que

w ∈ {f1(z), f2(z)} y que Im f2(z) < 0, se concluye que w = f1(z) ∈ f1(U). Análogamente
se prueba que {w : Imw < 0} ⊂ f2(U), luego

f1(U) = {w : Imw > 0}, f2(U) = {w : Imw < 0}.

Determinación de g1(V ) y g2(V ).

g1(V ) no corta a la circunferencia C = {w : |w| = 1} pues si g1(z) = w, con |w| = 1,
se tendŕıa z = (w + 1/w)/2 = (w + w)/2 = Rew ∈ [−1, 1].

Como el conexo g1(V ) no corta a la circunferencia C y |g1(2)| > 1 resulta g1(V ) ⊂
{w : |w| > 1}. Análogamente g2(V ) ⊂ {w : 0 < |w| < 1}.

Cuando |w| > 1 se cumple que z = J(w) ∈ V (si fuese z = x ∈ [−1, 1] se tendŕıa
w ∈ {

x − i
√

1 − x2, x + i
√

1 − x2
} ⊂ C). Como w ∈ {g1(z), g2(z)} y |g2(z)| < 1, se

concluye que w = g1(z) ∈ g1(V ). Análogamente se prueba que {w : 0 < |w| < 1} ⊂ g2(V ),
luego

g1(V ) = {w : |w| > 1}, g2(V ) = {w : 0 < |w| < 1}.

Nota. En el ejercicio 2.28 se obtienen, por otro procedimiento, ramas continuas de la
inversa J−1, mediante fórmulas distintas de las obtenidas aqúı. El ejercicio 3.8 sirve para
confirmar que se trata de las mismas ramas, aunque estén definidas mediante fórmulas
diferentes.

Ejercicio 3.10.

Demuestre que z2 − 1 tiene logaritmo continuo en U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}, no tiene
logaritmo continuo en V = C \ {x ∈ R : |x| ≤ 1}, pero posee ráız cuadrada continua en V .

solución.

Obsérvese que

z ∈ U ⇔ z2 6∈ [1,+∞) ⇔ z2 − 1 6∈ [0,+∞).

Se sigue que en el abierto Ω−1 = C \ {x ∈ R : x ≥ 0} se puede definir un logaritmo
continuo de z mediante la fórmula Log−1(z) = πi+ Log(−z), (véase el ejercicio 3.3), luego
g(z) = πi+ Log(1 − z2) es un logaritmo continuo de z2 − 1 en U .
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En V no existe un logaritmo continuo de z2 − 1. Si existiese una función continua
h : V −→ C con eh(z) = z2 − 1 para todo z ∈ V entonces

h(z) − Log(1 − 1/z2)

seŕıa un logaritmo continuo de z2 definido en V , lo que es imposible en virtud del ejerci-
cio 3.4.

Aunque en V no existe un logaritmo continuo de z2 − 1, con la fórmula z
√

1 − 1/z2

queda definida en V una ráız cuadrada continua de z2 − 1 (véase el ejercicio 3.6).

Nota. Si g(z) = πi + Log(1 − z2) es el logaritmo continuo de z2 − 1 considerado
anteriormente entonces eg(z)/2 define en U una ráız cuadrada continua de z2 − 1 que
coincide con la función i

√
1 − z2 considerada en el ejercicio 3.6.

Ejercicio 3.11.
Se considera el polinomio p(z) = z2 − 2z + 2, con ceros a = 1 + i, a = 1 − i.
Compruebe que las siguientes fórmulas definen ramas continuas de la ráız cuadrada

del polinomio p(z).

a) f1(z) = (z − 1)

√
1 +

1

(z − 1)2
b) f2(z) = (z − a)

√
z − a

z − a

c) f3(z) =
√

2
√

1 − z/a
√

1 − z/a d) f4(z) = z
√

1 − a/z
√

1 − a/z

Determine el dominio de cada una y estudie la relación entre cada dos ramas en la inter-
sección de sus dominios.

solución.

a) 1 + 1/(z − 1)2 es infinito para z = 1 y real ≤ 0 cuando (z − 1)2 ∈ [−1, 0), lo que
ocurre si y sólo si z − 1 = it con 0 < |t| ≤ 1, luego el dominio de f1 es

Ω1 = C \ T1 donde T1 = {1 + it : |t| ≤ 1}.

b) (z − a)/(z − a) es infinito para z = a = 1 − i y es real menor o igual que 0 para
z = 1 + it con t ∈ (−1, 1], luego Ω1 también es el dominio de f2.

c) 1 − z/a es real ≤ 0 cuando z = ta con t ∈ [1,+∞) y 1 − z/a es real menor o igual
que 0 cuando z = ta con t ∈ [1,+∞), luego el dominio de f3 es

Ω3 = C \ T3 donde T3 = {ta : t ≥ 1} ∪ {ta : t ≥ 1}.

d) 1−a/z es infinito para z = 0 y es real ≤ 0 cuando z = ta con t ∈ (0, 1]; análogamente
1 − a/z es infinito cuando z = 0 y es real menor o igual que 0 para z = ta con t ∈ (0, 1].
Por lo tanto el dominio de f4 es

Ω4 = C \ T4 donde T4 = {ta : 0 ≤ t ≤ 1} ∪ {ta : 0 ≤ t ≤ 1}.

El dominio común Ω1 de las funciones f1, f2 es conexo y se comprueba fácilmente que
f1(0) = −

√
2 = f2(0), luego f1 = f2.

El abierto Ω1 ∩ Ω3 = C \ (T1 ∪ T3) tiene dos componentes conexas: U0, la componente
conexa de 0, y U2, la componente conexa de 2. Puesto que f1(0) = −f3(0) se sigue que
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f1(z) = −f3(z) para todo z ∈ U0. Por otra parte f1(2) =
√

2 = f3(2), luego f1(z) = f3(z)
para todo z ∈ U2.

El abierto Ω1 ∩ Ω4 = C\ (T1 ∪T4) tiene dos componentes conexas: V1/2, la componente

conexa de 1/2, y V2, la componente conexa de 2. Puesto que f1(1/2) = −
√

5/2 = −f4(1/2)
se sigue que f1(z) = −f4(z) para todo z ∈ V1/2. Por otra parte f1(2) =

√
2 = f4(2) luego

f1(z) = f4(z) para todo z ∈ V2.
Por último, Ω3 ∩Ω4 = C\ (T3 ∪T4) tiene dos componentes conexas: W1 = {x+ iy : x >

0, |y| < x} y W−1 = {x+ iy : x < |y|}, componentes conexas de 1 y −1, respectivamente.
Como f3(1) = 1 = f4(1) se cumple que f1(z) = f4(z) para todo z ∈ W1. Finalmente,
f3(−1) =

√
5 = −f4(−1), luego f1(z) = −f4(z) para todo z ∈ W−1.

Nota. En los ejercicios 4.25 y 4.26 se obtendrán desarrollos en serie de potencias y de
Laurent de ráıces cuadradas holomorfas de p(z) = z2 − 2z + 1.

Ejercicio 3.12.
Sea Ω0 = {z : Im z > 0} \ J donde J = {1 + it : 0 < t ≤ 1}. Compruebe que con la

fórmula g(z) = i
√

−p(z) queda definida en Ω0 una ráız cuadrada continua del polinomio
p(z) = z2 − 2z + 2. Demuestre que g es inyectiva sobre Ω0, Calcule la imagen G = g(Ω0)
y una fórmula expĺıcita para la inversa g−1 : G −→ Ω0.

solución.

Observemos en primer lugar que p(z) = 1 + (z − 1)2 establece una biyección entre Ω0

y W = C \ {x ∈ R : x ≥ 0} que se puede obtener como composición de las siguientes
transformaciones:

z → z − 1, que transforma Ω0 en U := {z : Im z > 0} \ {it : 0 < t ≤ 1};

z → z2, que establece una biyección entre U y V := C \ {x ∈ R : x ≥ −1};

z → z + 1, que lleva V al abierto W := C \ {x ∈ R : x ≥ 0}.

b

Ω0

1

1 + i b

U
i

z − 1

b

V

−1

z2

b

W

z + 1

Se sigue que para cada z ∈ Ω0 el punto −p(z) está en el dominio de la ráız cuadrada
principal, luego g(z) = i

√
−p(z) está definida y es continua en Ω0. Es evidente que g2 = p.

Como la función i
√−z transforma p(Ω0) = W en el semiplano {z : Im z > 0}, resulta

g(Ω0) = {z : Im z > 0}.
La inversa de la función p|Ω0 viene dada por la composición de las inversas de las

tres transformaciones elementales en que la hemos descompuesto. Como la inversa de

U
z2

→ V es i
√−z se obtiene que la inversa de p|Ω0 es h(w) := 1 + i

√
1 − w. Por lo tanto

g−1(w) = h(−(w/i)2) = h(w2) es decir

g−1(w) = 1 + i
√

1 − w2

Nota. En el ejercicio 3.11 se ha obtenido una ráız cuadrada continua del polinomio p(z),
definida en un abierto Ω1 ⊃ Ω0. Es fácil ver que f1 también es inyectiva y que g(i) = f1(i),
luego g coincide con la restricción de f1 al abierto Ω0.
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Ejercicio 3.13.
Justifique que en U = C \ {x ∈ R : 1 ≤ |x|} y V = C \ [−1, 1] existen ráıces cuadradas

continuas f : U −→ C, g : V −→ C de la función ϕ(z) = z2/(1 − z2) y obtenga fórmulas
para las determinadas por f(i) = g(i) = i/

√
2. Compruebe que f y g coinciden y son

inyectivas en el semiplano P = {z : Im z > 0}, calcule la imagen A = f(P ) = g(P ) y una
fórmula para la inversa de f |P .

solución.

Teniendo en cuenta el ejercicio 3.6 es claro que

f(z) =
z√

1 − z2
y g(z) =

i√
1 − 1/z2

son ráıces cuadradas continuas de ϕ definidas, respectivamente, en U y V , que verifican
f(i) = g(i) = i/

√
2. Obsérvese que U y V son conexos, por lo que esta condición determina

uńıvocamente estas ráıces cuadradas.
Además, f es inyectiva sobre P porque su cuadrado f2 = ϕ lo es: si z,w ∈ P y

ϕ(z) = ϕ(w) se tiene z2(1 − w2) = w2(1 − z2), luego z2 = w2 y la condición w, z ∈ P
implica que z = w.

Como P ⊂ U ∩ V es conexo y f(i) = g(i), con i ∈ P , se obtiene que f y g coinciden
sobre P , mientras que f y −g coinciden sobre −P = {z : Im z < 0}. Se sigue de esto que

f(z) =
z√

1 − z2
=

i√
1 − 1/z2

si z ∈ P

son fórmulas válidas para f |P . Usando la segunda fórmula se puede descomponer f |P
en transformaciones elementales que permiten calcular la imagen f(P ): con la cadena de
transformaciones

z → −z2; z → 1/z; z → 1 + z; z → √
z

se obtiene que
√

1 − 1/z2 transforma P en

E = {z : Re z > 0} \ {x ∈ R : x ≤ 1}.
Como la imagen de E mediante z → i/z es A = P \ {iy : y ≥ 1} se sigue que la inversa
de f |P es una función h : A −→ P que se puede calcular componiendo las inversas de las
transformaciones elementales consideradas anteriormente.

Teniendo en cuenta que la inversa de la primera transformación z → −z2, entre P y
su imagen C \ {x :∈ R : x ≥ 0} viene dada por z → i

√
z se obtiene la fórmula

h(w) = i

√
−w2

1 + w2

con la que se pone de manifiesto que h es continua y que h(i/
√

2) = i.
Por otra parte, elevando al cuadrado la igualdad w = f(z) se llega a

w2 =
z2

1 − z2
⇔ z2 =

w2

1 + w2

luego h(w) es la ráız cuadrada continua w2/(1 + w2), definida en A, que vale i cuando
w = i/

√
2. Obsérvese que con la fórmula H(w) = w/

√
1 + w2 queda definida en G =

C \ {iy : |y| ≥ 1} ⊃ A una ráız cuadrada continua de w2/(1 + w2), que vale i cuando
w = i/

√
2, luego h = H|A.
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3.2.2. Propiedades de las funciones elementales

En los siguientes ejercicios se consideran propiedades sencillas y básicas de las fun-
ciones elementales que son consecuencia directa de su definición (ceros, inyectividad,
cálculo de imágenes).

Ejercicio 3.14.

Obtenga los ceros de las funciones cos z, sen z, ch z y sh z.

solución.

Es inmediato que cos z = cos z, luego |cos z|2 = cos z cos z = cos z cos z, y usando la
fórmula 2 cos z cosw = cos(z + w) + cos(z − w), se obtiene

2|cos z|2 = cos(z + z) + cos(z − z) = cos 2x+ ch 2y.

ch 2y ≥ 1 para todo y ∈ R, luego cos z sólo se anula cuando ch 2y = 1 y cos 2x = −1, es
decir, cuando y = 0 y cos x = 0. Es decir, los ceros de la función compleja cos z están en
el eje real y coinciden con los de la función real cosx. Con la relación sen z = cos(π/2 − z)
se deduce que los ceros de sen z también son reales, luego

Z (cos) =

{
π

2
+mπ : m ∈ Z

}
, Z (sen) = {mπ : m ∈ Z} ,

y teniendo en cuenta que ch z = cos iz, sh z = −i sen iz, se obtiene

Z (ch) =

{(
mπ − π

2

)
i : m ∈ Z

}
, Z (sh) = {mπi : m ∈ Z} .

(Z (f) denota el conjunto de los ceros de la función f).

Ejercicio 3.15.

Determine los periodos de la función cos z.

solución.

Es inmediato que 2mπ, con m ∈ Z, es periodo de cos z. No hay más periodos, pues si
p es un periodo de cos z, para todo z ∈ C, se cumple

0 = cos z − cos(z + p) = 2 sen(p/2) sen(z + p/2).

Eligiendo z ∈ C tal que sen(z + p/2) 6= 0 se obtiene que sen(p/2) = 0 luego, según el
ejercicio 3.14, p ∈ {2mπ : m ∈ Z}.

Ejercicio 3.16.

Dado 0 < ε < 1 sea Aε el complementario en C de la unión de los discos D(nπ, ε),
n ∈ Z. Demuestre que existe Cε > 0 tal que

|sen z| ≥ Cε, |tg z| ≥ Cε para todo z ∈ Aε.
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solución.

Como la función |sen z| es periódica de periodo π, basta demostrar que existe Cε > 0
tal que para cada z en H(ε) = {z : −π/2 ≤ Re z ≤ π/2, |z| ≥ ε} se cumple |sen z| ≥ Cε.
Para ello consideremos la desigualdad

|sen z| =

∣∣∣∣
1

2i
(eiz − e−iz)

∣∣∣∣ ≥ 1

2

∣∣|eiz| − |e−iz|
∣∣ =

1

2

(|e−y − ey|).

La función h(y) = 1
2 |e−y − ey| es par y creciente en [1,+∞], luego

|sen z| ≥ h(y) ≥ h(1) cuando z = x+ iy ∈ H(ε) con |y| ≥ 1.

Por otra parte, la función continua |sen z| no se anula y alcanza un mı́nimo absoluto
sobre el compacto K(ε) = {x + iy ∈ H(ε) : |y| ≤ 1}, luego existe a ∈ K(ε) tal que
|sen z| ≥ |sen a| > 0 para todo z ∈ K(ε).

La constante Cε = mı́n{h(1), |sen a|} cumple el requisito del enunciado para la función
|sen z|.

Con la función tg z se razona de modo análogo, usando que

|tg z| ≥ |ey − e−y|
|ey + e−y| ≥ |ey − e−y|.

Ejercicio 3.17.
Compruebe que la función tg z es inyectiva sobre Ω = {x + iy : |x| < π/4} y obtenga

la imagen tg(Ω).

solución.

tg z =
sen z

cos z
=

1

i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
= T (e2iz), donde T (z) = i

1 − z

1 + z
.

La función e2iz = e−2y(cos 2x + i sen 2x) es inyectiva sobre el abierto Ω y lo transforma
en el semiplano H = {z : Re z > 0}. La transformación de Möbius T es inyectiva y por lo
tanto tg z es inyectiva sobre Ω. Por otra parte, como T (1) = 0 y T (−1) = ∞, en virtud
del principio de simetŕıa T transforma el eje imaginario en la circunferencia de centro 0
y radio 1 (porque T (0) = i). Como 0 = T (1) ∈ T (H) obtiene que T (H) = D(0, 1), luego
tg(Ω) = T (H) = D(0, 1).

Según lo que se ha establecido, tg |Ω tiene inversa definida en D(0, 1). Esta inversa
es una rama de la multifunción arc tg z. Fórmulas para esta y otras ramas de arc tg z se
pueden ver en los ejercicios 3.18 y 3.19.

Ejercicio 3.18.
Compruebe que en Ω = C \ {iy : y ∈ R, |y| ≥ 1} se pueden definir ramas continuas de

arc tg z. Si f es la rama determinada por f(0) = 0, obtenga f(Ω) y f
(
D(0, 1)

)
.

solución.

tgw =
senw

cosw
=

1

i

eiw − e−iw

eiw + e−iw
= T (e2iw) donde T (z) = i

1 − z

1 + z
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luego tgw = z si y sólo si e2iw = S(z), donde

S(z) = T−1(z) =
1 + iz

1 − iz
=
i− z

i+ z

Entonces, para definir en Ω una rama continua de arc tg z, basta definir un logaritmo
continuo de S(z) y dividirlo luego por 2i.

Utilizando la teoŕıa de las transformaciones de Möbius, se obtiene que S(Ω) = Ω1,
donde Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0} es el dominio del logaritmo principal. Por lo tanto, en el
abierto Ω está definida la función

f(z) =
1

2i
LogS(z)

que verifica tg f(z) = z para todo z ∈ Ω. Teniendo en cuenta que f(0) = 0 podemos
afirmar que 2if(z) es el único logaritmo continuo de S(z), definido en Ω, que se anula en
z = 0. Como S(Ω) = Ω1 y Log(Ω1) = {x+ iy : |y| < π}, resulta

f(Ω) = {x+ iy : |x| < π/2}.

Análogamente, S
(
D(0, 1)

)
= {x + iy : x > 0} cuya imagen mediante el logaritmo

principal es {x+ iy : |y| < π/2}, luego

f
(
D(0, 1)

)
= {x+ iy : |x| < π/4}.

Nota. Obsérvese que, de acuerdo con lo obtenido en el ejercicio 3.17, la rama f es la
inversa de tg |D(0, 1). Por otra parte, si E es un arco de circunferencia de extremos i, −i,
en el ejercicio 3.19 se muestra que en C\E también se puede definir un logaritmo continuo
de S(z), y por lo tanto una rama continua de arc tg z. Un resultado más general se verá
en el ejercicio 7.15.

Ejercicio 3.19.
Utilice la teoŕıa de las transformaciones de Möbius para obtener una fórmula expĺıcita

para una rama continua de arc tg z definida en el complemento de un arco de circunferencia
de extremos +i, −i.

solución.

Según se ha visto en el ejercicio 3.18, para definir una rama continua de arc tg z basta
definir un logaritmo continuo de T−1(z) = (i− z)/(i + z) y dividirlo por 2i.

Sea Et el arco de circunferencia de extremos +i, −i que pasa por el punto t (E0 = {iy :
y ∈ R, |y| ≤ 1}, E∞ = {iy : y ∈ R, |y| ≥ 1}). Es claro que T−1(Et) es la semirrecta que
surge de 0 y pasa por a = T−1(t). En el complemento de esta semirrecta está definido el
logaritmo continuo L(z) = Log(−z/a) + Log(−a) y por lo tanto

f(z) =
1

2i
L

(
i− z

i+ z

)

es una rama continua de arc tg z definida en C \ Et.

Nota. Con recursos avanzados de la teoŕıa de funciones holomorfas, en el ejercicio 7.15
se caracterizan los abiertos Ω ⊂ C sobre los que se puede definir una rama holomorfa de
arc tg z.
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Ejercicio 3.20.
Compruebe que cos(C) = C. Estudie la clase de los abiertos sobre los que la función

cos z es inyectiva y obtenga que es inyectiva sobre los abiertos

A = {z : 0 < Re z < π} y B = {z : 0 < Re z < 2π, Im z > 0}.

solución.

Usaremos que cos z = J(eiz) donde J(z) = (z + 1/z)/2. Dado w ∈ C la ecuación
w = J(z) tiene dos soluciones z1, z2 que verifican z1z2 = 1 (las soluciones de la ecuación
de segundo grado z2 − 2wz + 1 = 0). Se sigue de esto que la ecuación cos z = w tiene
infinitas soluciones que se obtienen dividiendo por i los logaritmos de z1 y de z2 = 1/z1:

{z : cos z = w} = {−i log z1} ∪ {−i log z2} = {±i log z1}.

Como la función real cos x no es inyectiva en ningún abierto V ⊂ R que contenga
puntos del conjunto {πn : n ∈ Z} podemos afirmar que si cos z es inyectiva sobre un
abierto Ω ⊂ C entonces se ha de cumplir la condición Ω ∩ {nπ : n ∈ Z} = ∅ (que también
se puede obtener como consecuencia de un resultado general según el cual la derivada de
una función holomorfa inyectiva no se anula nunca; véase el ejercicio 4.52). Obsérvese que
si Ω cumple esta condición y w ∈ cos(Ω) entonces w 6∈ {+1,−1}, lo que garantiza que son
distintas las soluciones z1, z2 = 1/z1 de la ecuación J(z) = w.

Con el fin de caracterizar las regiones del plano sobre las que cos z es inyectiva conviene
describir con detalle el conjunto

arc cosw = {z : cos z = w}.

Si r = |z1| y α ∈ arg z1 se tiene

arc cosw = {±an : n ∈ Z} con an = (α+ 2nπ) − i log r.

Es decir, arc cosw es un conjunto numerable contenido en dos rectas paralelas simétricas
respecto al eje real; en cada recta sus puntos se distribuyen igualmente espaciados, a
distancia 2π, siendo los puntos de una recta opuestos a los de la otra (cuando w ∈ R,
las dos rectas se confunden con el eje real). Según esto, si z 6∈ {+1,−1} el conjunto
M(z) = {z′ : cos z′ = cos z} es de la forma

M(z) = {±(x+ 2nπ + iy) : n ∈ Z},

luego una condición necesaria y suficiente para que la función cos z sea inyectiva sobre Ω
es que se cumpla la condición

z ∈ Ω ⇒ M(z) ∩ Ω = {z}.

Es claro que los abiertos A y B del enunciado cumplen la condición de inyectividad que
acabamos de obtener.

Nota. Obsérvese que esta condición de inyectividad implica la condición necesaria ya
mencionada, según la cual Ω no puede contener ceros de la derivada sen z. En el ejerci-
cio 3.21 se calculan las imágenes cos(A), cos(B), y en el ejercicio 3.22 se obtienen fórmulas
para las inversas de cos |A, cos |B. Estas inversas son ramas concretas de la multifunción
arc cos z.
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Ejercicio 3.21.
Obtenga las imágenes, mediante la función cos z, de los abiertos

A = {z : 0 < Re z < π}; B = {z : 0 < Re z < 2π, Im z > 0};

A+ = {z ∈ A : Im z > 0}; A− = {z ∈ A : Im z < 0}.

solución.

Utilizando que cos z = J(eiz), con J(z) = (z+ 1/z)/2, las imágenes se pueden obtener
usando los resultados obtenidos en el ejercicio 2.27. La función eiz transforma A en P =
{z : Im z > 0}, luego

cos(A) = J(P ) = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}.
Las imágenes de A+ y A−, mediante eiz, son {z ∈ P : |z| < 1} y

{z ∈ P : |z| > 1}, respectivamente, que se transforman mediante J en

cos(A+) = {z : Im z < 0}; cos(A−) = {z : Im z > 0}.

Por otra parte, eiz transforma B en G = D(0, 1) \ [0, 1), luego

cos(B) = J(G) = C \ {x ∈ R : x ≥ −1}.

Ejercicio 3.22.
Obtenga fórmulas expĺıcitas para las inversas de cos z|A y cos |B donde

A = {z : 0 < Re z < π} y B = {z : 0 < Re z < 2π, , Im z > 0}.

Muestre que en los abiertos

U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1},
G1 = C \ {x ∈ R : x ≥ −1}, G2 = C \ {x ∈ R : x ≤ 1}

se pueden definir ramas continuas de arc cos z (véase el ejercicio 3.21, donde se obtuvieron
las imágenes cos(A), cos(B)).

solución.

Según el ejercicio 3.21 cos(A) = U y cos(B) = G1. La función inversa de cos |A : A −→
U se obtiene componiendo las inversas de las aplicaciones

A
eiz

−→ P
J−→ U.

La inversa de la primera es −iLog z y la inversa de la segunda fué obtenida en el ejerci-
cio 2.27. Con ellas se llega a la siguiente rama continua de arc cos z definida en U :

w = −iLog
(
z + i

√
1 − z2

)
, z ∈ U

Por otra parte, la inversa de B
eiz

−→ G = D(0, 1) \ [0, 1) viene dada por π− iLog(−z) y

la inversa de G
J−→ G1 es la restricción a G1 de la inversa de D(0, 1)

J−→ J(D), obtenida
en el ejercicio 2.27. Aśı se obtiene la siguiente rama continua de arc cos z definida en G1:

w = π − iLog
(−z + z

√
1 − 1/z2

)
, z ∈ G1.
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En G2 se puede obtener una rama continua de arc cos z usando los resultados del
ejercicio 3.9. La función g1(z) = z + z

√
1 − 1/z2 define en V = C \ [−1, 1] una rama

continua de la inversa J−1(z) cuya imagen es g1(V ) = {w : |w| > 1}. Cuando z ∈ G2 ⊂ V
el valor g1(z) no es real negativo por lo que se puede usar la fórmula

w =
1

i
Log

(
z + z

√
1 − 1/z2

)

para definir en G2 una rama continua de arc cos z.

Nota. Con recursos avanzados de la teoŕıa de funciones holomorfas, razonando como
en el ejercicio 7.16, se podrán caracterizar los abiertos Ω ⊂ C sobre los que se puede definir
una ramas de arc cos z.

3.2.3. Funciones holomorfas y transformaciones conformes

En las soluciones de los ejercicios de este tramo, donde interviene la noción de deriva-
da compleja y las condiciones de Cauchy-Riemann, se utilizan pocos recursos teóricos;
no requieren los potentes recursos de la teoŕıa de funciones holomorfas y la derivación
compleja aún no desempeña un papel espectacular. Los últimos ejercicios, sobre repre-
sentación conforme, se resuelven componiendo transformaciones definidas mediante
funciones elementales.

Ejercicio 3.23.
Si p es un polinomio complejo, demuestre que los ceros de su derivada p′ pertenecen a la

envoltura convexa de los ceros de p. Si cada cero se dota de un peso igual a su multiplicidad,
compruebe que los ceros de p tienen el mismo baricentro que los de p′ (teorema de Gauss-
Lucas).

solución.

Sea p(z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · + cnz

n + zn+1 =
∏m

j=1(z − aj)nj , con ceros aj y
multiplicidades nj, 1 ≤ j ≤ m. Obsérvese que debe ser

n+ 1 =
m∑

j=1

nj, cn = −
m∑

j=1

njaj .

Si p′(a) = 0, para establecer que a pertenece a la envoltura convexa de los ceros de p basta
considerar el caso p(a) 6= 0. Considerando la derivada logaŕıtmica

p′(z)
p(z)

=
m∑

j=1

nj

z − aj
=

m∑

j=1

nj

|z − aj|2
(z − aj)

y haciendo z = a, se obtiene

a
m∑

j=1

nj

|a− aj|2
=

m∑

j=1

nj

|a− aj |2 aj

Si definimos

αj =
nj

|a− aj |2 , α =
m∑

j=1

αj , µj =
αj

α
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la igualdad anterior se escribe en la forma

a =
m∑

j=1

µjaj, con µj ≥ 0, y
m∑

j=1

µj = 1

luego a pertenece a la envoltura convexa de los ceros de p.
Usando las multiplicidades como pesos, el baricentro de los ceros de p es

b =

∑m
j=1 njaj

n+ 1
= − cn

n+ 1

Aplicando lo que se acaba de demostrar al polinomio normalizado

1

n+ 1
p′(z) = d0 + d1z + · · · + dn−1z

n−1 + zn, con dk−1 =
kck

n+ 1

se obtiene que el baricentro de los ceros de p′ es

b∗ =
−dn−1

n
=

−ncn

(n+ 1)n
= b.

Ejercicio 3.24.
Obtenga todas las funciones holomorfas f : C −→ C que verifican

[E ] : f(z + w) = f(z)f(w) para cada z,w ∈ C.

Obtenga una función continua f : C −→ C que verifique [E ] y no sea holomorfa.

solución.

Las funciones de la forma ecz, con c ∈ C, son soluciones holomorfas de la ecuación
funcional [E ]. A continuación demostramos que toda solución holomorfa no idénticamente
nula es de este tipo.

Si f ∈ H (C) no es idénticamente nula y cumple [E ] entonces f(0) = 1, pues si f(w) 6= 0
se tiene f(w) = f(w)f(0). Para z, h ∈ C, con h 6= 0, se verifica

f(z + h) − f(z)

h
= f(z)

f(h) − f(0)

h

y pasando al ĺımite cuando h → 0, se obtiene que f ′(z) = cf(z) con c = f ′(0).
La función g(z) = e−czf(z) es constante (porque su derivada es idénticamente nula) y

su valor constante es g(0) = 1, luego f(z) = ecz.
La función f(x+ iy) = e2x+iy = e2x(cos y+ i sen y) es una solución continua de [E ] que

no es holomorfa. Si lo fuese, también lo seŕıa g(x+ iy) = f(z)e−z = ex, y esto es imposible
porque en ese caso, para todo z ∈ C se cumpliŕıa

g′(z) = ĺım
y→0

g(z + iy) − g(z)

iy
= 0

y por lo tanto g seŕıa constante (también se puede razonar con las ecuaciones de Cauchy
Riemann).

Nota. En el ejercicio 3.40 se establece que las soluciones continuas de [E ] son las de la
forma f(x+ iy) = eax+by con a, b ∈ C.
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Ejercicio 3.25.
Se supone que f = u+ iv es una función holomorfa en un abierto conexo Ω y α, β ∈ R

con α2 + β2 6= 0. Demuestre que cada una de las siguientes condiciones implica que f es
constante:

a) αu+ βv es constante, b) u es constante, c) v es constante,

d) f es holomorfa, e) |f | es holomorfa, f ) |f | es constante.

solución.

Si se cumple a) para cada z ∈ Ω se verifica

αD1u(z) + βD1v(z) = 0; αD2u(z) + βD2v(z) = 0,

y utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann, se obtiene que

αD1u(z) − βD2u(z) = 0; βD1u(z) + αD2u(z) = 0.

La única solución del sistema lineal αx − βy = 0, βx + αy = 0 es la trivial, pues su
determinante es α2 + β2 6= 0. Se obtiene aśı que D1u(z) = D2u(z) = 0 para todo z ∈ Ω.
Como Ω es conexo se concluye que u es constante. Análogamente se demuestra que v es
constante, con lo cual f = u+ iv también lo es.

Las condiciones b) y c) son casos particulares de a), luego ambas implican que f es
constante.

A continuación vemos que e) ⇒ f ) ⇒ d) ⇒ c).

e) ⇒ f ) Si se cumple e) la función |f | es holomorfa con parte imaginaria constante, lo
que implica, en virtud de c), que |f | es constante.

f ) ⇒ d) Si |f(z)| = c para todo z ∈ Ω y c 6= 0 entonces f(z) = c2/f(z) es holomorfa
(si c = 0 el resultado es trivial).

d) ⇒ c) Si se cumple d) la función 2iv(z) = f(z) − f(z) es holomorfa con parte real
constante, y por lo tanto constante.

Ejercicio 3.26.
Si f ∈ H (Ω) no es constante en el abierto conexo Ω, compruebe que g(z) = f(z) no

es holomorfa en Ω pero G(z) = f(z) śı es holomorfa en Ω− = {z : z ∈ Ω}.

solución.

En virtud de las hipótesis f ′ no es idénticamente nula, luego existe a ∈ Ω con f ′(a) 6= 0.
Si h = h1 + ih2, el cociente incremental

g(a+ h) − g(a)

h
=

(
f(a+ h) − f(a)

h

)
h

h

tiende hacia f ′(a) cuando h = h1 tiende hacia 0 sobre el eje real y tiende hacia −f ′(a)
cuando h = ih2 tiende hacia 0 sobre el eje imaginario. Por lo tanto g no es derivable en
z = a.

Por otra parte, si w0 = z0 ∈ Ω−, cuando k = h→0 el cociente incremental

G(w0 + k) −G(w0)

k
=
f(z0 + h) − f(z0)

h
=

(
f(z0 + h) − f(z0)

h

)

tiende hacia f ′(z0), luego G es derivable en w0 ∈ Ω−.



100 Caṕıtulo 3. Funciones de variable compleja

Ejercicio 3.27.
Sea f = u + iv ∈ H (Ω), z0 ∈ Ω y f(z0) = α + iβ. Si f ′(z0) 6= 0 compruebe que las

curvas de nivel u(x, y) = α, v(x, y) = β se cortan ortogonalmente en z0.

solución.

Los vectores normales a las curvas u(x, y) = α, v(x, y) = β en el punto (x0, y0) son
respectivamente ∇u(x0, y0), ∇v(x0, y0). Estos vectores no son nulos (pues f ′(z0) 6= 0) y
en virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann son ortogonales:

D1u(x0, y0)D1v(x0, y0) +D2u(x0, y0)D2v(x0, y0) = 0.

Ejercicio 3.28.
A una función holomorfa f = u+ iv ∈ H (Ω) se le asocia el campo de vectores

A(x, y) =
(
A1(x, y), A2(x, y)

)
=
(
u(x, y),−v(x, y)

)
.

Si F = U + iV es una primitiva de f compruebe que las curvas de nivel U(x, y) = c son
ortogonales al campo A (e.d. son ĺıneas equipotenciales del campo) y las curvas de nivel
V (x, y) = c son tangentes al campo (e.d. son ĺıneas de corriente del campo).

solución.

Utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann para F ,

u(z) + iv(z) = f(z) = F ′(z) = D1U(z) + iD1V (z) = D2V (z) − iD2U(z),

luego ∇U = (u,−v) y ∇V = (v, u) con lo cual

A(x, y) = ∇U(x, y),
〈
A(x, y)|∇V (x, y)

〉
= 0.

Esto significa que las curvas de nivel U(x, y) = c son ortogonales al campo (ĺıneas equipo-
tenciales del campo) y que las curvas de nivel V (x, y) = c son tangentes al campo (ĺıneas
de corriente del campo).

Una consecuencia de esto es que para obtener gráficamente las curvas de nivel U(x, y) =
c, V (x, y) = c, asociadas a una función holomorfa F , basta considerar el campo A(x, y) =
f(x+ iy) asociado a su derivada f = F ′ y dibujar (con un programa de ordenador ade-
cuado) las trayectorias de las ecuaciones diferenciales

A1(x, y)dx+A2(x, y)dy = 0, A2(x, y)dx −A1(x, y)dy = 0,

que son, respectivamente, las curvas U(x, y) = cte, V (x, y) = cte.

A(x, y)

V (x, y) = c1

V (x, y) = c2

U(x, y) = c3

U(x, y) = c4
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Ejercicio 3.29.
Sea f ∈ H (Ω) con f ′(z) 6= 0 para cada z ∈ Ω. Si M ⊂ Ω es compacto medible Jordan

demuestre que f(M) es medible Jordan y

área
(
f(M)

)
=

∫

M
|f ′(x+ iy)|2 dx dy

solución.

En virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann, el determinante jacobiano de la
transformación (x, y) → f(x+ iy) = (u(x, y), v(x, y)) vale

∣∣∣∣∣
D1u D2u
D1v D2v

∣∣∣∣∣ = D1uD1u+D1vD1v = |f ′(z)|2 6= 0

y utilizando la fórmula de cambio de variable para la integral de Riemann se obtiene el
resultado.

Ejercicio 3.30.
Se supone que f : Ω −→ C es diferenciable, en sentido real, en el abierto Ω ⊂ C, y que

a ∈ Ω es un punto donde existe el ĺımite

L(a) = ĺım
z→a

∣∣∣∣
f(z) − f(a)

z − a

∣∣∣∣

Demuestre que una de las dos funciones f , f , es derivable en a y deduzca de ello el
siguiente resultado: sea f una función de clase C1(Ω) con diferencial no nula en el abierto
conexo Ω, si existe el ĺımite L(a) en cada a ∈ Ω entonces una de las dos funciones f , f
es holomorfa.

solución.

Según la definición de diferencial f(a+h)−f(a) = df(a)h+|h|ε(h) donde ĺımh→0 ε(h) =
0. Expresando la diferencial en la forma df(a) = rdz + sdz con r = ∂f(a) y s = ∂f(a)
resulta ∣∣∣∣

f(a+ h) − f(a)

h

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣r + s
h

h
+

|h|
h
ε(h)

∣∣∣∣∣ .

Si hacemos que h = ρeiα tienda hacia 0 manteniendo α constante se obtiene

L(a) =
∣∣r + se−2αi

∣∣.

Por hipótesis L(a) no depende del ángulo α, lo que implica que o bien s = 0 o bien r = 0.
La condición s = ∂f(a) = 0 significa que f es derivable en a, mientras que la condición
r = ∂f(a) = 0 significa que f es derivable en a.

Si para cada a ∈ Ω existe el ĺımite L(a), en virtud de lo que se acaba de probar,
Ω = A ∪B con

A = {z ∈ Ω : ∂f(z) = 0}, B = {z ∈ Ω : ∂f(z) = 0}.

Si f es de clase C1 las funciones ∂f(z), ∂f(z) son continuas y los conjuntos A, B son
cerrados relativos en Ω. La condición df(z) 6= 0 para cada z ∈ Ω implica que A ∩ B = ∅,
y si Ω es conexo se concluye que o bien Ω = B o bien Ω = A. En el primer caso f es
holomorfa y en el segundo lo es f .
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Ejercicio 3.31.

Obtenga un isomorfismo conforme entre cada uno de los abiertos

Ω1 =
{
z : |z| < 1, Re z > 0

}
, Ω2 =

{
z : |z| < 1, Re z > 0, Im z > 0

}

y el disco D(0, 1).

solución.

a) Ω1 es una de las cuatro regiones determinadas por dos circunferencias (en sen-
tido amplio) que se cortan ortogonalmente en los puntos i, −i. Su imagen mediante la
transformación de Möbius S(z) = (z − i)/(z + i) es un cuadrante limitado por dos semi-
rrectas ortogonales que surgen de 0, ya que S(−i) = ∞ y S(i) = 0, y se comprueba que
S(Ω1) = {z : Re z < 0, Im z < 0} (véase el ejercicio 2.18).

La función z2 lleva el cuadrante S(Ω1) al semiplano {z : Im z > 0} el cual se puede
transformar en D(0, 1) mediante una transformación de Möbius adecuada, por ejemplo, la
misma S (véase la solución del ejercicio 2.17). En definitiva

f(z) = S
(
S(z)2) = −iz

2 + 2z − 1

z2 − 2z − 1

establece un isomorfismo conforme de Ω1 sobre D(0, 1).

b) Con z2 se establece un isomorfismo conforme de Ω2 sobre el abierto {z : |z| <
1, Im z > 0} que se convierte en Ω1 mediante el giro z → −iz. Si f es el isomorfismo
conforme entre Ω1 y D(0, 1) obtenido en el apartado a) se obtiene que

g(z) = f(−iz2) = − iz4 − 2z2 + i

z4 − 2iz2 + 1

establece un isomorfismo conforme de Ω2 sobre D(0, 1).

Ejercicio 3.32.

Obtenga isomorfismos conformes entre cada uno de los abiertos

Ω1 =
{
z : |z| < 1, |2z − 1| > 1

}
, Ω2 =

{
z : |z − 1| > 1, |z − 2| < 2, Im z > 0

}

y el disco D(0, 1).

solución.

a) Ω1 está limitado por dos circunferencias tangentes en z = 1 que se convierten en
rectas paralelas mediante la transformación R(z) = 1/(z−1). Obsérvese que R transforma
la circunferencia |z| = 1 en la recta Re z = −1/2 (una recta respecto a la que R(0) = −1
y R(∞) = 0 son simétricos) y con un razonamiento similar se obtiene que R transforma
la circunferencia |2z − 1| = 1 en la recta Re z = −1.

Como −1/2 ∈ Ω1 y R(−1/2) = −2/3 se concluye que

R(Ω1) =
{
z : −1 < Re z < −1/2

}

cuya imagen mediante S(z) = −2πi(z + 1/2) es B = {x+ iy : 0 < y < π}.



3.2. Ejercicios resueltos 103

La función ez establece un isomorfismo conforme entre B y {z : Im z > 0}. Para
alcanzar la solución basta aplicar luego una transformación de Möbius que lleve este se-
miplano al disco D(0, 1), por ejemplo (z − i)/(z + i) (véase la solución del ejercicio 2.17).
Componiendo las transformaciones indicadas se obtiene que

e2πi/(z−1) + i

e2πi/(z−1) − i

establece un isomorfismo conforme entre Ω1 y D(0, 1).

b) Con S(z) = 1/z el abierto Ω = {z : |z − 1| > 1, |z − 2| < 2} se transforma en la
banda {z : 1/4 < Re z < 1/2} y Ω2 = Ω ∩ {z : Im z > 0} en la semibanda

A =
{
z : 1/4 < Re z < 1/2, Im z < 0

}

que se convierte en B = {z : −π/2 < Im z < π/2, Re z < 0}, mediante la transformación
T (z) = πi(3/2 − 4z). Finalmente, la función exponencial transforma B en {z : |z| <
1,Re z > 0}. Componiendo las transformaciones se llega a la función

f(z) = eT (S(z)) = eπi(3/2−4/z)

que establece un isomorfismo conforme entre Ω2 y G = {z : |z| < 1, Re z > 0}. Para
terminar basta componer f con un isomorfismo conforme del semidisco G sobre D(0, 1)
(véase el ejercicio 3.31).

Ejercicio 3.33.
En cada caso obtenga un isomorfismo de Ω sobre G:

a) Ω = {z : | Im z| < π/2}, G = D(0, 1).

b) Ω = {z : | Im z| < π/4}, G = {z : |z| < 1, Im z > 0}.

solución.

a) Con la función exponencial ez se consigue un isomorfismo conforme de la banda
Ω = {z : | Im z| < π/2} sobre el semiplano {z : Re z > 0}. Un isomorfismo conforme de
este semiplano sobre el disco D(0, 1) lo establece la transformación de Möbius T (z) =
(z − 1)/(z + 1) (véase el ejercicio 2.21). Se sigue que

ez + 1

ez − 1
= th

z

2

establece un isomorfismo conforme de Ω sobre el disco D(0, 1).

b) Si a = eiπ/4, la función aez = ez+iπ/4 establece un isomorfismo conforme de la banda
{z : | Im z| < π/4} sobre el cuadrante {z : Re z > 0, Im z > 0} y con una transformación de
Möbius adecuada se consigue un isomorfismo conforme de este cuadrante sobre el semidisco
{z : |z| < 1, Im z > 0}. La transformación T considerada en a) es apropiada para este fin
porque transforma el semiplano {z : Im z > 0} en śı mismo, y el semiplano {z : Re z > 0}
en el disco {z : |z| < 1}.

Componiendo estas transformaciones se obtiene que

f(z) =
aez − 1

aez + 1

establece un isomorfismo conforme de Ω sobre G.
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Ejercicio 3.34.
Sea G = {z : Re z > 0, Im z > 0, |z − 5| > 3}. Obtenga un isomorfismo conforme que

transforme G en un rectángulo abierto.

solución.

Teniendo en cuenta el ejercicio 2.15 es claro que T (z) = (z − 4)/(z + 4) establece un
isomorfismo conforme entre los abiertos

Ω =
{
z : Re z > 0, |z − 5| > 3

}
, A =

{
z : 1/3 < |z| < 1

}
.

Como T |P es un automorfismo conforme de P = {z : Im z > 0} (pues transforma el eje
real en śı mismo y ImT (i) > 0) se sigue que T establece un isomorfismo conforme entre
G = Ω ∩ P y su imagen

T (G) = T (Ω) ∩ T (P ) = A ∩ P =
{
z : 1/3 < |z| < 1, Im z > 0

}
.

Componiendo con el logaritmo principal se obtiene que Log T (z) establece un isomorfismo
conforme entre G y {x+ iy : − Log 3 < x < 0, 0 < y < π}.

Ejercicio 3.35.
Sea Ω = {z : |z− 1| <

√
2, |z+ 1| <

√
2}. Obtenga un isomorfismo conforme g : Ω −→

D(0, 1) tal que g(x) ∈ R si x ∈ Ω ∩ R.

solución.

Las circunferencias C1 = {z : |z − 1| =
√

2}, C2 = {z : |z + 1| =
√

2}
se cortan ortogonalmente en los puntos +i, −i (pues el triángulo de vértices −1, i, 1
es rectángulo). Con una transformación de Möbius adecuada el abierto Ω se puede llevar
a uno de los cuadrantes determinados por dos rectas perpendiculares. Esto se consigue
con la transformación de Möbius T (z) = (z − i)/(z + i), ya que T (i) = 0 y T (−i) = ∞.
La imagen T (C1) es una recta (porque −i ∈ C1 y T (−i) = ∞) respecto a la que son
simétricos T (1) = −i y T (∞) = 1, es decir, es la recta R1 = {z = x + iy : y = −x};
además, como T (1) = −i, la imagen del disco D1 = {z : |z − 1| <

√
2} es el semiplano

H1 = {z = x + iy : y < −x}. Con un razonamiento similar se obtiene que la imagen del
disco D2 = {z : |z + 1| <

√
2} es el semiplano H2 = {z = x+ iy : y > x}. Entonces, como

T es una biyección,

T (Ω) = T (D1 ∩D2) = H1 ∩H2 =
{
x+ iy : x < 0, |y| < −x}.

Con la transformación z2 el cuadrante T (Ω) se convierte en el semiplano H = {x+ iy :
x > 0} que, a su vez, se transforma en D(0, 1) mediante S(z) = (z− 1)/(z + 1) (obsérvese
que −1, 1 son simétricos respecto al eje imaginario y S(1) = 0, S(−1) = ∞, por lo que
la imagen de este eje es una circunferencia centrada en 0, que pasa por S(0) = −1).
Componiendo las transformaciones consideradas se obtiene que

w = S
(
T (z)2) = − 2iz

z2 − 1

establece un isomorfismo conforme de Ω sobre D(0, 1) que lleva el segmento del eje real
(−1 −

√
2, 1 +

√
2) al segmento del eje imaginario {iy : |y| ≤ 1}. Entonces, para conseguir
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un isomorfismo conforme g : Ω → D(0, 1) que lleve el segmento (−1 −
√

2, 1 +
√

2) al
segmento (−1, 1) = D(0, 1) ∩ R, basta tomar

g(z) =
2z

z2 − 1

Ejercicio 3.36.

Sea Ω = C \ E donde E = {z : |z| = 1, Im z ≤ 0}. Obtenga un isomorfismo conforme
de Ω sobre {z : |z| > 1}.

solución.

T (z) = i(z+1)/(z−1) lleva la semicircunferencia E, de extremos +1,−1, a la semirrecta
T (E) = {x : x ≤ 0} ∪ {∞} (obsérevese que T (−i) = −1). Teniendo en cuenta que
T : C∞ −→ C∞ es una biyección se concluye que

T (C∞ \ E) = C∞ \ T (E) = C \ {x : x ≤ 0}.

Nótese que T (∞) = i, luego T (C \E) = G, con G = C \ ({x : x ≤ 0} ∪ {i}).
La ráız cuadrada principal

√
z transforma G en {z : Re z > 0} \ {a}, donde a =√

i = (1 + i)/
√

2. Para terminar tenemos que buscar una transformación de Möbius S que
transforme el semiplano {z : Re z > 0} en

{z ∈ C∞ : |z| > 1} = {z ∈ C : |z| > 1} ∪ {∞}

verificando la condición S(a) = ∞, de forma que se tenga garantizado que S(G) = {z ∈
C : |z| > 1}.

La transformación S que buscamos debe llevar el eje imaginario a la circunferencia
unidad por lo que, en virtud del principio de simetŕıa, debe ser S(b) = 0, donde b =
(−1 + i)/

√
2 es el simétrico de a respecto a este eje.

Como S(z) = (z − b)/(z − a) cumple los requisitos deseados se sigue que f(z) =
S
(√

T (z)
)

es un isomorfismo conforme de Ω sobre {z : |z| > 1}.

bb

b

Ω

1−1

−i

b b

b i

0−1

T

bb
ab

√
{z : |z| > 1}

∞ = S(a)

Ejercicio 3.37.

El perfil de Joukowsky es la imagen, mediante la transformación de Joukowski J(z) =
1
2(z + 1/z), de una circunferencia que pasa por uno de los dos puntos +1,−1 y rodea al
otro. Indique un procedimiento para conseguir un isomorfismo conforme entre C \ [−1, 1]
y el exterior del perfil de Joukowsky.
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solución.

Sea Γ una circunferencia que pasa por 1 y −1 y C otra circunferencia que deja a Γ
en su interior y es tangente a ella en el punto −1. Denotemos por Ω a la región exterior
a la circunferencia Γ. Según el ejercicio 2.27, J establece un isomorfismo conforme entre
Ω y el complemento de un arco de circunferencia, J(Γ), de extremos +1 y −1. El perfil
de Joukowsky J(C) es una curva cerrada que rodea este arco pasando por el extremo
J(−1) = −1, donde presenta un punto de retroceso ya que J duplica ángulos en z = −1
(J ′(−1) = 0 y J ′′(−1) 6= 0). Cuando la circunferencia C pasa cerca del punto 1 quedando
próxima a la circunferencia Γ el perfil de Joukowsky J(C) resulta próximo al arco J(Γ) y
presenta el aspecto caracteŕıstico del perfil del ala de avión.

b b

−1 1

Γ C

Es claro que J establece un isomorfismo conforme entre la región exterior a la circunfe-
rencia C y la región exterior al perfil de Joukowsky. Por otra parte, según el ejercicio 2.27
(ó 3.9), la función

f(z) = z + z

√
1 − 1

z2

proporciona un isomorfismo conforme entre C \ [−1, 1] y A = {z : |z| > 1}. Finalmente, A
se puede transformar en Ω mediante una transformación elemental del tipo T (z) = az+ b.
Por lo tanto con la composición J ◦ T ◦ f se consigue un isomorfismo conforme entre
C \ [−1, 1] y el exterior del perfil de Joukowsky.

3.2.4. Complementos

En los ejercicios de carácter complementario reunidos en este bloque se ofrecen algunos
resultados, naturales y poco sorprendentes, cuyas soluciones usan técnicas avanzadas
de topoloǵıa o geometŕıa.

Ejercicio 3.38.
Si a ∈ C \ {0}, determine las ramas continuas de la multifunción

az =
{
ecz : c ∈ log a

}

(funciones continuas f : C −→ C que verifican f(z) ∈ az para cada z ∈ C).

solución.

Para cada c ∈ log a la función f(z) = ecz es una rama continua de la multifunción az y
cabe esperar que todas las ramas continuas sean de esta forma. Demostraremos que esto
es aśı con un argumento topológico de conexión.
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Por hipótesis f(z) = ec(z)z donde c(z) = Log a + m(z)2πi, con m(z) ∈ Z. Como la
función h(z) = f(z)e−z Log a = ezm(z)2πi es continua también lo es

Log |h(z)| = Log eRe(zm(z)2πi) = −2πm(z) Im z.

Se sigue que la función m(z) es continua en los semiplanos A = {z : Im z > 0} y B =
{z : Im z < 0}, luego m(A) y m(B) son subconjuntos conexos de Z. Los subconjuntos
conexos no vaćıos de Z sólo tienen un elemento, y por lo tanto existen p, q ∈ Z tales que
m(A) = {p} y m(B) = {q}. Demostrando que p = q se obtendrá el resultado ya que, en
este caso,

f(z) = h(z)ez Log a = ezp2πiez Log a = ecz, con c = Log a+ i2πp.

El ĺımite de la función continua h(z)/|h(z)| = em(z)2πi Re z cuando z tiende hacia x ∈ R a
través de A es exp2πi y el ĺımite a través de B es exq2πi. Los dos ĺımites deben coincidir y
se concluye que ex(p−q)2πi = 1 para todo x ∈ R, luego p = q.

Ejercicio 3.39.

Dado α ∈ C determine, en Ω = C \ {x ∈ R : x ≤ −1}, las ramas continuas de la
multifunción

(1 + z)α =
{
ecα : c ∈ log(1 + z)

}
.

solución.

Para cada n ∈ Z la función fn(z) = eα(Log(1+z)+2πni) es una rama continua de (1+z)α

en Ω; demostraremos que todas las ramas continuas son de esta forma.

Efectivamente, sea f : Ω −→ C una función continua que verifica

f(z) ∈ {eαw : w ∈ log(1 + z)
}

para cada z ∈ Ω.

La función g(z) = f(z)e−α Log(1+z), definida en Ω, toma valores en un conjunto numerable
discreto

g(z) ∈
{
eα[w−Log(1+z)] : w ∈ log(1 + z)

}
=
{
eαm2πi : m ∈ Z}.

Como g es continua y Ω es conexo, la imagen g(Ω) es un subconjunto conexo de es-
te conjunto discreto y por lo tanto se reduce a un punto, luego existe m ∈ Z tal que
f(z)e−α Log(1+z) = eαm2πi para todo z ∈ Ω, es decir, f = fm.

Ejercicio 3.40.

a) Determine todas las funciones continuas f : C −→ C que cumplen

[E ] : f(z + w) = f(z)f(w) para cada z,w ∈ C.

b) Determine todas las funciones continuas ϕ : R −→ {z : |z| = 1} que verifican

ϕ(s + t) = ϕ(s)ϕ(t) para cada s, t ∈ R.
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solución.

a) Las funciones de la forma f(x+ iy) = eax+by, con a, b ∈ C, son soluciones continuas
de la ecuación funcional [E ]. Demostraremos que toda función continua no idénticamente
nula f : C −→ C, que sea solución de [E ], es de esta forma.

Observemos en primer lugar que debe ser f(0) = 1, pues si f(w) 6= 0 se tiene f(w) =
f(w)f(0). Por la continuidad en z = 0, existe δ > 0 tal que f(z) ∈ D(1, 1) si |z| < 2δ.
Dados z1, z2 ∈ D(0, δ), sus imágenes w1 = f(z1), w2 = f(z2) pertenecen a D(1, 1); lo
mismo le ocurre a w = w1w2 = f(z1 + z2), pues |z1 + z2| < 2δ. Esto garantiza que
Logw = Logw1 + Logw2. Entonces la función L(z) = Log f(z), que está bien definida en
D(0, 2δ), cumple

( |z1| < δ, |z2| < |δ| ) ⇒ L(z1 + z2) = L(z1) + L(z2) (3.2)

y de aqúı se deduce

( |z| < |δ|, α ∈ [−1, 1]
) ⇒ L(αz) = αL(z), (3.3)

En efecto, como L(z) + L(−z) = 0, basta demostrar (3.3) para α > 0, y en virtud de la
continuidad de L basta considerar el caso α ∈ Q. Sea α = p/q con p, q ∈ N, 1 ≤ p ≤ q. En
el caso particular p = 1 la relación L(p

q z) = p
qL(z) se sigue de

L(z) = L
( z
q

+ · · · q
⌣ · · · +

z

q

)
= qL

(z
q

)

y el caso p > 1 se reduce al anterior ya que, al ser |p
q z| < δ, se cumple

1

p
L
(p
q
z
)

= L
(1

q
z
)

=
1

q
L(z).

Fijados x0, y0 ∈ R con 0 < |x0| < δ, 0 < |y0| < δ, los números complejos a = L(x0)/x0,
b = L(iy0)/y0, cumplen la condición

f(x+ iy) = eax+by para todo x+ iy ∈ C.

Efectivamente, dado z = x+ iy ∈ C, elegimos n ∈ N tal que

|x/n| < |x0| < δ, |y/n| < |y0| < δ.

Según (3.2) podemos escribir L(z/n) = L(x/n)+L(iy/n) y como los números r = x/(nx0),
s = y/(ny0) verifican |r| < 1, |s| < 1, en virtud de (3.3) se cumple

L
( z
n

)
= L(rx0) + L(siy0) = rL(x0) + sL(iy0) = rx0a+ sy0b =

ax+ by

n

luego f(z) = f(z/n)n = enL(z/n) = eax+by.

b) Las funciones de la forma ϕ(t) = eiβt, con β ∈ R son las únicas funciones continuas
que cumplen la condición requerida en el enunciado.

Efectivamente, si la función continua ϕ : R −→ {z : |z| = 1} cumple esta condición es
fácil ver que f(x+ iy) = exϕ(y) es solución de [E ], luego existen a, b ∈ C tales que

exϕ(y) = eax+by.
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De la igualdad |eax+by| = |ϕ(y)|ex = ex, válida para todo x, y ∈ R, se deduce, en primer
lugar, que Re b = 0 y luego que Re a = 1. Sustituyendo a = 1 + αi, b = βi, se obtiene
que ϕ(y) = eiαx+iβy. Como esto es cierto para todo par x, y ∈ R debe ser α = 0, luego
ϕ(y) = eiβy.

Nota. Las únicas soluciones derivables de la ecuación [E ] son las de la forma f(z) = ecz

con c ∈ C (véase el ejercicio 3.24).

Ejercicio 3.41.
Sea f = P/Q una función racional. Definiendo f(a) = ĺımz→a f(z) cuando Q(a) = 0

o a = ∞ se obtiene una función f : C∞ → C∞. Compruebe que f es derivable en todo
a ∈ C∞.

solución.

Comencemos considerando el caso a 6= ∞. En este caso no es restrictivo suponer que P
y Q no tienen ceros comunes. Si Q(a) 6= 0 el resultado es obvio ya que f , al ser cociente de
dos funciones derivables cuyo denominador no se anula en a, es derivable en a en sentido
usual. Si Q(a) = 0 entonces P (a) 6= 0, luego 1/f = Q/P es derivable en a, lo que significa
que f es derivable en a en sentido generalizado. El caso a = ∞ se reduce al anterior ya
que f(1/z) también es una función racional y por lo tanto es derivable en z = 0.

Ejercicio 3.42.
Se supone que Ω ⊂ C∞ es abierto y que f : Ω −→ C∞ es derivable en a ∈ Ω con

f ′(a) 6= 0. Demuestre que la transformación inducida por f en la esfera de Riemann
conserva ángulos orientados en p = Ψ(a). (Esto significa que dos curvas diferenciables
sobre la esfera, que surgen de p con vectores tangentes u, v son transformadas en dos
curvas, que surgen de q = Ψ(f(a)), cuyas tangentes forman el mismo ángulo orientado.
En el ejercicio 2.37 se puede ver la noción de ángulo orientado de un par de vectores
tangentes a la esfera).

solución.

Si Ψ : C∞ −→ S es la proyección estereográfica sobre la esfera de Riemann S, la
transformación que f induce en S es

F = Ψ ◦ f ◦ Ψ−1 : U −→ S donde U = Ψ(Ω) ⊂ S.

Sea b = f(a) y q = Ψ(b) = F (p). Si los espacios tangentes a S en p y q, denotados
respectivamente Ep, Eq, se orientan con el vector normal entrante, la condición de que
F conserve ángulos orientados en p significa que la aplicación lineal dF (p) : Ep → Eq

conserva ángulos orientados (según el ejercicio 2.37 los ángulos orientados en un espacio
eucĺıdeo orientado de dimensión dos se definen después de identificar el espacio con C
mediante una base ortonormal positiva).

a) Si a 6= ∞ y b 6= ∞, utilizando que f conserva ángulos orientados en a (3.1.8) y la
propiedad de la proyección estereográfica establecida en el ejercicio 2.37, es claro que F
conserva ángulos orientados en p.

b) Si a 6= ∞ y b = ∞, según a), la transformación G que g = 1/f induce en la esfera
conserva ángulos orientados en p, pues g′(a) = f ′(a) 6= 0. Por otra parte, la transformación
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que σ(z) = 1/z induce en la esfera es un giro Σ de amplitud π alrededor del eje Ox1, que
evidentemente conserva ángulos orientados en todos los puntos. Por lo tanto F = Σ ◦ G
conserva ángulos orientados en p.

c) Si a = ∞ y b = ∞, según b), la transformación H que h(z) = f(1/z) induce
sobre la esfera conserva ángulos orientados en Ψ(0) = (0, 0,−1), pues h′(0) = f ′(∞) 6= 0.
Razonando como en b) se concluye que F = H ◦ Σ conserva ángulos orientados en p.

3.3. Ejercicios propuestos

3.1 Determine todos los periodos de las funciones complejas ez, tg z, sh z, ch z y th z.
Compruebe que

sh(z + πi) = − sh z y que ch(z + πi) = − ch z.

3.2 Si z = x+ iy, compruebe las desigualdades

|sen z| ≥ |sen x|; |cos z| ≥ |cos x|; ch x ≥ |ch z| ≥ |shx|.

3.3 Estudie la derivabilidad en sentido complejo de la función

f(x+ iy) =
x3 − y3

x2 + y2
+ i

x3 + y3

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0.

3.4 Compruebe que la función f(x+ iy) = y2, aunque es derivable en todos los puntos
del eje real, no es holomorfa en ningún punto.

3.5 Sea Ω ⊂ C un abierto conexo, no vaćıo y simétrico respecto al eje real y g ∈ H (Ω).
Demuestre que Ω ∩ R 6= ∅ y que si M es una componente conexa de Ω ∩ R, son
equivalentes

a) g(z) = g(z) para todo z ∈ Ω;

b) g(x) ∈ R para todo x ∈ M .

Demuestre que cada f ∈ H (Ω) se puede representar de modo único en la forma
f = g + ih, donde g, h son funciones holomorfas tales que g(x) ∈ R, h(x) ∈ R para
cada x ∈ Ω ∩ R.

3.6 Si Ω es conexo y f ∈ H (Ω) verifica Im(f) = Re(f)2, demuestre que f es constante.

3.7 Obtenga la imagen del abierto Ω = {z : |Im z| < π/2} mediante la transformación

f(z) =
ez − 1

ez + 1

y compruebe que f establece un isomorfismo conforme entre Ω y su imagen.

3.8 Obtenga un isomorfismo conforme entre los abiertos

{
z : |z| > 1, Im z > 0

}
,
{
z : Im z > 0

}
.
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3.9 Obtenga isomorfismos conformes entre los abiertos

{
x+ iy : 0 < x < π/4, 0 < y

}
,
{
z : |z| < 2, |z + 1| > 1

}
,
{
z : |z| < 1

}
.

3.10 Obtenga isomorfismos conformes entre los abiertos

{
x+ iy : |x| < π/4

}
,
{
reit : 0 < r < 1, |t| < π

}
,
{
x+ iy : x > 0, y > 0

}
.





Caṕıtulo 4

Series de potencias

4.1. Preliminares teóricos

4.1.1. Convergencia uniforme

Sea X ⊂ C no vaćıo y CX el conjunto de las funciones f : X −→ C. Para cada conjunto
no vaćıo K ⊂ X y cada f ∈ CX se define

‖f‖K = sup{|f(x)| : x ∈ K} (≤ +∞).

Una sucesión fn ∈ CX converge puntualmente a f ∈ CX cuando para cada z ∈ X
se cumple ĺımn fn(z) = f(z). Si además ĺımn ‖fn − f ||K = 0 se dice que fn converge
uniformemente sobre K. Una condición necesaria y suficiente para ello es que se cumpla
la condición de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K:

para cada ε > 0 existe nε ∈ N tal que q > p ≥ nε ⇒ ‖fp − fq‖K < ε.

Si la sucesión fn converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ X se dice que es
uniformemente convergente sobre compactos.

Teorema 4.1.1.

Si una sucesión de funciones continuas fn : X −→ C converge uniformemente sobre
compactos hacia f : X −→ C, entonces f es continua.

Una serie
∑∞

n=1 fn de funciones fn : X −→ C, converge puntualmente (resp. uniforme-
mente) sobre K ⊂ X si la sucesión de sumas parciales Sm(z) =

∑m
n=1 fn(z) tiene la corres-

pondiente propiedad. En ese caso queda definida en K la función suma f(z) =
∑∞

n=1 fn(z).

Proposición 4.1.2. Criterio de Weierstrass.
Si
∑∞

n=1 ‖fn‖K < +∞ entonces la serie
∑∞

n=1 fn(z) converge absolutamente y unifor-
memente sobre K.

Al aplicar el criterio de Weierstrass, generalmente no es preciso calcular exactamente
‖fn‖K . Basta encontrar una serie numérica convergente

∑∞
n=1Mn tal que, para n ≥ n0, y

todo z ∈ K se verifique |fn(z)| ≤ Mn.
El siguiente teorema recoge criterios útiles para establecer convergencia uniforme de

series de funciones que no son absolutamente convergentes (véanse los ejercicios 4.7, 4.8
y 4.9). Su demostración se puede consultar en [16, A.3.5].

113
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Teorema 4.1.3. Criterios de Abel y Dirichlet.

Sea fn(z) = an(z)bn(z) una sucesión de funciones complejas definidas en un conjunto
K. Cada una de las siguientes condiciones implica la convergencia uniforme sobre K
de la serie

∑∞
n=1 fn(z).

a) La serie
∑∞

n=1 an converge uniformemente sobre K y bn es una sucesión de
funciones reales uniformemente acotada sobre K tal que para cada z ∈ K la
sucesión bn(z) es monótona.

b) La serie
∑∞

n=1 an converge uniformemente sobre K y existe C > 0 tal que

|b1(z)| +
∞∑

n=1

|bn(z) − bn+1(z)| ≤ C para todo z ∈ K.

c) La sucesión
∑m

n=1 an está uniformemente acotada sobre K y bn es una sucesión
de funciones reales, que converge hacia 0 uniformemente sobre K, tal que para
cada z ∈ K la sucesión bn(z) es monótona.

d) La sucesión
∑m

n=1 an está uniformemente acotada sobre K, la sucesión bn con-
verge hacia 0 uniformemente sobre K y la serie

∑∞
n=1 |bn(z)−bn+1(z)| converge

uniformemente sobre K.

El apartado a) es el clásico criterio de Abel [2, ejer. 9.13] y el apartado b) una ligera
mejora de éste. El apartado c) es el criterio de Dirichlet, [2, teo. 9.15], y el apartado d)
una versión algo más general del mismo.

4.1.2. Series de potencias

Una serie de potencias compleja (resp. real) centrada en a ∈ C (resp. a ∈ R) es una
serie de la forma ∞∑

n=0

an(z − a)n

donde an ∈ C (resp. an ∈ R) y z es una variable compleja (resp. real).
Los resultados que siguen, aunque se enuncian para series de potencias complejas,

también son válidos para las reales.

Proposición 4.1.4.
Dada una serie de potencias

∑∞
n=0 an(z − a)n, existe un único ρ ∈ [0,+∞], llamado

radio de convergencia de la serie, que satisface la propiedad siguiente: la serie no converge
si |z − a| > ρ y converge absolutamente si |z − a| < ρ.

Además, la convergencia de la serie es uniforme sobre cada disco compacto D(a, r) ⊆
D(a, ρ) y su suma define una función continua en D(a, ρ).

En general no se puede decir nada sobre la convergencia de una serie de potencias en
la frontera de su disco de convergencia (vea los ejercicios 4.7, 4.28 y 4.29). El radio de
convergencia viene dado por la fórmula

ρ =
1

limn
n
√

|an|



4.1. Preliminares teóricos 115

(con los convenios habituales, 1/0 = +∞, 1/+∞ = 0). También se puede calcular mediante
el ĺımite ρ = ĺım

n→∞
|an/an+1|, cuando este ĺımite existe.

Dado b ∈ C, es conocido que todo polinomio p(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n se puede

escribir en potencias de z − b:

p(z) = b0 + b1(z − b) + b2(z − b)2 + · · · + bn(z − b)n.

Para las series de potencias vale un resultado análogo:

Teorema 4.1.5.

Sea f(z) =
∑∞

n=0 an(z−a)n la función definida en D(a, ρ) por una serie de potencias
de radio de convergencia ρ > 0. Para cada b ∈ D(a, ρ) existe una serie de potencias∑∞

n=0 bn(z − b)n, con radio de convergencia ρb ≥ ρ− |b− a|, tal que

f(z) =
∞∑

n=0

bn(z − b)n si |z − b| < ρ− |b− a|,

donde bn =
∑∞

m=n

(m
n

)
am(b− a)m−n y estas series son absolutamente convergentes.

En las condiciones del teorema anterior se dice que
∑∞

n=0 bn(z−b)n es una reordenación
de
∑∞

n=0 an(z − a)n alrededor del punto b. Puede ocurrir que el radio de convergencia ρb

de la serie reordenada verifique ρb > ρ−|b−a|, de modo que la nueva serie sea convergente
en puntos donde la serie inicial no lo era (vea el ejercicio 4.31.

Teorema 4.1.6.

La función f(z) =
∑∞

n=0 an(z − a)n definida por una serie de potencias es holomorfa
en su disco de convergencia D(a, ρ) y vale la regla de derivación término a término:

f ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − a)n−1.

El radio de convergencia de la serie derivada sigue siendo ρ.

En las condiciones del teorema anterior f es indefinidamente derivable, sus derivadas
sucesivas se obtienen derivando la serie término a término y

an =
f (n)(a)

n!
para todo n ≥ 0,

luego los coeficientes an están uńıvocamente determinados por la restricción de f a un
entorno, tan pequeño como se quiera, de a. Una consecuencia de esto es que si f(z) =∑∞

n=0 anz
n, definida en D(0, ρ), es par (resp. impar) entonces an = 0 cuando n es impar

(resp. par). Otra consecuencia del teorema 4.1.6 es que los coeficientes bn de la serie
reordenada en b ∈ D(a, r) (teorema 4.1.5) vienen dados por

bn =
f (n)(b)

n!
para todo n ≥ 0.

Las funciones definidas por series de potencias se pueden sumar y multiplicar siguiendo
reglas similares a las de los polinomios: si ρ′ y ρ′′ son los radios de convergencia de

f(z) =
∞∑

n=0

a′
n(z − a)n, g(z) =

∞∑

n=0

a′′
n(z − a)n
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respectivamente y ρ = mı́n{ρ′, ρ′′}, es inmediato que la suma f+g es desarrollable en serie
de potencias en D(a, ρ). Usando el producto de convolución (corolario 1.1.3) se obtiene
que el producto fg admite en D(a, ρ) el desarrollo

( ∞∑

n=0

a′
n(z − a)n

)( ∞∑

n=0

a′′
n(z − a)n

)
=

∞∑

n=0

an(z − a)n con an =
∑

p+q=n

a′
pa

′′
q .

La composición de funciones definidas por series de potencias admite localmente el
desarrollo en serie de potencias que se obtiene sustituyendo formalmente una serie en la
otra:

Proposición 4.1.7.
Sean f(w) =

∑∞
n=0 an(w− a)n, g(z) =

∑∞
n=0 bn(z− b)n, funciones definidas por series

de potencias en sus respectivos discos de convergencia D(a, ρ), D(b, ρ′), con a = g(b). Si
r > 0 se elige de modo que

∑∞
n=1 |bn|rn < ρ entonces f(g(z)) está definida en el disco

D(b, r) en el que admite un desarrollo en serie de potencias

f(g(z)) =
∞∑

n=0

cn(z − b)n si |z − b| < r.

(¡el radio de convergencia puede ser mayor que r!).
Los coeficientes cn son los que resultan cuando se sustituye formalmente la expresión

w − a =
∑∞

n=1 bn(z − b)n en la serie
∑∞

n=0 an(w − a)n y se ordena el resultado según las
potencias de (z − b):

c0 = a0, ck =
∞∑

n=1

bk(n)an, si k ≥ 1,

donde
bk(n) =

∑

i1+i2+···+in=k

bi1bi2 · · · bin .

Sustituyendo w = 1 − g(z) en la serie geométrica

1 + w + w2 + · · · + wn + · · · =
1

1 − w

y aplicando la proposición anterior resulta

Proposición 4.1.8.
Sea g(z) =

∑∞
n=0 bn(z − b)n definida en D(b, ρ). Si b0 = 1 y se elige r > 0 de modo

que
∑∞

n=1 |bn|rn < 1 entonces g(z) no se anula en D(b, r) y 1/g(z) admite un desarrollo
en serie de potencias en el disco D(b, r).

En las condiciones de esta proposición, si se desean calcular los coeficientes del desarrollo
en serie de potencias de la función 1/g(z), en lugar de utilizar las fórmulas que se derivan de
aplicar la proposición 4.1.7, conviene aplicar el método de los coeficientes indeterminados:
la proposición 4.1.8 garantiza que en un cierto disco D(b, r) se tiene 1/g(z) =

∑n
k=0 ck(z−

b)k, luego

1 =

( ∞∑

n=0

cn(z − b)n

)( ∞∑

n=0

bn(z − b)n

)
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Efectuando el producto de las dos series e igualando coeficientes se obtiene:

1 = b0c0,

0 = b0c1 + b1c0,

0 = b0c2 + b1c2 + b2c0,

· · ·
0 = b0cn + b1cn−1 + · · · + bnc0.

Como b0 6= 0, la primera ecuación permite calcular c0, la segunda c1, la tercera c2, etc.
En los ejercicios 4.23 y 4.15 se pueden ver aplicaciones concretas del teorema de susti-
tución 4.1.7 y del método de los coeficientes indeterminados respectivamente. Los ejerci-
cios 4.8 y 4.9 recogen algunos resultados complementarios, sobre convergencia uniforme
de series de potencias, que tienen interés por śı mismos.

Serie logaŕıtmica

La función Log(1 + z) admite en el disco D(0, 1) el siguiente desarrollo en serie de
potencias

Log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · · si |z| < 1.

Más generalmente, si g es un logaritmo continuo de f en Ω (que necesariamente ha de
ser holomorfo, véase la proposición 3.1.4) y se conoce el desarrollo en serie de potencias
de f alrededor de un punto a ∈ Ω, en virtud de la proposición 3.1.5, para obtener el
desarrollo en serie de potencias de g en este punto se puede emplear el siguiente método: se
calcula el desarrollo del cociente f ′/f (para ello se puede usar el método de los coeficientes
indeterminados) y luego se calcula una primitiva adecuada de este desarrollo (véanse los
ejercicios 4.15 a 4.17).

Serie binomial

Si α ∈ C, sea Sα(z) = eα Log(1+z) la determinación principal de (1 + z)α, definida en
C\{x ∈ R : x ≤ −1}. Su desarrollo en serie de potencias en el disco D(0, 1) lo proporciona
la clásica serie binomial

Sα(z) =
∞∑

n=0

(
α

n

)
zn si |z| < 1.

Cuando α 6∈ N el radio de convergencia es 1 y cuando α = m ∈ N la serie se reduce a un
polinomio. El significado de

(α
n

)
es el habitual

(
α

n

)
=
α(α − 1)(α− 2) · · · (α − n+ 1)

n!

La serie binomial es muy útil a la hora de calcular desarrollos en serie de potencias,

alrededor de 0, de ramas holomorfas de n

√
1 + (az)k (vea los ejercicios 4.24, 7.16 y 7.20).

Series de Laurent

Una serie de Laurent centrada en a ∈ C es una serie de la forma

+∞∑

n=−∞
an(z − a)n
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con an ∈ C para cada n ∈ Z. La serie de Laurent se considera convergente en los puntos
donde convergen las dos series

+∞∑

n=0

an(z − a)n y
+∞∑

n=1

a−n(z − a)−n.

Si R, 1/r son, respectivamente, los radios de convergencia de las series de potencias

+∞∑

n=0

an(z − a)n,
+∞∑

n=1

a−nw
n

y 0 ≤ r < R ≤ +∞, entonces la serie de Laurent converge en la corona

A(a; r,R) =
{
z : r < |z − a| < R

}
.

La convergencia es uniforme sobre compactos y la función suma

f(z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n

es holomorfa en esta corona. El desarrollo de Laurent, en la misma corona, de f ′ se obtiene
derivando término a término el desarrollo de Laurent de f .

Teniendo en cuenta que en una corona {z : r < |z − a| < R} la función 1/z no tiene
primitiva resulta

Corolario 4.1.9.
Sea f(z) =

∑+∞
n=−∞ an(z − a)n la función definida por una serie de Laurent en su

corona de convergencia. Una condición necesaria y suficiente para que f tenga primitiva
en la corona es que a−1 = 0.

4.1.3. Funciones anaĺıticas. Ceros y principio de identidad

Se dice que f : Ω −→ C es anaĺıtica en a ∈ Ω si existe D(a, r) ⊆ Ω donde f admite un
desarrollo en serie de potencias:

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n si z ∈ D(a, r).

El radio de convergencia de la serie de potencias puede ser mayor que r y puede ocu-
rrir que la serie de potencias sea convergente en puntos donde f no está definida (véase
el ejercicio 4.31). Si f es anaĺıtica en cada a ∈ Ω se dice que f es anaĺıtica en Ω. El
conjunto estas funciones, denotado A (Ω) en lo que sigue, es un espacio vectorial esta-
ble frente a multiplicación. La función definida por una serie de potencias en su disco de
convergencia es anaĺıtica y las funciones anaĺıticas son indefinidamente derivables (esto
es consecuencia de los teoremas 4.1.5 y 4.1.6). Las funciones anaĺıticas son holomorfas y,
con los teoremas de Cauchy, en el siguiente caṕıtulo quedará establecido que el rećıproco
también es cierto, es decir, H (Ω) = A (Ω). En este caṕıtulo y, con el fin de no utilizar
este resultado, mantendremos la distinción entre A (Ω) y H (Ω). El hecho de que la com-
posición de funciones anaĺıticas es una función anaĺıtica es consecuencia del teorema de
sustitución 4.1.7 (anticipando el hecho de que las funciones holomorfas son anaĺıticas este
resultado se puede obtener como consecuencia directa de la regla de la cadena para la
derivación compleja). Por otra parte, la proposición 4.1.8 tiene como consecuencia que si
f ∈ A (Ω) y Ω0 = {z ∈ Ω : f(z) 6= 0} entonces 1/f ∈ A (Ω0).
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Ceros y principio de identidad

Los ceros de las funciones anaĺıticas tienen propiedades similares a los de los polinomios:
son aislados y tienen multiplicidad.

Si f ∈ A (Ω) no es idénticamente nula en un abierto conexo Ω, el conjunto de sus ceros
Z (f) = {z ∈ Ω : f(z) = 0} verifica Z (f)′ ∩ Ω = ∅, es decir, los ceros de f son aislados.
Más aún, cada cero a ∈ Z (f) tiene asociada su multiplicidad:

ν(f, a) = mı́n
{
n ∈ N : f (n)(a) 6= 0

}
.

m = ν(f, a) es el único número natural para el que existe una función g, anaĺıtica en algún
D(a, r) ⊂ Ω, verificando f(z) = (z − a)mg(z) y g(z) 6= 0 para todo z ∈ D(a, r).

La propiedad de los ceros aislados implica que si f ∈ A (Ω) no es idénticamente nula
y Ω es conexo entonces Z (f) es numerable (véase el ejercicio 2.39) y que se cumple el
principio de identidad:

Teorema 4.1.10. Principio de identidad.

Sea Ω ⊂ C abierto conexo y M ⊂ Ω tal que Ω ∩ M ′ 6= ∅. Si f y g son funciones
anaĺıticas en Ω y f(z) = g(z) para cada z ∈ M entonces f = g.

Al principio de identidad se le suele llamar principio de prolongación anaĺıtica porque
garantiza la unicidad de las prolongaciones anaĺıticas: si g es anaĺıtica en un abierto U ⊂ C

y existe una prolongación anaĺıtica f ∈ A (Ω) de g a un abierto conexo Ω ⊃ U , entonces
f es la única prolongación anaĺıtica posible de g a Ω.

Si Ω es conexo, como consecuencia del principio de identidad, el anillo A (Ω) no tiene
divisores de 0 (es decir, si f, g ∈ A (Ω) y el producto fg es idénticamente nulo entonces
uno de los factores es idénticamente nulo).

Usando el clásico teorema de la función inversa para transformaciones diferenciables del
plano, en el ejercicio 4.52 se ofrece una demostración directa de un resultado que engloba
al teorema de la aplicación abierta y al teorema de la función inversa en el contexto de las
funciones anaĺıticas.

Funciones anaĺıticas reales

Usando series de potencias reales se puede definir de modo análogo la noción de fun-
ción anaĺıtica real. Estas funciones son indefinidamente derivables en todos los puntos de
su dominio. Sin embargo existen funciones reales indefinidamente derivables que no son
anaĺıticas. Un ejemplo t́ıpico es la función f(x) = e−1/x2

si x 6= 0, f(0) = 0, que no admite
un desarrollo en serie de potencias en un entorno de 0 porque f (n)(0) = 0 para todo n ∈ N.
Con el ejercicio 4.48 se pone de manifiesto que el estudio de las funciones anaĺıticas reales
se reduce al de las complejas.

4.2. Ejercicios resueltos

4.2.1. Convergencia uniforme de sucesiones de funciones

Los siguientes ejercicios sobre convergencia uniforme de sucesiones sirven, entre otras
cosas, para insistir en el manejo y las propiedades de las funciones elementales de
variable compleja.
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Ejercicio 4.1.
Se supone que la sucesión fn : K −→ C converge uniformemente sobre K hacia una

función f = u+ iv cuya parte real u está acotada superiormente sobre K. Demuestre que
la sucesión efn(z) converge uniformemente sobre K.

solución.

Se supone que u(z) ≤ M para todo z ∈ K. Entonces cuando z ∈ K se cumple

∣∣efn(z) − ef(z)
∣∣ =

∣∣ef(z)
∣∣∣∣efn(z)−f(z) − 1| ≤

≤ eu(z)
∣∣efn(z)−f(z) − 1

∣∣ ≤ eM
∣∣efn(z)−f(z) − 1

∣∣.

Como ez es continua en z = 0, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|w| < δ ⇒
∣∣ew − 1

∣∣ < εe−M .

Por la convergencia uniforme de fn, existe n(δ) ∈ N tal que si n ≥ n(δ) entonces para
todo z ∈ K se cumple |fn(z) − f(z)| < δ. Combinando las dos afirmaciones anteriores se
concluye que para todo n ≥ n(δ) y todo z ∈ K se verifica

∣∣efn(z) − ef(z)
∣∣ ≤ eM

∣∣efn(z)−f(z) − 1
∣∣ ≤ eMεe−M = ε.

Ejercicio 4.2.
Establezca las desigualdades

∣∣∣ez −
(

1 +
z

m

)m∣∣∣ ≤ e|z| −
(

1 +
|z|
m

)m

≤ |z|2e|z|

m

Deduzca de ellas que, para cada R > 0, la sucesión (1 + z/n)n converge hacia ez unifor-
memente sobre {z : |z| ≤ R}.

solución.

ez − (1 + z/m)m = Dm +Rm donde

Dm(z) =
m∑

n=0

zn

n!
−
(

1 +
z

m

)m

, Rm(z) =
+∞∑

n=m+1

zn

n!

Usando la fórmula del binomio de Newton

Dm(z) =
z2

2!

(
1 − m− 1

m

)
+
z3

3!

(
1 − (m − 1)(m − 2)

m2

)
+ · · · +

zm

m!

(
1 − m!

mm

)
.

Aplicando la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que en la expresión anterior los
paréntesis son positivos se obtiene que |Dm(z)| ≤ Dm(|z|).

Por otra parte, es inmediato que |Rm(z)| ≤ Rm(|z|), luego

∣∣∣∣e
z −

(
1 +

z

m

)m∣∣∣∣ ≤ Dm(|z|) +Rm(|z|) = e|z| −
(
1 +

|z|
m

)m
.

En virtud de la desigualdad 1 + x ≤ ex, válida para todo x ∈ R, se cumple
(

1 +
x

m

)m

≤ ex,

(
1 − x

m

)m

≤ e−x,
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y cuando 0 ≤ x ≤ m se obtienen las desigualdades

0 ≤ ex −
(

1 +
x

m

)m

≤ ex
[
1 − e−x

(
1 +

x

m

)m]
≤

≤ ex
[
1 −

(
1 − x

m

)m (
1 +

x

m

)m]
= ex

[
1 −

(
1 − x2

m2

)m]
=

= ex x
2

m2


1 +

(
1 − x2

m2

)
+

(
1 − x2

m2

)2

+ · · · +

(
1 − x2

m2

)m−1

 ≤

≤ ex x
2

m2
m =

x2ex

m

Con x = |z| se obtiene la segunda desigualdad del enunciado.
En virtud de las desigualdades establecidas, si |z| ≤ R, se verifica

∣∣∣∣e
z −

(
1 +

z

m

)m∣∣∣∣ ≤ R2eR

m

luego

ĺım
m

(
1 +

z

m

)m

= ez uniformemente en {z : |z| ≤ R}.

Nota. En el ejercicio 4.3 se puede ver un resultado algo más general que proporciona
otra solución basada en el desarrollo en serie de potencias de Log(1 + z)

Ejercicio 4.3.
Para w ∈ C \ {0} sea fw(z) la determinación principal de (1 + z/w)w , definida para

|z| < |w|. Demuestre que ĺımw→∞ fw(z) = ez y que el ĺımite es uniforme sobre compactos.

solución.

La determinación principal de (1 + z/w)w es ew Log(1+z/w), luego
∣∣fw(z) − ez

∣∣ =
∣∣ez
∣∣∣∣ehw(z) − 1

∣∣, donde hw(z) = wLog(1 + z/w) − z.

Si |z| < |w|, usando el desarrollo en serie de potencias de Log(1 + z) en el disco D(0, 1),
se obtiene

hw(z) = −1

2

z2

w
+

1

3

z3

w2
− 1

4

z4

w3
+ · · ·

Si |w| > 2R, para todo z ∈ D(0, R) se cumple |z|/|w| < 1/2 luego

|hw(z)| ≤ R2

|w|

(
1

2
+

1

3

|z|
|w| +

1

4

|z|2
|w|2 + · · ·

)
≤ C

|w|

con C = R2∑∞
n=2

1
n2n−2 < +∞. Como ez es continua en z = 0, dado ε > 0, existe δ > 0

tal que
|a| < δ ⇒ |ea − 1| < ε/eR.

Si |w| > máx{2R,C/δ} para todo z ∈ D(0, R) se cumple |hw(z)| < δ luego
∣∣fw(z) − ez

∣∣ ≤ eR
∣∣ehw(z) − 1

∣∣ ≤ eRe−Rε = ε

es decir, ĺımw→∞ fw(z) = ez uniformemente sobre D(0, R). (Un resultado análogo se puede
ver en el ejercicio 4.2).
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Ejercicio 4.4.

Demuestre que ĺımn→∞ tg nz = −i y que, para cada ε > 0, el ĺımite es uniforme sobre
el semiplano Hε := {z : Im z < −ε}.

solución.

tg nz =
sen nz

cosnz
=

1

i

einz − e−inz

einz + e−inz
=

1

i

ei2nz − 1

ei2nz + 1

luego

|tg nz + i| =

∣∣∣∣tg nz − 1

i

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ei2nz − 1

ei2nz + 1
− 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2

ei2nz + 1

∣∣∣∣

de donde se sigue que para todo z ∈ Hε se verifica

|tg nz + i| ≤ 2

|ei2nz| − 1
=

2

e−2ny − 1
≤ 2

e2nε − 1

Como la sucesión 2/(e2nε − 1) converge hacia 0, la última desigualdad nos asegura que
ĺımn tg nz = −i, uniformemente sobre Hε.

Ejercicio 4.5.

Demuestre que la sucesión fn(x) = cotg(x+in) converge hacia −i uniformemente en R.
Deduzca que la sucesión αn(x) = [cot(x+ in)]m converge uniformemente sobre compactos
hacia (−i)m, para todo m ∈ N.

solución.

Para todo z = x+ iy vale la desigualdad

|cotg z + i| =

∣∣∣∣∣i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
+ i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
2ei2z

ei2z − 1

∣∣∣∣∣ ≤ 2e−2y

1 − e−2y

donde la función h(y) = 2e−2y/(1 − e−2y) converge hacia 0 cuando y → +∞. Como para
todo x ∈ R se cumple |cot(x+in)+i| ≤ h(n) se concluye que la sucesión fn(x) = cot(x+in)
converge hacia −i uniformemente respecto de x ∈ R.

La segunda afirmación se obtiene, por inducción sobre m, utilizando que el producto
de dos sucesiones de funciones continuas que convergen uniformemente sobre compactos
también converge uniformemente sobre compactos.

4.2.2. Convergencia uniforme de series de potencias

Lo que sigue es un repertorio de ejercicios sobre series de potencias, series de funciones
y su convergencia uniforme. Los recursos para resolverlos son, esencialmente, el criterio
de Weierstrass y los criterios de Abel-Dirichlet

Ejercicio 4.6.

Demuestre que la serie de potencias
∑∞

n=0 anz
n converge uniformemente en cada con-

junto donde la serie derivada
∑∞

n=1 nanz
n−1 es uniformemente convergente.
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solución.

Basta aplicar el apartado a) del teorema 4.1.3.

Ejercicio 4.7.
Sea an ∈ R una sucesión decreciente que converge hacia cero. Demuestre que la serie

de potencias
∑∞

n=0 anz
n converge uniformemente sobre

Aδ =
{
z : |z| ≤ 1, |z − 1| ≥ δ

}
, 0 < δ < 1

y que la convergencia no es uniforme sobre Bδ = {z : |z| < 1, 0 < |z − 1| ≤ δ} cuando∑∞
n=0 an = +∞.

solución.

Para todo z ∈ Aδ se cumple

∣∣1 + z + z2 + · · · + zn
∣∣ =

|1 − zn+1|
|1 − z| ≤ 2

δ

y aplicando el criterio de Dirichlet (apartado c) del teorema 4.1.3) se obtiene la conver-
gencia uniforme sobre Aδ. Por otra parte, la condición de Cauchy para la convergencia
uniforme sobre Bδ implica la condición de Cauchy para la convergencia uniforme sobre Bδ.
Por lo tanto, si la serie no converge en z = 1 ∈ Bδ, no puede haber convergencia uniforme
sobre Bδ.

Ejercicio 4.8.
Si la serie

∑∞
n=0 anz

n converge uniformemente sobre E ⊂ {z : |z| = 1}, demuestre que
también converge uniformemente sobre

H = {tz : 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ E}.

Deduzca el teorema de Abel: si la serie
∑∞

n=0 an converge entonces

∞∑

n=0

an = ĺım
r→1−

∞∑

n=0

anr
n.

Como aplicación calcule
∑∞

n=1(−1)n+1/n.

solución.

La hipótesis implica que el radio de convergencia ρ de la serie de potencias es mayor
o igual que 1. Si ρ > 1 entonces H está contenido en el disco compacto {z : |z| ≤ 1} ⊂
D(0, ρ) y por lo tanto hay convergencia uniformemente sobre H. Si ρ = 1 basta probar la
convergencia uniformemente sobreM = H\{0}, pues entonces también habrá convergencia
uniforme sobre H = M .

En virtud de la hipótesis, la serie
∑∞

n=1 an(z/|z|)n converge uniformemente sobre M y
aplicando el criterio de Abel (apartado a) del terorema 4.1.3) se obtiene que

∞∑

n=0

anz
n =

∞∑

n=0

an(z/|z|)n|z|n
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converge uniformemente sobre M .

Si la serie
∑∞

n=0 an converge, aplicando lo que se acaba de demostrar con E = {1},
se obtiene que la serie

∑∞
n=0 anr

n converge uniformemente sobre [0, 1], luego f(r) =∑∞
n=0 anr

n define en [0, 1] una función continua, y por ello

∞∑

n=0

an = f(1) = ĺım
r→1−

f(r).

En particular, si a0 = 0 y an = (−1)n+1/n para n ≥ 1, resulta una serie alternada
convergente (en virtud del criterio de Leibniz). En este caso

f(r) = r − 1

2
r2 +

1

3
r3 − · · · = ln(1 + r)

luego
∞∑

n=0

(−1)n+1

n
= ĺım

r→1
f(r) = ln 2.

Ejercicio 4.9.

Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, definida en D(0, ρ), donde ρ es el radio de convergencia de la

serie de potencias. Si la serie
∑∞

n=0 an converge y r > 1 demuestre que

ĺım
Er∋z→1

f(z) =
∞∑

n=0

an

donde Er =
{
z : |z| < 1, |1 − z| ≤ r(1 − |z|)}.

Se dice que M ⊂ D(0, 1) es un conjunto de Stolz si M ⊂ Er para algún r > 1. Si
M está contenido en un conjunto como el indicado en la figura, compruebe que M es un
conjunto de Stolz.

b b
0 1

M

solución.

La convergencia de la serie
∑∞

n=0 an implica que ρ ≥ 1. Cuando ρ > 1 es inmediato
que hay convergencia uniforme sobre el compacto Er ⊂ D(0, ρ).

Si ρ = 1 la serie también converge uniformemente sobre Er. En efecto, para cada
z ∈ Er se cumple

1 +
∞∑

n=0

∣∣zn − zn+1
∣∣ = 1 + |z − 1|

∞∑

n=0

|z|n = 1 +
|z − 1|
1 − |z| ≤ 1 + r
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y aplicando el criterio de Dirichlet (apartado c) del teorema 4.1.3) se obtiene la conver-
gencia uniforme sobre Er. Usando la condición de Cauchy es claro que la convergencia
uniforme sobre Er implica la convergencia uniforme sobre Er.

En virtud de la convergencia uniforme, la función suma f es continua sobre Er. En-
tonces, teniendo en cuenta que 1 ∈ Er (pues si r > 1 entonces [0, 1) ⊂ Er) se obtiene

ĺım
Er∋z→1

f(z) = f(1) =
∞∑

n=0

an.

Para demostrar que el conjunto M de la figura es un conjunto de Stolz basta ver que
la función h(z) = |z − 1|/(1 − |z|) está acotada sobre M . Como h es continua sobre el
compacto M \ D(1, δ), 0 < δ < 1, basta ver que h está acotada sobre M ∩ D(1, δ) para
algún δ > 0.

b w = u+ iv

b b
0 1

M

bz = x + iy

δ

Sea w = u + iv el punto que se muestra en la figura anterior y sea m = v/(1 − u)
la pendiente de la recta que pasa por w y 1. Razonando geométricamente es claro que
|y/(1 − x)| ≤ m, luego, si z = x+ iy ∈ M , entonces z = x+ i(1 − x)p con |p| ≤ m. Por lo
tanto

h(z) =
|1 − z|
1 − |z| =

|1 − x|
√

1 + p2

1 −
√
x2 + (1 − x)2p2

≤ |1 − x|
√

1 +m2

1 −
√
x2 + (1 − x)2m2

= ϕ(x).

Como ĺımx→1 ϕ(x) =
√

1 +m2 existe δ ∈ (0, 1) tal que h está acotada en [1 − δ, 1), lo que
lleva consigo que h está acotada sobre M ∩D(1, δ).

Ejercicio 4.10.

Demuestre que la serie de potencias
∑∞

n=0

(1/2
n

)
zn converge absoluta y uniformemente

sobre {z : |z| ≤ 1}. Deduzca de ello que existe una sucesión de polinomios reales que
converge hacia |x| uniformemente sobre [−1, 1].

solución.

La sucesión an =
(1/2

n

)
verifica ĺımn |an/an+1| = 1, luego el radio de convergencia de

la serie de potencias es 1. Según el criterio de Weierstrass para obtener la convergencia
uniforme sobre {z : |z| ≤ 1} basta ver que

∑∞
n=0 |an| < +∞.

Para todo n ≥ 1 se cumple an = (−1)n+1|an|, lo que permite calcular, para 0 < r < 1,
la suma de la serie

∞∑

n=0

|an|rn = 1 −
∞∑

n=1

an(−r)n = 1 − (√
1 − r − 1

)
= 2 −

√
1 − r ≤ 2.
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La desigualdad
∑m

n=0 |an|rn ≤ 2 es válida para todo m ∈ N y pasando al ĺımite cuando
r → 1 se obtiene

∑m
n=0 |an| ≤ 2, luego

∑∞
n=0 |an| ≤ 2.

En virtud de lo que se acaba de establecer y del criterio de Weierstrass la serie∑∞
n=0 ant

n converge uniformemente sobre [−1, 1] donde define una función continua f que
verifica f(t) =

√
1 + t, si |t| < 1. Por continuidad también se cumple que f(t) =

√
1 + t

para todo t ∈ [−1, 1].
Cuando x ∈ [−1, 1] se cumple t = x2 − 1 ∈ [−1, 1], luego

|x| =
√

1 + (x2 − 1) =
∞∑

n=0

an(x2 − 1)n

es decir, |x| = ĺımn Sm(x2 − 1) donde Sm(t) =
∑m

n=0 ant
n. Como Sm(t) converge hacia

f(t) =
√

1 + t uniformemente en [−1, 1] se sigue que la sucesión de polinomios Sm(x2 − 1)
converge hacia |x| uniformemente sobre [−1, 1].

Ejercicio 4.11. Ejemplo de Porter.

Sea Ω = {z : |z(1 + z)| < 2} y fn(z) =
(
z(1 + z)/2

)4n

.

a) Demuestre que la serie f(z) =
∑∞

n=0 fn(z) converge uniformemente sobre cada sub-
conjunto compacto de Ω y que su suma f admite un desarrollo en serie de potencias
alrededor de 0 con radio de convergencia 1.

b) Sea Am(z) =
∑m

n=0 anz
n la sucesión de las sumas parciales de la serie de potencias

considerada en a). Compruebe que la subsucesión Am(n)(z), con m(n) = 22n+1,
converge hacia f(z) uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω

solución.

Dado un compacto K ⊂ Ω, como está recubierto por la sucesión creciente de abiertos
Ωk = {z : |z(z + 1)| < 2 − 1/k}, existe m ∈ N tal que K ⊂ Ωm, luego para todo z ∈ K y
todo n ∈ N se cumple

|fn(z)| ≤
∣∣∣∣
1

2

(
2 − 1

m

)∣∣∣∣
4n

= ρ4n

con ρ < 1. Aplicando el criterio de Weierstrass se concluye que la serie del enunciado
converge uniformemente sobre K.

Desarrollando fn(z) mediante la fórmula del binomio, la serie se escribe:

1

2

(
z + z2)+

1

24

(
z4 + 4z5 + 6z6 + 4z7 + z8)+

+
1

216

(
z16 + 16z17 + · · · + 16z31 + z32)+ · · ·

donde las potencias de z en los sucesivos paréntesis no se solapan. Quitando los paréntesis
resulta una serie de potencias

∑∞
n=0 anz

n que cumple

n∑

k=0

fk(z) = Am(n)(z) con m(n) = 22n+1.

Si 0 < r < 1 entonces r ∈ Ω, luego

m(n)∑

k=0

|ak|rk =

m(n)∑

k=0

akr
k = Am(n)(r) =

n∑

k=0

fk(r) ≤ f(r) < +∞.
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Se sigue que
∑∞

k=0 |ak|rk < +∞, de modo que el radio de convergencia es menor o igual
que 1.

Por otra parte, como Am(n)(1) =
∑n

k=0 fk(1) = n+1, la serie de potencias no converge
en z = 1, luego su radio de convergencia es exactamente 1. Obsérvese que en los puntos
donde la serie de potencias converge se cumple

∞∑

k=0

akz
k = ĺım

n
Am(n)(z) = ĺım

n

n∑

k=0

fk(z) = f(z).

Nota. La frontera de Ω es un óvalo de Casini (el lugar geométrico de los puntos del
plano cuyo producto de distancias a los puntos 1 y −1 es constante e igual a 2) y es claro
que Ω ⊃ D(0, 1) \ {1}. Aunque la serie de potencias no converge en Ω \D(0, 1), existe una
subsucesión de sumas parciales que converge uniformemente sobre compactos en Ω.

Ejercicio 4.12.
Obtenga la región de convergencia y la suma f(z) de la serie

∞∑

n=1

(
1 − z2

)n

n

Estudie la convergencia uniforme sobre compactos y obtenga el desarrollo en serie de
potencias de f(z) alrededor de z = 1.

solución.

Según el ejercicio 4.7, para cada δ > 0 la serie de potencias
∑∞

n=1 n
−1wn converge

uniformemente sobre Aδ = {w : |w| ≤ 1, |w − 1| ≥ δ}. Como δ > 0 es arbitrario, la región
de convergencia de esta serie de potencias es

A =
{
w : |w| ≤ 1, w 6= 1

}

y la región de convergencia de la serie del enunciado es

B =
{
z : |z2 − 1| ≤ 1, z 6= 0

}
.

bb bb

1−1

√
2−

√
2 B

La convergencia es uniforme sobre cada compacto K ⊂ B. En efecto, como H =
{1 − z2 : z ∈ K} es un subconjunto compacto de A, existe δ > 0 tal que H ⊂ Aδ , luego la
serie

∑∞
n=1 n

−1wn converge uniformemente sobre H y se sigue que la serie del enunciado
converge uniformemente sobre K.

Por otra parte, utilizando que
∑∞

n=1 n
−1wn = − Log(1 −w) se obtiene que para z ∈ B

la suma de la serie es
f(z) = − Log z2.
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El desarrollo de f(z) en serie de potencias alrededor de z = 1 coincide con el de la
función − Log z2 definida en el complemento del eje imaginario. Se obtiene fácilmente a
partir del desarrollo de la derivada

f ′(z) = −2

z
=

−2

1 − (1 − z)
= −2

∞∑

n=0

(1 − z)n si |z − 1| < 1.

Como f(1) = 0, se concluye que

f(z) =
∞∑

n=0

2(−1)n

n
(z − 1)n.

Obsérvese que esta serie de potencias tiene radio de convergencia 1 y por lo tanto converge
en puntos donde no está definida la función f .

Ejercicio 4.13.
Sea f(z) =

∑∞
n=1 anz

n, definida para |z| < ρ ≤ 1. Demuestre que la serie
∑∞

n=0 f(zn)
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D(0, ρ) y que su suma g(z) =∑∞

n=1 f(zn) es desarrollable en serie de potencias en D(0, ρ). Obtenga los coeficientes del
desarrollo en términos de los coeficientes an.

solución.

Basta probar que para 0 < r < ρ la serie
∑∞

n=0 f(zn) converge uniformemente sobre
D(0, r). Cuando 0 < |w| ≤ r se verifica

|f(w)| ≤
∞∑

k=1

|ak||w|k = |w|
∞∑

k=1

|ak||w|k−1 ≤ C(r)|w|,

con C(r) =
∑∞

k=1 |ak|rk−1.
Si |z| ≤ r se cumple |zn| ≤ r para todo n ∈ N (pues r < ρ ≤ 1) y aplicando la

desigualdad anterior con w = zn resulta

|f(zn)| ≤ C(r)rn para todo z ∈ D(0, r)

y, con el criterio de Weierstrass, se obtiene la convergencia uniforme sobre D(0, r).
Para obtener el desarrollo en serie de potencias de la función

g(z) =
∞∑

n=1

∞∑

k=1

akz
nk

definida para |z| < ρ, basta sumar la serie iterada por paquetes según las sucesivas poten-
cias de z:

g(z) =
∞∑

m=1

(
∑

m=kn

ak

)
zm =

∞∑

m=1

bmz
m donde bm =

∑

k|m
ak.

La sumación por paquetes queda justificada viendo que la suma
∑

n,k akz
nk es conmuta-

tivamente convergente (o sumable): como |z| = r < ρ ≤ 1 se cumple

∞∑

n=1

∞∑

k=1

|ak||z|nk ≤
∞∑

n=1

rn
∞∑

k=1

|ak|rn(k−1) ≤

≤
∞∑

n=1

rn
∞∑

k=1

|ak|r(k−1) ≤ C(r)
∞∑

n=1

rn
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y basta aplicar la proposición 1.1.3.

Ejercicio 4.14.

Demuestre que la serie
∞∑

n=1

zn

1 + z2n

converge uniformemente sobre compactos en {z : |z| 6= 1} y que su suma admite un
desarrollo en serie de potencias en D(0, 1). Obtenga el desarrollo.

solución.

Dado un compacto K ⊂ D(0, 1), existe 0 < r < 1 tal que K ⊂ D(0, r). Sea m ∈ N tal
que r2n ≤ 1/2 para todo n ≥ m. Entonces para cada z ∈ K y cada n ≥ m se cumple

∣∣∣∣
zn

1 + z2n

∣∣∣∣ ≤ rn

1 − r2n
≤ 2rn

luego, en virtud del criterio de Weierstrass, la serie del enunciado converge uniformemente
sobre K.

Si w = 1/z, teniendo en cuenta que zn/(1 + z2n) = wn/(1 + w2n), se concluye que la
serie también converge uniformemente sobre compactos en {z : |z| > 1}.

La suma de la serie define en {z : |z| 6= 1} la función

f(z) =
∞∑

n=1

h(zn) donde h(z) =
z

1 + z2

Usando la serie geométrica de razón z2 se obtiene, para |z| < 1, el desarrollo h(z) =
z − z3 + z5 − z7 + · · · =

∑∞
k=1(−1)k+1z2k−1 luego

f(z) =
∞∑

n=1

∞∑

k=1

(−1)k+1zn(2k−1).

Razonando como en el ejercicio 4.13, la serie iterada se puede sumar por paquetes ya que,
para |z| ≤ r < 1, se cumple

∞∑

n=1

∞∑

k=1

∣∣(−1)k+1zn(2k−1)
∣∣ =

∞∑

n=1

rn

1 − r2n
< +∞.

Formando los paquetes según las sucesivas potencias de z se obtiene que para |z| < 1 vale
el desarrollo

f(z) =
∞∑

m=1

amz
m

donde am =
∑

k∈Em
(−1)k+1 y Em = {k ∈ N : m es múltiplo de 2k − 1}.
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4.2.3. Desarrollos de funciones concretas

Los siguientes ejercicios están dedicados al cálculo de desarrollos en serie de potencias
y desarrollos de Laurent de funciones concretas definidas en términos de las funciones
elementales. Las herramientas son, esencialmente, la serie geométrica, la serie bino-
mial, y los desarrollos básicos de las funciones elementales. En los ejercicios 4.18 y
4.19 se obtienen desarrollos en serie de potencias y en serie de Laurent de ramas
holomorfas de arc tg y arc cos.

Ejercicio 4.15.
Obtenga, mediante un desarrollo en serie de potencias, un logaritmo holomorfo de

f(z) = 1 + ez definido en un disco D(0, r).

solución.

Por la continuidad de f en z = 0, existe δ > 0 tal que

|z| < δ ⇒ f(z) ∈ {w : Rew > 0}

luego es posible componer f con el logaritmo principal y, por tanto, podemos definir
G(z) = Log f(z). Esta función es un logaritmo holomorfo de f en D(0, δ) que verifica

G′(z) =
f ′(z)
f(z)

=
ez

1 + ez

Como f(z) admite un desarrollo en serie de potencias alrededor de z = 0 y f(0) 6= 0, la
teoŕıa de las series de potencias garantiza que f ′(z)/f(z) admite un desarrollo en serie de
potencias en un disco D(0, r) ⊂ D(0, δ).

f ′(z)
f(z)

=
ez

1 + ez
= a0 + a1z + a2z

2 + · · · + anz
n + · · · si |z| < r.

Los coeficientes an se pueden calcular utilizando el método de los coeficientes indetermi-
nados, que conduce a la fórmula recurrente

a0 = 1/2; 1 = a0 + na1 + n(n− 1)a2 + · · · + n! an−1 + 2n! an.

Con la serie de potencias se calcula una primitiva g de f ′/f en el disco D(0, r)

g(z) = c+ a0z +
a1

2
z2 +

a2

3
z3 + · · ·

Obsérvese que esta serie de potencias, al tener el mismo radio de convergencia que su
derivada, sigue siendo convergente en D(0, r). Eligiendo c = Log f(0) = Log 2, se obtiene
que g es una primitiva de f ′/f , en D(0, r), que verifica g(0) ∈ log f(0) luego g = G|D(0,r),
por lo que g es un logaritmo holomorfo de f en D(0, r).

Nota. Con los resultados más profundos de la teoŕıa de Cauchy del siguiente caṕıtulo
se puede asegurar que el desarrollo en serie de potencias de la función ez/(1+ez) alrededor
de 0 tiene radio de convergencia π, luego el máximo valor admisible de r es π.

Ejercicio 4.16.
Sea T (z) = (1+z)/(1−z). Compruebe que el dominio de f(z) = Log T (z) es un abierto

que contiene al disco D(0, 1). Obtenga el desarrollo en serie de potencias de f en D(0, 1).
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solución.

f está definida en U = T−1(Ω1), donde Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0} es el dominio del
logaritmo principal Log. Obsérvese que T−1(w) = (w − 1)/(w + 1) transforma {x ∈ R :
x ≤ 0} ∪ {∞} en {x ∈ R : |x| ≥ 1} ∪ {∞} luego

U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}.

La función f queda caracterizada como la única rama de log T (z) definida en U , que
cumple f(0) = 0, luego f es la primitiva de T ′/T que se anula en z = 0. Para calcular el
desarrollo en serie de potencias de f en el disco D(0, 1) basta hallar el de su derivada

f ′(z) =
T ′(z)
T (z)

=
1

1 + z
+

1

1 − z
=

2

1 − z2
= 2 + 2z2 + 2z4 + · · · si |z| < 1

con el que se obtiene

f(z) = 2z +
2

3
z3 +

2

5
z5 + · · · si |z| < 1.

Ejercicio 4.17.
Sea [a, b] el segmento del plano complejo de extremos a, b ∈ C, con

0 6∈ [a, b], y sea Ω = C \ [a, b]. Justifique la existencia de una única f ∈ H (Ω) verifi-
cando

ef(z) =
z − a

z − b
para todo z ∈ Ω, ĺım

z→∞
f(z) = 0.

Sea r = mı́n{|z| : z ∈ [a, b]} y R = máx{|a|, |b|}. Obtenga el desarrollo en serie de
potencias de f en |z| < r y el desarrollo de Laurent de f en |z| > R.

Estudie el mismo problema cuando Ω = C \ S, donde S es un arco de circunferencia
de extremos a y b que no pasa por 0.

solución.

El cociente T (z) = (z − a)/(z − b) es real negativo si y sólo si z pertenece al segmento
[a, b], luego en Ω se puede definir la función f(z) = Log T (z). Es obvio que f es un logaritmo
holomorfo de T que cumple ĺımz→∞ f(z) = 0. Como Ω es conexo f está uńıvocamente
determinada y cualquier logaritmo holomorfo de T en Ω difiere de f en una constante.

El desarrollo en serie de potencias de f en D(0, r) ⊂ Ω se obtiene a partir del desarrollo
de su derivada

f ′(z) =
T ′(z)
T (z)

=
1

z − a
− 1

z − b
=

1

b

1

(1 − z/b)
− 1

a

1

(1 − z/a)

Si |z| < r, se cumple |z/a| < 1, |z/b| < 1, y utilizando las series geométricas de razones
z/a y z/b se obtiene

f ′(z) =
1

b

(
1 +

z

b
+
z2

b2
+ · · · +

zn

bn
+ · · ·

)
− 1

a

(
1 +

z

a
+
z2

a2
+ · · · +

zn

an
+ · · ·

)
.

La hipótesis 0 6∈ [a, b] garantiza que a/b no es real negativo, y por lo tanto está definido
Log(a/b). Entonces, si |z| < r, se obtiene el desarrollo

f(z) =
∞∑

n=0

cnz
n con c0 = f(0) = Log(a/b), cn =

1

nbn
− 1

nan
si n ≥ 1,
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con radio de convergencia ρ = mı́n{|a|, |b|}. Obsérvese que puede ser ρ > r (considere el
caso a = 1 + i, b = 1 − i, donde r = 1 < ρ =

√
2).

El desarrollo de Laurent de f en {z : |z| > R} también se obtiene a partir del desarrollo
de su derivada:

f ′(z) =
T ′(z)
T (z)

=
1

z − a
− 1

z − b
=

1

z

(
1

1 − a/z
− 1

1 − b/z

)

Si |z| > R, utilizando las series geométricas de razones a/z y b/z se obtiene

f ′(z) =
1

z

(
a− b

z
+
a2 − b2

z2
+ · · · +

an − bn

zn
+ · · ·

)

luego

f(z) = c+
∞∑

n=1

bn − an

nzn
si |z| > R.

La constante c queda determinada por la condición c = ĺımz→∞ f(z) = 0.

Si S es un arco de circunferencia de extremos a y b que no pasa por 0, entonces
E = T (S) es una semirrecta que surge de 0 (pues T (a) = 0, T (b) = ∞) que no pasa por
T (0) = a/b. En el abierto G = C \E hay definido un logaritmo holomorfo de la identidad
L ∈ H (G), determinado por L(a/b) = Log(a/b), luego g(z) = L(T (z)) define en C \ S
un logaritmo holomorfo de T que coincide con f en cada D(0, ε) ⊂ Ω ∩ G (pues f y g
valen lo mismo en 0). Se sigue que los desarrollos en serie de potencias de f y g alrededor
de 0 coinciden. Es decir, la serie de potencias «no sabe» si procede de desarrollar f o de
desarrollar g, en un entorno de 0. La única diferencia entre las definiciones de f y g son los
cortes «artificiales» que hemos dado en el plano para poder definir, en sus complementos,
logaritmos holomorfos de T .

Por ejemplo, cuando a = 1+ i, b = 1− i y S es un arco de la circunferencia centrada en
0, de extremos a y b, entonces la función L(T (z)) está definida en D(0,

√
2) y coincide con

f en D(0, 1). Esto explica que el disco de convergencia del desarrollo en serie de potencias
de f alrededor de 0 se pueda «escapar» del abierto Ω donde inicialmente estaba definida
f .

Se dejan al cuidado del lector las consideraciones análogas referentes al desarrollo de
Laurent de g en {z : |z| > R} donde R = máx{|z| : z ∈ S}.

Con recursos teóricos avanzados donde interviene la integral de ĺınea se puede demos-
trar que si S es un conjunto cerrado conexo con a, b ∈ S, entonces en el abierto C \ S
existe un logaritmo holomorfo de f (véase el ejercicio 7.11).

Ejercicio 4.18.

Sea Ω = C\{iy : y ∈ R, |y| ≥ 1} y f(z) la rama de arc tg z definida en Ω, determinada
por la condición f(0) = 0 (véase el ejercicio 3.18). Obtenga su desarrollo en serie de
potencias.

solución.

Según el ejercicio 3.18, 2if(z) = LogS(z) donde S(z) = −(z − i)/(z + i), es decir,
g(z) = 2if(z) es el único logaritmo continuo de S(z), definido en Ω, que se anula en z = 0.
Según la proposición 3.1.4, g es una primitiva de S′/S que cumple g(0) ∈ logS(0), luego
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el desarrollo en serie de potencias de g en D(0, 1) se puede calcular considerando el de su
derivada, válido para |z| < 1:

g′(z) =
S′(z)
S(z)

=
i

1 + iz
+

i

1 − iz
= 2i(1 − z2 + z4 − z6 + · · · ).

Usando este desarrollo se obtiene la primitiva con la propiedad requerida:

g(z) = 2i

(
z − 1

3
z3 +

1

5
z5 + · · ·

)
.

Se obtiene aśı

f(z) = z − 1

3
z3 +

1

5
z5 + · · · si |z| < 1.

También se puede razonar derivando la igualdad z = tg f(z). Aśı se obtiene

1 =

(
sen f(z)

cos f(z)

)′
=

f ′(z)
cos2 f(z)

luego

f ′(z) = cos2 f(z) =
cos2 f(z)

sen2 f(z) + cos2 f(z)
=

1

1 + tg2 f(z)
=

1

1 + z2

Con la serie geométrica de razón −z2 se consigue el desarrollo en serie de potencias de f ′

y con este desarrollo se calcula el de f .

Ejercicio 4.19.
Sea f(z) la rama de arc cos z definida en U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1}, determinada

por la condición f(0) = π/2 (véase el ejercicio 3.22). Obtenga su desarrollo en serie de
potencias en D(0, 1).

solución.

Según el ejercicio 3.22, con la fórmula f(z) = −iLog(z+i
√

1 − z2) queda definida en U
una rama de arc cos z, que necesariamente es holomorfa en virtud de la proposición 3.1.4.
Pero esta fórmula no es apropiada para calcular el desarrollo en serie de potencias de f
en D(0, 1). El método adecuado consiste en considerar la derivada f ′. Para todo z ∈ U se
cumple z = cos f(z) luego 1 = −f ′(z) sen f(z), y aśı

1 = f ′(z)2 sen2 f(z) = f ′(z)2(1 − cos2 f(z)) = f ′(z)2(1 − z2)

luego f ′ es una de las dos ráıces cuadradas holomorfas que 1/(1 − z2) tiene en U (vea los
ejercicios 3.6 y 3.10). Es la que toma el valor f ′(0) = −1 (ya que f(0) = Log i/i = π/2,
luego 1 = −f ′(0) sen f(0) = −f ′(0)).

Por otra parte, la fórmula −S−1/2(−z2) = −e− 1
2

Log(1−z2) también define una ráız
cuadrada holomorfa de 1/(1 − z2) en U , que toma el valor −1 en z = 0, luego

f ′(z) = −S−1/2(−z2) para todo z ∈ U.

Usando la serie binomial se obtiene el desarrollo

f ′(z) = −
∞∑

n=0

(
−1/2

n

)
(−1)nz2n, si |z| < 1.
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Teniendo en cuenta que f(0) = π/2 se concluye que

f(z) =
π

2
+

∞∑

n=0

(−1)n+1

2n+ 1

(
−1/2

n

)
z2n+1 si |z| < 1.

Nota. Con recursos avanzados de la teoŕıa de funciones holomorfas se puede demostrar
que una condición necesaria y suficiente para que en un abierto Ω ⊂ C se pueda definir una
rama holomorfa de arc cos z es que los tres puntos 1,−1,∞ estén en la misma componente
conexa de C∞ \ Ω (véase el ejercicio 7.16).

Ejercicio 4.20.

Obtenga los desarrollos de Laurent de 1
(z−1)(z−2) en las coronas

A = {z : 1 < |z| < 2}; B = {z : |z| > 2}.

solución.

Basta efectuar la descomposición

1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

z − 1

y utilizar la series geométricas

1

z − 2
= − 1/2

1 − z/2
= −1

2

(
1 +

z

2
+

(
z

2

)2

+ · · · +

(
z

2

)n

+ · · ·
)

si |z| < 2;

1

z − 1
=

1/z

1 − 1/z
=

1

z

(
1 +

1

z
+

(
1

z

)2

+ · · · +

(
1

z

)n

+ · · ·
)

si |z| > 1;

1

z − 2
=

1/z

1 − 2/z
=

1

z

(
1 +

2

z
+

(
2

z

)2

+ · · · +

(
2

z

)n

+ · · ·
)

si |z| > 2;

Si a la primera (resp. tercera) serie se le resta la segunda se obtiene el desarrollo de Laurent
en A (resp. en B).

Ejercicio 4.21.

Obtenga los desarrollos de Laurent de f(z) = 1
z(z−1)(z−2) en las coronas

a) {z : 0 < |z| < 1}; {z : 1 < |z| < 2}; {z : 2 < |z|}

b) {z : 0 < |z − 1| < 1}; {z : 1 < |z − 1|}

c) {z : 0 < |z − 2| < 1}; {z : 1 < |z − 2| < 2}; {z : 2 < |z − 2|}.

Determine en cuál de estas coronas tiene primitiva la función f .
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solución.

El método de los coeficientes indeterminados conduce a la descomposición

f(z) =
A

z
+

B

z − 1
+

C

z − 2

con A = C = 1/2, B = −1. El desarrollo de Laurent de f en cada una de las coronas se
obtendrá sumando los desarrollos de cada uno de los sumandos.

a) Para los desarrollos centrados en 0 se tiene:

Si |z| < 1:
B

z − 1
=

1

1 − z
= 1 + z + z2 + · · ·

Si |z| > 1:
B

z − 1
= −1

z

1

1 − 1/z
= −1

z
− 1

z2
− 1

z3
− · · ·

Si |z| < 2:
C

z − 2
= −C

2

1

1 − z/2
= −1

4

(
1 +

z

2
+
z2

22
+ · · ·

)

Si |z| > 2:
C

z − 2
=
C

z

1

1 − 2/z
=

1

2z

(
1 +

2

z
+

22

z2
+ · · ·

)

El desarrollo de Laurent en cada una de las coronas de este apartado se obtiene su-
mando los desarrollos de A/z, B/(z − 1) y C/(z − 2), en potencias enteras de z, eligiendo
en cada caso los convergentes en la corona.

f tendrá primitiva en una de estas coronas cuando el coeficiente de 1/z, en el corres-
pondiente desarrollo, sea nulo. Por lo tanto, de las tres coronas de este apartado, f sólo
tiene primitiva en {z : |z| > 2}.

b) Para los desarrollos centrados en 1, hay que empezar calculando los desarrollos de
A/z y C/(z − 2) en potencias de w = z − 1:

Si |z − 1| < 1:
A

z
=

1

2

1

w + 1
=

1

2

(
1 − w + w2 −w3 + · · ·

)

Si |z − 1| > 1:
A

z
=

1

2w

1

1 + 1/w
=

1

2w

(
1 − 1

w
+

1

w2
− · · ·

)

Si |z − 1| < 1:
C

z − 2
=

−C
1 − w

= −1

2

(
1 + w + w2 + · · ·

)

Si |z − 1| > 1:
C

z − 2
=
C

w

1

1 − 1/w
=

1

2w

(
1 +

1

w
+

1

w2
+ · · ·

)

Igual que antes, el desarrollo de Laurent en cada una de las coronas de este apartado
se obtiene sumando los desarrollos de A/z, B/(z− 1) y C/(z− 2), en potencias enteras de
w = z− 1, eligiendo los que convergen en la corona. Razonando como en el apartado a) se
obtiene que, de las dos coronas de este apartado, f sólo tiene primitiva en {z : 1 < |z−1|}.

c) Se procede como en los casos anteriores y se deja al cuidado del lector.
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Ejercicio 4.22.

Sean f(z), g(z) las ramas de la ráız cuadrada de z2 − 1 definidas, respectivamente, en
U = C \ {x ∈ R : |x| ≥ 1} y V = C \ [−1,+1], determinadas por f(0) = i, g(2) =

√
3

(véase el ejercicio 3.6). Obtenga el desarrollo en serie de potencias de f en {z : |z| < 1}
y el desarrollo en serie de Laurent de g en {z : 1 < |z|}.

solución.

Si
√

designa la ráız cuadrada principal, según el ejercicio 3.6, las funciones

R(z) = i
√

1 − z2 = iS1/2(−z2), r(z) = z
√

1 − 1/z2 = zS1/2(−1/z2)

son ramas de la ráız cuadrada de z2 − 1 definidas, respectivamente, en los abiertos U y
V . Como z2 − 1 no se anula en estos abiertos conexos, al ser f(0) = R(0) y g(2) = r(2),
se puede afirmar que f = R y g = r (véase el ejercicio 3.2). Los desarrollos pedidos se
consiguen utilizando la serie binomial:

f(z) = R(z) = i
∞∑

n=0

(
1/2

n

)
(−z2)n =

∞∑

n=0

i(−1)n

(
1/2

n

)
z2n si |z| < 1.

g(z) = r(z) = z
∞∑

n=0

(
1/2

n

)
(−1)n

z2n
=

∞∑

n=0

(
1/2

n

)
(−1)n

z2n−1
si |z| > 1.

Ejercicio 4.23.

Obtenga el desarrollo de Laurent de f(z) = e
1

1−z en {z : |z| > 1}.

solución.

Basta obtener el desarrollo en serie de potencias de f(1/w) en D(0, 1) y sustituir luego
w = 1/z. Cuando |w| < 1 se tiene

f(1/w) = e
w

w−1 = e1+ 1
w−1 = e

∞∑

n=0

(−1)n

n!
(1 − w)−n.

El desarrollo en serie de potencias de (1 − w)−n alrededor de 0 viene dado por la serie
binomial

(1 − w)−n =
∞∑

k=0

(
−n
k

)
(−w)k

luego

f(1/w) = e
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∞∑

k=0

(
−n
k

)
(−w)k.

Según el principio de sustitución 4.1.7 el desarrollo en serie de potencias de f(1/w) alre-
dedor de 0 es

f(1/w) = e
∞∑

k=0

( ∞∑

n=0

(−1)n

n!

(
−n
k

))
(−w)k.
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Ejercicio 4.24.

Obtenga el desarrollo en serie de Laurent (resp. en serie de potencias) en A = {z :
|z| > 1} (resp. B = {z : |z − 1| < 1}) de una rama de la ráız cúbica de 1 + z3.

solución.

1 + z3 = z3(1 + 1/z3) luego con la fórmula f(z) = zS1/3(z−3) se consigue una rama de
la ráız cúbica de 1 + z3, definida para |z| > 1.

Aunque no se requiere para la solución, es fácil determinar el dominio de f : en efecto,
S1/3(w) = e

1
3

Log(1+w) está definida en C \ {w ∈ R : w ≤ −1}, luego el dominio de f es

C \X, con X = {reiθ : 0 ≤ r ≤ 1, ei3θ = −1}.

La serie binomial S1/3(w) =
∑∞

n=0

(1/3
n

)
wn proporciona en D(0, 1) el desarrollo en serie

de potencias de la función S1/3(w), luego la serie

zS1/3(z−3) =
∞∑

n=0

(
1/3

n

)
z−3n+1

proporciona el desarrollo de Laurent de f en A.

Para obtener en B una rama de la ráız cúbica de 1 + z3 conviene expresar 1 + z3 en
términos de w = z− 1. Resulta el polinomio p(w) = w3 + 3w2 + 3w+ 2. Sus ceros (que se
obtienen restando 1 a los ceros del polinomio z3 + 1) son −2, a = −1/2 + i

√
3/2 y b = a,

luego

p(w) = (w + 2)(w − a)(w − b) = 2ab(1 + w/2)(1 − w/a)(1 − w/b).

|a| = |b| = 1, luego |w| = |z − 1| < 1 implica |w/a| < 1, |w/b| < 1 y |w/2| < 1. Entonces,
con la fórmula

g(w) =
3
√

2ab S1/3

(w
2

)
S1/3

(
−w

a

)
S1/3

(
−w

b

)

queda definida, en un dominio que contiene a D(0, 1), una rama de la ráız cúbica de
p(w). Su desarrollo en serie de potencias en D(0, 1) se consigue efectuando el producto de
convolución de tres series binomiales. Reemplazando w = z − 1 se llega al desarrollo de
Laurent en B de una rama de la ráız cúbica de z3 + 1:

g(z − 1) =
3
√

2ab
∞∑

n=0

an(z − 1)n

con

an =
∑

i+j+k=n

(
1/3

i

)(
1/3

j

)(
1/3

k

)
2−i(−a)−j(−b)−k

Se deja al cuidado del lector la determinación exacta del dominio de g(z − 1).

Ejercicio 4.25.

Sea T = {1 + it : |t| ≤ 1}. Compruebe que en Ω = C \ T se pueden definir ramas
de la ráız cuadrada del polinomio p(z) = z2 − 2z + 2. Si f es la rama determinada por
f(0) =

√
2, obtenga su desarrollo en serie de potencias en D(0, 1) y calcule el radio de

convergencia (véase el ejercicio 3.12).
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solución.

Los ceros de p son a = 1 + i, y a = 1 − i, luego p(z) = (z − a)(z − a).

La imagen del segmento T = {1 + it : |t| ≤ 1} mediante la transformación de Möbius
S(z) = (z−a)/(z−a) es el semieje real negativo (pues S(a) = 0, S(1) = −1 y S(a) = ∞).
Como S(Ω) está contenido en el dominio de la ráız cuadrada principal, se puede definir
en Ω la función

g(z) = (z − a)

√
z − a

z − a

Para todo z ∈ Ω se cumple g2(z) = (z − a)(z − a) = p(z), luego g es una rama de la ráız
cuadrada de p, definida en Ω.

En el abierto conexo Ω se pueden definir dos ramas de la ráız cuadrada de p, que son g
y −g, y para determinar una de ellas basta indicar su valor en z = 0 (véase el ejercicio 3.2).
Como −g(0) =

√
2 = f(0) se sigue que f(z) = −g(z).

Para calcular el desarrollo en serie de potencias de f conviene escribir

p(z) = aa(1 − z/a)(1 − z/a) = 2(1 − z/a)(1 − z/a)

que conduce a la fórmula

ϕ(z) =
√

2
√

1 − z/a
√

1 − z/a

con la que se obtiene una rama de la ráız cuadrada de p definida en el abierto

G = C \ ({at : t ≥ 1} ∪ {ta : t ≥ 1})

(véase el ejercicio 3.11). Como D(0, 1) ⊂ G es conexo y ϕ(0) =
√

2 se sigue que f(z) = ϕ(z)
para todo z ∈ D(0, 1).

La serie binomial S1/2(w) =
∑∞

n=0

(1/2
n

)
wn proporciona el desarrollo en serie de poten-

cias de
√

1 + w en el disco |w| < 1, y para calcular el desarrollo en serie de potencias de f
en D(0, 1) basta efectuar el producto de convolución de dos series binomiales:

f(z) =
√

2S1/2(−z/a)S1/2(−z/a) =
∞∑

n=0

anz
n, |z| < 1

donde

an = (−1)n
√

2
∑

p+q=n

(
1/2

p

)(
1/2

q

)
1

ap aq

Las series binomiales multiplicadas convergen para |z| < |a| =
√

2, luego su producto
de convolución también converge para |z| <

√
2, es decir, el desarrollo en serie de potencias

de f alrededor de 0 tiene radio de convergencia ρ ≥
√

2, luego el disco de convergencia no
está contenido en Ω.

Este hecho se explica observando que el disco D(0,
√

2) está contenido en el dominio G
de la función ϕ(z). Como f(z) y ϕ(z) son ráıces cuadradas continuas de p(z) que toman
el mismo valor en z = 0, deben coincidir en cualquier abierto conexo V ⊂ Ω ∩ G con
0 ∈ V , como es el caso del disco D(0, 1), y por lo tanto tienen el mismo desarrollo en
serie de potencias alrededor de z = 0 (obsérvese que ϕ y f no coinciden en Ω ∩ G pues
f(2) 6= ϕ(2)). Aunque f no está definida en el disco D(0,

√
2), ϕ śı lo está y por ello no es

es sorprendente que la serie de potencias sea convergente en este disco.
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Para demostrar que el radio de convergencia es ρ =
√

2 se puede razonar por reducción
al absurdo: si fuese ρ >

√
2, la función h(z) =

∑∞
n=0 anz

n seŕıa holomorfa en D(0, ρ) y para
todo z ∈ D(0,

√
2) se cumpliŕıa que h(z)2 = p(z), luego 2h′(z)h(z) = p′(z). Considerando

el ĺımite cuando z ∈ D(0,
√

2) tiende hacia a se llega a una contradicción, pues h(a) = 0
y p′(a) 6= 0. Aśı queda justificado que ρ =

√
2.

Ejercicio 4.26.
Sea f la rama de la ráız cuadrada de p(z) = z2 −2z+2 considerada en el ejercicio 4.25.

Calcule los desarrollos de Laurent de f en A = {z : |z| >
√

2} y en B = {z : |z − 1| > 1}.

solución.

Comenzamos factorizando el polinomio p(z) = (z−a)(z−a) con a = 1+ i, y a = 1− i.
En el desarrollo de Laurent de f en A intervienen potencias negativas de z por lo que
conviene usar que

p(z) = z2(1 − a/z)(1 − a/z) si z 6= 0,

lo que que conduce a la fórmula ψ(z) = z
√

1 − a/z
√

1 − a/z, que define en A una rama
de la ráız cuadrada de p (véase el ejercicio 3.11). En virtud del ejercicio 3.2, f |A es una de
las dos funciones ψ|A o −ψ|A. Como

ĺım
z→∞

ψ(z)

z
= 1 = ĺım

z→∞
f(z)

z

se concluye que f |A = ψ|A. Usando la serie binomial se obtiene

f(z) = ψ(z) = z

[ ∞∑

n=0

(
1/2

n

)(−a
z

)n
][ ∞∑

n=0

(
1/2

n

)(−a
z

)n
]

si |z| > |a|.

El producto de convolución de las series proporciona el desarrollo de Laurent:

f(z) =
∞∑

n=0


 ∑

p+q=n

(
1/2

p

)(
1/2

q

)
ap aq


 (−1)n

zn−1
= z − 1 +

1

2z
+ · · · si |z| >

√
2.

Como en el desarrollo de Laurent de f en B intervienen potencias negativas de z − 1,
comenzamos factorizando p en la forma:

p(z) = 1 + (z − 1)2 = (z − 1)2
(

1 +
1

(z − 1)2

)
si z 6= 1,

lo que conduce a la fórmula

φ(z) = (z − 1)

√
1 +

1

(z − 1)2

con la que queda definida en Ω = C \ {1 + it : |t| ≤ 1} una rama de la ráız cuadrada de p.
Como φ(0) = −

√
2 = −f(0), en virtud del ejercicio 3.2 se puede asegurar que f = −φ, es

decir,

f(z) = −(z − 1)

√
1 +

1

(z − 1)2
para todo z ∈ Ω
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(véase el ejercicio 3.11). Usando la serie binomial se obtiene el desarrollo de Laurent de f
en B:

f(z) = −
∞∑

n=0

(
1/2

n

)
1

(z − 1)2n−1
= −(z − 1) − 1

2(z − 1)
+ · · ·

para |z − 1| > 1.

Ejercicio 4.27.

Sea Ω = {z : |z − 1| <
√

2, |z + 1| <
√

2 } y g : Ω −→ D(0, 1) el isomorfismo conforme
obtenido en el ejercicio 3.35, dado por la fórmula g(z) = 2z/(z2 −1). Obtenga el desarrollo
en serie de potencias de su inversa.

solución.

Si f es la inversa de g, para cada w ∈ D(0, 1), f(w) es una de las dos soluciones de la
ecuación 2z/(z2 − 1) = w, que son

(1 +
√

1 + w2)/w, (1 −
√

1 + w2)/w.

Se puede decidir cuál de estas soluciones es f(w) observando que wf(w) − 1 es la ráız
cuadrada continua de 1 + w2 en D(0, 1) que toma el valor −1 para w = 0, de modo que
coincide con −

√
1 + w2, luego

f(w) = (1 −
√

1 + w2)/w.

Esto también se podŕıa haber concluido observando que la otra solución, (1+
√

1 + w2)/w,
define una función que tiene ĺımite ∞ cuando w → 0).

Para |w| < 1 la serie binomial proporciona el desarrollo en serie de potencias

√
1 + w2 = 1 +

1

2
w2 +

(
1/2

2

)
w4 + · · ·

luego

f(w) = −1

2
w −

(
1/2

2

)
w3 −

(
1/2

3

)
w5 − · · ·

Nota. Si se utiliza la descomposición de g obtenida en el ejercicio 3.35:

g(z) = iS
(
T (z)2), donde T (z) = (z − i)/(z + i), S(z) = (z − 1)/(z + 1)

se llega a otra fórmula para f . Obsérvese que la función z2, restringida a T (Ω), tiene por
inversa −√

z, luego f(w) = T−1
(−
√
S−1(w/i)

)
. Utilizando las fórmulas

T−1(z) = i(1 + z)/(1 − z); S−1(z) = (1 + z)(1 − z)

se llega la expresión

f(w) =
1

w


1 + i(i − w)

√
i+ w

i− w


 .
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Esta fórmula es distinta a la obtenida anteriormente, sin embargo define la misma función:
esto se puede ratificar observando que

h(w) = i(i− w)

√
i+ w

i− w

es una ráız cuadrada holomorfa de w2 + 1, definida en V = C \ {iy : |y| ≥ 1}, que toma
el valor −1 en w = 0. Lo mismo le ocurre a −

√
1 + w2 y por lo tanto h(w) = −

√
1 + w2

para todo w ∈ V .

4.2.4. Funciones definidas por series de potencias

Los recursos teóricos para resolver los siguientes ejercicios son elementales: basta con
la noción de radio de convergencia y de serie convergente.

Ejercicio 4.28.

Estudie el comportamiento de las series de potencias

∞∑

n=1

zn,
∞∑

n=1

zn

n2
y

∞∑

n=1

zn

n

en la frontera de su disco de convergencia.

solución.

El radio de convergencia de las tres series es ρ = 1. La primera no converge en ningún
z con |z| = 1, porque el término general no tiende hacia 0. La segunda converge en todo
z con |z| = 1. La tercera diverge en z = 1 y converge cuando |z| = 1, z 6= 1. Esto último
se puede obtener aplicando el criterio de Dirichlet (véase 4.1.3).

Ejercicio 4.29.

Se considera la serie de potencias

z3

1
− z2·3

1
+ · · · +

z3n

n
− z2·3n

n
+ · · ·

Si m ∈ N y k ∈ Z es par (resp. impar) compruebe que la serie converge (resp. no converge)
en z = eiπk3−m

. Por consiguiente el radio de convergencia es 1 y el conjunto de puntos de
la circunferencia {z : |z| = 1} donde la serie converge (resp. no converge) es denso en la
circunferencia.

solución.

Si z ∈ Am = {eiπk3−m
: k par}, para cada n > m es z3n

= 1 y z2·3n
= 1, luego la serie

converge porque coincide, desde un término en adelante, con la serie

1 − 1 +
1

2
− 1

2
+ · · · +

1

n
− 1

n
+ · · ·
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Si z ∈ Bm = {eiπk3−m
: k impar}, para cada n > m es z3n

= −1 y z2·3n
= 1, luego la

serie no converge porque coincide, a partir de un término, con la serie

−1 − 1 − 1

2
− 1

2
− · · · − 1

n
− 1

n
− · · ·

A = ∪mAm yB = ∪mBm son densos en la circunferencia {z : |z| = 1}. La serie converge
en los puntos de A y no converge en los puntos de B, luego el radio de convergencia es 1.

Ejercicio 4.30.
Obtenga la suma de la serie

∑∞
n=1 n

2zn.

solución.

Es claro que el radio de convergencia es 1. Si |z| < 1, derivando la serie geométrica∑∞
n=0 z

n = 1/(1−z), se obtiene
∑∞

n=1 nz
n−1 = 1/(1−z)2. Multiplicando por z y volviendo

a derivar resulta
∞∑

n=1

n2zn−1 =
1 + z

(1 − z)3
luego

∞∑

n=1

n2zn =
z + z2

(1 − z)3

Ejercicio 4.31.
Obtenga la reordenación de la serie geométrica

∑∞
n=0 z

n alrededor de un punto b ∈
D(0, 1) y el radio de convergencia de la serie reordenada.

solución.

Sea
∑∞

n=1 bn(z − b)n la reordenación de la serie geométrica alrededor de b. Podemos
aprovechar el hecho de que conocemos la suma de la serie geométrica f(z) = 1/(1 − z)
para calcular los coeficientes

bn =
f (n)(b)

n!
=

1

(1 − b)n+1

El radio de convergencia de la serie reordenada es

|b− 1| =
[
ĺım

n

n

√
|bn|

]−1

También se puede obtener la reordenación usando la identidad

1

1 − z
=

1

(1 − b)

1

1 − (
z−b
1−b

)

y considerando la serie geométrica de razón (z − b)/(1 − b) que converge cuando |z − b| <
|1 − b|:

1

1 − z
=

1

1 − b

(
1 +

z − b

1 − b
+

(
z − b

1 − b

)2

+ · · · +

(
z − b

1 − b

)n

+ · · ·
)

Obsérvese que si b no es real se cumple |b− 1| > 1 − |b|, luego el disco de convergencia de
la serie reordenada no está contenido en el disco de convergencia de la serie inicial.

Nota. En el ejercicio 4.54 se puede ver la definición de punto singular de una serie
de potencias. El resultado obtenido en este ejercicio significa que z = 1 es el único punto
singular de la serie geométrica. Aplicando un resultado general que se expone en el ejercicio
4.55 también se puede obtener que z = 1 es punto singular de la serie geométrica.
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Ejercicio 4.32.
Sea a0 = 0, a1 = 1 y an+2 = an+1 +an para n ≥ 0. Obtenga el radio de convergencia de

la serie de potencias
∑∞

n=0 anz
n, la función suma y una fórmula para el término general

an.

solución.

Suponiendo provisionalmente que el radio de convergencia ρ no es nulo, se observa que
la suma de la serie es una función f , definida en D(0, ρ), que cumple

zf(z) + z2f(z) =
∞∑

n=2

an−1z
n +

∞∑

n=3

an−2z
n = z2 +

∞∑

n=3

anz
n

luego
zf(z) + z2f(z) = z2 + (f(z) − z − z2) = f(z) − z,

de modo que la suma de la serie debe ser

f(z) =
z

1 − z − z2

Empecemos entonces calculando el desarrollo en serie de potencias alrededor del origen de
esta función racional. Para ello utilizaremos la descomposición

f(z) =
z

1 − z − z2
=

A

z − a
+

B

z − b

donde a = (
√

5 − 1)/2, b = −(
√

5 + 1)/2, A = −B = −1/
√

5. El primer término se
desarrolla en serie geométrica de razón |z/a| < 1:

A

z − a
= −A

a

1

1 − z/a
= −A

a

(
1 + z/a+ (z/a)2 + · · · + (z/a)n + · · · )

Análogamente, B/(z − b) se desarrolla en serie geométrica de razón |z/b| < 1. Sumando
las dos series geométricas se concluye que si |z| < mı́n{|a|, |b|} = a se verifica

f(z) =
∞∑

n=1

cnz
n, con cn =

1√
5

(
1

an+1
− 1

bn+1

)
.

La identidad f(z)(1 − z − z2) = z se traduce en la relación cn+2 = cn + cn+1, válida para
todo n ∈ N. Como c0 = 0 = a0 y c1 = 1 = a1 se sigue que an = cn para todo n ∈ N. Aśı
queda justificado, a posteriori, que la serie del enunciado tiene radio de convergencia no
nulo ρ ≥ a. Teniendo en cuenta que |a/b| < 1 es fácil ver que la sucesión

n

√
|cn| =

(
1√

5 an+1

(
1 − (a/b)n+1)

)1/n

converge hacia 1/a, luego ρ = a = (
√

5 − 1)/2.

Ejercicio 4.33.
Sea f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, definida para |z| < ρ. Demuestre:

a) si ρ ≥ 1, a1 = 1 y
∑∞

n=2 n|an| ≤ 1, entonces f es inyectiva en D(0, 1);
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b) si a1 6= 0 entonces f es inyectiva en D(0, r) para algún r ∈ (0, ρ).

solución.

a) Si |z| < 1 y |w| < 1 se tiene

f(z) − f(w) =
∞∑

n=1

an(zn − wn) = (z − w)

(
1 +

∞∑

n=2

anPn(z,w)

)

donde Pn(z,w) = zn−1 + zn−2w + · · · + zn−iwi + · · · + wn−1, luego

|f(z) − f(w)| = |z − w|
∣∣∣∣1 +

∞∑

n=2

anPn(z,w)

∣∣∣∣

≥ |z − w|
(

1 −
∣∣∣∣

∞∑

n=2

anPn(z,w)

∣∣∣∣

)

≥ |z − w|
(

1 −
∞∑

n=2

|an||Pn(z,w)|
)

= |z − w|C(z,w).

Nótese que |Pn(z,w)| < n, luego

C(z,w) = 1 −
∞∑

n=2

|an||Pn(z,w)| > 1 −
∞∑

n=2

n|an| ≥ 0.

Como C(z,w) > 0, la desigualdad |f(z) − f(w)| ≥ |z − w|C(z,w), válida para z,w ∈
D(0, 1), implica que f es inyectiva.

b) No es restrictivo suponer a1 = 1. Si 0 < r < ρ, fr(z) := f(rz)/r está definida en
D(0, ρ′), con ρ′ = ρ/r > 1. Obsérvese que

fr(z) =
∞∑

n=0

bnz
n, con bn = anr

n−1, b1 = 1.

Eligiendo r > 0 suficientemente pequeño se consigue que

∞∑

n=2

n|bn| =
∞∑

n=2

n|an|rn−1 ≤ 1

y aplicando a) se obtiene que fr es inyectiva en D(0, 1), lo que significa que f es inyectiva
en D(0, r).

Ejercicio 4.34.

Sea f(z) =
∑∞

n=1 anz
n, definida para |z| < ρ, donde ρ > 0 es el radio de convergencia.

Demuestre que existe ε > 0 tal que todas las funciones

Fu(t) =

∣∣∣∣
∞∑

n=1

an(tu)n

∣∣∣∣ con |u| = 1

son crecientes en [0, ε].
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solución.

La derivada de Fu(t)2 = f(tu)f(tu) es

2Fu(t)F ′
u(t) = uf ′(tu)f(tu) + f(tu)u f ′(tu) = 2 Re

(
uf ′(tu) f(tu)

)
.

Como u = 1/u, resulta

2Fu(t)F ′
u(t) = 2tRe

(
f ′(tu)f(tu)/(tu)

)
.

Teniendo en cuenta que Fu(t) > 0 se obtiene que, para t > 0, la derivada F ′
u(t) tiene el

mismo signo que Re
(
f ′(tu)g(tu)

)
, donde g(z) = f(z)/z.

Si a1 6= 0 se puede suponer 1 = a1 = f ′(0) = g(0). Por la continuidad de f ′(z)g(z) en
z = 0 existe ε > 0 tal que

|z| < ε ⇒
∣∣f ′(z)g(z) − 1

∣∣ < 1.

Entonces si |t| < ε, para todo u con |u| = 1, se cumple |f ′(tu)g(tu) − 1| < 1 luego
f ′(tu)g(tu) ∈ {z : Re z > 0}, y por lo tanto F ′

u(t) > 0 para todo t ∈ (0, ε).
Finalmente, si a1 = 0 y m = mı́n{n : an 6= 0}, el resultado se obtiene aplicando lo que

se acaba de probar a la función ϕ(z) = f(z)/zm. (Obsérvese que si |ϕ(tu)| es creciente en
(0, ε) entonces tm|ϕ(tu)| también lo es).

Ejercicio 4.35.
Sea f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, definida en D(0, ρ), donde ρ > 0 es el radio de convergencia.
Si u = eiα, con α irracional, demuestre que

f(0) = ĺım
m→∞

1

m+ 1

m∑

n=0

f(zun) para cada z ∈ D(0, ρ).

Como aplicación obtenga las desigualdades de Cauchy:

|an| ≤ M(r)

rn
para todo n ∈ N

donde 0 < r < ρ y M(r) = sup{|f(z)| : |z| = r}.

solución.

Sea |z| < ρ. Hay que demostrar que converge hacia 0 la sucesión

Sm =
1

m+ 1

m∑

n=0

(
f(zun) − f(0)

)
=

1

m+ 1

m∑

n=0

∞∑

k=1

aku
knzk

que se puede escribir en la forma

Sm =
∞∑

k=1

σ(m,k)akz
k, con σ(m,k) =

∑m
n=0 u

kn

m+ 1

Obsérvese que |σ(m,k)| ≤ 1 y que si α irracional entonces uk 6= 1 para todo k ∈ N, luego

σ(m,k) =
1

m+ 1

u(m+1)k − 1

uk − 1
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y aśı ĺımm σ(m,k) = 0 para todo k ∈ N.

Dado ε > 0 existe n ∈ N tal que
∑∞

k=n+1 |ak||z|k < ε/2, y con este valor de n se
considera la descomposición Sm = Am +Bm donde

Am =
n∑

k=1

σ(m,k)akz
k; Bm =

∞∑

k=n+1

σ(m,k)akz
k.

Es claro que

|Bm| ≤
∞∑

k=n+1

|ak||z|k < ε/2, ĺım
m
Am = ĺım

m

n∑

k=1

σ(m,k)akz
k = 0.

Existe m(ε) ∈ N tal que m ≥ m(ε) implica |Am| < ε/2, luego para todo m ≥ m(ε) se
cumple |Sm| < ε, es decir, ĺımm Sm = 0.

Para obtener las desigualdades de Cauchy basta considerar la descomposición

g(z) = z−nf(z) = p(1/z) + h(z)

donde

p(w) = a0w
n + a1w

n−1 + · · · + an−1w

h(z) = an + an+1z + · · · + an+kz
k + · · ·

Según lo demostrado antes, aplicado al polinomio p y a la función h, la sucesión

Im =
1

m+ 1

m∑

k=0

g(zuk) =
1

m+ 1

m∑

k=0

p(z−1uk) +
1

m+ 1

m∑

n=0

h(zuk)

converge hacia p(0) + h(0) = 0 + an = an, y la desigualdad del enunciado se obtiene a
partir de la desigualdad obvia

|Im| ≤ sup
{|g(w)| : |w| = r

}
= M(r)r−n

que se transmite al ĺımite.

Nota. Según [7, pág. 33] el resultado expuesto en este ejercicio se debe a Hurwitz, el
cual observó que u = (2 − i)/(2 + i) verifica la condición un 6= 1 para todo n ∈ N (véase
el ejercicio propuesto 14 del primer caṕıtulo).

Ejercicio 4.36.

Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, definida para |z| < ρ, donde ρ > 0 es el radio de convergencia.

Demuestre que para 0 < r < ρ se verifica

1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|2dθ =

∞∑

n=0

|an|2r2n

Como aplicación, obtenga las desigualdades de Cauchy (véase 5.1.13)
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solución.

Si z = reit se tiene

|f(reit)|2 = f(reit)f(reit) =

( ∞∑

p=0

apr
peipt

)( ∞∑

q=0

aqr
qe−iqt

)
.

Las dos últimas series son absolutamente convergentes y su producto de convolución
(véase 1.1.4) da lugar a la serie absolutamente convergente

|f(reit)|2 =
∞∑

n=0

(
∑

p+q=n

apaqr
n

)
ei(p−q)t

Esta serie converge uniformemente respecto de t en el intervalo [0, 2π] en virtud del criterio
de Weierstrass: ∣∣∣∣∣

∑

p+q=n

apaqr
nei(p−q)t

∣∣∣∣∣ ≤
∑

p+q=n

|ap|rp|aq|rq = Mn

donde Mn es el término general de la serie convergente que se obtiene al formar el producto
de convolución, consigo misma, de una serie convergente de términos no negativos:

∞∑

n=0

Mn =

( ∞∑

p=0

|ap|rp

)( ∞∑

q=0

|aq|rq

)
< +∞.

La convergencia uniforme de la serie permite integrarla término a término:

∫ 2π

0
|f(reit)|2dt =

∞∑

n=0

(
∑

p+q=n

apaqr
n

)∫ 2π

0
ei(p−q)tdt.

Como
∫ 2π

0 eimtdt = 0 (resp. = 2π) si m 6= 0 (resp. si m = 0) resulta

∫ 2π

0
|f(reit)|2dt = 2π

∞∑

n=0

An

donde An = 0 si n es impar y An = |ap|2r2p si n = 2p es par, con lo cual

∫ 2π

0
|f(reit)|2dt = 2π

∞∑

p=0

|ap|2r2p

Si M(r) = máx{|f(reit| : t ∈ [0, 2π]}, cada término de la última serie es menor o igual
que la integral, luego para cada n ∈ N se cumple

|an|2r2n ≤ M(r)2, es decir |an| ≤ M(r)r−n.

Nota. Si se calculan los coeficientes de Fourier ϕ̂(n) = 1
2π

∫ 2π
0 ϕ(t)e−intdt de la función

continua periódica ϕ(t) = f(reit) se obtiene ϕ̂(n) = 0 si n < 0 y ϕ̂(n) = anr
n si n ≥ 0,

luego la igualdad establecida no es otra cosa que la clásica identidad de Parseval aplicada
a la serie de Fourier de la función ϕ.
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4.2.5. Ceros y principio de identidad

La idea clave para resolver los siguientes ejercicios es el principio de identidad y el
hecho de que los ceros de funciones anaĺıticas no idénticamente nulas en un abierto
conexo tienen multiplicidad.

Ejercicio 4.37.

Sea f ∈ A (Ω1) una función anaĺıtica con un cero aislado de multiplicidad m en a ∈ Ω1.
Se supone que f(Ω1) ⊂ Ω2 y que 0 ∈ Ω2 es un cero aislado, de multiplicidad p, de otra
función anaĺıtica g ∈ A (Ω2). Compruebe que g◦f tiene en a un cero de multiplicidad mp.

solución.

Por hipótesis, f(z) = (z − a)mF (z) donde F ∈ A (Ω1) y F (a) 6= 0. También se supone
que g(z) = zpG(z) donde G ∈ A (Ω2) y G(0) 6= 0. Entonces

g
(
f(z)

)
= (z − a)mpF (z)pG

(
(z − a)mF (z)

)
= (z − a)mpH(z)

donde H(z) = F (z)pG((z − a)mF (z)) es anaĺıtica en Ω1 (ya que la composición y el
producto de funciones anaĺıticas es una función anaĺıtica). La función f ◦ g tiene en a un
cero de multiplicidad mp porque H(a) = F (a)pG(0) 6= 0.

Ejercicio 4.38.

Sea f una función definida en D(0, 1) mediante una serie de potencias tal que |f(1/n)| <
1/2n para todo n ≥ m. Demuestre que f es idénticamente nula.

solución.

Si se cumple la condición del enunciado, por la continuidad en 0, debe ser f(0) = 0.
Razonamos por reducción al absurdo suponiendo que f no es idénticamente nula. En este
caso f tendŕıa en z = 0 un cero aislado con una multiplicidad p ≥ 1, es decir, f se podŕıa
expresar en la forma f(z) = zpF (z), donde F es continua en D(0, 1) y F (0) 6= 0. Entonces
para todo n ≥ m se cumpliŕıa

∣∣∣∣
2n

np
F (1/n)

∣∣∣∣ < 1 para todo n ≥ m

y esto es imposible, porque la sucesión en el miembro izquierdo de la desigualdad anterior
tiende hacia +∞.

Ejercicio 4.39.

En cada caso justifique que no existe una función f : D(0, 2) −→ C desarrollable en
serie de potencias, con la propiedad indicada:

a) sup{|f(z)| : |z| = r} = r7/2, si 0 < r < 2;

b) ĺım
z→0

f(z)/
√

|z| = 1.



4.2. Ejercicios resueltos 149

solución.

Si se cumple a) o b) f no puede ser idénticamente nula y ha de tener un cero aislado
en z = 0. Si m ≥ 1 es su multiplicidad, se tiene f(z) = zmg(z) donde g es continua en
D(0, 2) y g(0) 6= 0. Por lo tanto

M(r) = sup
{|g(z)| : |z| = r

}

tiende hacia |g(0)| 6= 0 cuando r → 0.

a) Si existiese f se tendŕıa r7/2 = rmM(r), luego r7/2−m = M(r), lo que contradice
que M(r) tiene ĺımite finito no nulo cuando r → 0.

b) Si existiese f podŕıamos encontrar δ > 0 tal que

|z| < δ ⇒ 1

2
<

|f(z)|√
|z|

Si |z| = r < δ se cumpliŕıa la desigualdad 1/2 ≤ rm−1/2M(r) (M(r) se ha definido
anteriormente). Como rm−1/2M(r) tiende hacia 0 cuando r → 0, se llega a un absurdo.

Ejercicio 4.40.
En cada caso justifique que no existe una función f anaĺıtica en D(0, 2) con la propiedad

indicada:

a) f(1/n) = f(−1/n) = 1/n3 para todo n ∈ N;

b) (−1)n/n+ ef(1/n) = 1 para todo n ∈ N.

solución.

a) Si existiese, en virtud del principio de identidad, se obtendŕıa la igualdad f(z) =
f(−z) = z3 para todo z ∈ D(0, 2), lo que es absurdo.

b) Si existiese, considerando {1/2n : n ∈ N} y {1/(2n + 1) : n ∈ N}, y aplicando
dos veces el principio de identidad se llegaŕıa a que para todo z ∈ D(0, 2) se cumpliŕıa
1 − z = ef(z) = 1 + z.

Ejercicio 4.41.
En cada caso estudie la existencia de una función f anaĺıtica en D(0, 2), no constante

y con la propiedad indicada:

a) f(i/n) = f(i/n)2 para todo n ∈ N;

b) f(i/n)n = i para todo n ∈ N.

solución.

a) Si existiera, en virtud del principio de identidad, se cumpliŕıa la igualdad f(z) =
f(z)2 para todo z ∈ D(0, 2), luego f(D(0, 2)) seŕıa un subconjunto conexo de {0, 1} y por
lo tanto f seŕıa constante.

b) Si f cumple la condición b) entonces para cada n ∈ N se verifica

f(i/n) ∈ n
√
i = e

1
n

log i =
{
e

i
n

(2m+ 1
2

)π : m ∈ N}.

Se observa aśı que las funciones fm(z) = ez(2m+ 1
2

)π,m ∈ N, cumplen la condición requerida.
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Ejercicio 4.42.

Justifique la no existencia de una serie de potencias, con disco de convergencia D(0, 2),
cuya suma f verifique

0 < ĺım sup
n→∞

n

√
|f (n)(1)|

n!
<

1

2
; f(2 − 1/n) = 0 para todo n ∈ N.

solución.

La primera condición significa que el radio de convergencia ρ de la reordenación alre-
dedor de 1 cumple 2 < ρ < ∞. La suma de esta reordenación define en D(1, ρ) una función
anaĺıtica g que coincide con f en D(1, 1) ⊂ D(0, 2). En virtud del principio de identidad, g
coincide con f en el abierto conexo V = D(0, 2)∩D(1, ρ), luego g(2−1/n) = f(2−1/n) = 0
para cada n ∈ N. Como 2 ∈ D(1, ρ) es un punto de acumulación de ceros de g, con el
principio de identidad se obtiene que g es idénticamente nula. En particular f(z) = 0
para todo z ∈ V . Otra aplicación del principio de identidad conduce a que f debe ser
idénticamente nula, lo que contradice la primera condición. Según esto, no puede existir
una serie de potencias con los requisitos del enunciado.

Ejercicio 4.43.

Use el principio de identidad para demostrar que ez+w = ezew para cada z,w ∈ C.
Obtenga con el mismo método las fórmulas clásicas para sen(z + w) y cos(z + w).

solución.

Dado x ∈ R, las funciones anaĺıticas w → exew, w → ex+w, coinciden cuando w = y ∈
R luego, en virtud del principio de identidad, exew = ex+w para todo w ∈ C. Si para cada
w ∈ C se aplica otra vez el principio de identidad a las funciones z → ezew, z → ez+w,
que coinciden cuando z = x ∈ R, se obtiene el resultado. Con un razonamiento similar se
establecen las fórmulas

sen(z + w) = sen z cosw + cos z cosw,

cos(z + w) = cos z cosw − sen z senw.

Ejercicio 4.44.
Sea Ω ⊂ C abierto conexo y f, g ∈ A (Ω) funciones anaĺıticas que cumplen cos f(z) =

cos g(z) para todo z ∈ Ω. Demuestre que existe m ∈ Z tal que, o bien f + g = 2πm, o bien
f − g = 2πm.

solución.

Para todo z ∈ Ω se cumple

0 = cos f(z) − cos g(z) = −2 sen
f(z) + g(z)

2
sen

f(z) − g(z)

2

luego Ω = A ∪B donde

A = {z ∈ Ω : f(z) + g(z) ∈ 2πZ}; B = {z ∈ Ω : f(z) − g(z) ∈ 2πZ}.
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Si A = Ω, la imagen de Ω mediante la función continua f + g es un subconjunto conexo
de 2πZ, luego se reduce a un punto; es decir, existe m ∈ Z tal que f + g = 2mπ. Si A 6= Ω,
como A es cerrado relativo a Ω, existe D(a, r) ⊂ Ω \ A ⊂ B y, razonando como antes,
se obtiene m ∈ N tal que f(z) − g(z) = 2mπ para todo z ∈ D(a, r), luego, en virtud del
principio de identidad, f(z) − g(z) = 2mπ para todo z ∈ Ω.

Ejercicio 4.45.
Sea f una función anaĺıtica en el semiplano Ω = {z : Re z > 0} tal que f(z) ∈ R si

z ∈ Ω ∩ {z : |z| = 1}. Demuestre que f(z) = f(1/z) para cada z ∈ Ω.

solución.

g(z) = f(1/z) es anaĺıtica en {z : 1/z ∈ Ω} = Ω. Utilizando la definición de función
anaĺıtica es fácil ver que g(z) es anaĺıtica en {z : z ∈ Ω} = Ω. Si z = eit con |t| < π/2, en
virtud de la hipótesis

f(z) = f(eit) = g(e−it) = g(z).

Con el principio de identidad se concluye que f(z) = g(z) para todo z ∈ Ω, es decir,
f(z) = f(1/z) para todo z ∈ Ω.

Nota. Anticipando el resultado del caṕıtulo 5 que afirma que las funciones holomorfas
son anaĺıticas, también se puede justificar que g(z) es anaĺıtica viendo que cumple las
condiciones de Cauchy-Riemann (véase el ejercicio 3.26).

4.2.6. Complementos sobre funciones anaĺıticas

En los siguientes ejercicios, además de la caracterización de las funciones anaĺıticas
reales, se proponen demostraciones directas, sin utilizar los resultados generales del
caṕıtulo 5, de algunos resultados sobre funciones anaĺıticas.

Ejercicio 4.46.
Sea ρ > 0 el radio de convergencia de f(z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n. Para

0 < r < ρ se define M(r) =
∑∞

n=0 |an|rn. Si |b− a| < s < r < ρ demuestre que

|f (n)(b)| ≤ n!
M(r)

(r − s)n
para cada n ∈ N.

solución.

Según el teorema 4.1.5 y lo indicado después del teorema 4.1.6, se verifica

f (n)(b)

n!
=

∞∑

m=n

am

(
m

n

)
(b− a)m−n

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

|f (n)(b)| ≤ n!
∞∑

m=n

|am|
(
m

n

)
|b− a|m−n ≤ n!Cn

donde Cn =
∑∞

m=n |am|(mn
)
sm−n.
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Basta ver que para todo n ∈ N se cumple Cn ≤ M(r)(r − s)−n. Esta desigualdad es
consecuencia inmediata de

M(r) =
∞∑

m=0

|am|(s + (r − s))m =
∞∑

m=0

m∑

n=0

|am|
(
m

n

)
(r − s)nsm−n =

=
∞∑

n=0

Cn(r − s)n

donde la última igualdad se ha obtenido conmutando los sumatorios en una suma iterada
de términos no negativos (véase el corolario 1.1.3).

Ejercicio 4.47.
Sea f : U −→ R de clase C∞ en un abierto U ⊂ R. Demuestre que la siguiente

condición es necesaria y suficiente para que f sea anaĺıtica en U .
Para cada a ∈ U existen un entorno de a, Va ⊂ U , y constantes Ma > 0, Ca > 0, tales

que para todo x ∈ Va y todo n ∈ N se cumple

|f (n)(x)| ≤ n!MaC
n
a .

solución.

Necesidad. Si a ∈ U , por hipótesis, f admite un desarrollo en serie de potencias en un
intervalo (a− ρ, a+ ρ) ⊂ U :

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− a)n si |x− a| < ρ.

Sean 0 < s < r < ρ, Va = {x ∈ R : |x − a| < s}, Ca = 1/(r − s) y Ma =
∑∞

n=0 |an|rn. En
virtud del ejercicio 4.46, para todo n ∈ Z y todo x ∈ Va se cumple

|f (n)(x)| ≤ n!MaC
n
a .

Suficiencia. Consideremos el resto del desarrollo de Taylor de f en a:

Rn(x) =
1

n!
f (n)(a+ θx)(x− a)n con θ ∈ [0, 1].

Dado 0 < δ < 1, sea 0 < r < δ/Ca tal que x ∈ Va cuando |x− a| < r. Entonces para todo
x ∈ (a− r, a+ r) se cumple

|Rn(x)| ≤ Ma(Ca)nrn = Ma δ
n

luego ĺımnRn(x) = 0, es decir,

f(x) =
∞∑

n=1

fn(a)

n!
(x− a)n para todo x ∈ (a− δ, a+ δ).

Ejercicio 4.48.
Si f : V −→ R es una función anaĺıtica real, definida en un abierto V ⊂ R, demuestre

que existe un abierto Ω ⊂ C, con V = Ω ∩R, y una función anaĺıtica compleja F ∈ A (Ω),
tal que f(x) = F (x) para todo x ∈ V .
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solución.

Para cada a ∈ V existe un intervalo (a− ra, a+ ra) ⊂ V donde f admite un desarrollo
en serie de potencias con coeficientes reales

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− a)n si |x− a| < ra.

La serie de potencias
∑∞

n=0 an(z − a)n define en Da = D(a, ra) una función anaĺıtica
compleja Fa tal que

Fa(x) = f(x) para todo x ∈ D(a, ra) ∩ R = (a− ra, a+ ra).

El abierto Ω =
⋃

a∈V Da cumple el requisito del enunciado.

Se define F : Ω −→ C poniendo F (z) = Fa(z) si z ∈ Da. Esta definición es consistente:
si Da ∩ Db 6= ∅ entonces Fa y Fb son anaĺıticas en el abierto conexo Da ∩ Db y coinciden
sobre el segmento R ∩Da ∩Db, luego, en virtud del principio de identidad, Fa(z) = Fb(z)
para todo z ∈ Da ∩Db.

Ejercicio 4.49.

Demuestre directamente, sin utilizar que las funciones holomorfas son anaĺıticas, el
siguiente resultado: si f ∈ A (Ω) con 0 6∈ f(Ω) y g es un logaritmo continuo (resp. una
ráız n-ésima continua) de f en Ω, entonces g ∈ A (Ω).

solución.

Como f ′ es anaĺıtica y 0 6∈ f(Ω), también es anaĺıtica f ′/f (ya que 1/f es anaĺıtica
(proposición 4.1.8) y el producto de dos funciones anaĺıticas es una función anaĺıtica.

Supongamos, en primer lugar, que g es un logaritmo continuo de f . Entonces, según
la proposición 3.1.4, podemos asegurar que g es derivable en Ω, con derivada g′ = f ′/f
anaĺıtica. Esto implica que g es anaĺıtica. En efecto, si

∑∞
n=0 an(z − a)n es un desarrollo

en serie de potencias de g′ en D(a, r) ⊂ Ω, la serie

g(a) +
∞∑

n=0

an

n+ 1
(z − a)n+1

define en D(a, r) una función anaĺıtica G tal que G′ = g′. Como G(a) = g(a), se sigue que
g|D(a,r) = G|D(a,r) y por lo tanto g admite un desarrollo en serie de potencias en D(a, r).

Si h(z) es una ráız n-ésima continua de f(z), según el ejercicio 3.5, se puede expresar
localmente en la forma h(z) = eg(z)/n, donde g(z) es un logaritmo continuo, y por lo tanto
anaĺıtico, de f(z). Teniendo en cuenta que la composición de dos funciones anaĺıticas es
otra función anaĺıticas se obtiene que h(z) es anaĺıtica.

Ejercicio 4.50.

Sea a un cero aislado, de multiplicidad m, de una función anaĺıtica f . Demuestre que
una condición necesaria y suficiente para que en algún entorno de a se pueda definir una
ráız n-ésima continua de f , es que m sea múltiplo de n.
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solución.

Como a es un cero aislado de f , de multiplicidad m, existe D(a, r) ⊂ Ω tal que f(z) =
(z − a)mF (z), donde F admite un desarrollo en serie de potencias en D(a, r) y F (a) 6= 0.
Por continuidad podemos suponer que F (D(a, r)) ⊂ D(b, |b|), donde b = F (a) 6= 0. Si
Logb es un logaritmo continuo de z definido en D(b, |b|), se sigue que

h(z) = e
1
n

Logb F (z)

es una función continua en D(a, r) ⊂ Ω que verifica

f(z) = (z − a)mh(z)n para todo z ∈ D(a, r).

Si m = nk es claro que (z − a)kh(z) es una ráız n-ésima continua de f en D(a, r).
Rećıprocamente, si existe una función continua ϕ ∈ C(D(a, ρ)), definida en algún disco

D(a, ρ) ⊂ Ω, tal que ϕ(z)n = f(z) para todo z ∈ D(a, ρ), entonces (ϕ(z)/h(z))n = (z−a)m

para todo z ∈ D(a, ρ) y, teniendo en cuenta el ejercicio 3.4, se concluye que m es múltiplo
de n.

Ejercicio 4.51.
Sea Ω un abierto conexo y f ∈ A (Ω) una función anaĺıtica no constante con una ráız

n-ésima continua g. Demuestre que hay exactamente n ráıces n-ésimas continuas de f en
Ω, que necesariamente son anaĺıticas, dadas por

gk(x) = ωk g(x) donde ωk = e2πik/n, k = 0, 1, 2, · · · n− 1.

solución.

Como los ceros de f son aislados, {z ∈ Ω : f(z) 6= 0} es un abierto conexo no vaćıo
(véase el ejercicio 2.39), por lo que, en virtud del ejercicio 3.2, si g es una ráız n-ésima
continua de f en Ω, entonces hay exactamente n ráıces n-ésimas continuas de f dadas por

gk(x) = ωkg(x) donde ωk = e2πik/n, k = 0, 1, 2, · · · n− 1.

Para terminar basta ver que para cada a ∈ Ω hay un disco D(a, r) ⊂ Ω donde g
es anaĺıtica. Dado a ∈ Ω, existen D(a, r) ⊂ Ω y m ∈ {0, 1, 2, . . . } tales que f(z) =
(z−a)mF (z), donde F admite un desarrollo en serie de potencias en D(a, r) y b = F (a) 6= 0
(si a es cero de f , m es su multiplicidad, y m = 0 si f(a) 6= 0). Por continuidad podemos
suponer que F (D(a, r)) ⊂ D(b, |b|), donde b = F (a) 6= 0. Si Logb es un logaritmo continuo
de z definido en D(b, |b|) sabemos que Logb es anaĺıtico (porque su derivada lo es) y se
sigue que

h(z) = e
1
n

Logb F (z)

es una función anaĺıtica en D(a, r) ⊂ Ω que verifica

f(z) = (z − a)mh(z)n para todo z ∈ D(a, r).

Si f(a) = 0 entonces, según el ejercicio 4.50, m ha se der múltiplo de n, es decir, m = nk
para algún k ∈ N, y si f(a) 6= 0 tomamos k = 0. En ambos casos, ϕ(z) = (z − a)kh(z)
es una ráız n-ésima anaĺıtica de f en D(a, r). Por lo demostrado en la primera parte,
existe una constante ω tal que g(z) = ωϕ(z) para todo z ∈ D(a, r), luego g es anaĺıtica en
D(a, r).
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Ejercicio 4.52.
Sea f una función anaĺıtica no constante en D(a,R). Demuestre que existe D(a, r) ⊂

D(a,R) donde f se puede expresar en la forma

f(z) = f(a) + ϕ(z)m para todo z ∈ D(a, r)

donde m ∈ N, ϕ es anaĺıtica en D(a, r) y ϕ′(a) 6= 0. Obtenga como aplicación:

a) la derivada de una función anaĺıtica inyectiva no se anula nunca;

b) toda función anaĺıtica no constante en un abierto conexo es abierta.

Utilice b) para demostrar el teorema fundamental del álgebra.

solución.

La función no idénticamente nula f(z) − f(a) tiene en z = a un cero aislado con una
multiplicidad m ∈ N, es decir,

f(z) − f(a) = (z − a)mg(z)

donde g es anaĺıtica en D(a,R) y b = g(a) 6= 0. Por continuidad, existe 0 < r < R tal que
g(D(a, r)) ⊂ D(b, |b|). Si Logb : D(b, |b|) −→ C es una rama del logaritmo de z (véase el
ejercicio 3.3). Como Logb es anaĺıtica (porque su derivada lo es) se sigue que

ϕ(z) = (z − a)e
1
m

Logb g(z)

es anaĺıtica en D(a, r) y cumple los requisitos del enunciado.
La interpretación geométrica es la siguiente: en un entorno de z = a la función f

se descompone en una aplicación ϕ que conserva ángulos orientados en a, seguida de la
función zm y de una traslación. Para valores pequeños de z − a la función ϕ se comporta
como z → ϕ′(a)(z − a) cuya interpretación geométrica es clara, luego, en un entorno
suficientemente pequeño de a, la función f(z) − f(a) se comporta cualitativamente como
(z − a)m.

Para obtener a) basta observar que si f ′(a) = 0 entonces m > 1 y por lo tanto f no es
inyectiva en ningún entorno de a.

b) Sea f una función anaĺıtica no constante en un abierto conexo Ω. Hay que demostrar
que si V ⊂ Ω es abierto entonces f(V ) también lo es, es decir, para cada a ∈ V existe
δ > 0 tal que D(f(a), δ) ⊂ f(V ).

Por lo que ya hemos demostrado existe D(a, r) ⊂ V donde f se expresa en la forma
descrita en el enunciado.

Como ϕ(a) = 0 y ϕ′(a) 6= 0, aplicando el teorema de la función inversa para funciones
reales de dos variables reales, se obtienen un entorno abierto de a, Wa ⊂ D(a, r), y un
disco D(0, ρ) tales que ϕ(Wa) = D(0, ρ). La imagen de D(0, ρ) mediante la función zm es
D(0, ρm) de modo que con δ = ρm se verifica

f(V ) ⊃ f(Wa) = f(a) +D(0, ρ)m = D(f(a), δ).

Si p es un polinomio complejo de grado ≥ 1, en virtud de lo anterior, p transforma
abiertos en abiertos. Si se demuestra que p transforma cerrados en cerrados se tendrá que
el conjunto no vaćıo p(C) es abierto y cerrado en el espacio conexo C, luego p(C) = C y
en particular 0 ∈ p(C).
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Si F es un subconjunto cerrado de C, dado w ∈ p(F ) existe una sucesión zn ∈ F
tal que wn = p(zn) converge hacia w. La sucesión zn es acotada pues en caso contrario
existiŕıa una subsucesión znk

→ ∞ y se seguiŕıa que w = ĺımk wnk
= ĺımk p(znk

) = ∞. La
sucesión acotada zn posee una subsucesión convergente hacia un punto z ∈ F que cumple
p(z) = w. Queda demostrado que w ∈ p(F ) y con ello que p(F ) es cerrado.

4.2.7. Complementos sobre puntos singulares

En los siguientes ejercicios, sobre reordenación de las series de potencias, se estudia
la noción de punto singular de un desarrollo.

Ejercicio 4.53.

Sea f(z) =
∑∞

n=0 an(z− a)n la función definida por una serie de potencias en su disco
de convergencia D(a, ρ). Se supone que el radio de convergencia ρb de la serie reordenada
en b ∈ D(a, ρ) verifica ρb > ρ−|b−a|. Demuestre que f se puede prolongar anaĺıticamente
al abierto Ω = D(a, ρ) ∪D(b, ρb).

solución.

La suma de la serie reordenada en b, g(z) =
∑∞

n=1 bn(z − b)n, es anaĺıtica en D(b, ρb).
Si r = ρ − |b − a| > 0, el teorema de reordenación 4.1.5 asegura que f y g coinciden
sobre D(b, r) ⊂ D(a, ρ). Aplicando el principio de identidad se obtiene que f y g coinciden
sobre D(a, ρ) ∩ D(b, ρb). Aśı podemos definir en Ω una función F tal que F (z) = f(z) si
z ∈ D(a, ρ) y F (z) = g(z) si z ∈ D(b, ρb). Es obvio que F es anaĺıtica y, en virtud del
principio de identidad, es la única prolongación anaĺıtica de f a Ω.

Ejercicio 4.54.

Se considera una serie de potencias
∑∞

n=1 an(z − a)n con radio de convergencia 0 <
ρ < +∞. Se dice que s ∈ {z : |z − a| = ρ} es un punto singular de la serie de potencias
cuando para cada b en el segmento [a, s) el radio de convergencia de la serie reordenada en
b vale ρ− |b− a|. Demuestre que los puntos singulares forman un subconjunto cerrado de
{z : |z− a| = ρ}. (En el ejercicio 5.23 se demuestra que hay al menos un punto singular).

solución.

Hay que demostrar que si |u − a| = ρ y u no es singular, existe un entorno abierto U
de u tal que todos los puntos de U ∩ {z : |z − a| = ρ} no son singulares.

Por definición, existe b ∈ [a, u] tal que la reordenación en b produce una serie
∑∞

n=0 bn(z−
b)n con radio de convergencia δ > |b − u|. Veamos que tomando U = D(b, δ) se satisface
la condición requerida.
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b

δ

b

2ε

b

c

b

b

a

b

u

v

Dado v ∈ U ∩ {z : |z − a| = ρ} sea ε > 0 tal que D(v, 2ε) ⊂ D(b, δ) y c un punto del
segmento [a, v] verificando |c− v| < ε. Entonces D(c, ε) ⊂ D(v, 2ε) ⊂ D(b, δ) y se sigue de
estas inclusiones que la reordenación de

∑∞
n=0 bn(z − b)n alrededor de c produce una serie∑∞

n=0 cn(z − c)n con radio de convergencia ρc ≥ ε > |c − v|. Esta última serie coincide
con la obtenida mediante reordenación directa de la serie inicial y por lo tanto v no es
singular.

Ejercicio 4.55.
Se considera una serie de potencias

∑∞
n=0 anz

n con coeficientes reales an ≥ 0. Si
0 < ρ < +∞ es su radio de convergencia, demuestre que z = ρ es un punto singular de la
serie de potencias (véase la definición de punto singular en el ejercicio 4.54).

solución.

Si 0 < b < ρ, reordenando la serie alrededor de b resulta
∑∞

n=0 bn(z − b)n, con coefi-
cientes reales no negativos

bn =
∞∑

m=n

(
m

n

)
amb

m−n ≥ 0.

Tenemos que demostrar que el radio de convergencia de esta serie es ρ− b.
Para ello razonamos por reducción al absurdo, suponiendo que la reordenada

∑∞
n=0 bn(x−

b)n converge en algún x > ρ. Sustituyendo bn por la expresión de arriba, resulta una serie
doble iterada convergente de términos no negativos, por lo que es ĺıcito conmutar el orden
de sumación (véase 1.1.3). Aśı se obtiene

∞∑

n=0

( ∞∑

m=n

(
m

n

)
amb

m−n

)
(x− b)n =

∞∑

m=0

am

m∑

n=0

(
m

n

)
bm−n(x− b)n =

=
∞∑

m=0

am
[
(x− b) + b

]m
=

∞∑

m=0

amx
m.

Sin embargo, la última serie no puede ser convergente porque x > ρ. Con esta contradicción
termina la demostración.
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Ejercicio 4.56.

Demuestre que todos los puntos de la circunferencia |z| = 1 son singulares para la serie
de potencias

∑∞
n=1 z

2n
. Véase la definición de punto singular en el ejercicio 4.54.

Indicación. El punto 1 es singular en virtud del ejercicio 4.55. Además, la suma f(z)
de la serie verifica f(z) = z2 +f(z2) para cada z ∈ D(0, 1), lo que implica que f(z)−f(wz)
es un polinomio cuando w2n

= 1.

solución.

Es inmediato que el radio de convergencia de la serie es 1 y que la suma f(z) de la
serie verifica

f(z) = z2 + z4 + z8 + · · · = z2 + f(z2), si |z| < 1.

Aplicando repetidamente esta relación

f(z) = z2 + z4 + z8 + · · · + z2n
+ f

(
z2n)

= pn(z) + f
(
z2n)

.

Si w2n
= 1 y fw(z) = f(wz) entonces f(z) − fw(z) = pn(z) − pn(wz) es un polinomio de

grado menor o igual que 2n. Por lo tanto para m > 2n

f (m)(z) = f (m)
w (z) = wmf (m)(wz).

Si b ∈ D(0, 1), la igualdad |f (m)(b)| = |f (m)(wb)|, válida para todo m > 2n, implica que el
radio de convergencia de la reordenación en b coincide con el de la reordenación en wb.

Según el ejercicio 4.55, 1 es punto es singular, es decir, para 0 < r < 1 el radio de
convergencia de la serie reordenada en r es 1−r. Por lo probado anteriormente el radio de
convergencia de la serie reordenada en el punto wr también es 1 − r, luego w es un punto
singular.

El conjunto S de los puntos singulares es denso en la circunferencia |z| = 1 porque

⋃

n∈N

{
w : w2n

= 1
} ⊂ S.

Por otra parte, según el ejercicio 4.54, S es un subconjunto cerrado de la circunferencia
|z| = 1, luego S = {z : |z| = 1}.

Ejercicio 4.57.

Obtenga una serie de potencias, con disco de convergencia D(0, 1), cuya suma f veri-
fique

ĺım sup
n→∞

n

√
|f (n)(a)|

n!
=

1

1 − |a| para todo a ∈ D(0, 1).

solución.

La condición del enunciado significa que el radio de convergencia de la reordenación
en a ∈ D(0, 1) es 1 − |a|, luego todos los puntos de la circunferencia |z| = 1 son singulares
(véase el ejercicio 4.54). En el ejercicio 4.56 se obtiene una serie de potencias con esta
propiedad.
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4.3. Ejercicios propuestos

4.1 Compruebe que la sucesión de funciones reales fn(x) = xe−n2x2/2 converge uni-
formemente sobre (−ε, ε) pero la correspondiente sucesión de funciones complejas
fn(z) = ze−n2z2/2 no converge uniformemente sobre D(0, ε).

4.2 Sean fn, gn : Ω −→ C sucesiones de funciones continuas que convergen uniforme-
mente sobre compactos. Demuestre que la sucesión producto ϕn = fngn también
converge uniformemente sobre compactos.

4.3 Calcule los radios de convergencia de las series de potencias,

∞∑

n=1

zn log n;
∞∑

n=0

n!zn;
∞∑

n=0

n22−nzn;

∞∑

n=0

anz
kn+h;

∞∑

n=0

2n− 1

3n+ 1
zn;

∞∑

n=0

(2n)!(n!)−2zn;

∞∑

n=0

n!n−nzn;
∞∑

n=0

2−nz2n
;

∞∑

n=0

(n+ an)zn.

4.4 Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, definida para |z| < ρ, donde ρ > 0 es el radio de convergencia.

Utilice el resultado obtenido en el ejercicio 4.36 para demostrar que si f es acotada
entonces

∑∞
n=0 |an|2 < +∞.

4.5 Demuestre que la serie
∑∞

n=1 z
n/(1 − zn) converge uniformemente sobre compactos

en D(0, 1) y que su suma f es desarrollable en serie de potencias en D(0, 1) con
coeficientes ak = τ(k), donde τ(k) es el número de divisores de k.

4.6 Demuestre que la serie
∑∞

n=1 z
2/(n2 − z2) converge uniformemente sobre compactos

en el disco D(0, 1) y que su suma f(z) es desarrollable en serie de potencias en este
disco, f(z) =

∑∞
n=1 a2kz

2k, con coeficientes a2k =
∑∞

n=1 n
−2k.

4.7 Dada una función anaĺıtica f ∈ A (Ω) se considera su desarrollo en serie de potencias
en un disco D(a, r) ⊂ Ω, f(z) =

∑∞
k=0 ak(z − a)k para z ∈ D(a, r). Para cada k ∈ N

sea gk(z) = f(z)/(z − a)k y

αk(r) =

∫ 2π

0
gk(a+ reiθ) dθ,

definida para 0 < r < d = ı́nf{|z − a| : z ∈ C \ Ω} (distancia de a al cerrado C \ Ω).
Demuestre que la función αk(r) es constante con valor constante ak. Deduzca de ello
que el radio de convergencia de la serie de potencias es mayor o igual que d y que el
desarrollo anterior sigue siendo válido para z ∈ D(a, d).

4.8 Demuestre que existe una única función anaĺıtica f ∈ A (C) tal que f(0) = 1 y
f(2−(n+1)) = f ′(2−n) para todo n ∈ N.

4.9 Razone la existencia o no de una función f : D(0, 2) −→ C, desarrollable en serie de
potencias, tal que f(1/n) = in para todo n ∈ N.
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4.10 Sea f(z) =
∑∞

n=1 anz
n definida para |z| < 1, con ceros

Z (f) =
{

1 − 1

n
: n ≥ 2

}
.

Justifique que el radio de convergencia de la serie de potencias reordenada en a ∈
D(0, 1) es menor o igual que |a− 1|. Obtenga el radio de convergencia de la serie de
potencias reordenada en z = 1/2.

4.11 Sea f(z) =
∑∞

n=1 an(z − a)n una serie de potencias convergente en el disco D(a, r)
(con an 6= 0 para algún n ∈ N). Si w es un punto de acumulación de ceros de f
demuestre que |w − a| = r y w es un punto singular de la serie de potencias.

4.12 Demuestre que el radio de convergencia de
∑∞

n=1 n
−2zn! es 1 y que cada punto de la

circunferencia |u| = 1 es un punto singular del desarrollo.

Indicación. Según el ejercicio 4.55, u = 1 es singular. Si u = exp
(
2πm

n i
)

y f es la
función definida por la serie entonces f(uz) − f(z) es un polinomio.

4.13 Compruebe que la función de variable real

f(x) =

{
e1/(1−x2) si |x| < 1,

0 si |x| ≥ 1

es de clase C∞, pero no es anaĺıtica.

4.14 Demuestre el siguiente teorema de Bernstein: si f : [a, a + r] −→ R es de clase C∞

y f (n)(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, a+ r] y todo n ∈ N entonces,

f(x) =
+∞∑

k=0

f (k)(x)

k!
(x− a)k, para todo x ∈ [a, a+ r].



Caṕıtulo 5

Versión elemental de los teoremas

de Cauchy

5.1. Preliminares teóricos

5.1.1. Integral de camino

Una función acotada f : [a, b] −→ C se dice que es integrable Riemann cuando sus
componentes u = Re f , v = Im f lo son. En este caso se define

∫ b

a
f(t) dt =

∫ b

a
u(t) dt + i

∫ b

a
v(t) dt

Las funciones con un conjunto finito de puntos de discontinuidad son integrables y siguen
valiendo los teoremas fundamentales del cálculo y sus consecuencias: Regla de Barrow,
cambio de variable, integración por partes, etc.

Se verifican las dos propiedades siguientes:

a) si f : [a, b] −→ C es integrable, |f | también lo es y

∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(t)| dt;

b) si una sucesión de funciones integrables fn : [a, b] −→ C converge uniformemente
hacia f : [a, b] −→ C, entonces f es integrable y se cumple

∫ b

a
f(t) dt = ĺım

n

∫ b

a
fn(t) dt.

Si Ω ⊂ C es abierto y γ : [a, b] −→ Ω es continua se dice que γ es un camino en Ω.
Cuando γ(a) = γ(b) se dice que γ es un camino cerrado. Un camino γ : [a, b] −→ C se dice
que es regular a trozos cuando existe una subdivisión de [a, b], a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn = b, tal que cada γ|[xi−1,xi] es de clase C1.

161
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Definición 5.1.1.

Si f : Ω −→ C es continua en el abierto Ω ⊂ C, dado un camino regular a trozos
γ : [a, b] −→ Ω se define la integral de ĺınea

∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt.

Obsérvese que γ es derivable excepto en un conjunto finito de puntos de (a, b), x1 < x2 <
· · · < xn−1, en los que existen las derivadas laterales. La función g(t) = f(γ(t))γ′(t),
aunque no está definida en estos puntos, coincide en cada intervalo abierto (xi−1, xi) con
la restricción de una función continua definida en [xi−1.xi]. Por lo tanto, definiendo g de
modo arbitrario en los puntos x1, x2, . . . , xn−1, resulta una función integrable Riemann
cuya integral no depende del valor asignado a g en esos puntos.

En lo que sigue ∼γ designa el camino opuesto de γ, de origen γ(−b) y extremo γ(−a),
definido en [−b,−a], por (∼γ)(t) = γ(−t).

Dados dos caminos γ1 : [a1, b1] −→ C, γ2 : [a2, b2] −→ C, si b1 = a2, y el extremo del
primero coincide con el origen del segundo, su yuxtaposición, γ = γ1 ∨ γ2, es el camino
γ : [a1, b2] −→ C definido por γ(t) = γ1(t) si t ∈ [a1, b1] y γ(t) = γ2(t) si t ∈ [a2, b2].
Iterando el procedimiento se define la yuxtaposición de un número finito de caminos.

Dos caminos regulares a trozos γi : [ai, bi] −→ C, i = 1, 2, se dice que son equivalentes
cuando existe una función σ : [a1, b1] → [a2, b2] creciente y regular a trozos, tal que
γ1 = γ2 ◦ σ.

Proposición 5.1.2.

Sean f, fn, n ∈ N, funciones continuas en un abierto Ω ⊂ C. Si γ, γ1, γ2 son caminos
regulares a trozos en Ω se verifica:

a)
∫

γ(f1(z) + f2(z)) dz =
∫

γ f1(z) dz +
∫

γ f2(z) dz.

b)
∫

γ f(z) dz =
∫

γ1
f(z) dz +

∫
γ2
f(z)dz si γ = γ1 ∨ γ2.

c)
∫

∼γ f(z) dz = − ∫γ f(z) dz.

d)
∫

γ1
f(z) dz =

∫
γ2
f(z) dz si γ1, γ2 son equivalentes.

e)
∣∣∫

γ f(z) dz
∣∣ ≤ MLong(γ), donde M = sup

{|f(z)| : z ∈ Imagen(γ)
}

y Long(γ) es la
longitud de γ.

f )
∫

γ f(z) dz = ĺımn→∞
∫

γ fn(z) dz si fn converge hacia f uniformemente sobre Imagen(γ).

El siguiente teorema revela el papel que desempeña la integral de camino como herra-
mienta para determinar si una función holomorfa tiene primitiva.

Teorema 5.1.3.

Si f es una función compleja continua en un abierto Ω ⊂ C, son equivalentes

a) existe F ∈ H (Ω) tal que F ′ = f ;

b)
∫

γ f(z) dz = 0 para cada camino cerrado regular a trozos γ en Ω.



5.1. Preliminares teóricos 163

En las condiciones del teorema anterior, si se cumple b) y Ω es conexo, para obtener una
primitiva F de f basta fijar un punto a ∈ Ω y definir

F (z) =

∫

γz

f(w) dw

donde γz es cualquier camino en Ω, regular a trozos, con origen a y extremo z ∈ Ω. Cuando
Ω no es conexo se consigue la primitiva procediendo de esta forma en cada componente
conexa.

Utilizando 5.1.3 se obtiene fácilmente que la función 1/z no tiene primitiva en C \ {0}.
Para establecer este hecho sin utilizar la integral de camino basta utilizar el ejercicio 3.4
y aplicar la proposición 3.1.5 a la función f(z) = z.

Según el corolario 4.1.9 los desarrollos de Laurent sirven para determinar si una función
holomorfa tiene primitiva en una corona. En los ejercicios 5.3, 5.5–5.10 y 5.12 se hace uso
sistemático de este corolario reformulado en los siguientes términos:

Corolario 5.1.4.

Sea f(z) =
∑+∞

n=−∞ an(z−a)n una serie de Laurent convergente en la corona A = {z :
r < |z − a| < R}. Si γ es un camino cerrado y regular a trozos en A se verifica

∫

γ
f(z) dz =

∫

γ

a−1

z − a
dz.

En particular, aplicando este resultado a la función f(z)(z − a)m+1 y a la circunferencia
Cρ(t) = a+ ρeit ( 0 ≤ t ≤ 2π) con r < ρ < R, resulta

∫

Cρ

f(z)dz = 2πiam.

Dada una función holomorfa f ∈ H (G), la caracterización 3.1.5 de los abiertos Ω ⊂ G
en los que f posee logaritmo holomorfo se puede completar ahora en la forma siguiente

Proposición 5.1.5.
Si f ∈ H (Ω) y 0 6∈ f(Ω), son equivalentes

a) existe g ∈ H (Ω) tal que f = eg;

b) existe F ∈ H (Ω) tal que F ′(z) =
f ′(z)
f(z)

;

c)

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz = 0 para cada camino cerrado regular a trozos γ en Ω.

En las condiciones de la proposición 5.1.5, si Ω es conexo, para obtener una primitiva
F de f ′/f en Ω basta considerar la integral

F (z) =

∫

γz

f ′(w)

f(w)
dw

donde γz es un camino en Ω, regular a trozos, con origen fijo a ∈ Ω y extremo variable
z ∈ Ω. En este caso g(z) = F (z) + c, con c ∈ log f(a), es un logaritmo holomorfo de f en
Ω (véase el ejercicio 7.36).
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5.1.2. Los teoremas de Cauchy en versión elemental

En lo que sigue, cuando se hable de rectángulos en el plano complejo, se supondrá
siempre que son cerrados y de lados paralelos a los ejes. Dado un rectángulo R = {x+ iy :
x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]} designaremos por ∂R el camino cerrado formado por sus cuatro lados,
recorrido en el sentido

a+ ic → b+ ic → b+ id → a+ id → a+ ic.

Diremos que Ω es un abierto especial si existe z ∈ Ω tal que para cada w ∈ Ω el rectángulo
Rz,w con vértices opuestos z, w está contenido en Ω (Rz,w puede degenerar en un seg-
mento si Re z = Rew o si Im z = Imw). Son abiertos especiales los discos, los semiplanos
determinados por rectas paralelas a uno de los ejes y los cuadrantes. Para este tipo de
abiertos se verifica

Teorema 5.1.6.

Si f : Ω −→ C es continua en un abierto especial Ω ⊂ C, son equivalentes

a) existe F ∈ H (Ω) tal que F ′ = f ;

b)
∫

∂R f(z) dz = 0 para cada rectángulo cerrado R ⊂ Ω.

Teorema 5.1.7. Cauchy-Goursat.

Si f ∈ H (Ω) entonces
∫

∂R f(z) dz = 0 para cada rectángulo cerrado R ⊂ Ω. Por
lo tanto f tiene primitiva en cada abierto especial (y en particular en cada disco)
contenido en Ω.

Un abierto Ω ⊂ C se dice que es holomórficamente conexo si es conexo y para cada
f ∈ H (Ω) existe F ∈ H (Ω) tal que F ′ = f . En virtud de 5.1.7 los abiertos especiales son
holomórficamente conexos, pero el rećıproco es falso. En el ejercicio 5.13 se propone una
técnica útil para demostrar, con recursos elementales, que ciertos abiertos concretos son
holomórficamente conexos.

Lema 5.1.8.
Sea γ : [0, 1] −→ C un camino regular a trozos y ϕ : K −→ C una función continua

sobre K = γ([0, 1]). La función

h(z) =
1

2πi

∫

γ

ϕ(w)

w − z
dw definida en Ω = C \K

es desarrollable en serie de potencias en cada disco D(a, r) ⊂ Ω:

h(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n si |z − a| < r, donde an =
1

2πi

∫

γ

ϕ(w)

(w − a)n+1
dw

y verifica ĺımz→∞ h(z) = 0.

El siguiente teorema proporciona una versión preliminar de la fórmula integral de
Cauchy, cuya versión general se verá en el teorema 7.1.7. De ella se desprenden los restantes
resultados de este caṕıtulo.
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Teorema 5.1.9. Fórmula integral de Cauchy.

Si f ∈ H (Ω) y D(a, r) ⊂ Ω, para cada z ∈ D(a, r) se verifica

f(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

w − z
dw

donde Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].

5.1.3. Las primeras consecuencias. Teoremas de Morera,

Liouville y Weierstrass

Teorema 5.1.10.

Las funciones holomorfas son anaĺıticas.
Más concretamente, si f ∈ H (Ω) entonces f es desarrollable en serie de potencias

en cada disco D(a,R) ⊂ Ω

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n, si |z − a| < R

y los coeficientes del desarrollo vienen dados por

an =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫

Cr

f(w)

(w − a)n+1
dw

donde Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π], con 0 < r < R.

Según el teorema anterior, si f ∈ H (Ω) y ρ es el radio de convergencia de su desarrollo
en serie de potencias alrededor de a ∈ Ω, se cumple que ρ ≥ d(a,C \ Ω). Este hecho, que
no es evidente a partir de la definición de función anaĺıtica considerada en el caṕıtulo 4,
puede resultar útil para calcular radios de convergencia de series de potencias (vea los
ejercicios 5.20 a 5.22 y 7.9).

Teorema 5.1.11.

Si f ∈ H (Ω) y A = {z : r < |z − a| < R} ⊂ Ω, entonces f admite un desarrollo de
Laurent en A:

f(z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n si r < |z − a| < R

cuyos coeficientes vienen dados por

an =
1

2πi

∫

Cρ

f(z)

(z − a)n+1
dz

donde Cρ(t) = a+ ρeit, t ∈ [0, 2π] con r < ρ < R.

Según el teorema anterior los coeficientes del desarrollo de Laurent están uńıvocamente
determinados por la suma del desarrollo. Se sigue de esto que si

∑+∞
n=−∞ anz

n es el desarro-
llo de Laurent de f ∈ H (A) en la corona
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A = {z : r < |z| < R} y f es par (resp. impar) entonces an = 0 si n es impar (resp. par).
Por otra parte, si f es holomorfa en A = {z : r < |z−a| < R} y f(z) =

∑+∞
n=−∞ an(z−a)n

es su desarrollo de Laurent en A, entonces f(z) − a−1

z−a tiene primitiva en A (véase el
corolario 4.1.9).

Teorema 5.1.12. Morera.

Si f : Ω −→ C es continua y
∫

∂R f(z) dz = 0 para cada rectángulo cerrado R ⊂ Ω,
entonces f ∈ H (Ω).

Si f : Ω −→ C es continua y holomorfa en Ω \ {a}, es fácil ver que
∫

∂R f(z) dz = 0
para cada rectángulo cerrado R ⊂ Ω, por lo que, en virtud del teorema de Morera f es
holomorfa en Ω.

Teorema 5.1.13. Desigualdades de Cauchy.

Si f ∈ H (Ω) y D(a, r) ⊂ Ω, para cada n ≥ 0 se verifica

∣∣∣
f (n)(a)

n!

∣∣∣ ≤ M(r)

rn

donde M(r) = máx{|f(z)| : |z − a| ≤ r}.

Como consecuencia del teorema del módulo máximo (9.1.2) se puede asegurar que
M(r) = máx{|f(z)| : |z − a| = r}.

En las condiciones de 5.1.13, si ρ = dist(a,C \ Ω), la mejor cota de |f (n)(a)| que
proporcionan las desigualdades de Cauchy se consigue con el extremo inferior de la función
n!M(r)r−n sobre (0, ρ) (vea los ejercicios 5.38 y 5.43). Por otra parte, si M = sup{|f(z)| :
|z−a| < ρ} es finito, como la función r → M(r) es creciente se verifica ĺımr→ρM(r) = M ,
luego

|fn(a)| ≤ n!Mρ−n.

Teorema 5.1.14. Liouville.

Toda función entera y acotada es constante.

Combinando el teorema de Morera con la fórmula integral de Cauchy, se demuestra el
siguiente resultado:

Teorema 5.1.15. Weierstrass.

Si la sucesión fn ∈ H (Ω) converge uniformemente sobre compactos hacia f : Ω −→ C

entonces f es holomorfa y la sucesión de las derivadas f ′
n converge uniformemente

sobre compactos hacia la derivada f ′.

Corolario 5.1.16.

Sea f(z) =
∑∞

k=1 fk(z) una serie de funciones holomorfas en Ω que converge unifor-
memente sobre compactos y

fk(z) =
∞∑

n=0

ak
n(z − a)n
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el desarrollo en serie de potencias de fk en D(a, r) ⊂ Ω. Entonces todas las series
numéricas

∑∞
k=1 a

k
n = an son convergentes y el desarrollo en serie de potencias de f

en D(a, r) es

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n.

Teorema 5.1.17.

Se supone que F : [α, β] × Ω −→ C es continua y que todas las funciones parciales
z → F (t, z) son holomorfas en el abierto Ω ⊂ C, con derivada denotada D2F (t, z).
Entonces, la integral

f(z) =

∫ β

α
F (t, z) dt

define en Ω una función holomorfa. Además, para cada z ∈ Ω, la función parcial
t → D2F (t, z)dz es continua en [α, β] y

f ′(z) =

∫ β

α
D2F (t, z) dt.

(Vea el ejercicio 5.48).

5.2. Ejercicios resueltos

5.2.1. Ejercicios con la integral de camino

Los recursos de integración que se requieren para los siguientes ejercicios son elemen-
tales

Ejercicio 5.1.
Si f : D(0, r)−→ C es continua y ĺımn rn = r, 0 < rn < r, demuestre que

∫

Cr

f(z) dz = ĺım
n→∞

∫

Crn

f(z) dz

donde Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Hay que demostrar que converge hacia 0 la sucesión

an =

∫

Cr

f(z) dz −
∫

Crn

f(z) dz =

∫ 2π

0

[
rf(reit) − rnf(rne

it)
]
ieitdt

Para ello utilizaremos que

|an| ≤
∫ 2π

0
|hn(t)| dt

donde hn(t) = rf(reit) − rnf(rne
it). Si M = máx

{|f(z)| : z ∈ D(0, r)
}

se verifica

|hn(t)| ≤
∣∣rf(reit) − rf(rne

it)
∣∣+

∣∣(r − rn)f(rne
it)
∣∣ ≤

≤ r
∣∣f(reit) − f(rne

it)
∣∣+ |r − rn|M
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Por la continuidad uniforme de f sobre el compacto D(0, r), dado ε > 0 existe δ ∈ (0, ε)
tal que si z,w ∈ D(0, r) y |z − w| < δ se cumple |f(z) − f(w)| < ε.

Sea nδ ∈ N tal que tal que |r−rn| < δ si n ≥ nδ. Entonces, si n ≥ nδ podemos asegurar
que para todo t ∈ [0, 2π] se cumple |f(reit) − f(rne

it)| ≤ ε luego |hn(t)| ≤ rε + δM ≤
(r +M)ε y se sigue que

n ≥ nδ ⇒ |an| ≤ 2π(r +M)ε.

Ejercicio 5.2.
Sea f ∈ H (Ω) y γ un camino cerrado regular a trozos en Ω. Demuestre que

Re

∫

γ
f(z)f ′(z) dz = 0.

solución.

La integral I =
∫

γ f(z)f ′(z) dz se puede escribir en la forma

I =

∫

σ
w dw =

∫ 1

0
σ(t)σ′(t) dt

donde el camino cerrado σ(t) = f(γ(t)) = x(t) + iy(t) se supone definido en [0, 1].

Re I =

∫ 1

0
Re
(
σ(t)σ′(t)

)
dt =

∫ 1

0

[
x(t)x′(t) + y(t)y′(t)

]
dt =

=
1

2

∫ 1

0

d

dt

[
x2(t) + y2(t)

]
dt.

Es claro que la última integral vale 0 porque al ser σ un camino cerrado se cumple x(1) =
x(0), y(1) = y(0).

Ejercicio 5.3.
Si f : Ω −→ C es continua en el abierto Ω ⊂ C y γ : [a, b] −→ Ω es un camino regular

a trozos, se define ∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt.

Sea P (z) un polinomio complejo y CR la circunferencia |z − a| = R (R > 0), con la
orientación habitual. Demuestre que

∫

CR

P (z) dz = −2πiR2P ′(a).

solución.

Conviene escribir el polinomio en potencias de z − a:

P (z) = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + · · · + an(z − a)n.

Como CR(t) = a+Reit, t ∈ [0, 2π], resulta:

I : =

∫

CR

P (z) dz =

∫ 2π

0
P
(
CR(t)

)
C ′

R(t) dt =

=

∫ 2π

0

( n∑

k=0

akR
keikt

)(−iRe−it) dt.
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Teniendo en cuenta que
∫ 2π

0 eimtdt = 0 si m 6= 0 y que a1 = P ′(a) se obtiene

I = 2π(−ia1R
2) = −2πiR2P ′(a).

También se puede obtener el resultado escribiendo la integral en la forma:

∫

CR

P (z) dz =

∫ 2π

0
P (CR(t))(−iRe−it) dt =

= −R2
∫ 2π

0

P (CR(t))

(CR(t) − a)2
iReit dt = −R2

∫

CR

P (z)

(z − a)2
dz.

Según el corolario 5.1.4, si consideramos el desarrollo

P (z)

(z − a)2
=

a0

(z − a)2
+

a1

(z − a)
+ a2 + a3(z − a) + · · · + an(z − a)n−2

donde todos los términos, excepto a1/(z − a), tienen primitiva, se obtiene

∫

CR

P (z)

(z − a)2
dz =

∫

CR

a1

z − a
dz = 2πia1 = 2πiP ′(a).

Ejercicio 5.4.
Sea f ∈ H (Ω) tal que |f(z) − 1| < 1 para cada z ∈ Ω. Si γ es un camino cerrado

regular a trozos en Ω demuestre que

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz = 0.

solución.

Como f(Ω) ⊂ D(1, 1) está contenido en el dominio del logaritmo principal, se puede
definir la composición Log f(z), que es una primitiva de f ′/f en Ω. Por consiguiente el
valor de la integral es 0.

5.2.2. Cálculo de integrales con desarrollos de Laurent

Las integrales que se proponen en el siguiente grupo de ejercicios se pueden calcular
haciendo uso sistemático del resultado expuesto en el corolario 5.1.4.

Ejercicio 5.5.
Si γ es un camino cerrado y regular a trozos en A = {z : r < |z| < R} y la función

f ∈ H (A) es par (f(z) = f(−z) para cada z ∈ A) demuestre que
∫

γ f(z)dz = 0.

solución.

Según la observación que sigue al teorema 5.1.11, el desarrollo de Laurent de f en A
es de la forma

∑+∞
n=−∞ anz

n con an = 0 si n es impar, y en particular a−1 = 0. Esto
garantiza que f tiene primitiva en A (corolario 4.1.9) y por lo tanto se cumple la condición
requerida.



170 Caṕıtulo 5. Versión elemental de los teoremas de Cauchy

Ejercicio 5.6.
Demuestre que en Ω = C \ [−1, 0] se puede definir una rama de la ráız cuadrada de

T (z) = z/(z + 1). Si g ∈ H (Ω) es la rama determinada por g(1) = 1/
√

2 obtenga el valor
de la integral I =

∫
C g(z) dz, donde C(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π].

solución.

T (z) no es real negativo cuando z 6∈ [−1, 0] (véase el ejercicio 4.17), luego en Ω está
definida su ráız cuadrada principal g(z) =

√
T (z) que cumple g(1) = 1/

√
2.

El desarrollo de Laurent de g en {z : |z| > 1} se calcula usando la serie binomial:

g(z) =

√
1

1 + 1/z
= S−1/2(1/z) =

∞∑

n=0

(
−1/2

n

)
z−n si |z| > 1.

El coeficiente de 1/z es a−1 = −1/2 y, según el corolario 5.1.4,

I = 2πia−1 = −πi.

Ejercicio 5.7.
Sea Ω = {z : |z| > 1} y n ∈ N. Demuestre que existe fn ∈ H (Ω) tal que

fn(z)n = (zn + 1)2 para todo z ∈ Ω.

Si r > 1 y Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π], obtenga los valores de n ∈ N para los que

∫

Cr

fn(z)

z
dz 6= 0.

solución.

Es inmediata la existencia de f1(z) = (z + 1)2 y f2(z) = z2 + 1. Consideremos ahora
el caso n ≥ 3. Si |z| > 1 podemos escribir

(zn + 1)2 = z2n
(

1 +
1

zn

)2

= z2n[S2/n(z−n)
]n

y, usando la serie binomial

S2/n(w) = e(2/n) Log(1+w) =
∞∑

k=0

(
2/n

k

)
wk si |w| < 1,

se obtiene que

fn(z) = z2S2/n(z−n) = z2
∞∑

k=0

(
2/n

k

)
z−kn

es una ráız n-ésima de (zn + 1)2, definida en Ω. Las otras ráıces n-ésimas se obtienen
multiplicando fn por las ráıces n-ésimas de 1. Por lo tanto, si la integral del enunciado no
se anula para una de las ráıces, tampoco se anula para las otras. Según el corolario 5.1.4
para que la integral no se anule es necesario y suficiente que no sea nulo el coeficiente de
1/z en el desarrollo de Laurent de fn(z)/z en Ω. Esto sólo ocurre para n = 1 y n = 2.



5.2. Ejercicios resueltos 171

Ejercicio 5.8.

Obtenga el valor de I =

∫

γ
z2e1/(z−1)dz, donde γ(t) = 1 + eit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Según el corolario 5.1.4, I = 2πia−1 donde a−1 es el coeficiente de
1/(z − 1) en el desarrollo de Laurent de z2e1/(z−1) en {z : |z| > 1}. Para calcular el
desarrollo conviene expresar z2 en potencias de h = z − 1:

z2e1/(z−1) = (h2 + 2h+ 1)e1/h = (h2 + 2h+ 1)

(
1 +

1

h
+

1

2!h2
+

1

3!h3
+ · · ·

)

Efectuando el producto se obtiene que el coeficiente de h−1 es

a−1 =
1

3!
+

2

2!
+ 1 =

13

6

luego I = 13
3 πi.

Ejercicio 5.9.

Sea f(z) la rama de la ráız cuadrada de 1 − z2, definida en C \ [−1, 1], y determinada
por f(2) = −

√
3i (véase el ejercicio 3.6). Obtenga el valor de la integral

∫

Cρ

(
1

z
+

1

z3

)
dz

f(z)

donde ρ > 1 y Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Según el ejercicio 3.6 la fórmula f(z) = −iz
√

1 − 1/z2 define en C \ [−1, 1] la ráız
cuadrada holomorfa de 1 − z2 que toma el valor −

√
3i para z = 2.

Sea g(z) = (1/z + 1/z3)/f(z) y γ = 1/Cρ. Es fácil ver que

∫

Cρ

g(z) dz = −
∫

γ

g(1/z)

z2
dz =

∫

γ

z2 + 1

i
√

1 − z2
dz = 0,

donde la última integral es nula porque la función que aparece bajo la integral es holomorfa
en D(0, 1) y γ es un camino cerrado en D(0, 1).

También se puede llegar al resultado usando el corolario 5.1.4: la función g(z) es par,
por lo que su desarrollo de Laurent en {z : |z| > 1} es de la forma

∑+∞
n=−∞ anz

n donde
an = 0 cuando n ∈ Z es impar, en particular a−1 = 0.

Aunque no es preciso calcular expĺıcitamente este desarrollo de Laurent, se podŕıa
obtener mediante la serie binomial S−1/2 considerando el producto

g(z) = i

(
1

z2
+

1

z4

)
S−1/2(−1/z2).
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Ejercicio 5.10.
Sean r1, r2 > 0 los radios de convergencia de las series de potencias

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n; g(z) =

∞∑

n=0

bnz
n.

Demuestre que la serie h(z) =
∑∞

n=0 anbnz
n tiene radio de convergencia mayor o igual

que r1r2 y que si |z| < rr2, con 0 < r < r1, se verifica

h(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

w
g

(
z

w

)
dw, donde Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Si 0 < |z| < r1r2 sea r > 0 tal que |z|/r2 < r < r1. La condición |z/r| < r2 garantiza
que la serie

∑∞
n=0 |bn(z/r)n| converge y por lo tanto |bn(z/r)n| es una sucesión acotada. Si

C > 0 es una cota superior de esta sucesión, para todo n ∈ N se cumple |anbnz
n| ≤ C|an|rn.

Como
∑∞

n=0 |an|rn < +∞ (porque 0 < r < r1) se sigue que la serie
∑∞

n=0 anbnz
n converge,

luego su radio de convergencia es mayor o igual que r1r2.
Si |z| < rr1, con 0 < r < r1, la función

ϕ(w) =
f(w)

w
g

(
z

w

)

está definida y es holomorfa en la corona {w : |z|/r2 < |w| < r1}, donde admite un
desarrollo de Laurent

∑+∞
n=−∞ cnw

n que se calcula efectuando el producto de las series
absolutamente convergentes

( ∞∑

n=0

anw
n−1

)( ∞∑

n=0

bnz
nw−n

)

y agrupando por paquetes según las potencias de w. Aśı se obtiene el valor

c−1 =
∞∑

n=0

anbnz
n = h(z)

y aplicando el corolario 5.1.4 se concluye que

1

2πi

∫

Cr

ϕ(w) dw = c−1 = h(z).

También se puede razonar considerando la serie

ϕ(w) =
∞∑

n=0

bnz
n f(w)

wn+1

que converge uniformemente sobre la circunferencia {w : |w| = r} en virtud del criterio
de Weierstrass: efectivamente, si M = máx{|f(w)| : |w| = r}, para todo w con |w| = r y
todo n ∈ N se cumple ∣∣∣∣bnz

n f(w)

wn+1

∣∣∣∣ ≤ M

r
|bn|

( |z|
r

)n

= αn

donde la serie
∑∞

n=0 αn converge, porque |z|/r < r2.
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La convergencia uniforme garantiza la integración término a término:

1

2πi

∫

Cr

ϕ(w) dw =
∞∑

n=0

bnz
n 1

2πi

∫

Cr

f(w)

wn+1
dw =

∞∑

n=0

anbnz
n = h(z)

donde la última igualdad se obtiene usando la fórmula integral para los coeficientes de un
desarrollo en serie de potencias (teorema 5.1.10).

Ejercicio 5.11.

Utilizando el desarrollo de Laurent de ez+1/z en {z : 0 < |z|} obtenga la igualdad

1

2π

∫ 2π

0
e2 cos t cosnt dt =

∞∑

m=0

1

m!(n+m)!

solución.

El desarrollo de Laurent de ez+1/z en {z : |z| > 0} se puede calcular considerando el
producto de las series absolutamente convergentes

( ∞∑

p=0

zp

p!

)( ∞∑

k=0

1

k!zk

)
= eze1/z.

Usando la proposición 1.1.1 se obtiene que

∑

(p,k)

zp−k

p! k!

es conmutativamente convergente, luego, en virtud del teorema 1.1.2, su suma ez+1/z

también se puede obtener sumando según los paquetes definidos mediante Mn = {(p, k) :
p− k = n} (n ∈ Z):

ez+1/z =
+∞∑

n=−∞
anz

n con an =
∞∑

k=0

1

k!(k + n)!

Aplicando el corolario 5.1.4 a la función ez+1/z se obtiene

an =
1

2πi

∫

C1

ez+1/z

zn+1
dz =

1

2π

∫ 2π

0

exp(eit + e−it)

eint
dt.

Considerando la parte real de la última integral (cuya parte imaginaria es nula) se obtiene

∞∑

k=0

1

k!(n + k)!
=

1

2π

∫ 2π

0
e2 cos t cosnt dt.

Otra alternativa para calcular la integral

1

2πi

∫

C1

ez+1/z

zn+1
dz
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sin usar series de Laurent ni los resultados sobre sumación por paquetes es acudir al
desarrollo en serie

ez+1/z

zn+1
=

ez

zn+1

∞∑

k=0

1

k! zk
=

∞∑

k=0

ez

k! zk+n+1

que converge uniformemente sobre la circunferencia |z| = 1 en virtud del criterio de Weiers-
trass: obsérvese que cuando |z| = 1 se cumple

∣∣∣∣
ez

k! zk+n+1

∣∣∣∣ ≤ M

k!
, donde M = máx

{|ez| : |z| = 1
}
.

Esto justifica la integración término a término, con la que se obtiene

1

2πi

∫

C1

ez+1/z

zn+1
dz =

∞∑

k=0

1

k!

(
1

2πi

∫

C1

ez

zk+n+1
dz

)
.

Las integrales que aparecen en la última suma se pueden calcular utilizando el corola-
rio 5.1.4:

1

2πi

∫

C1

ez

zk+n+1
dz =

1

(k + n)!

Aśı se obtiene que
1

2πi

∫

C1

ez+1/z

zn+1
dz =

∞∑

k=0

1

k!(k + n)!

Ejercicio 5.12.

Si f es holomorfa en D(0, 3) y C(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π], demuestre que

1

2πi

∫

C
f(z) Log

z + 1

z − 1
dz =

∫ 1

−1
f(x) dx.

solución.

Razonando como en el ejercicio 4.17 vemos que la función

g(z) = Log
z + 1

z − 1

está definida cuando z 6∈ [−1, 1], pues entonces (z + 1)/(z − 1) no es real negativo.

Comenzamos calculando el desarrollo de Laurent
∑+∞

n=−∞ bnz
n de fg en la corona

{z : 1 < |z| < 3} ya que entonces, en virtud de 5.1.4, se tendrá

1

2πi

∫

C
f(z)g(z) dz = b−1

y todo quedará reducido a demostrar que b−1 =
∫ 1

−1 f(x) dx.

Análogamente a como se hizo en el ejercicio 4.17, el desarrollo de Laurent de g en
{z : |z| > 1} se obtiene fácilmente a partir del desarrollo de su derivada

g(z) =
∞∑

k=1

1 − (−1)k

kzk
=

∞∑

n=0

2

(2n+ 1)z2n+1
si |z| > 1.
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Por otra parte, según el teorema 5.1.10, la función f admite en el discoD(0, 3) un desarrollo
en serie de potencias

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n si |z| < 3.

Si 1 < |z| < 3 los desarrollos en serie de f y g son absolutamente convergentes y con la
proposición 1.1.1 se obtiene que

∑

(k,n)

1 − (−1)k

k
anz

n−k

es conmutativamente convergente y su suma es f(z)g(z) (según su corolario 1.1.3). Efec-
tuando una sumación por paquetes (1.1.7), formando paquetes según las potencias de z,
se llega al desarrollo de Laurent de f(z)g(z) en {z : 1 < |z| < 3}:

f(z)g(z) =
+∞∑

n=−∞
bnz

n con b−1 = 2
∞∑

n=0

a2n

2n + 1

Como la serie f(x) =
∑∞

n=0 anx
n converge uniformemente sobre [−1, 1] (porque su

radio de convergencia es mayor o igual que 3) se puede integrar término a término y se
llega a la igualdad

∫ 1

−1
f(x) dx =

∞∑

n=0

an

n+ 1

(
1n+1 − (−1)n+1) = 2

∞∑

n=0

a2n

2n+ 1
= b−1.

Otra alternativa para calcular la integral

1

2πi

∫

C
f(z)g(z) dz,

sin usar series de Laurent ni los resultados sobre sumación por paquetes, es acudir al
desarrollo en serie

f(z)g(z) =
+∞∑

n=0

2f(z)

(2n+ 1)z2n+1

que converge uniformemente sobre la circunferencia |z| = 2, en virtud del clásico criterio
de Weierstrass: cuando |z| = 2 se cumple

∣∣∣∣
2f(z)

(2n+ 1)z2n+1

∣∣∣∣ ≤ 2M

(2n + 1)22n+1
donde M = máx

{|f(z)| : |z| = 2
}
.

Esto justifica la integración término a término, con la que se obtiene

∫

C
f(z)g(z) dz =

∞∑

n=0

2

(2n + 1)

(
1

2πi

∫

C

f(z)

z2n+1
dz

)
.

Según 5.1.4 el valor de cada una de las integrales que aparecen bajo la suma es an y aśı
se vuelve a obtener que ∫

C
f(z)g(z)dz =

∞∑

n=0

2an

(2n+ 1)
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5.2.3. Aplicaciones de los teoremas de Cauchy

La clave para resolver los ejercicios de este bloque es el hecho de que en los abier-
tos especiales las funciones holomorfas tienen primitiva (vea el teorema 5.1.7). En el
ejercicio 5.13 se establece que lo mismo ocurre en cada abierto conformemente equi-
valente a un disco. En los últimos ejercicios ya se utiliza que las funciones holomorfas
son anaĺıticas y se insiste en el cálculo de radios de convergencia utilizando que, para
una función holomorfa, su desarrollo en serie de potencias en un punto converge en
el mayor disco que cabe en su dominio.

Ejercicio 5.13.

Un abierto Ω ⊆ C se dice que es holomórficamente conexo cuando es conexo y cada
f ∈ H (Ω) tiene primitiva. Demuestre las afirmaciones siguientes.

a) Si dos abiertos Ω1,Ω2 ⊂ C son conformemente equivalentes y uno es holomórficamente
conexo, el otro también lo es.

b) Son holomórficamente conexos

Ω0 =
{
z : Im(z − a)/u > 0

}
, a, u ∈ C, u 6= 0.

Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0
}
.

Ω2 =
{
ρeit : r < ρ < R,α < t < β

}
, β − α < 2π.

c) Si los abiertos Ω1,Ω2 ⊂ C son holomórficamente conexos y Ω1 ∩ Ω2 es conexo en-
tonces Ω = Ω1 ∪ Ω1 es holomórficamente conexo. Muestre que este resultado es falso
cuando la intersección no es conexa.

solución.

a) Sea h : Ω1 −→ Ω2 un isomorfismo conforme donde Ω1 es holomórficamente conexo.
Dada f ∈ H (Ω2) la función f(h(z))h′(z) es holomorfa en Ω1. Por hipótesis, existe g ∈
H (Ω1) tal que g′(z) = f(h(z))h′(z). Entonces F = g ◦ h−1 es una función holomorfa en
Ω2 que verifica F ′ = f . Efectivamente, usando la regla de la cadena y teniendo en cuenta
que (h−1)′(w) = 1/h′(z) cuando h(z) = w, resulta

F ′(w) = g′(z)/h′(z) = f(h(z)) = f(w).

b) En virtud del teorema 5.1.7 los abiertos especiales, y en particular los discos abiertos,
son holomórficamente conexos. Cualquier semiplano abierto es conformemente equivalentes
al disco D(0, 1) y, aplicando a), se concluye que Ω0 es holomórficamente conexo. Los
abiertos

U1 =
{
x+ iy : |y| < π

}
, U2 =

{
x+ iy : log r < x < logR, α < y < β

}

son especiales. Como la función exponencial ez establece un isomorfismo conforme entre
Uj y Ωj (j = 1, 2), resulta que Ω1 y Ω2 son holomórficamente conexos.

c) Dada f ∈ H (Ω), según la hipótesis, existen Fi ∈ H (Ωi), i = 1, 2, tales que
F ′

i (z) = f(z) para cada z ∈ Ωi. Puesto que Ω1 ∩ Ω2 es conexo existe c ∈ C tal que
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F1(z) − F2(z) = c para todo z ∈ Ω1 ∩ Ω2. La función F : Ω −→ C que coincide con F1

sobre Ω1 y con F2 + c sobre Ω2 es holomorfa en Ω y verifica F ′ = f .

Este último resultado es falso cuando Ω1 ∩ Ω2 no se supone conexo: los abiertos Ω1 y
Ω−1 = C\{x ∈ R : x ≥ 0} son holomórficamente conexos pero Ω = C\{0} no lo es porque
1/z no tiene primitiva en Ω.

Ejercicio 5.14.
Demuestre que la integral

∫+∞
−∞ e−(x+ia)2

dx no depende de a ∈ R+ y obtenga

∫ +∞

−∞
e−x2

cos(2ax) dx =
√
πe−a2

.

Indicación. Considere la integral de e−z2
a lo largo del borde del rectángulo R = [−r, r] ×

[0, a] y utilice que
∫ +∞

−∞ e−x2
dx =

√
π.

solución.

−r r

−r + ai r + ai

R

En virtud del teorema de Cauchy-Goursat 5.1.7

0 =

∫

∂R
e−z2

dz =

∫ r

−r
e−x2

dx−
∫ r

−r
e−(x+ia)2

dx+ h(r),

donde

h(r) =

∫ a

0
ie−(r+it)2

dt −
∫ a

0
ie−(−r+it)2

dt

verifica

|h(r)| ≤
∫ a

0

∣∣e−(r+it)2 ∣∣ dt +

∫ a

0

∣∣e−(−r+it)2 ∣∣ dt ≤ 2e−r2
∫ a

0
et2
dt.

Luego h(r) tiende hacia 0 cuando r → +∞. Pasando al ĺımite en la primera igualdad se
deduce

√
π =

∫ +∞

−∞
e−x2

dx =

∫ +∞

−∞
e−(x+ia)2

dx = ea2
∫ +∞

−∞
e−x2

e−2axi dx

y tomando partes reales se llega al resultado deseado.

Ejercicio 5.15.

Sea S = {reit : 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ t ≤ π/4}. Usando la integral de eiz2
sobre el borde de

S obtenga la convergencia y el valor de las integrales

∫ +∞

0
sen x2 dx,

∫ +∞

0
cosx2 dx.

Indicación.
∫+∞

0 e−t2
dt =

√
π

2 y sen x ≥ 2x/π si 0 ≤ x ≤ π/2.
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solución.

0 R

Γ

Reiπ/4

S

Si Γ es el borde de S, orientado positivamente, en virtud de 5.1.7 se cumple

0 =

∫

Γ
eiz2

dz =

∫ R

0
eix2

dx+ I(R) − J(R)

donde

I(R) =

∫ π/4

0
eiR2ei2t

iReit dt, J(R) =

∫ R

0
eit2eiπ/2

eiπ/4 dt = eiπ/4
∫ R

0
e−t2

dt.

Utilizando la desigualdad

|I(R)| ≤ R

∫ π/4

0
eRe[iR2ei2t] dt = R

∫ π/4

0
e−R2 sen 2t dt

y teniendo en cuenta que sen 2t ≥ 4t
π cuando 0 ≤ t ≤ π/4 se obtiene

|I(R)| ≤ R

∫ π/4

0
e−R2 4t

π dt =
π

4R

(
1 − e−R2

)
,

luego ĺımR→+∞ I(R) = 0. Entonces, pasando al ĺımite en la primera igualdad

ĺım
R→+∞

∫ R

0
eix2

dx = ĺım
R→+∞

J(R) = eiπ/4
∫ +∞

0
e−t2

dt =
(1 + i)√

2

√
π

2

Considerando la parte real y la parte imaginaria, se concluye que las integrales del enun-
ciado convergen y ∫ +∞

0
cos x2 dx =

∫ +∞

0
sen x2 dx =

√
2π

4

Ejercicio 5.16.

Sea f ∈ H (Ω) donde Ω ⊃ {z : Im z ≥ 0} y 0 < α < +∞. Demuestre que

ĺım
r→+∞

∫ π

0
r|f(reit)| dt = 0 ⇒ ĺım

r→+∞

∫ +r

−r
f(x)eiαx dx = 0.

solución.

Si 2δ > 0 es la distancia entre el segmento compacto [−r− 1, r+ 1] y el cerrado C \ Ω,
podemos asegurar que Ω contiene al rectángulo

U =
{
x+ iy : −r − 1 < x < r + 1, −δ < y < r + 1

}
.
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b b

U

Γr

r−r 1 + r−1 − r

C \ Ω

Como el borde orientado Γr del semidisco {z : |z| ≤ r, Im r ≥ 0} está contenido en U ,
que es un abierto especial, aplicando el teorema 5.1.7 se obtiene

0 =

∫

Γr

eiαzf(z) dz =

∫ r

−r
eiαxf(x) dx+

∫ π

0
eiαreit

f(reit)ireit dt.

Para todo t ∈ [0, π], es | exp(iαreit)| = e−αr sen t ≤ 1 (pues α > 0), luego

∣∣∣∣
∫ r

−r
f(x)eiαx dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ π

0
eiαreit

f(reit)ireit dt

∣∣∣∣ ≤ r

∫ π

0
|f(reit)| dt

y de esta desigualdad se sigue la implicación del enunciado.

Ejercicio 5.17. Teorema de Fejér y Riesz.

Si f : D(0, 1) −→ C es continua y holomorfa en D(0, 1), demuestre la desigualdad

2

∫ +1

−1
|f(x)|2 dx ≤

∫ 2π

0
|f(eit)|2 dt.

Indicación. Aplique el teorema de Cauchy-Goursat a la función f(z)f(z) sobre el borde de
un semidisco.

solución.

Sea Γr el borde del semidisco {z : |z| ≤ r, Im z ≥ 0} orientado positivamente (vea
la figura del ejercicio 5.16). En virtud del ejercicio 3.26 la función g(z) = f(z)f(z) es
holomorfa en D(0, 1) y aplicando el teorema 5.1.7 se obtiene

0 =

∫

Γr

g(z) dz =

∫ r

−r
|f(x)|2 dx+ ir

∫ π

0
g(reit)eit dt.

Cuando r → 1 el primer sumando tiende hacia
∫ 1

−1 |f(x)|2 dx. El segundo sumando con-
verge hacia

∫ π
0 g(e

it)eit dt, pues

∣∣∣∣
∫ π

0
g(reit)eit dt−

∫ π

0
g(eit)eit dt

∣∣∣∣ ≤ πh(r)

donde h(r) = máx{|g(reit) − g(eit)| : t ∈ [0, π]} tiende hacia 0 cuando r → 1 (esto es
consecuencia de la continuidad uniforme de g sobre D(0, r)). Se obtiene aśı

∫ 1

−1
|f(x)|2 dx = −i

∫ π

0
g(eit)eit dt.
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Análogamente, considerando el borde del semidisco {z : |z| ≤ r, Im r ≤ 0} resulta

∫ 1

−1
|f(x)|2 dx = i

∫ 2π

π
g(eit)eit dt.

Sumando las dos últimas igualdades y usando la desigualdad triangular

2

∫ 1

−1
|f(x)|2 dx ≤

∫ π

0
|g(eit)| dt +

∫ 2π

π
|g(eit)| dt =

∫ 2π

0
|g(eit)| dt.

Sustituyendo |g(eit)| = |f(eit)||f(e−it)|, aplicando la desigualdad de Cauchy para integrales
y teniendo en cuenta que

∫ 2π

0
|f(e−it)|2 dt =

∫ 2π

0
|f(eit)|2 dt

resulta

2

∫ 1

−1
|f(x)|2 dx ≤

(∫ 2π

0
|f(eit)|2 dt

)1/2(∫ 2π

0
|f(e−it)|2 dt

)1/2

=

=

∫ 2π

0
|f(eit)|2 dt.

Ejercicio 5.18.
Se supone que f es holomorfa en A = {z : a < Re z < b, 0 < Im z < c} y que

ĺımz→x f(z) = 0 para todo x ∈ (a, b). Demuestre que f es idénticamente nula.

solución.

Sea Ω = {z : a < Re z < b, |Im z| < c} y g : Ω −→ C la función definida por

g(z) =





0 si Im z = 0,

f(z) si Im z > 0,

f(z) si Im z < 0.

Si se demuestra que g es holomorfa, aplicando el principio de identidad, se obtendrá que
g es idénticamente nula y, con ello, que f = g|A también lo es.

Utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann es fácil ver que g es holomorfa en Ω \
(a, b). De la hipótesis se deduce que ĺımz→x g(z) = 0 para todo x ∈ (a, b), luego g es
continua en cada x ∈ (a, b) y por lo tanto en todo Ω.

En virtud del teorema de Morera, para demostrar que g es holomorfa en Ω basta ver
que para cada rectángulo cerrado R ⊂ Ω, de lados paralelos a los ejes, se anula la integral

I(R) =

∫

∂R
g(z) dz.

Si R no corta al eje real este hecho es consecuencia directa del teorema de Cauchy-
Goursat aplicado a g|A y g|B , donde B = {z : z ∈ A}.

Si R corta al eje real, basta considerar el caso particular de un rectángulo de la forma
R = [s, t] × [0, v] o R = [s, t] × [u, 0], donde a < s < t < b, −c < u < 0 < v < c; en
otro caso R se puede descomponer en dos rectángulos contiguos R = R′ ∪R′′ de los tipos
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anteriores, con un lado común en el eje real, y la integral sobre ∂R es igual a la suma de
las integrales sobre ∂R′ y ∂R′′. Suponemos R = [s, t] × [0, v] (en el otro caso se razona de
forma similar).

Dado ε > 0, en virtud de la continuidad uniforme de g sobre el compacto R, existe
0 < δ < c tal que si z,w ∈ R y |z − w| ≤ δ entonces |g(z) − g(w)| < ε.

Considerando los rectángulos R1 = [s, t] × [0, δ] y R2 = [s, t] × [δ, v] es claro que
I(R2) = 0 luego I(R) = I(R1) + I(R2) = I(R1).

Si z = x+ iy ∈ ∂R1 se cumple |z − x| ≤ δ luego |g(z)| = |g(z) − g(x)| ≤ ε y se obtiene
la desigualdad

|I(R)| = |I(R1)| ≤ ε× Longitud(∂R1) ≤ ε2(b− a+ 2c).

Como esto es cierto para todo ε > 0 se concluye que I(R) = 0.

Ejercicio 5.19.
Se supone que f : D(0, 1) −→ C es continua y que su restricción a D(0, 1) es holomorfa.

Si f(eit) = 0 para cada t ∈ [0, ε] (ε > 0), demuestre que f es idénticamente nula.

solución.

T (z) = (z − i)/(z + i) transforma el semiplano P = {z : Im z > 0} en el disco
D(0, 1) (esto se puede ver en el ejercicio 2.21), luego f ◦ T es holomorfa en P , continua
en P y se anula sobre un segmento (a, b) del eje real (la imagen del arco {eit : t ∈ (0, ε)}
mediante T−1). En virtud del ejercicio 5.18 f ◦T es idénticamente nula sobre un rectángulo
(a, b) × (0, c). Por el principio de identidad f ◦ T es idénticamente nula en P y se sigue
que f es también es idénticamente nula.

Ejercicio 5.20.
Sea α ∈ C\N. Calcule el radio de convergencia de la reordenación de la serie binomial∑∞

n=0

(α
n

)
zn alrededor de ib, con 0 < b < 1.

solución.

La serie binomial es el desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de la función
Sα(z) = eα Log(1+z), definida y holomorfa en Ω = C \ {x : x ≤ −1}.

La reordenación considerada en el enunciado coincide con el desarrollo en serie de
potencias de Sα alrededor del punto ib, cuyo radio de convergencia cumple

ρ ≥ dist(ib,C \ Ω) =
√

1 + b2.

Demostraremos que ρ =
√

1 + b2 por reducción al absurdo.
Si fuese ρ >

√
1 + b2 se cumpliŕıa −1 ∈ D(ib, ρ) y podŕıamos considerar la suma de la

reordenación f ∈ H
(
D(ib, ρ)

)
.

b bb

b

b
V
−1

x
0 1

ib
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Consideremos en primer lugar el caso α = µ+ iλ con µ > 0. Entonces, para x ∈ (−1, 1)
se tiene |f(x)| = |Sα(x)| = (1 + x)µ, luego se verifica f(−1) = ĺımx→−1 f(x) = 0. Si m es
la multiplicidad del cero que tiene f en −1, se puede escribir f(z) = (1 + z)mg(z) donde
g ∈ H

(
D(ib, ρ)

)
y g(−1) 6= 0. Sea r > 0 tal que g(z) 6= 0 para todo z ∈ D(−1, r) ⊂

D(ib, ρ). Según el teorema 5.1.7, g′/g tiene primitiva en el disco D(−1, r) y por lo tanto
existe h ∈ H (D(−1, r)) tal que g = eh (proposición 5.1.5). Por el principio de identidad
para todo z ∈ V = D(−1, r) ∩ Ω se cumple Sα(z) = f(z), es decir

eα Log(1+z) = em Log(1+z)eh(z)

y, según el ejercicio 3.1, existe k ∈ Z tal que (α−m) Log(1 + z) = h(z) + 2πki para todo
z ∈ V . Como α −m 6= 0 se llega a una contradicción cuando z = x ∈ (−1, 1) ⊂ V tiende
hacia −1.

En el caso α = µ+iλ con µ < 0 la contradicción se obtiene observando que si x ∈ (−1, 1)
tiende hacia −1 entonces |f(x)| = |Sα(x)| = (1 + x)µ tiende hacia +∞.

Finalmente, cuando α = iλ ∈ C con λ 6= 0, se llega a la contradicción observando que
para x ∈ (−1, 1) la función f(x) = eiλ Log(1+x) no tiene ĺımite cuando x → −1.

Ejercicio 5.21.
Demuestre que la función f(z) =

∑∞
n=1 n

−2zn, definida en D(0, 1), admite una pro-
longación anaĺıtica F al abierto Ω = C \ [1,+∞). Calcule el radio de convergencia del
desarrollo en serie de potencias de F alrededor de a = 2 + i.

solución.

Cuando |z| < 1, derivando término a término la serie de potencias, se obtiene

zf ′(z) = z +
z2

2
+
z3

3
+ · · · +

zn

n
+ · · · = − Log(1 − z)

luego f ′ admite la prolongación anaĺıtica g, definida en Ω, por

g(z) = −Log(1 − z)

z
si z 6= 0; g(0) = f ′(0) = 1.

El abierto Ω es holomórficamente conexo (véase el ejercicio 5.13), luego existe F ∈
H (Ω) tal que F ′(z) = g(z) para todo z ∈ Ω. Podemos suponer que F (0) = 0 = f(0) y aśı,
de la igualdad F ′(z) = f ′(z), válida para todo z ∈ D(0, 1), se deduce que F |D(0,1) = f .

Sea ρ el radio de convergencia del desarrollo en serie de potencias de F alrededor de
a = 2 + i. Como el mayor disco de centro a = 2 + i contenido en Ω es D(a, 1) se sigue
que ρ ≥ 1. Conviene observar que la prolongación anaĺıtica F ha sido obtenida usando el
logaritmo principal de 1 − z, pero si en lugar de utilizar el logaritmo principal utilizamos
otro logaritmo holomorfo de 1 − z que se anule en z = 0, obtendremos otra prolongación
anaĺıtica distinta.

A partir del logaritmo de la identidad Log−i z = Log(iz) + i3π/2, definido en Ω−i =
C \ {iy : y ≥ 0}, se obtiene que Log−i(1 − z) es un logaritmo holomorfo de 1 − z definido
en U = C \ {1 + iy : y ≤ 0} ⊃ D(0, 1) y, razonando como antes, con una primitiva de
− Log−i(1 − z)/z, se consigue una prolongación anaĺıtica G de f definida en U .

En virtud del principio de identidad, F y G coinciden en {z : Im z > 0}, luego tienen
el mismo desarrollo en serie de potencias alrededor de a. Ahora, el mayor disco de centro
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a contenido en U es D(a,
√

2), luego podemos afirmar que ρ ≥
√

2. Por otra parte, si
fuese ρ >

√
2, el disco D(a, ρ) seŕıa un entorno abierto de 1 en el cual −zG′(z) seŕıa un

logaritmo holomorfo de z − 1. Como esto es imposible (véanse los ejercicios 3.4 y 7.11) se
concluye que ρ =

√
2.

Ejercicio 5.22.
Sea Bn la sucesión de los números de Bernoulli, definida por recurrencia:

B0 = 1,

(
n

0

)
B0 +

(
n

1

)
B1 +

(
n

2

)
B2 + · · · +

(
n

n− 1

)
Bn−1 = 0 si n ≥ 2.

a) Obtenga, en términos de la sucesión Bn, el desarrollo en serie de potencias, alrededor
de 0, de la función

f(z) =
z

ez − 1
si z 6= 0, f(0) = 1.

Justifique que el radio de convergencia es 2π, que la sucesión Bn no es acotada y
que B2n+1 = 0 para todo n ≥ 1. Obtenga Bn para 0 ≤ n ≤ 14.

b) Calcule el desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de la función

F (z) = πz cot πz si z 6= 0, F (0) = 1.

Obtenga su radio de convergencia y los coeficientes del desarrollo en términos de los
números de Bernoulli.

solución.

a) La función ez − 1 tiene ceros en los puntos 2nπi, n ∈ Z, todos ellos simples. Consi-
derando el desarrollo en serie de potencias de ez podemos escribir ez − 1 = zϕ(z) donde

ϕ(z) = 1 +
z

2!
+
z2

3!
+
z3

4!
+ · · ·

es una función entera con los mismos ceros que ez − 1, excepto z = 0. Como ϕ(z) no
se anula en D(0, 2π), la función f(z) = 1/ϕ(z) es holomorfa en D(0, 2π) donde admitirá
un desarrollo en serie de potencias con radio de convergencia ρ ≥ 2π. Obsérvese que la
condición ĺımz→2πi f(z) = ∞ impide que la serie de potencias sea convergente en un disco
D(0, r) con r > 2π, luego ρ = 2π.

Los coeficientes del desarrollo se calculan fácilmente por el método de los coeficientes
indeterminados:

1 = f(z)ϕ(z) = (a0 + a1z + a2z
2 + · · · )

(
1 +

z

2!
+
z2

3!
+ · · ·

)

luego

1 = a0, 0 = a1 +
a0

2!
, 0 = a2 +

a1

2!
+
a0

3!

0 = an−1 +
an−2

2!
+
an−3

3!
+ · · · +

a1

(n− 1)!
+
a0

n!
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Sustituyendo an = bn/n! y multiplicando por n! se obtiene la fórmula

n!

n!
b0 +

n!

1!(n− 1)!
b1 + · · · +

n!

(n− 2)!2!
bn−2 +

n!

(n− 1)!1!
bn−1.

Como la sucesión bn satisface la misma relación de recurrencia queBn y b0 = B0 se concluye
que bn = Bn para todo n ≥ 0. De aqúı se deduce que la sucesión Bn no es acotada, pues
en caso contrario el radio de convergencia de la serie con coeficientes an = Bn/n! seŕıa
infinito. Para deducir que B2n+1 = 0 para todo n ≥ 1 basta observar que a1 = −1/2 y que

g(z) = f(z) − a1z =
z

ez − 1
+
z

2
=
z

2

ez + 1

ez − 1
= 1 +

∞∑

n=2

anz
n

es una función par, luego a2n+1 = 0 para todo n ≥ 1.
Utilizando la fórmula recurrente se calculan fácilmente

B0 = 1; B1 = −1

2
; B2 =

1

6
; B3 = 0; B4 = − 1

30
;

B5 = 0; B6 =
1

42
; B7 = 0; B8 = − 1

30
; B9 = 0;

B10 =
5

66
; B11 = 0; B12 = − 691

2370
; B13 = 0; B14 =

7

6
.

b) Con el desarrollo en serie de potencias de sen z se obtiene

sen πz = πz

(
1 − π2

3!
z2 +

π4

5!
z4 − · · ·

)

donde la serie entre paréntesis define una función entera ψ(z), sin ceros en D(0, 1). Se sigue
que F (z) = cosπz/ψ(z) es holomorfa en D(0, 1) donde admite un desarrollo en serie de
potencias. Un razonamiento análogo al efectuado anteriormente con la función f permite
concluir que el radio de convergencia es 1. Finalmente, teniendo en cuenta que

πz cot πz = iπz
eiπz + e−iπz

eiπz − e−iπz
= iπz

ei2πz + 1

ei2πz − 1
= g(i2πz)

donde g es la función considerada en a), se obtiene el desarrollo

F (z) =
∞∑

n=0

(−1)n(2π)2nB2n

(2n)!
z2n

Ejercicio 5.23.
Dada una serie de potencias con radio de convergencia finito y no nulo, demuestre que

en la frontera de su disco de convergencia hay al menos un punto singular (la definición
de punto singular se puede ver en el ejercicio 4.54).

solución.

Consideremos, para simplificar la escritura, una serie de potencias centrada en 0,
f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, con radio de convergencia 0 < ρ < +∞. Razonaremos por reduc-
ción al absurdo, suponiendo que no existen puntos singulares en la circunferencia |z| = ρ.
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Bajo esta hipótesis demostraremos que existe una prolongación anaĺıtica F de f a un
disco D(0, R) con R > ρ. Pero esto es imposible porque entonces el desarrollo en serie de
potencias de f alrededor de 0, que coincide con el de F , tendŕıa un radio de convergencia
mayor o igual que R.

Sea C = {z : |z| = ρ}. La hipótesis de que no existen puntos singulares significa que
para cada a ∈ C existe un disco abierto Da con a ∈ Da tal que f admite una prolongación
anaĺıtica fa al abierto Va = D(0, ρ) ∪Da (vea el ejercicio 4.53). En el abierto Ω =

⋃
a∈C Va

se puede definir F : Ω −→ C poniendo F (z) = fa(z) si z ∈ Va. La definición es consistente
pues, en virtud del principio de identidad, como fa y fb coinciden en Va ∩ Vb ∩ D(0, ρ)
también coinciden en el abierto conexo Va ∩ Vb.

Se obtiene aśı una prolongación anaĺıtica F de f definida en Ω ⊃ D(0, ρ), luego existe
R > ρ tal que D(0, R) ⊂ Ω.

Ejercicio 5.24.
Sean G,Ω ⊂ C abiertos conexos, h ∈ H (G) y g ∈ H (Ω), donde g no es constante. Si

f : G −→ Ω es continua y h(z) = g(f(z)) para todo z ∈ G, demuestre que f es holomorfa.

solución.

Fijado a ∈ G, sea b = f(a). La función ϕ : Ω −→ C, definida por

ϕ(w) =
g(w) − g(b)

w − b
si w 6= b; ϕ(b) = g′(b)

es continua, luego ĺımz→a ϕ(f(z)) = ϕ(b) = g′(b). Para z ∈ G \ {a} se cumple

h(z) − h(a)

z − a
= ϕ(f(z))

f(z) − f(a)

z − a

(incluso cuando f(z) = f(a)). Si ϕ(b) = g′(b) 6= 0 de esta igualdad se deduce

ĺım
z→a

f(z) − f(a)

z − a
=
h′(a)

g′(b)

luego f es holomorfa en G \ S donde S = {a ∈ G : g′(f(a)) = 0}.

Para demostrar que f es holomorfa en G consideramos dos casos.

a) En primer lugar, si G ∩ S′ = ∅, para cada a ∈ S existe r > 0 tal que {z : 0 <
|z − a| < r} ⊂ G \ S. Como f es continua en a, en virtud del comentario que sigue al
teorema de Morera 5.1.12, f es derivable en a. Con este razonamiento queda justificado
que f es holomorfa en G.

b) Si G∩S′ 6= ∅, sea a ∈ G∩S′. Existe una sucesión an ∈ S tal que ĺımn an = a y an 6= a
para cada n ∈ N. El conjunto {n : f(an) 6= f(a)} es finito pues en caso contrario f(a)
seŕıa punto de acumulación de ceros de g′, lo que es imposible en virtud del principio de
identidad (g′ no es idénticamente nula en el abierto conexo Ω porque estamos suponiendo
que g no es constante).

Como {n : f(an) = f(a)} es infinito, también lo es {n : h(an) = h(a)} luego, según
el principio de identidad, h es constante. Si c es el valor constante de h, f(G) es un
subconjunto conexo de {z ∈ Ω : g(z) = c}. Los puntos de {z ∈ Ω : g(z) = c} son aislados
(pues g−c no es idénticamente nula en Ω) luego f(G) se reduce a un punto, lo que significa
que f es constante y por lo tanto holomorfa.
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5.2.4. Ejercicios que usan la fórmula integral de Cauchy

Las soluciones de los siguientes ejercicios se basan esencialmente en la versión ele-
mental de la fórmula integral de Cauchy y su principal consecuencia: toda función
holomorfa es anaĺıtica y en cada disco contenido en su dominio admite un desarro-
llo en serie de potencias cuyos coeficientes vienen dados por la fórmula integral del
teorema 5.1.10

Ejercicio 5.25.
Sea f : D(0, r) −→ C una función continua cuya restricción al disco D(0, r) es holo-

morfa. Si |z| < r, demuestre que sigue valiendo la fórmula integral de Cauchy:

f(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

w − z
dw donde Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Sea 0 < rn < r una sucesión creciente con ĺımn rn = r. Desde un valor de n en adelante
se cumple |z| < rn y aplicando la fórmula integral de Cauchy se obtiene

f(z) =
1

2πi

∫

Cn

f(w)

w − z
dw

donde Cn(t) = rne
it, t ∈ [0, 2π]. Pasando al ĺımite cuando n → ∞, se obtiene el resultado

(véase el ejercicio 5.1).

Ejercicio 5.26.
Si f ∈ H (D(0, 1)) y |z| < r < 1, demuestre que f(z) = ĺımn→∞ fn(z) donde

fn(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

wn+1

(
wn+1 − zn+1

w − z

)
dw

con Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Si en la integral se sustituye

wn+1 − zn+1

w − z
= wn + wn−1z + wn−2z2 + · · · + wzn−1 + zn

resulta

fn(z) =
n∑

k=0

(
1

2πi

∫

Cr

f(w)

wk+1
dw

)
zk.

Sea
∑∞

k=0 akw
k el desarrollo en serie de potencias de f(w) en D(0, 1). Usando la fórmula

integral para los coeficientes ak, se concluye que

fn(z) =
n∑

k=0

akz
k,

luego f(z) = ĺımn→∞ fn(z).
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Ejercicio 5.27.

Sea f ∈ H (D(0, 1)) y a ∈ D(0, 1) un punto tal que f ′(a) 6= 0. Demuestre que para
r > 0 suficientemente pequeño se cumple

∫

Cr

dz

f(z) − f(a)
=

2πi

f ′(a)

donde Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

La función f(z)−f(a) es anaĺıtica en D(0, 1), no es idénticamente nula y tiene un cero
simple en z = a (porque f ′(a) 6= 0), luego se puede expresar en la forma

f(z) − f(a) = (z − a)F (z) con F ∈ H (D(0, 1)) y F (a) = f ′(a) 6= 0.

Por continuidad, existe δ > 0 tal que si |z − a| < δ entonces F (z) 6= 0.

Si 0 < r < δ, aplicando la fórmula integral de Cauchy a 1/F , que es holomorfa en
D(a, δ), se obtiene

∫

Cr

dz

f(z) − f(a)
dz =

∫

Cr

1/F (z)

(z − a)
dz =

2πi

F (a)
=

2πi

f ′(a)

(Al mismo resultado se puede llegar usando el teorema de los residuos 7.1.11).

Ejercicio 5.28.

Si f ∈ H (D(0, r)) y |a| < 1 < r, demuestre que

|f(a)| ≤ M

1 − |a|2 , donde M =
1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)| dt.

solución.

Aplicando la fórmula integral de Cauchy a la función g(z) = (1 − az)f(z) sobre la
circunferencia C(t) = eit, t ∈ [0, 2π], se obtiene

(1 − |a|2)f(a) = g(a) =
1

2πi

∫

C

g(z)

z − a
dz =

1

2πi

∫

C
f(z)T (z) dz,

donde T (z) = (1 − az)/(z − a). Se comprueba fácilmente que |T (z)| = 1 si |z| = 1 (vea el
ejercicio 1.2), luego

(1 − |a|2)|f(a)| =

∣∣∣∣
1

2πi

∫ 2π

0
f(eit)T (eit)ieit dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f(eit)| dt.

Ejercicio 5.29.

Sea f ∈ H (Ω), D(a, 2r) ⊂ Ω y M = máx{|f(z)| : z ∈ D(a, 2r)}. Demuestre que

|f(z1) − f(z2)| ≤ M

r
|z1 − z2| si z1, z2 ∈ D(a, r).
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solución.

Sea C(t) = a+ 2reit, t ∈ [0, 2π]. Según la fórmula integral de Cauchy

f(z1) − f(z2) =
1

2πi

∫

C

(
f(w)

w − z1
− f(w)

w − z2

)
dw =

=
z1 − z2

2πi

∫

C

f(w)

(w − z1)(w − z2)
dw.

Cuando |w − a| = 2r se verifica |w − zi| ≥ r, i = 1, 2, luego

∣∣∣∣
f(w)

(w − z1)(w − z2)

∣∣∣∣ ≤ M

r2

y utilizando 5.1.2 e) se concluye

|f(z1) − f(z2)| ≤ |z1 − z2|
2π

M

r2
2π2r =

2M

r
|z1 − z2|.

Ejercicio 5.30.
Sea f una función entera, |a| < R, |b| < R y CR(t) = Reit, t ∈ [0, 2π]. Obtenga el

valor de la integral

IR(a, b) =

∫

CR

f(z)

(z − a)(z − b)
dz

y utilice el resultado para demostrar el teorema de Liouville.

solución.

Sustituyendo en la integral

1

(z − a)(z − b)
=

1

a− b

(
1

z − a
− 1

z − b

)

y usando la fórmula integral de Cauchy se obtiene

IR(a, b) = 2πi
f(a) − f(b)

a− b

(también se podŕıa evaluar la integral con el teorema de los residuos 7.1.11).
Si f es acotada, |f(z)| ≤ M para todo z ∈ C, cuando |z| = R se verifica

∣∣∣∣
f(z)

(z − a)(z − b)

∣∣∣∣ ≤ M

(R − |a|)(R − |b|)

y en virtud de 5.1.2 e) se obtiene la desigualdad

|IR(a, b)| ≤ 2πRM

(R − |a|)(R − |b|)

luego ĺımR→∞ IR(a, b) = 0, es decir, f(a) − f(b) = 0. Como a, b ∈ C son arbitrarios, queda
demostrado que f es constante.
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Ejercicio 5.31.
Sea f(z) =

∑∞
n=0 anz

−n definida en {z : |z| > ρ}, con 0 < ρ < 1. Calcule

I(a) =
1

2πi

∫

C

f(z)

z(z − a)
dz

donde |a| 6= 1 y C(t) = eit, t ∈ [0, 2π].

solución.

g(z) =
∑∞

n=0 anz
n es holomorfa en D(0, 1/ρ) y la integral I(a) se expresa, en términos

de g(z) = f(1/z), como una integral sobre 1/C:

I(a) = − 1

2πi

∫

1/C

g(z)

z−1(z−1 − a)

dz

z2
= − 1

2πi

∫

1/C

g(z)

1 − az
dz.

Como 1/C es la circunferencia unidad recorrida en sentido negativo, resulta

I(a) =
1

2πi

∫

C

g(z)

1 − az
dz = − 1

2πi

∫

C

g(z)

a(z − 1/a)
dz

y, aplicando la fórmula integral de Cauchy a la función g, se obtiene

I(a) = −g(1/a)

a
= −f(a)

a
si |a| > 1, I(a) = 0 si |a| < 1.

También se puede razonar en la siguiente forma.
Si |a| > 1, la función

F (z) =
f(z)

z(z − a)

es holomorfa en la corona {z : ρ < |z| < |a|}, donde admite un desarrollo de Laurent∑+∞
n=−∞ anz

n que se calcula efectuando el producto de las series absolutamente convergen-
tes

F (z) = −1

a

f(z)

z

1

1 − z/a
= −1

a

(
a0

z
+
a1

z2
+ · · ·

)(
1 +

z

a
+
z2

a2
+ · · ·

)

y agrupando por paquetes según las potencias de z. El coeficiente de 1/z en el desarrollo
es

a−1 = −1

a

(
a0 +

a1

a
+
a2

a2
+ · · ·

)
= −f(a)

a

Como la circunferencia C está contenida en la corona ρ < |z| < |a|, aplicando el corola-
rio 5.1.4, se concluye que I(a) = a−1 = −f(a)/a.

Por otra parte, si |a| < 1 la función F es holomorfa en el conjunto abierto {z :
|z| > ρ} (que contiene a la circunferencia C) donde admite un desarrollo de Laurent
F (z) =

∑+∞
n=−∞ bnz

n, que se calcula efectuando el producto de dos series absolutamente
convergentes

F (z) = −f(z)

z2

1

1 − a/z
= − 1

z2

(
a0

z
+
a1

z2
+ · · ·

)(
1 +

a

z
+
a2

z2
+ · · ·

)

y agrupando por paquetes según las potencias de z. Como no aparecen términos en 1/z,
resulta I(a) = b−1 = 0.
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Ejercicio 5.32.
Obtenga el valor de la integral

1

2πi

∫

C

P (z)

zn+1(a− z)
dz

donde P es un polinomio complejo de grado n y C(t) = eit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Con el cambio z = 1/w la integral se convierte en

1

2πi

∫

1/C

P (1/w)wn

1 − aw
dw =

1

2πi

∫

C

f(w)

aw − 1
dw

donde f(w) = wnP (1/w) es un polinomio.
Cuando |a| > 1, según la fórmula integral de Cauchy, el valor de la integral es

f(1/a)/a = P (a)/an+1. Cuando |a| < 1, la función f(w)/(aw − 1) es holomorfa en
{w : |w| < 1/|a|} y, en virtud del teorema de Cauchy, la integral vale 0.

Nota. También se puede obtener el valor de la integral utilizando el teorema de los
residuos y el ejercicio 7.25, en el que se calcula el residuo de z−(n+1)P (z)/(a− z) en z = 0
y en z = a.

Ejercicio 5.33.
Sea u = Re f donde f ∈ H (Ω). Si D(0, 1) ⊂ Ω y |z| < 1 demuestre que

f(z) + f(0) =
1

π

∫ 2π

0

u(eit)

1 − ze−it
dt.

Si
∑∞

n=0 anz
n es el desarrollo en serie de potencias de f en el disco D(0, 1), demuestre

que para n ≥ 1 se verifica

an =
1

π

∫ 2π

0
u(eit)e−int dt.

Deduzca de lo anterior que si F ∈ H (C) y |ReF (z)| ≤ |z| para todo z ∈ C, entonces
F es un polinomio de primer grado, y que si F ∈ H (C) y ĺımz→∞ ReF (z)/z = 0 entonces
F es constante.

solución.

Si C(t) = eit, t ∈ [0, 2π], en virtud de la fórmula integral de Cauchy,

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫ 2π

0

f(eit)ieit

eit − z
dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(eit)

1 − ze−it
dt.

Entonces
1

π

∫ 2π

0

u(eit)

1 − ze−it
dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(eit) + f(eit)

1 − ze−it
dt = f(z) +A

donde

A =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)

1 − zeit
dt =

1

2πi

∫ 2π

0

f(eit)ieit

eit(1 − zeit)
dt =

1

2πi

∫

C

f(w)

w(1 − zw)
dw.
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Como la función g(w) = f(w)/(1 − zw) es holomorfa en D(0, 1/|z|) ⊃ D(0, 1), usando la
fórmula integral de Cauchy se obtiene que A = g(0) = f(0) y queda establecida la igualdad
deseada.

Por otra parte, usando el criterio de Weierstrass es fácil ver que la serie

u(eit)

1 − ze−it
= u(eit) + u(eit)ze−it + u(eit)z2e−i2t + · · · + u(eit)zne−int + · · ·

converge uniformemente sobre [0, 2π]. Por lo tanto se puede integrar término a término,
lo que conduce al desarrollo en serie de potencias

f(z) =
1

π

∫ 2π

0

u(eit)

1 − ze−it
dt− f(0) =

∞∑

n=0

anz
n

con

an =
1

π

∫ 2π

0
u(eit)e−int dt si n ≥ 1.

Sea F (z) =
∑∞

n=1 bnz
n una función entera que cumple |ReF (z)| ≤ |z| para todo z ∈ C.

Para cada r > 0 consideremos la función

fr(z) = F (rz) =
+∞∑

n=0

bnr
nzn

y sea ur = Re fr. Según la fórmula que se acaba de establecer, para n ≥ 1

bnr
n =

1

π

∫ 2π

0
ur(eit)e−int dt.

En virtud de la hipótesis |ur(eit)| ≤ r, luego |bnr
n| ≤ 1

π

∫ 2π
0 r dt = 2r, es decir |bn| ≤ 2r1−n.

Esta desigualdad es cierta para cada r > 0 y pasando al ĺımite cuando r → +∞ se concluye
que bn = 0 cuando n ≥ 2.

Análogamente, si se supone que ĺımz→∞ ReF (z)/z = 0, dado ε > 0 existe r0 > 0 tal
que para |z| = r > r0 se verifica |ReF (z)| ≤ ε|z| = εr y razonando como antes se obtiene
que para todo n ∈ N se verifica |bnr

n| ≤ 2rε. Como r > r0 es arbitrario se concluye que
bn = 0 para todo n ≥ 2 y |b1| ≤ 2ε. Puesto que ε > 0 también es arbitrario resulta b1 = 0,
luego F es constante.

Ejercicio 5.34.
Sea f ∈ H (D(0, 1)) tal que Re f(z) ≥ 0 para cada z ∈ D(0, 1) y f(0) = 1/2. Demuestre

que |f (n)(0)| ≤ n! para todo n ∈ N.
Indicación. Utilice el ejercicio 5.33.

solución.

Si f(z) = 1
2 +

∑∞
n=1 anz

n es el desarrollo en serie de potencias de f , tenemos que
demostrar que |an| ≤ 1 para todo n ∈ N.

Para r < 1 consideramos la función auxiliar fr(z) = f(rz), definida en D(0, 1/r) ⊃
D(0, 1), cuyo desarrollo en serie de potencias es

fr(z) =
1

2
+

∞∑

n=1

bnz
n con bn = anr

n.
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Bastará demostrar que |bn| = |anr
n| ≤ 1 para todo n ∈ N, porque entonces, haciendo

tender r hacia 1, se deducirá que |an| ≤ 1.
Si u = Re f , aplicando la fórmula en el ejercicio 5.33 a la función fr resulta

anr
n =

1

π

∫ 2π

0
ur(eit)e−int dt

por lo que, en virtud de la hipótesis u ≥ 0, se cumple la desigualdad

|an|rn ≤ 1

π

∫ 2π

0
ur(eit) dt.

Por otra parte, en virtud de la fórmula integral de Cauchy

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(reit) dt.

Como el valor de esta integral es real resulta

1 = 2f(0) =
1

π

∫ 2π

0
u(reit) dt ≥ |an|rn.

Ejercicio 5.35.
Si fn ∈ H (Ω) para cada n ∈ N y la serie

∑∞
n=1 |fn(z)| converge uniformemente sobre

compactos en Ω, demuestre que la serie
∑∞

n=1 |f ′
n(z)| tiene la misma propiedad.

solución.

Basta demostrar que para cada a ∈ Ω la serie
∑∞

n=1 |f ′
n(z)| converge uniformemente

en algún disco D(a, r) ⊂ Ω.
Si z ∈ Ω y D(z, r) ⊂ Ω, según la fórmula integral para la derivada (véase el teore-

ma 5.1.10)

f ′
n(z) =

1

2πi

∫

Cr,z

fn(w)

(w − z)2
dw, con Cr,z(t) = z + reit, 0 ≤ t ≤ 2π

y se obtiene la desigualdad

|f ′
n(z)| ≤ 1

2πr

∫ 2π

0
|fn(z + reit)| dt

luego
q∑

n=p

|f ′
n(z)| ≤ 1

2πr

∫ 2π

0

q∑

n=p

|fn(z + reit)| dt.

Si r > 0 se elige de modo que D(a, 2r) ⊂ Ω, podemos asegurar que para cada z ∈
D(a, r) la circunferencia Cr,z está contenida en el compacto D(a, 2r) ⊂ Ω. Como la serie∑∞

n=1 |fn(z)| converge uniformemente sobre este compacto, cumple la condición de Cauchy
para la convergencia uniforme: existe m ∈ N tal que

q ≥ p ≥ m ⇒
q∑

n=p

|fn(w)| < εr para todo w ∈ D(a, 2r),
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luego

q ≥ p ≥ m ⇒
q∑

n=p

|f ′
n(z)| ≤ 1

2πr

∫ 2π

0
εr dt = ε para todo z ∈ D(a, r),

es decir, la serie
∑∞

n=1 |f ′
n(z)| cumple la condición de Cauchy para la convergencia uniforme

sobre D(a, r).

Ejercicio 5.36.
Si f ∈ H (Ω) demuestre que el ĺımite

ĺım
h→0

f(z + h) − f(z)

h
= f ′(z)

es uniforme, respecto de z, en cada disco compacto D(a, r) ⊂ Ω.

solución.

Fijado un disco compacto D(a, r) ⊂ Ω tomemos ρ > r tal que D(a, ρ) ⊂ Ω y δ > 0 tal
que r + 2δ < ρ.

Si z ∈ D(a, r) y |h| < δ el punto z0 = z + h pertenece al disco D(a, ρ) y, usando la
fórmula integral de Cauchy con Cρ(t) = a+ ρeit, t ∈ [0, 2π], se tiene

f(z + h) − f(z)

h
=

1

2πih

∫

Cρ

(
f(w)

w − z0
− f(w)

w − z

)
dw =

=
1

2πi

∫

Cρ

f(w)dw

(w − z)(w − z0)

Según la nota que sigue al teorema de Morera, la función g : Ω −→ C definida por

g(w) =
f(w) − f(z)

w − z
si w ∈ Ω \ {z}, g(z) = f ′(z)

es holomorfa en Ω y, aplicando la fórmula integral de Cauchy, resulta

f ′(z) =
1

2πi

∫

Cρ

g(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫

Cρ

f(w) − f(z)

(w − z)2
dw =

1

2πi

∫

Cρ

f(w)

(w − z)2
dw

(hemos utilizado que w → f(z)/(w− z)2 tiene primitiva en C\{z} y por lo tanto da lugar
a una integral nula sobre Cρ). Combinando las fórmulas anteriores:

f(z + h) − f(z)

h
− f ′(z) =

1

2πi

∫

Cρ

f(w)h

(w − z)2(w − z0)
dw.

Si w ∈ Imagen(Cρ) se cumple

|w − z| ≥ |w − a| − |a− z| ≥ ρ− r > 2δ,

|w − z0| ≥ |w − a| − |a− z0| ≥ ρ− (r + δ) ≥ δ,

luego ∣∣∣∣
f(w)h

(w − z)2(w − z0)

∣∣∣∣ ≤ M |h|
4δ3

, con M = máx{|f(z)| : |z − a| ≤ ρ}.
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Entonces, para |h| < δ y todo z ∈ D(a, r), se cumple

∣∣∣∣
f(z + h) − f(z)

h
− f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M |h|
4δ3

2πρ =
Mρ

4δ3
|h|.

Se sigue de esto que

ĺım
h→0

f(z + h) − f(z)

h
− f ′(z) = 0

siendo el ĺımite uniforme respecto de z en D(a, r) ⊂ Ω.

Ejercicio 5.37.
Si f ∈ H (Ω) y D(a,R) ⊆ Ω, demuestre que πR2|f(a)|2 ≤ I(f,D(a,R)), donde

I(f,D(a,R)) =

∫

D(a,R)
|f(x+ iy)|2 dx dy.

Una familia F ⊂ H (Ω) se dice que es acotada cuando para cada compacto K ⊂ Ω se
cumple sup{‖f‖K : f ∈ F} < +∞, donde

‖f‖K = máx
{|f(z)| : z ∈ K

}
.

Utilice la desigualdad anterior para demostrar que F ⊂ H (Ω) es acotada cuando para
cada a ∈ Ω existe D(a,R) ⊂ Ω con

sup
{
I(f,D(a,R)) : f ∈ F

}
< ∞.

solución.

Aplicando la fórmula integral de Cauchy a la función f(z)2 en el disco D(a, r) ⊂
D(a,R) se obtiene

f(a)2 =
1

2πi

∫

Cr

f(z)2

z − a
dz =

1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)2 dt

luego

2π|f(a)|2 ≤
∫ 2π

0
|f(a+ reit)|2 dt.

Multiplicando por r > 0 e integrando en el intervalo [0, R]:

2π|f(a)|2
∫ R

0
r dr ≤

∫ R

0

[∫ 2π

0
r|f(a+ reit)|2 dt

]
dr.

La última integral es la que se obtiene expresando en coordenadas polares la integral doble

∫

D(a,R)
|f(x+ iy)|2 dx dy

luego π|f(a)|2R2 ≤ I(f,D(a,R)).
Sea F ⊂ H (Ω) cumpliendo la condición del enunciado. Para demostrar que F es

acotada basta probar que para cada a ∈ Ω existe D(a, r) ⊂ Ω tal que

sup
{|f(z)| : z ∈ D(a, r), f ∈ F

}
< +∞
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(ya que cada compacto K ⊂ Ω se puede recubrir con una cantidad finita de discos con
esta propiedad).

Sea r > 0 tal que D(a, 2r) ⊂ Ω y M = sup{I(f,D(a, 2r)) : f ∈ F} < ∞. Entonces
para todo z ∈ D(a, r) es D(z, r) ⊂ D(a, 2r) luego

I(f,D(z, r)) ≤ I(f,D(a, 2r)) ≤ M

y, por lo probado en la primera parte, aplicado a D(z, r), se puede asegurar que para todo
z ∈ D(a, r) y todo f ∈ F se cumple

πr2|f(z)|2 ≤ I(f,D(z, r)) ≤ M

luego
sup

{|f(z)| : z ∈ D(a, r), f ∈ F
}
< +∞.

5.2.5. Desigualdades de Cauchy y teorema de Liouville

A continuación se proponen ejercicios en cuya solución intervienen las desigualdades
de Cauchy, el teorema de Liouville y el teorema de Morera.

Ejercicio 5.38.
Sea f ∈ H

(
D(0, 1)

)
tal que |f(z)| ≤ 1/(1 − |z|) para cada z ∈ D(0, 1). Demuestre que

para todo n ∈ N se cumple

|f (n)(0)| ≤ (n+ 1)!

(
1 +

1

n

)n

.

solución.

La función M(r) = máx{|f(z)| : |z| ≤ r}, con 0 < r < 1, cumple M(r) ≤ 1/(1 − r) y
aplicando las desigualdades de Cauchy se obtiene que, para cada n ∈ N,

|f (n)(0)| ≤ n!
M(r)

rn
≤ n!

(1 − r)rn
= h(r).

La mejor cota para |f (n)(0)| se consigue con el mı́nimo absoluto de h(r) en [0, 1]. El mı́nimo
se alcanza cuando r = n/(n+ 1) y con este valor de r se obtiene la desigualdad requerida.

Ejercicio 5.39.
¿Existe f ∈ H

(
D(a,R)

)
tal que |f (n)(a)| ≥ nnn! para todo n ∈ N?

solución.

Si f ∈ H
(
D(a,R)

)
, en virtud de las desigualdades de Cauchy

∣∣∣∣∣
f (n)(a)

n!

∣∣∣∣∣ ≤ M(r)

rn

donde M(r) = máx{|f(z)| : |z − a| ≤ r}, 0 < r < R. Si se cumpliese la condición del
enunciado se obtendŕıa que (nr)n ≤ M(r) para todo n ∈ N. Como esto es imposible se
concluye que no existe f ∈ H

(
D(a,R)

)
verificando esa condición.
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Ejercicio 5.40.
Sea f ∈ H (C) una función entera tal que existen n ∈ N y ρ > 0 verificando

|f(z)| ≤ |z|n si |z| ≥ ρ.

Demuestre que f es un polinomio de grado menor o igual que n.

solución.

Sea M(r) = máx{|f(z)| : |z| ≤ r}. Para r > ρ se cumple M(r) ≤ rn y según las
desigualdades de Cauchy para todo k ∈ N y todo r > ρ se verifica

∣∣∣∣∣
f (k)(0)

k!

∣∣∣∣∣ ≤ M(r)

rk
≤ rn−k.

Haciendo tender r hacia +∞ se concluye que f (k)(0) = 0 para todo k > n.

Ejercicio 5.41.
Sea M(r) = máx{|f(z)| : |z| = r}, r > 0, donde f ∈ H (C) es una función entera no

constante. Demuestre que son equivalentes:

a) f es un polinomio (de grado m);

b) para algún m ∈ N existe el ĺımite ĺım
r→+∞

M(r)

rm
= L y 0 < L+ ∞;

c) existe el ĺımite ĺım
r→+∞

logM(r)

log r
(y vale m);

d) ĺım sup
r→+∞

logM(r)

log r
< +∞.

(Véase el ejercicio 5.42).

solución.

a) ⇒ b) Sea f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · + amz

m un polinomio con am 6= 0. Si |z| = r,
en virtud de la desigualdad triangular

|am|rm − p(r) ≤ |f(z)| ≤ |am|rm + p(r),

donde p(r) = |a0| + |a1|r + |a2|r2 + · · · + |am−1|rm−1, luego

|am|rm − p(r) ≤ M(r) ≤ |am|rm + p(r).

Como ĺımr→+∞ p(r)/rm = 0, se obtiene b) con L = |am|.
b) ⇒ c) Existe R > 0 tal que si r > R se cumple L/2 < M(r)/rm < 2L, luego

m log r + log(L/2) < logM(r) < m log r + log(2L).

Dividiendo por log r y pasando al ĺımite se obtiene c). (Obsérvese que el número m que
hace que se cumpla b) es único).

c) ⇒ d) Es evidente.
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d) ⇒ a) Sea A > ĺım sup
r→+∞

logM(r)

log r
.

Por la definición de ĺımite superior, para cada n ∈ N existe rn > n tal que logM(rn)/ log rn <
A, es decir, M(rn) < rA

n . Según las desigualdades de Cauchy, si k, n ∈ N, se cumple
∣∣∣∣∣
f (k)(0)

k!

∣∣∣∣∣ ≤ M(rn)

rk
n

≤ rA−k
n .

Como rn → +∞, se concluye que f (k)(0) = 0 para todo k > A, luego f es un polinomio.

Ejercicio 5.42.
Sea M(r) = máx{|f(z)| : |z| = r}, r > 0, donde f ∈ H (C) es una función entera no

constante. Demuestre que son equivalentes:

a) f no es polinomio;

b) ĺım
r→+∞

M(r)

rm
= +∞ para todo m ∈ N;

c) ĺım
r→+∞

logM(r)

log r
= +∞;

d) ĺım sup
r→+∞

logM(r)

log r
= +∞.

(Véase el ejercicio 5.41).

solución.

a) ⇒ b) Si no se cumple b) deben existir m ∈ N y C > 0 tales que para todo k ∈ N hay
un rk > k verificando M(rk) ≤ Crm

k .
Si f(z) =

∑∞
n=1 anz

n es el desarrollo en serie de potencias de f , en virtud de las
desigualdades de Cauchy,

|an| ≤ M(rk)

rn
k

≤ Crm
k

rn
k

= Crm−n
k .

Si n > m se cumple ĺımk Cr
m−n
k = 0, luego an = 0 y por lo tanto f es un polinomio.

b) ⇒ c) Para cada m ∈ N existe Rm > 0 tal que si r > Rm entonces M(r)/rm > m,
luego logM(r) > m log r + logm y se obtiene c).

c) ⇒ d) Es evidente.

d) ⇒ a) Véase el ejercicio 5.41.

Ejercicio 5.43.
Sea ρ > 0 el radio de convergencia de la serie de potencias

∑∞
n=0 anz

n. Demuestre que
g(z) =

∑∞
n=0(an/n!)zn es una función entera que verifica:

(P) Existen A > 0 y a > 1/ρ tales que |g(z)| ≤ Aea|z| para todo z ∈ C.

Rećıprocamente, si g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n es una función entera que cumple (P) y an = n! bn,

demuestre que la serie de potencias
∑∞

n=0 anz
n tiene radio de convergencia ρ ≥ 1/a.
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solución.

Para cada z ∈ C se cumple

∣∣∣∣
an

n!
zn

∣∣∣∣ = |an|rn 1

n!

( |z|
r

)n

≤ A
1

n!
(a|z|)n

donde a = 1/r y A =
∑∞

n=0 |an|rn < +∞. Se sigue que la serie
∑∞

n=0
an
n! z

n converge
absolutamente para todo z ∈ C y que su suma g es una función entera que verifica

|g(z)| ≤ A
∞∑

n=0

1

n!
(a|z|)n = Aea|z|.

Rećıprocamente, sea g(z) =
∑∞

n=0 bnz
n una función entera que cumple la condición

(P). Entonces poniendo M(R) := máx{|g(z)| : |z| = R} se verifica M(R) ≤ AeaR y,
aplicando las desigualdades de Cauchy, se obtiene que para todo R > 0 y todo n ∈ N se
cumple

|bn| ≤ M(R)

Rn
≤ A

eaR

Rn

La mejor cota de |bn| se consigue con R = n/a que minimiza a eaRR−n en (0,+∞). Con
este valor de R se obtiene que |bn| ≤ A(ae/n)n luego

|n!bnz
n| ≤ αn donde αn = An!(ea|z|/n)n.

Como ĺımn(αn+1/αn) = a|z|, en virtud del criterio del cociente, la serie
∑∞

n=0 αn converge
para |z| < 1/a. Lo mismo le ocurre a la serie

∑∞
n=0 n! bnz

n y por lo tanto su radio de
convergencia ρ es mayor o igual que 1/a.

Ejercicio 5.44.
Demuestre que F ⊂ H

(
D(0, 1)

)
es acotada si y sólo si existe una sucesión Mn > 0

que cumple las condiciones siguientes:

a) ĺım supn→∞
n
√
Mn ≤ 1;

b) |f (n)(0)| ≤ n!Mn, para cada f ∈ F y n = 0, 1, 2, 3, . . .

(La definición de familia acotada se puede ver en el ejercicio 5.37).

solución.

Supongamos que Mn cumple a) y b). En virtud de a), el radio de convergencia de la
serie de potencias

∑∞
n=0Mnz

n es mayor o igual que 1. Por lo tanto, si r ∈ [0, 1) la serie
C(r) =

∑∞
n=0Mnr

n converge y en virtud de b), para cada f ∈ F y cada z ∈ D(0, r) se
cumple

|f(z)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

fn(0)

n!
zn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0

Mn|z|n ≤ C(r).

Dado un compacto K ⊂ D(0, 1) existe 0 < r < 1 tal que K ⊂ {z : |z| ≤ r}, luego F es
una familia acotada.

Rećıprocamente, si F es acotada, para cada r ∈ (0, 1), el supremo

M(r) = sup
{|f(z)| : f ∈ F , |z| ≤ r

}
.
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es finito. En virtud de las desigualdades de Cauchy, para todo f ∈ F se cumple

|f (n)(0)|
n!

≤ M(r)

rn

luego también son finitos los supremos

Mn = sup

{ |f (n)(0)|
n!

: f ∈ F

}
≤ M(r)

rn

que, obviamente, cumplen b). Como n
√
Mn ≤ n

√
M(r)/r, resulta

ĺım sup
n

n
√
Mn ≤ 1

r

Esta desigualdad se verifica para todo r ∈ [0, 1) y, por lo tanto, se cumple a).

Ejercicio 5.45.
Sea f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, definida para |z| < R. Para 0 ≤ r < R se definen

M(f, r) = sup
{|f(z)| : |z| ≤ r

}
, m(f, r) =

∞∑

n=0

|an|rn.

Demuestre la implicación

0 ≤ r < r + δ < R ⇒ M(f, r) ≤ m(f, r) ≤ r + δ

δ
M(f, r + δ)

y obtenga que ĺım
n→∞

n

√
m(fn, r) = M(f, r).

solución.

Es inmediato que M(f, r) ≤ m(f, r). Según las desigualdades de Cauchy,

|an| ≤ M(f, r + δ)

(r + δ)n

luego

m(f, r) =
∞∑

n=0

|an|rn ≤ M(f, r + δ)
∞∑

n=0

(
r

r + δ

)n

=
r + δ

δ
M(f, r + δ).

Considerando la función fn resulta

M(fn, r) ≤ m(fn, r) ≤ Cδ M(fn, r + δ) con Cδ =
r + δ

δ

Como M(fn, r) = M(f, r)n, M(fn, r + δ) = M(f, r + δ)n, resulta

M(f, r) ≤ n

√
m(fn, r) ≤ n

√
Cδ M(f, r + δ).

Si ρ ∈ (r,R), por la continuidad uniforme de f sobreD(0, ρ), dado ε > 0 existe 0 < δ < ρ−r
tal que

|f(z) − f(w)| < ε siempre que |z| ≤ ρ, |w| ≤ ρ y |z − w| ≤ δ.
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Si |w| ≤ r + δ < ρ es claro que existe z ∈ D(0, r) con |z − w| ≤ δ, luego

|f(w)| ≤ |f(z)| + |f(w) − f(z)| ≤ M(f, r) + ε.

De esto se sigue que M(f, r + δ) ≤ M(f, r) + ε. Combinando esta desigualdad con la
obtenida anteriormente resulta

M(f, r) ≤ n

√
m(fn, r) ≤ n

√
Cδ

(
M(f, r) + ε

)
,

luego

M(f, r) ≤ ĺım inf
n

n

√
m(fn, r) ≤ ĺım sup

n

n

√
m(fn, r) ≤ M(f, r) + ε.

Como ε > 0 es arbitrario se concluye que ĺımn→∞ n
√
m(fn, r) = M(f, r).

Ejercicio 5.46.
Si f ∈ H (C) y Re f(z) ≤ 0 para todo z ∈ C, demuestre que f es constante.

solución.

La función entera g(z) = ef(z) es acotada pues |g(z)| = eRe f(z) ≤ e0 = 1 y en virtud
del teorema de Liouville es constante, luego su derivada f ′(z)ef(z) es idénticamente nula.
Como f ′(z) = 0 para todo z ∈ C se sigue que f es constante.

También se puede razonar considerando la función entera T (f(z)) donde T es una
transformación de Möbius que lleva el semiplano {z : Re z ≤ 0} sobre el disco D(0, 1) (por
ejemplo, T (z) = (z + 1)/(z − 1)). Según el teorema de Liouville T ◦ f es constante, lo que
implica que f también lo es.

Nota. En el ejercicio 5.47 se puede ver un resultado más general.

Ejercicio 5.47.
Sean a, b ∈ C, a 6= b. Si f ∈ H (C) y f(C) ∩ [a, b] = ∅, demuestre que f es constante.

solución.

Si w 6∈ [a, b] entonces T (w) = (w − a)(w − b) no es real negativo. Entonces, en virtud
de la hipótesis, T (f(z)) nunca es real negativo y esto permite definir la función entera
g(z) =

√
T (f(z)). Como Re g(z) ≥ 0 para todo z ∈ C, en virtud del ejercicio 5.46, g es

constante y se sigue que f también lo es.

5.2.6. Complementos sobre funciones

definidas por integrales

Los tres primeros ejercicios de este bloque albergan resultados básicos que sirven
para establecer la holomorf́ıa de funciones definidas por integrales. Estos resultados
se utilizan luego en situaciones concretas.

Ejercicio 5.48.
Se supone que F : [α, β]×Ω −→ C es continua y que las funciones parciales z → F (t, z)

son holomorfas en Ω, con derivada D2F (t, z). Demuestre:



5.2. Ejercicios resueltos 201

a) la integral f(z) =
∫ β

α F (t, z) dt define una función holomorfa en Ω;

b) para cada z ∈ Ω, la función t → D2F (t, z) es continua en [α, β] y

f ′(z) =

∫ β

α
D2F (t, z) dt.

solución.

Según la fórmula integral para el coeficiente a1 = D2F (t, z), en el desarrollo en serie
de potencias de z → F (t, z) alrededor de a, se tiene

D2F (t, a) =
1

2πi

∫

Cr

F (t, w)

(w − a)2
dw

donde se supone que D(a, r) ⊂ Ω y Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].
Dado ε > 0, en virtud de la continuidad uniforme de F sobre el compacto [α, β] ×

Cr([0, 2π]) , existe η > 0 tal que

|s− t| < η ⇒ |F (t, w) − F (s,w)| < εr para todo w ∈ Cr([0, 2π])

Entonces, si |s− t| < η, se cumple

|D2F (t, a) −D2F (s, a)| =

∣∣∣∣
1

2πi

∫

Cr

F (t, w) − F (s,w)

(w − a)2
dw

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

εr

r2
2πr = ε

Aśı queda demostrada la continuidad de t → D2F (t, z).
La integral de esta función continua, y la de t → F (t, z) se pueden escribir como ĺımites

de sumas de Riemann: si tkn = α+ (β − α)k/n, las sucesiones

fn(z) =
n−1∑

k=0

F (tkn, z)
β − α

n
; f ′

n(z) =
n−1∑

n=0

D2F (tkn, z)
β − α

n

convergen, respectivamente, hacia f(z) y hacia
∫ β

α D2F (t, z) dt.
Para obtener a) y la validez de la fórmula en b) basta demostrar que la sucesión

fn converge hacia f uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω y aplicar el teorema de
Weierstrasss 5.1.15. Dado ε > 0, la continuidad uniforme de F sobre el compacto [α, β]×K
asegura que existe δ > 0 tal que

|s− t| < δ, |z − w| < δ, s, t ∈ [α, β], z, w ∈ K ⇒ |F (t, z) − F (s,w)| < ε

β − α

Si n > (β − α)/δ, para todo z ∈ K se cumple

|f(z) − fn(z)| =

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=0

∫ tk+1
n

tk
n

(
F (t, z) − F (tkn, z)

)
dt

∣∣∣∣∣ ≤

≤
n−1∑

k=0

∫ tk+1
n

tk
n

|F (t, z) − F (tkn, z)| dt ≤ ε,

luego la sucesión fn converge hacia f uniformemente sobre K. Aplicando el teorema de
Weierstrass se concluye que f es holomorfa y que la sucesión f ′

n converge hacia f ′ unifor-
memente sobre compactos, lo que lleva consigo la validez de la fórmula para la derivada
dada en b).
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Nota. Si sólo se desea demostrar a) se puede emplear un razonamiento más breve
basado en el teorema de Morera. En primer lugar se obtiene la continuidad de f en cada
a ∈ Ω (usando la continuidad uniforme de F sobre [α, β] ×D(a, r), con D(a, r) ⊂ Ω). En
segundo lugar se utiliza el teorema de Fubini para demostrar que si R ⊂ Ω es un rectángulo
cerrado se verifica

∫

∂R
f(z) dz =

∫

∂R

(∫ β

α
F (t, z) dt

)
dz =

∫ β

α

(∫

∂R
F (t, z) dz

)
dt =

∫ β

α
0 dt = 0

(las integrales
∫

∂R F (t, z) dz son nulas en virtud del teorema de Cauchy 5.1.7).

Ejercicio 5.49.

Si Ω ⊂ C es abierto y F : [α,+∞) × Ω −→ C es continua, se dice que la integral
impropia

f(z) =

∫ +∞

α
F (t, z) dt

converge en Ω uniformemente sobre compactos, cuando para cada compacto K ⊂ Ω y
cada sucesión βn > α convergente hacia ∞ la sucesión de funciones fn(z) =

∫ βn
α F (t, z)dt

converge hacia f(z) uniformemente sobre K.

Demuestre que una condición suficiente para ello es que se cumpla: para cada compacto
K ⊂ Ω hay una función ϕK : [a,+∞) −→ [0,+∞), con a ≥ α, integrable Riemann en
sentido impropio, tal que |F (t, z)| ≤ ϕK(t) para cada z ∈ K y cada t ≥ a.

solución.

Es claro que la condición del enunciado implica la convergencia absoluta de la integral
impropia en cada z ∈ Ω. Si βn > α es una sucesión tal que ĺımn βn = +∞, la sucesión de
funciones fn(z) =

∫ βn
α F (t, z) dt converge hacia la función f(z) uniformemente sobre cada

compacto K ⊂ Ω: basta observar que si βn > a, para cada z ∈ K se cumple

|fn(z) − f(z)| ≤
∫ +∞

βn

|F (t, z)| dt ≤
∫ +∞

βn

ϕK(t) dt = ρn,

donde ĺımn ρn = 0.

Ejercicio 5.50.

Sea Ω ⊂ C abierto y F : [α,+∞) × Ω −→ C una función continua tal que todas las
funciones parciales z → F (t, z) son holomorfas en Ω, con derivada D2F (t, z). Si la integral

f(z) =

∫ +∞

α
F (t, z) dt

converge uniformemente sobre los compactos de Ω, demuestre que f ∈ H (Ω) y que para
cada z ∈ Ω, la función t → D2F (t, z) es continua en [α,+∞) y verifica

f ′(z) =

∫ +∞

α
D2F (t, z) dt

donde la integral sigue siendo uniformemente convergente sobre compactos de Ω.
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solución.

Según el ejercicio 5.48, para cada β > α las funciones t → D2F (t, z) son continuas en
[α, β], luego son continuas en [α,+∞).

Dada una sucesión βn > α convergente hacia +∞, según el mismo ejercicio, las fun-
ciones fn(z) =

∫ βn
α F (t, z) dt son holomorfas en Ω con derivada

f ′
n(z) =

∫ βn

α
D2F (t, z) dt.

Si la integral impropia del enunciado converge uniformemente sobre compactos, dada una
sucesión βn > α con ĺımn βn = +∞, la sucesión de funciones fn(z) =

∫ βn
α F (t, z) dt

converge hacia f(z) uniformemente sobre compactos y con el teorema de Weierstrass se
concluye que f es holomorfa en Ω con derivada

f ′(z) = ĺım
n
f ′

n(z) = ĺım
n

∫ βn

α
D2F (t, z) dt

donde la convergencia de la sucesión de derivadas también es uniforme sobre compac-
tos. Nótese que, al ser cierta esta afirmación para todas las sucesiones βn > α con
ĺımn βn = +∞, tenemos garantizada la convergencia uniforme sobre compactos de la
integral impropia ∫ +∞

α
D2F (t, z) dt = f ′(z).

Nota. Cuando el intervalo [α,+∞) se reemplaza por un intervalo acotado [α, β), hay
versiones análogas de los resultados de los ejercicios 5.49 y 5.50, para las integrales impro-
pias de segunda especie de la forma

∫ β−
α F (t, z) dt y también para las integrales impropias

de la forma ∫ β

−∞
F (t, z) dt,

∫ β

α+
F (t, z) dt.

Ejercicio 5.51.

Si ϕ : [0,+∞) −→ C es continua y |ϕ(t)| < Aeαt para todo t ≥ R > 0, demuestre que∫+∞
0 e−ztϕ(t) dt define una función holomorfa en el abierto Ωα = {z : Re z > α}.

solución.

Según el ejercicio 5.50 basta comprobar que la integral impropia del enunciado converge
uniformemente sobre cada subconjunto compacto de Ωα.

Dado un compacto K ⊂ Ωα es claro que a = mı́n{Re z : z ∈ K} > α y que para todo
z ∈ K y todo t ≥ R se cumple

|e−ztϕ(t)| = e−t Re z|ϕ(t)| ≤ e−atAeαt = Ae−βt

donde β = α−a > 0. Como la integral
∫+∞

R Ae−βt dt es convergente, con el resultado visto
en ejercicio 5.49, se obtiene que la integral del enunciado converge uniformemente sobre
K.
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Ejercicio 5.52.

Demuestre que la integral f0(z) =
∫ 1

0 e
−ttz−1 dt converge uniformemente sobre com-

pactos en el semiplano H = {z : Re z > 0}, donde define una función holomorfa y que
la integral f1(z) =

∫+∞
1 e−ttz−1 dt converge uniformemente sobre compactos en C, donde

define una función entera. Se concluye que la integral

∫ +∞

0
e−ttz−1 dt

define una función holomorfa en el semiplano H.

solución.

a) Si K ⊂ H es compacto, es claro que δ = mı́n{Re z : z ∈ K} > 0. Para todo z ∈ K
y todo t ∈ [0, 1] se cumple:

|e−ttz−1| = e−ttx−1 ≤ tδ−1

y, teniendo en cuenta que la integral impropia
∫ 1

0− t
δ−1dt es convergente, con la versión

de los ejercicios 5.49 y 5.50 para integrales impropias de segunda especie, se obtiene el
resultado deseado.

b) Si K ⊂ C es compacto, sea A = máx{Re z : z ∈ K} < +∞. Para todo z ∈ K y todo
t ∈ [1,+∞) se cumple:

|e−ttz−1| = e−ttx−1 ≤ e−ttA−1 ≤ (e−ttA+1)t−2.

La función tA+1e−t está acotada en [1 + ∞) (porque es continua con ĺımite 0 en +∞) y
podemos considerar la constante C = sup{e−ttA+1 : t ≥ 1} < +∞, con la que se obtiene

|e−ttz−1| ≤ Ct−2.

Como la integral impropia
∫+∞

1 t−2dt es convergente, con los ejercicios 5.49 y 5.50 se
obtiene el resultado deseado.

Ejercicio 5.53.

Demuestre que la integral

F (z) =

∫ +∞

0

tz−1

et − 1
dt

define una función holomorfa en Ω1 = {z : Re z > 1}. Más concretamente:

a) la integral F0(z) =
∫ 1

0 t
z−1/(et − 1) dt converge uniformemente sobre compactos en

Ω1 donde define una función holomorfa;

b) la integral F1(z) =
∫ +∞

1 tz−1/(et − 1) dt converge uniformemente sobre compactos en
C donde define una función entera.

solución.

Como la demostración es análoga a la del ejercicio 5.52, sólo indicamos las pequeñas
modificaciones pertinentes.
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a) Si K ⊂ {z : Re z > 1} es compacto, δ = mı́n{Re z : z ∈ K} > 1 y para todo z ∈ K
y todo t ∈ [0, 1] se cumple:

|tz−1/(et − 1)| ≤ tx−1/t = tx−2 ≤ tδ−2.

b) Si K ⊂ C es compacto y A = máx{Re z : z ∈ K} < +∞, para todo z ∈ K y todo
t ∈ [1,+∞) se cumple:

|tz−1/(et − 1)| = tx−1/(et − 1) ≤ tA−1/(et − 1) ≤ C/t2

donde C = sup{tA+1/(et − 1) : t ≥ 1} < +∞.

Ejercicio 5.54.

Sea F : R× C −→ C, definida por

F (t, z) =





e−t − e−tz

t
si t 6= 0,

z − 1 si t = 0.

Demuestre que la integral
∫+∞

0 F (t, z) dt converge para Re z > 0 y calcule su valor.

solución.

Si t 6= 0 se tiene

F (t, z) =
(1 − t+ t2/2! − t3/3! + · · · ) − (1 − tz + t2z2/2! − t3z3/3! + · · · )

t

En términos de la función entera h(w) = w/2! − w2/3! + w3/4! − · · · obtenemos

F (t, z) = z − 1 + h(t) − zh(tz) para todo (t, z) ∈ R× C.

Por lo tanto F es continua y las funciones parciales z → F (t, z) son holomorfas.

Dado un compacto K ⊂ {z : Re z > 0} si a = mı́n{Re z : z ∈ K} > 0, para todo z ∈ K
y todo t ≥ 1 se cumple

|F (t, z)| ≤ |e−t − e−tz | ≤ e−t + e−at,

donde
∫+∞

1 (e−t +e−at)dt < +∞, luego la integral impropia
∫ +∞

1 F (t, z) dt converge unifor-
memente sobre K y lo mismo le ocurre a la integral del enunciado (véase el ejercicio 5.49).

Según el ejercicio 5.50, la convergencia uniforme sobre compactos en el semiplano
{z : Re z > 0} garantiza que la integral define en este semiplano una función holomorfa
g(z) cuya derivada se obtiene mediante derivación bajo la integral:

g′(z) = −
∫ +∞

0
e−tz dt

Es obvio que g′(x) = 1/x si x > 0 lo que lleva consigo (por el principio de identidad) que
g′(z) = 1/z si Re z > 0. Como g(1) = 0 resulta g(z) = Log z.
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5.3. Ejercicios propuestos

5.1 Sea γ un camino regular a trozos en C \ {0}. Determine a ∈ C para que la integral

∫

γ

(
1

z
+

a

z3

)
ez dz

sólo dependa de los extremos del camino γ.

5.2 Sean P , Q polinomios complejos tales que grado(Q) − grado(P ) ≥ 2. Demuestre que
existe r > 0 tal que si γ es un camino cerrado regular a trozos en {z : |z| > r} se
cumple ∫

γ

P (z)

Q(z)
dz = 0.

5.3 Calcule las integrales

∫

C1

ez

z
dz;

∫

C2

dz

z2 + 1
;

∫

C1

ezz−ndz;

∫

C2

zn(1 − z)mdz;

donde Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

5.4 Obtenga un abierto Ω ⊃ {z : |z| = 1} donde haya definido un logaritmo holomorfo
f(z) de (z + 1)/(z − 1). Calcule

∫
C z

nf(z) dz donde C(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

5.5 Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, definida en D(0, r) y 0 < ρ < r. Calcule, en términos de los

coeficientes an, el valor de la integral

1

2πi

∫

Cρ

ew/z f(z)

z
dz

donde Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

5.6 Sea g ∈ H (D(0, ρ)) y f holomorfa en {z : |z| > 0}, con un desarrollo de Laurent de
la forma

∑∞
n=0 an/z

n+1. Demuestre que para |z| ≤ r < ρ/2 se verifica

1

2πi

∫

C
f(w)g(z − w) dw = a0g(z) − a1g

′(z) +
a2

2!
g′′(z) − a3

3!
g′′′(z) − · · ·

donde C(t) = eit, t ∈ [0, 2π].

5.7 Si f : D(0, 1) −→ C es continua y holomorfa en D(0, 1), demuestre

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)

1 − zeit
dt

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)

1 − ze−it
dt =

1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
u(eit) dt + iv(0)

donde u(z) = Re f(z) y v(z) = Im f(z).

5.8 Sea f ∈ H (D(0, 1)) tal que Re f(z) ≥ 0 para cada z ∈ D(0, 1) y f(0) = 1
2 . Demuestre

que si |z| ≤ ρ < 1 entonces 2|f(z)| ≤ (1 + ρ)/(1 − ρ).

Indicación. Utilice la fórmula integral del ejercicio propuesto anterior.
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5.9 ¿Existe f ∈ H (D(0, 1)) tal que f (n)(1
3 ) = n!

√
n 2n para cada n ∈ N?

5.10 Si f ∈ H (C) y |f(z)| ≤ M cuando |z| ≤ R, obtenga la mejor cota de {|f (n)(z)| :
|z| ≤ ρ} que proporcionan las desigualdades de Cauchy, para 0 < ρ < R y n ∈ N.

5.11 Sea f ∈ H (C) una función entera. Demuestre que cada una de las siguientes condi-
ciones implica que f es constante:

a) |f(z)| 6= 1 para todo z ∈ C;

b) |f(z)| ≤ 1 +
√

|z| para todo z ∈ C;

c) f tiene los periodos 1, i;

d) f(z) 6∈ {w :∈ C : Rew ≤ 0}.

5.12 Demuestre que las integrales

f(z) =

∫ +∞

0

e−t

t+ z
dt; g(z) =

∫ +∞

0

e−tz

1 + t
dt

definen una función f holomorfa en Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0} y una función g
holomorfa en {z : Re z > 0}. ¿Qué relación hay entre estas funciones?

5.13 Si ϕ : [0,+∞) −→ C es continua y periódica, de periodo a > 0, demuestre que la
integral

F (z) =

∫ +∞

0
e−ztϕ(t) dt

define en el semiplano {z : Re z > 0} una función holomorfa que verifica F (z)(1 −
e−az) =

∫ a
0 e

−ztϕ(t) dt. Obtenga F ′(z).





Caṕıtulo 6

Singularidades aisladas

6.1. Preliminares teóricos

6.1.1. Comportamiento local

Después del teorema 5.1.10 sabemos que las funciones holomorfas son válidos los re-
sultados y las propiedades t́ıpicas de las funciones anaĺıticas (referentes a sus ceros, mul-
tiplicidades, principio de identidad, etc.) En particular, se verifica lo establecido en el
ejercicio 4.52, que queda recogido en los siguientes resultados.

Proposición 6.1.1.
Si f ∈ H (Ω) no es constante y Ω ⊂ C es conexo, para cada a ∈ Ω existe un entorno

abierto Ga ⊂ Ω en el que f se puede expresar en la forma

f(z) = f(a) + ϕ(z)m para todo z ∈ Ga

donde m ∈ N es la multiplicidad de a como cero de f(z) − f(a) y ϕ es un isomorfismo
conforme entre Ga y un disco D(0, δ).

Teorema 6.1.2. Aplicación abierta.

Si Ω ⊂ C es un abierto conexo y f ∈ H (Ω) no es constante entonces f es abierta.
Más concretamente, para cada a ∈ Ω, si b = f(a) y m es la multiplicidad de a

como cero de f(z) − b, existe un entorno abierto de a Ua ⊂ Ω tal que Vb = f(Ua) es
un entorno abierto de b con la siguiente propiedad: para cada w ∈ Vb \ {b} la función
z → f(z) − w posee m ceros distintos en Ua y todos ellos son simples.

Corolario 6.1.3.
Si Ω ⊂ C es abierto y f ∈ H (Ω) es inyectiva entonces f ′(a) 6= 0 para cada a ∈ Ω,

G = f(Ω) es abierto y la inversa f−1 : G −→ Ω es holomorfa (es decir, f es un isomorfismo
conforme entre Ω y su imagen).

Teorema 6.1.4. Función inversa.

Sea f ∈ H (Ω) y a ∈ Ω tal que f ′(a) 6= 0. Entonces existe un entorno abierto de a,
Ua ⊂ Ω, tal que f |Ua es inyectiva, V = f(Ua) es abierto y la transformación inversa
g = (f |Ua)−1 : V −→ Ua es holomorfa.

209



210 Caṕıtulo 6. Singularidades aisladas

6.1.2. Singularidades aisladas

Definición 6.1.5.

Un punto a ∈ C se dice que es singularidad aislada de f ∈ H (Ω) si a 6∈ Ω pero
D∗(a, r) ⊂ Ω para algún r > 0. En este caso

a) si existe el ĺımite ĺımz→a f(z) = b ∈ C se dice que a es singularidad evitable
de f ;

b) si existe el ĺımite ĺımz→a f(z) = ∞ se dice que a es polo de f ;

c) si no existe el ĺımite ĺımz→a f(z) en C∞ se dice que a es singularidad esencial
de f .

Proposición 6.1.6.

Si a es singularidad aislada de f ∈ H (Ω), son equivalentes:

a) a es singularidad evitable de f ;

b) f está acotada en algún D∗(a, r) ⊂ Ω;

c) f admite una extensión holomorfa al abierto Ωa = Ω ∪ {a}.

Si a es singularidad evitable de f ∈ H (Ω), definiendo f(a) = ĺımz→a f(z), la singularidad
queda eliminada.

Proposición 6.1.7.

Sea a una singularidad aislada de f ∈ H (Ω). Son equivalentes:

a) a es polo de f ;

b) existe D∗(a, δ) ⊂ Ω y F ∈ H
(
D(a, δ)

)
, con F (a) = 0 tal que, para todo z ∈ D∗(a, δ),

f(z) = 1/F (z) ;

c) existe m ∈ N tal que (z − a)mf(z) tiene ĺımite finito no nulo cuando z → a;

d) existe un único polinomio P de grado m, con P (0) = 0, tal que a es singularidad
evitable de f(z) − P

(
1/(z − a)

)
.

Si a es polo de f se define su multiplicidad como el único m ∈ N que hace que se cumpla
la condición 6.1.7 c) (o la condición 6.1.7 d)), lo que ocurre si y sólo si a es cero de
multiplicidad m de la función F que interviene en 6.1.7 b). En las condiciones de la
proposición anterior la función Sa(z) = P (1/(z − a)) se llama parte principal (o singular)
de f en a y se suele escribir en la forma

Sa(z) =
a−m

(z − a)m
+

a−(m−1)

(z − a)m−1
+ · · · +

a−1

z − a

La parte regular de f en a es la función Ra(z) = f(z) − Sa(z), que se puede suponer
definida y holomorfa en Ωa = Ω ∪ {a}.
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Sumando el desarrollo en serie de potencias de Ra(z) =
∑∞

n=0 an(z−a)n, en D(a, r) ⊂
Ω, a la parte singular, se obtiene el desarrollo de Laurent de f en D∗(a, r), que sólo tiene
un número finito de potencias negativas de (z − a):

f(z) =
∞∑

n=−m

an(z − a)n si 0 < |z − a| < r.

Proposición 6.1.8.
Sea f ∈ H (Ω) y

∑+∞
n=−∞ an(z− a)n el desarrollo de Laurent de f en D∗(a, r) ⊂ Ω. Si

M = {n ∈ Z : an 6= 0}, se verifica

a) a es singularidad evitable si y sólo si ı́nf M ≥ 0;

b) a es polo (de multiplicidad m) si y sólo si ı́nf M = −m < 0;

c) a es singularidad esencial si y sólo si ı́nf M = −∞.

Teorema 6.1.9. Casorati-Weierstrass.

Si a es singularidad aislada de f ∈ H (Ω), son equivalentes

a) a es singularidad esencial de f ;

b) f
(
D∗(a, ε)

)
es denso en C para cada D∗(a, ε) ⊂ Ω.

Singularidades aisladas en ∞
Si f ∈ H (Ω) y D∗(∞, r) ⊂ Ω se dice que ∞ es singularidad aislada de f , y se califica

como singularidad evitable, polo o singularidad esencial según que la función f(1/z) tenga
en 0, respectivamente, una singularidad evitable, un polo, o una singularidad esencial.

Si
∑+∞

n=−∞ anz
n es el desarrollo de Laurent de f en D∗(∞, r) ⊂ Ω y M = {n ∈ Z :

an 6= 0}, se verifica:

a) ∞ es singularidad evitable de f si y sólo si supM ≤ 0;

b) ∞ es polo de f , de multiplicidad m, si y sólo si supM = m > 0;

c) ∞ es singularidad esencial de f si y sólo si supM = +∞.

Si ∞ es singularidad evitable de f , podemos considerar el desarrollo de Laurent en
D∗(∞, r) ⊂ Ω que, según a), no contiene potencias positivas de z:

f(z) = a0 +
a−1

z
+
a−2

z2
+ · · · +

a−n

zn
+ · · · si |z| > 1

r

Si a0 = 0 entonces ∞ es cero de f , que es aislado si y sólo existe n ∈ N, con a−n 6= 0 y, en
ese caso, se define su multiplicidad como

m := mı́n
{
n : a−n 6= 0

}
.

Este valor es el único m ∈ N para el que el ĺımite ĺımz→∞ zmf(z) existe y es finito no
nulo (o bien, el único m ∈ N tal que f se puede expresar en la forma f(z) = F (z)/zm con
F ∈ H (Ω) y F (∞) 6= 0).
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El ejemplo t́ıpico de función holomorfa en un abierto Ω ⊂ C∞, con ∞ ∈ Ω, surge
cuando ∞ es singularidad evitable de f ∈ H (Ω0) y se elimina la singularidad definiendo
f(∞) = ĺımz→∞ f(z). De esta forma se obtiene una función f ∈ H (Ω) holomorfa en el
abierto Ω = Ω0 ∪{∞}. Rećıprocamente, si ∞ ∈ Ω y f ∈ H (Ω) entonces ∞ es singularidad
evitable de f |Ω0, donde Ω0 = Ω \ {∞}.

Cuando ∞ es polo de f se define su multiplicidad como la del polo que f(1/z) tiene en 0.
Se obtiene aśı el único m ∈ N para el que existe ĺımz→∞ f(z)/zm ∈ C\{0}. Si ∞ es polo de
f , de multiplicidad m, entonces ∞ es singularidad evitable de 1/f y, después de eliminarla,
podemos considerar que 1/f es holomorfa en D(∞, r), con un cero de multiplicidad m en
∞. Es decir, ∞ es polo de f de multiplicidad m si y sólo si 1/f(1/z) tiene en z = 0 un
cero de multiplicidad m.

Si ∞ es polo de f ∈ H (Ω), de multiplicidad m, el desarrollo de Laurent de f en
un disco D∗(∞, r) ⊂ Ω es de la forma f(z) =

∑m
n=−∞ anz

n. Entonces la parte principal
o singular de f en ∞ es el polinomio S(z) =

∑m
n=1 anz

n. Se trata entonces del único
polinomio de grado m, con S(0) = 0, que hace que f − S tenga una singularidad evitable
en ∞. La parte regular de f en ∞ es la función R = f −S (que se puede suponer definida
y holomorfa en Ω ∪ {∞}).

En virtud del teorema 6.1.9, ∞ es singularidad esencial de f ∈ H (Ω) si y sólo si
f
(
D∗(∞, ε)

)
es denso en C para cada D∗(∞, ε) ⊂ Ω.

Ejemplos 6.1.10.

a) Si Ω ⊂ C es un abierto conexo, f, g ∈ H (Ω) y g no es idénticamente nula, el cociente
f/g define una función holomorfa en Ω\Z (g) y cada a ∈ Z (g) es una singularidad aislada
de f/g. Sea a un cero de g con multiplicidad m. Si a también es cero de f con multiplicidad
p ≥ m entonces la singularidad es evitable (cuando p > m, al eliminar la singularidad, a
se convierte en cero de f/g de multiplicidad p−m). Si a no es cero de f (respectivamente,
si a es cero de f de multiplicidad p < m) entonces a es polo de f/g de multiplicidad m
(resp. m− p).

b) Si P , Q son polinomios complejos, de grados p y q respectivamente, la función
racional f = P/Q es holomorfa en C \ Z (Q) y presenta una singularidad evitable en ∞
cuando p ≤ q (si p < q, después de eliminar la singularidad, ∞ se convierte en cero de
P/Q de multiplicidad q− p) y un polo de multiplicidad p− q cuando p > q. En particular,
si P es un polinomio complejo de grado p entonces ∞ es polo de P de multiplicidad p.

c) ∞ es singularidad esencial de f ∈ H (C) si y sólo si f no es un polinomio.

d) Si f ∈ H (C) no es un polinomio entonces a es singularidad esencial de la función
f
(
1/(z − a)

)
.

6.1.3. Residuo en una singularidad aislada
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Definición 6.1.11.

Si a ∈ C es singularidad aislada de f ∈ H (Ω) el residuo de f en a, denotado
Res(f, a), es el único α ∈ C que hace que la función

f(z) − α

z − a

tenga primitiva en cada D∗(a, r) ⊂ Ω.
Si ∞ es singularidad aislada de f se define Res(f,∞) = Res(g, 0) donde g(z) =

−f(1/z)/z2.

Si f es holomorfa en D∗(a, r) y f(z) =
∑+∞

n=−∞ an(z − a)n es su desarrollo de Laurent
en D∗(a, r), entonces f(z)−a−1/(z−a) tiene primitiva en D∗(a, r), luego Res(f, a) = a−1.

a) Si a ∈ C es singularidad evitable de f ∈ H (Ω) entonces Res(f, a) = 0.

b) Si a ∈ C es polo simple de f , Res(f, a) = ĺımz→a(z − a)f(z).

c) Si a ∈ C es polo de multiplicidad m > 1,

Res(f, a) = ĺım
z→a

h(m−1)(z)

(m− 1)!

d) Res(f, 0) = 0 cuando 0 es singularidad aislada de una función par f .

e) Si a ∈ C es singularidad aislada de f y g es holomorfa en un entorno de a entonces
Res(f, a) = Res(f + g, a) (véase el ejercicio 7.19).

Si ∞ es singularidad aislada de f y
∑+∞

n=−∞ anz
n es el desarrollo de Laurent de f en

D∗(∞, r) ⊂ Ω entonces Res(f,∞) = −a−1. Puede ocurrir que ∞ sea singularidad evitable
de f ∈ H (Ω) y que Res(f,∞) 6= 0 (por ejemplo, Res(1/z,∞) = −1).

En virtud del resultado del ejercicio 7.23, el cálculo de Res(f,∞) puede servir para
obtener el residuo en otros puntos. En los ejercicios 6.17, 6.18, 7.19, 7.23, 7.25, 7.27 y 7.32
se utilizan éstas y otras técnicas para el cálculo del residuo.

6.1.4. Funciones meromorfas

Sea Ω ⊂ C∞ abierto, S ⊂ Ω un conjunto de puntos aislados (entre los que puede
figurar ∞) y Ω0 = Ω \ S. Si f ∈ H (Ω0) y cada a ∈ S es un polo de f podemos extender
f a todo Ω definiendo f(a) = ∞ para cada a ∈ S. Se obtiene aśı una función continua
f : Ω −→ C∞ que satisface la siguiente definición:

Definición 6.1.12.

Una función continua f : Ω −→ C∞, definida en un abierto Ω ⊂ C∞, se dice que es
meromorfa si los puntos de P(f) = {z ∈ Ω : f(z) = ∞} son aislados en Ω (es decir,
Ω ∩ P(f)′ = ∅) y la restricción de f al abierto Ω0 = Ω \ P(f) es holomorfa.

En las condiciones de la definición anterior cada punto de P(f) es una singularidad aislada
de tipo polo de f |Ω0 y se dice que P(f) es el conjunto de los polos de f . En lo que sigue
M (Ω) designa el conjunto de las funciones meromorfas en Ω.

El lector interesado puede ver en el ejercicio 6.27 la siguiente caracterización de las
funciones meromorfas:
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Proposición 6.1.13.

Sea f : Ω −→ C∞, donde Ω ⊂ C∞ es un abierto conexo y f(Ω) 6= {∞}. Entonces f es
meromorfa si y sólo si es derivable en cada z ∈ Ω.

Ejemplos 6.1.14.

a) Sea R(z) = P (z)/Q(z) una función racional, donde P y Q son polinomios, sin
ceros comunes, de grados n y m respectivamente. Definiendo R(a) = ∞ si Q(a) = 0 y
R(∞) = ĺımz→∞R(z) ∈ C∞ se obtiene una función meromorfa R ∈ M (C∞). Cuando
n > m hay un polo de multiplicidad n−m en ∞.

b) Sean f, g ∈ H (Ω) donde Ω ⊂ C∞ es abierto conexo, g no es idénticamente nula
y Z (f) ∩ Z (g) = ∅. El cociente F (z) = f(z)/g(z) define en Ω una función meromorfa
(usando el convenio habitual c/0 = ∞ si c 6= 0) tal que P(F ) = Z (g). Si a ∈ P(F ), la
multiplicidad de a como polo de F coincide con la multiplicidad de a como cero de g.

Operaciones con funciones meromorfas

Si f es meromorfa en un abierto Ω ⊂ C∞ y P(f) es el conjunto de sus polos, la
restricción de f al abierto Ω \ P(f) es una función holomorfa tal que cada a ∈ P(f) es
una singularidad aislada de tipo polo. Dada otra función meromorfa g ∈ M (Ω), la función
suma f(z) + g(z) está definida como función holomorfa en el abierto Ω \ (P(f) ∪ P(g)

)
.

Cada a ∈ P(f)∪P(g) es una singularidad aislada de f +g. Generalmente a será un polo,
pero puede ser una singularidad evitable cuando a sea polo de f y g, con partes singulares
que se cancelen al sumar. Eliminando estas singularidades evitables queda definida la suma
f + g ∈ M (Ω) con P(f + g) ⊂ P(f) ∪ P(g). En cada uno de sus polos la parte singular
de f + g es la suma de las correspondientes partes singulares de f y g.

De manera similar se definen el producto fg ∈ M (Ω). Si a ∈ P(f) ∪ P(g) es polo de
f de multiplicidad m entonces el producto fg, inicialmente definido en Ω\(P(f)∪P(g)),
presenta en a un polo o una singularidad evitable (cuando a es cero de g de multiplicidad
mayor o igual quem). Eliminando estas singularidades evitables queda definido el producto
fg ∈ M (Ω).

Para definir el cociente f/g como función meromorfa debemos exigir que todos los
ceros de g sean aislados. En este caso los polos de f/g ∈ M (Ω) están contenidos en
P(f) ∪ Z (g). Cuando a ∈ (

P(f) ∩ P(g)
) ∪ (Z (f) ∩ Z (g)

)
puede ocurrir que a sea

singularidad evitable de f/g. Después de eliminar estas singularidades evitables queda
definida la función meromorfa f/g con polos P(f/g) ⊂ P(f) ∪ Z (g).

Si el abierto Ω ⊂ C∞ es conexo entonces M (Ω) es un cuerpo con la suma y el producto
que se acaban de definir. Con recursos avanzados se puede demostrar que si Ω 6= C∞ es
conexo entonces M (Ω) es el cuerpo de fracciones del anillo H (Ω), es decir, cada F ∈ M (Ω)
se puede obtener como un cociente F = f/g con f, g ∈ H (Ω). Este resultado es falso
cuando Ω = C∞ ya que M (C∞) es el cuerpo de las funciones racionales (ejercicio 6.24) y
H (C∞) sólo contiene las funciones constantes (en virtud del teorema de Liouville).

Series de funciones meromorfas



6.1. Preliminares teóricos 215

Definición 6.1.15.

Una serie
∑∞

n=1 fn de funciones meromorfas en un abierto Ω ⊂ C, se dice que conver-
ge uniformemente sobre compactos, cuando para cada compacto K ⊂ Ω existe m ∈ N
que verifica

a) P (fn) ∩K = ∅ para cada n > m;

b) la serie
∑

n>m fn converge uniformemente sobre K.

Dada una serie de funciones meromorfas que cumple la definición 6.1.15, es fácil ver
que M =

⋃∞
n=1 P (fn) no tiene puntos de acumulación en Ω. Como las funciones fn son

holomorfas en Ω0 = Ω \ M y la serie
∑∞

n=1 fn(z) converge uniformemente sobre cada
compacto K ⊂ Ω0, el teorema de Weierstrass asegura que la suma f(z) =

∑∞
n=1 fn(z)

está definida y es holomorfa en Ω0, con una singularidad aislada en cada a ∈ M , que
necesariamente es polo o singularidad evitable (lo último ocurre cuando se cancela la suma
—finita— de las partes principales en a de las funciones fn). Aśı queda definida la función
meromorfa suma f(z) =

∑∞
n=1 fn(z), con polos P (f) ⊂ ⋃∞

n=1 P (fn). Además, si se cumple
la condición P (fn)∩P (fm) = ∅ cuando n 6= m, se puede asegurar que P (f) =

⋃∞
n=1 P (fn)

y que la parte principal de f en a ∈ P (f) es la suma (necesariamente finita) de las partes
principales de los sumandos.

Teorema 6.1.16. Mittag-Leffler.

Sea Pn una sucesión de polinomios con Pn(0) = 0 y an ∈ C una sucesión de puntos
distintos dos a dos, tal que

|a1| ≤ |a2| ≤ |a3| ≤ · · · |an| ≤ · · · y ĺım
n

|an| = +∞.

Entonces existe una sucesión de polinomios Qn tal que la serie

∞∑

n=1

[
Pn

(
1

z − an

)
−Qn(z)

]

converge uniformemente sobre compactos y su suma es una función meromorfa f ∈
M (C) con polos P (f) = {an : n ∈ N}, tal que la parte principal de f en cada an es
Pn(1/(z − an)).

Corolario 6.1.17.
Sea M ⊂ C sin puntos de acumulación finitos (es decir, M ′∩C = ∅) y para cada a ∈ M

sea Pa(z) un polinomio con Pa(0) = 0. Entonces existe f ∈ M (C) con polos P (f) = M ,
tal que en cada polo a ∈ P (f) la parte principal de f es Pa(1/(z − a)).

Corolario 6.1.18.
Sea f ∈ M (C) con infinitos polos P (f) = {an : n ∈ N} dados según módulos crecientes

|a1| ≤ |a2| ≤ · · · ≤ |an| ≤ |an+1| ≤ · · · . Para cada n ∈ N sea Pn(1/(z − an)) la parte
principal de f en an. Entonces existe una función entera g ∈ H (C) y una sucesión de
polinomios Qn tales que f admite un desarrollo de la forma

f(z) = g(z) +
∞∑

n=1

[
Pn

(
1

z − an

)
−Qn(z)

]
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uniformemente convergente sobre compactos.

6.2. Ejercicios resueltos

6.2.1. Sobre singularidades evitables y polos

Empezamos los ejercicios de este caṕıtulo con algunos en cuya solución intervienen
las caracterizaciones 6.1.6 y 6.1.7 de las singularidades evitables y de los polos.

Ejercicio 6.1.
Obtenga la relación que hay entre dos funciones enteras f , g que verifican

|f(z)| ≤ |g(z)| para todo z ∈ C

solución.

Si g es idénticamente nula, f también lo es. En otro caso, cada a ∈ Z (g) es una
singularidad aislada de f/g. La función F = f/g es acotada y, según la proposición 6.1.6,
todas sus singularidades aisladas son evitables. Después de eliminarlas podemos suponer
que F es una función entera que cumple |F (z)| ≤ 1 para todo z ∈ C. El teorema de
Liouville implica que F es constante. Se obtiene aśı que existe µ ∈ C, |µ| ≤ 1, tal que
f = µg.

Ejercicio 6.2.
Sea f ∈ H (Ω), con Ω ⊃ {z : |z| > r}, tal que ĺımz→∞ zf(z) = 0. Demuestre que

{z2f(z) : |z| > R} es acotado para algún R > r.

solución.

g(z) = zf(z) presenta una singularidad evitable en ∞, que se elimina definiendo
g(∞) = 0, de modo que su desarrollo de Laurent en {z : |z| > r} es de la forma

g(z) =
a−1

z
+
a−2

z2
+
a−3

z3
+ · · · , si |z| > r;

luego

f(z) =
a−1

z2
+
a−2

z3
+
a−3

z4
+ · · · , si |z| > r.

Como ĺımz→∞ z2f(z) = a−1, se sigue que {z2f(z) : |z| > R} es acotado para algún R > r.

Ejercicio 6.3.

Determine la parte principal y la parte regular de f(z) =
1

ez − 1
en z = 0.

solución.

La función f es holomorfa en el disco perforado D∗(0, 2π) donde no se anula el deno-
minador ez − 1 = z + z2/2! + z3/3! + · · · . Se sigue que

F (z) = zf(z) =
1

1 + z/2! + z2/3! + · · ·
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presenta una singularidad evitable en z = 0, que desaparece definiendo F (0) = 1. En
virtud de 5.1.10, F admite en D(0, 2π) un desarrollo en serie de potencias

F (z) = 1 − 1

2
z + a2z

2 + a3z
3 + · · ·

en el que los dos primeros términos se han calculado usando el método de los coeficientes
indeterminados. Se obtiene aśı que

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+ a2z + a3z

3 · · ·

luego la parte principal de f en z = 0 es 1/z. La parte regular

R(z) = f(z) − 1

z
=

1 + z − ez

z(ez − 1)

presenta en 0 una singularidad evitable que se elimina definiendo R(0) = −1
2 .

Ejercicio 6.4.
Determine la parte principal y la parte regular de f(z) = (π/ sen πz)2 en cada uno de

sus polos. ¿Cuál es el valor de la parte regular en el polo correspondiente?

solución.

La función (sen πz)2 presenta ceros dobles en los enteros, luego f presenta polos dobles
en los enteros. Comenzamos calculando la parte principal de f en z = 0. Para ello debemos
obtener los primeros términos del desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de la
función

z2f(z) =

(
πz

sen πz

)2

= a0 + a2z
2 + a4z

4 + · · ·

donde sólo aparecen potencias pares de z porque la función es par.

a0 = ĺım
z→0

z2f(z) = 1

luego la parte principal de f en 0 es 1/z2. El desarrollo en serie de potencias alrededor de
0 de la parte regular es

R(z) = f(z) − 1/z2 = a2 + a4z
2 + · · ·

y el valor R(0) = a2 se puede calcular con el método de los coeficientes indeterminados:
efectuando el producto de convolución de las series

1 =

(
sen πz

πz

)2 (
1 + a2z

2 + a4z
4 + · · · ) =

=

(
1 − π2

3!
z2 +

π4

5!
z4 − · · ·

)2 (
1 + a2z

2 + a4z
4 + · · · ) =

=

(
1 − π2

3
z2 + αz4 + · · ·

)
(
1 + a2z

2 + a4z
4 + · · · ),

se obtiene que a2 = π2/3.
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Para calcular la parte principal de f en z = n ∈ Z basta observar que si z vaŕıa en
un entorno perforado de n, entonces w = z − n vaŕıa en un entorno perforado de 0, y se
cumple

f(z) = f(w) =
1

w2
+R(w) =

1

(z − n)2
+R(z − n).

Se sigue de esto que la parte principal de f en n es 1/(z − n)2 y que la parte regular es
R(z − n), cuyo valor en n es R(0) = π2/3.

Ejercicio 6.5.
Sea Ω = D(0, r) \ {a} con |a| = 1 < r. Si a es polo simple de f ∈ H (Ω) y

∑∞
n=0 anz

n

es el desarrollo en serie de potencias de f en D(0, 1), demuestre que se verifica

ĺım
n→∞

an

an+1
= a.

solución.

La parte principal de f en a es de la forma S(z) = α/(z − a), con α 6= 0. Después de
eliminar la singularidad evitable que R(z) = f(z) − S(z) tiene en a, podemos considerar
que R es holomorfa en D(0, r) donde admite un desarrollo en serie de potencias:

R(z) =
∞∑

n=0

bnz
n si |z| < r.

El desarrollo en serie de potencias de f(z) = S(z) + R(z) en D(0, 1) se obtiene sumando
el desarrollo en serie geométrica

S(z) =
α

z − a
= −α

a

(
1

1 − z/a

)
= −α

∞∑

n=0

zn

an+1

que es válido para |z/a| = |z| < 1. Se obtiene aśı que an = bn − α/an+1 para todo n ∈ N.
La condición |a| = 1 < r garantiza la convergencia de la serie

∑∞
n=0 bna

n, luego
ĺımn bna

n+1 = 0. Se sigue de esto que an = (bna
n+1 − α)/(an+1) no se anula a partir

de un cierto valor de n, y que

an

an+1
= a

bna
n+1 − α

bn+1an+2 − α

tiende hacia a cuando n → ∞.

Ejercicio 6.6.
Utilice el teorema de Liouville para demostrar que si f ∈ H (C) tiene en ∞ un polo

de multiplicidad m entonces f es un polinomio de grado m.

solución.

Considerando el desarrollo en serie de potencias f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, válido para todo

z ∈ C, se puede escribir

f(z) = p(z) + zm+1h(z) con p(z) =
m∑

n=0

anz
n y h ∈ H (C).
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Por hipótesis, existe y no es nulo el ĺımite L = ĺımz→∞ f(z)/zm y, teniendo en cuenta que
ĺımz→∞ p(z)/zm = am, se obtiene que ∞ es una singularidad evitable de la función entera
ϕ(z) = zh(z). Por lo tanto ϕ es acotada y en virtud del teorema de Liouville es constante,
con valor constante ϕ(0) = 0, luego f = p. Obsérvese que

am = ĺım
z→∞

p(z)

zm
= ĺım

z→∞
f(z)

zm
6= 0,

por lo que el polinomio p es de grado m.

Ejercicio 6.7.
Sea F una función holomorfa en {z : |z| > r} tal que u(z) = ReF (z) verifica

ĺımz→∞ u(z)/z = 0. Utilice el ejercicio 5.33 para demostrar que F presenta una singu-
laridad evitable en ∞.

solución.

El desarrollo de Laurent de F en {z : |z| > r} proporciona una descomposición F =
f + g, donde f es entera, g es holomorfa en {z : |z| > r} y ĺımz→∞ g(z) = 0. Entonces

ĺım
z→∞

Re g(z)

z
= 0

y la hipótesis sobre F implica que ĺımz→∞(Re f(z))/z = 0. Según el ejercicio 5.33 esto
implica que f es constante, lo que significa que ∞ es singularidad evitable de F .

Ejercicio 6.8.
Sea f ∈ H (Ω) definida en Ω = D∗(0, R) mediante un desarrollo de Laurent f(z) =∑+∞

n=−∞ anz
n. Para n ∈ {0, 1, 2, . . . } se consideran la integrales

J(f) =

∫∫

Ω
|f(x+ iy)| dx dy ≤ +∞;

In(f) =

∫∫

Ω
|f(x+ iy)|2(x2 + y2)n dx dy ≤ +∞

Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) si J(f) < +∞ entonces 0 es singularidad evitable o polo simple;

b) si I0(f) < ∞ entonces 0 es singularidad evitable;

c) si In(f) < ∞ con n > 0 entonces 0 es polo de multiplicidad menor o igual que n.

solución.

Si en la integral que define J(f) se efectúa un cambio de variable a coordenadas polares
resulta

J(f) =

∫ R

0

(∫ 2π

0
|f(reit)|r dt

)
dr.

Según el teorema 5.1.11,

an =
1

2πi

∫

Cr

f(z)

zn+1
dz =

1

2πi

∫ 2π

0

f(reit)ireit

rn+1ei(n+1)t
dt
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luego

|an| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(reit)|r
rn+1

dt.

Multiplicando miembro a miembro por rn+1 e integrando respecto a r, la desigualdad
anterior se convierte en

2π|an|
∫ R

0
rn+1dr ≤

∫ R

0

(∫ 2π

0
|f(reit)|r dt

)
dr = J(f).

Si J(f) < +∞ y an 6= 0 entonces
∫R

0 rn+1dr < +∞, lo que lleva consigo que n > −2.
Aśı queda demostrado que an = 0 si n ≤ −2 y, por lo tanto, que f presenta en z = 0 una
singularidad evitable o un polo simple.

Si In(f) < +∞, gn(z) = (znf(z))2 cumple J(gn) = In(f) < +∞. Es claro que gn

también se puede representar mediante un desarrollo de Laurent, por lo que, en virtud de
lo que se ha demostrado, podemos asegurar que 0 es singularidad evitable o polo simple
de la función gn. No puede ser un polo porque su multiplicidad debeŕıa ser par. Entonces
gn tiene en z = 0 una singularidad evitable y lo mismo le ocurre a la función znf(z)
(para justificarlo basta usar la caracterización de las singularidades evitables expuesta en
el apartado b) de la proposición 6.1.6). Esto significa que para n > 0 (resp. n = 0) la
función f presenta en z = 0 un polo de multiplicidad menor o igual que n (resp. una
singularidad evitable).

Ejercicio 6.9.
Si f ∈ H (Ω) es inyectiva demuestre que f presenta, a lo más, una singularidad aislada

no evitable que sólo puede ser un polo simple. Deduzca de esto que toda función entera e
inyectiva es un polinomio de primer grado.

solución.

Sea a ∈ C∞ una singularidad aislada no evitable de f y D∗(a, r) ⊂ Ω. Fijado D(b, ρ) ⊂
D∗(a, r) existe ε > 0 tal que D∗(a, ε) ∩ D(b, ρ) = ∅. Según el teorema de la aplica-
ción abierta, f(D(b, ρ)) es un abierto que, en virtud de la inyectividad de f , cumple
f
(
D∗(a, ε)

) ∩ f
(
D(b, ρ)

)
= ∅, luego f

(
D∗(a, ε)

)
no es denso en C. Con el teorema de

Casorati-Weierstrass, 6.1.9, se concluye que a no es singularidad esencial de f .
Por exclusión, a es polo de f . Por lo tanto, según 6.1.7, existe 0 < δ < r y F ∈

H (D(a, δ)), con un cero aislado en z = a, tal que f(z) = 1/F (z) para todo z ∈ D∗(a, δ).
Como F es inyectiva, en virtud del teorema 6.1.2, podemos afirmar que a es un cero simple
de F , lo que significa que a es polo simple de f .

Si 0 < η < δ, entonces F
(
D(a, η)

)
es entorno de 0 (teorema de la aplicación abierta),

luego f
(
D∗(a, η)

) ⊃ D∗(∞, R) para algún R > 0. Si existiese otro polo (necesariamente
simple) b 6= a de f , eligiendo 0 < η < δ tal que D∗(b, η) ⊂ Ω y D(a, η) ∩ D(b, η) = ∅,
según la observación anterior, existiŕıan R,R′ > 0 tales que f

(
D∗(a, η)

) ⊃ D∗(∞, R) y
f
(
D∗(b, η)

) ⊃ D∗(∞, R′), con lo cual f no seŕıa inyectiva. Aśı queda demostrado que f no
puede presentar dos polos distintos.

Finalmente, si f ∈ H (C) es una función entera inyectiva, por lo que se acaba de
demostrar, ∞ es polo simple, luego f es un polinomio de primer grado.

Nota. Si f no es globalmente inyectiva puede tener varias singularidades aisladas no
evitables, pero si a es una de estas singularidades y f |D∗(a,ε) es inyectiva para algún
D∗(a, ε) ⊂ Ω, por lo que se ha demostrado, a debe ser un polo simple.
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6.2.2. Sobre singularidades esenciales

En algunos de los siguientes ejercicios se muestran resultados y técnicas que pueden
ser útiles a la hora detectar singularidades esenciales.

Ejercicio 6.10.
Si a es singularidad aislada no evitable de f ∈ H (Ω) y g ∈ H (C) no es polinomio,

demuestre que a es singularidad esencial de la función compuesta F (z) = g(f(z)).

solución.

Basta probar que F transforma cada D∗(a, ε) ⊂ Ω en un conjunto denso en C.
Si a es polo de f , existe 0 < r < ε tal que, con el convenio (1/f)(a) = 0, la fun-

ción 1/f es holomorfa y no constante en D(a, r), luego (1/f)(D(a, r)) es entorno de 0
(teorema 6.1.2), lo que se traduce en que, para algún ρ > 0, f

(
D∗(a, r)

) ⊃ D∗(∞, ρ).
Según 6.1.10 c), g tiene una singularidad esencial en ∞ y, usando el teorema de Casorati-
Weierstrass en esta singularidad, se obtiene

F
(
D∗(a, r)

)
= g

(
f(D∗(a, r)

) ⊃ g
(
D∗(∞, ρ)

)
= C,

luego F
(
D∗(a, ε)

) ⊃ F
(
D∗(a, r)

)
es denso en C.

Supongamos ahora que a es singularidad esencial de f . Como ∞ también es singulari-
dad esencial de g, aplicando el teorema de Casorati-Weierstrass a las funciones f y g, se
obtiene

f
(
D∗(a, ε)

)
= C, g(C) = C.

Teniendo en cuenta que las funciones continuas transforman puntos adherentes en puntos
adherentes (g

(
A
) ⊂ g(A) ), resulta

F
(
D∗(a, r)

)
= g

(
f(D∗(a, ε)

) ⊃ g
(
f(D∗(a, ε)

)
= g(C),

luego F
(
D∗(a, r)

) ⊃ g(C) = C.

Ejercicio 6.11.
Sea f ∈ H (Ω) no idénticamente nula en un abierto conexo Ω ⊂ C y a ∈ C∞ \ Ω un

punto de acumulación de ceros de f . Demuestre que a es una singularidad esencial de f .

solución.

Se puede suponer que a 6= ∞ (el caso a = ∞ se reduce al caso a = 0 usando la
función f(1/z)). Si a fuese singularidad evitable, después de eliminarla, se tendŕıa que
f es holomorfa en Ωa = Ω ∪ {a} y, con el principio de identidad, se obtendŕıa que f es
idénticamente nula. La función f(z) tampoco presenta un polo en a pues, según la hipótesis,
hay una sucesión an ∈ Z (f), con ĺımn an = a, a través de la cual 0 = ĺımn f(an) 6= ∞.
Por exclusión, a es singularidad esencial de f .

Ejercicio 6.12.
Sea g ∈ H

(
D∗(0, 1)

)
tal que g(1/2) = 1. Se supone que 0 es punto de acumulación de

A = {z ∈ D∗(0, 1) : g(z) = z}. Demuestre que g(z) presenta en z = 0 una singularidad
esencial.
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solución.

La función F (z) = g(z) − z no es idénticamente nula, pues F (1/2) = 1/2. Como 0 es
punto de acumulación de ceros de F , según el ejercicio 6.11, F (z) presenta en z = 0 una
singularidad esencial y lo mismo le ocurre a la función g(z) = z + F (z).

Ejercicio 6.13.

Demuestre que f ∈ H
(
D∗(0, 2)

)
presenta en z = 0 una singularidad esencial cuando

cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) f(1/2) = 0 y f(1/n) = 1/n, para cada n ≥ 3;

b) f(1/n) = nn, para cada n ∈ N;

c) f(1/
√
n) = 3

√
n, para cada n ∈ N.

solución.

a) En z = 0 no hay singularidad evitable ya que, en ese caso, se podŕıa suponer que
f ∈ H

(
D(0, 2)

)
y, aplicando el principio de identidad, se obtendŕıa que f(z) = z para

todo z ∈ D(0, 2), lo que es incompatible con f(1/2) = 0. En z = 0 tampoco hay polo
porque ĺımn f(1/n) = ĺımn(1/n) = 0 6= ∞. Por exclusión, en z = 0 hay una singularidad
esencial.

b) Es evidente que la singularidad no es evitable. Tampoco es polo, porque, en ese
caso, considerando su multiplicidad m, debeŕıa existir y ser finito el ĺımite ĺımz→0 z

mf(z),
lo que no ocurre ya que (1/n)mf(1/n) = nn−m.

c) Basta razonar como en b), viendo que 0 no es polo. Efectivamente, si fuese polo, de
multiplicidad m, el ĺımite ĺımz→0 z

mf(z), seŕıa finito no nulo, y esto es imposible porque
(1/

√
n)mf(1/

√
n) = n1/3−m/2.

Ejercicio 6.14.

Determine el tipo de singularidad que presenta en ∞ una función f , holomorfa en
{z : |z| > R}, que verifica f(n) = (−1)n/n cuando n ∈ N y n > R.

solución.

La singularidad no es evitable: si lo fuese g(z) = f(1/z) se podŕıa extender a una fun-
ción holomorfa en {z : |z| < 1/R}. Como g(1/n) = 1/n cuando n es par, aplicando el prin-
cipio de identidad se obtendŕıa que g(z) = z para todo z ∈ D(0, 1/R). Análogamente, con-
siderando los valores impares de n, se obtendŕıa que g(z) = −z para todo z ∈ D(0, 1/R),
en contradicción con lo anterior.

Es obvio que la singularidad no es un polo y se concluye, por exclusión, que la singu-
laridad es esencial.

Ejercicio 6.15.

Si a es una singularidad aislada no evitable de f ∈ H (Ω), demuestre que para cada
D∗(a, ε) ⊂ Ω la imagen f

(
D∗(a, ε)

)
corta al eje real.
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solución.

Si a es un polo existe 0 < r < ε tal que 1/f se puede suponer definida y holomorfa en
D(a, r). Según el teorema de la aplicación abierta, 1/f transforma D(a, r) en un entorno
de 0, luego f

(
D∗(a, ε)

) ⊃ f
(
D∗(a, r)

)
contiene un conjunto de la forma {z : |z| > R} y

por lo tanto corta al eje real.

Si a es singularidad esencial, según el teorema de Casorati-Weierstrass, la imagen
f
(
D∗(a, ε)

)
es densa en C, por tanto existen z0, z1 ∈ D∗(a, ε) tales que Im f(z0) > 0,

Im f(z1) < 0. Si γ : [0, 1] −→ D∗(a, ε) es un camino de origen z0 y extremo z1, es
Im f(γ(0)) > 0, Im f(γ(1)) < 0. Según el teorema de Bolzano, existe s ∈ [0, 1] con
Im f(γ(s)) = 0, es decir, f(γ(s)) ∈ f

(
D∗(a, ε)

) ∩ R.

Ejercicio 6.16. Mejora del teorema de Casorati-Weierstrass.

Si a es una singularidad esencial de f ∈ H (Ω) y D∗(a, δ) ⊂ Ω, demuestre que el
conjunto de los w ∈ C tales que f(z) = w tiene infinitas soluciones en D∗(a, δ) es denso
en C.

solución.

Sea R(f, δ) el conjunto de los w ∈ C tales que {z ∈ D∗(a, δ) : f(z) = w} es infinito.
Hay que demostrar que D(b, ε) ∩ R(δ, f) 6= ∅ para cada disco D(b, ε). Según el teorema
de Casorati-Weierstrass, f

(
D∗(a, δ)

)
es denso en C, luego existe z1 ∈ D∗(a, δ) tal que

w1 = f(z1) ∈ D(b, ε). Como la restricción de f al disco perforado D∗(a, δ) no es constante,
es abierta (teorema 6.1.2) y por ello existen discos

D(z1, r1) ⊂ D∗(a, δ), D(w1, ε1) ⊂ D(b, ε) con f
(
D(z1, r1)

) ⊃ D(w1, ε1).

Existe 0 < δ1 < δ tal que ∅ = D∗(a, δ1) ∩D(z1, r1), y la densidad de f
(
D∗(a, δ1)

)
permite

obtener z2 ∈ D∗(a, δ1) tal que w2 = f(z2) ∈ D(w1, ε1). Repitiendo el razonamiento, se
obtienen discos

D(z2, r2) ⊂ D∗(a, δ1), D(w2, ε2) ⊂ D(w1, ε1) con f
(
D(z2, r2)

) ⊃ D(w2, ε2).

Obsérvese que los discos D(z1, r1), D(z2, r2) son disjuntos. A continuación se toma 0 <
δ2 < δ1 suficientemente pequeño para que estos dos discos queden fuera de D∗(a, δ2) y se
repite el razonamiento. Razonando de modo recurrente se obtiene una sucesión de discos
disjuntos D(zn, rn) ⊂ D∗(a, δ) y una sucesión decreciente de discos compactos D(wn, εn)
tales que para todo n ∈ N se cumple

f
(
D(zn, rn)

) ⊃ D(wn, εn).

Si w es un punto de la intersección, no vaćıa, de esta sucesión decreciente de discos com-
pactos, es claro que w ∈ D(b, ε) y que la ecuación f(z) = w tiene infinitas soluciones en
D∗(a, δ) (una al menos en cada D(zn, rn)). Queda probado que w ∈ R(f, δ)∩D(b, ε) y por
lo tanto que R(f, δ) es denso en C.
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6.2.3. Cálculo de residuos de funciones concretas

En los siguientes ejercicios se determinan y clasifican las singularidades aisladas de
funciones concretas y se exponen técnicas para calcular los residuos.

Ejercicio 6.17.
Sean f, g ∈ H (Ω) y a ∈ Ω tal que f(a) 6= 0 = g(a). Justifique las siguientes fórmulas

para el cálculo de Res(f/g, a).

a) Si a es cero simple de g,

Res(f/g, a) =
f(a)

g′(a)

b) Si a es cero doble de g,

Res(f/g, a) =
6f ′(a)g′′(a) − 2f(a)g′′′(a)

3g′′(a)2

solución.

a) En este caso g′(a) 6= 0 y a es polo simple de f/g, con lo cual

Res(f/g, a) = ĺım
z→a

(z − a)
f(z)

g(z)
= ĺım

z→a

z − a

g(z) − g(a)
f(z) =

f(a)

g′(a)

b) Si a es cero doble de g, en un entorno de a se tiene

g(z) = a2(z − a)2 + a3(z − a)3 + · · · = (z − a)2G(z)

donde G(z) = a2 + a3(z − a) + · · · .
La singularidad evitable que ϕ(z) = (z − a)2f(z)/g(z) tiene en z = a se elimina

cancelando el factor (z − a)2. Se obtiene aśı ϕ(z) = f(z)/G(z) que es holomorfa en un
entorno de a, donde admite un desarrollo en serie de potencias

ϕ(z) = b0 + b1(z − a) + b2(z − a)2 + · · ·

Dividiendo por (z−a)2 se llega al desarrollo de Laurent de f/g alrededor de a, que permite
calcular el residuo

Res(f/g, a) = b1 = ϕ′(a) =
f ′(a)G(a) − f(a)G′(a)

G(a)2

Teniendo en cuenta que G(a) = a2 = g′′(a)/2! y G′(a) = a3 = g′′′(a)/3!, se obtiene el
resultado.

Ejercicio 6.18.
Sea Ω ⊂ C un abierto simétrico respecto al origen y f ∈ H (Ω) una función par. Si

D∗(a, r) ⊂ Ω y a es polo (resp. singularidad esencial) de f demuestre que −a también es
polo (resp. singularidad esencial) de f y que

Res(f, a) + Res(f,−a) = 0
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solución.

Como Ω es simétrico respecto al origen, D∗(−a, r) ⊂ Ω. Si f(z) tiende hacia ∞ cuando
z → a es claro que f(w) = f(−w) también tiende hacia ∞ cuando w → −a. Un razo-
namiento similar pone de manifiesto que si a es singularidad esencial de f entonces −a
también lo es.

Sea
∑+∞

n=−∞ an(z−a)n el desarrollo de Laurent de f en D∗(a, r). Cuando w ∈ D∗(−a, r)
se cumple −w ∈ D∗(a, r), luego

f(w) = f(−w) =
+∞∑

n=−∞
an(−w − a)n =

+∞∑

n=−∞
(−1)nan(w + a)n

Como la serie de la derecha es el desarrollo de Laurent de f en D∗(−a, r), se obtiene que
Res(f,−a) = −a−1 = − Res(f, a).

Ejercicio 6.19.
Determine el tipo de singularidad que

f(z) =
1

1 − 3
√

2 − z

tiene en z = 1 y calcule el residuo.

solución.

La función g(z) = 3
√

2 − z está definida y es holomorfa en el abierto C\{x ∈ R : x ≥ 2}.
De la igualdad g(z)3 = 2 − z se sigue que 3g(z)2g′(z) = −1, por tanto g′(1) = −1/3 y

esto garantiza que 1−g(z) tiene un cero simple en z = 1, luego f = 1/(1−g) tiene un polo
simple en z = 1. El residuo se calcula mediante la fórmula indicada en el ejercicio 6.17:
Res(f, 1) = −1/g′(1) = 3.

Ejercicio 6.20.
Determine el tipo de singularidad que presentan en z = 0 las funciones

f(z) =
1

ez − sen z
z

g(z) =
esen z − etg z

z4

y calcule el correspondiente residuo.

solución.

a) La función ez − sen z
z = z + 2

3z
2 + · · · tiene un cero simple en z = 0, luego f tiene

un polo simple en z = 0 y

Res(f, 0) = ĺım
z→0

zf(z) = ĺım
z→0

1

1 + 2
3z + · · · = 1.

b) esen z − etg z = esen z
(
1 − eh(z)

)
donde la función

h(z) = tg z − sen z =
(
z +

1

3
z3 + · · ·

)
−
(
z − 1

6
z3 + · · ·

)
=

1

2
z3 + · · ·
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tiene un cero triple en z = 0.

La función 1 − eh(z) también tiene un cero triple en z = 0, porque se obtiene compo-
niendo h con 1 − ez que tiene un cero simple en z = 0 (véase el ejercicio 4.37). Se sigue
que g(z) = esen z(1 − eh(z))/z4 tiene un polo simple en z = 0 y por lo tanto

Res(g, 0) = ĺım
z→0

zg(z) = ĺım
z→0

(
1 − eh(z)

h(z)

)(
h(z)

z3

)
esen z.

Teniendo en cuenta que

ĺım
w→0

1 − ew

w
= −1 y ĺım

z→0

h(z)

z3
=

1

2

se obtiene el valor Res(g, 0) = −1/2.

Ejercicio 6.21.

Determine las singularidades aisladas de cada una de las siguientes funciones. Indique
en cada caso el tipo de singularidad y calcule el residuo.

R(z) =
1

1 + zn+1
n ∈ N; S(z) =

zm

1 + z2n
n,m ∈ N;

f(z) =
eαz

zn+1
n ∈ N; g(z) =

senαz

z(1 + z2)
α ∈ C \ {0}.

solución.

a) R(z) tiene polos simples en las ráıces (n+ 1)-ésimas de −1. Según lo indicado en el
ejercicio 6.17, si ω es una de estas ráıces y p(z) = zn+1 + 1, se tiene

Res(R,ω) =
1

p′(ω)
=

1

(n+ 1)ωn
= − ω

n+ 1

R tiene una singularidad evitable en ∞ y considerando el desarrollo en serie geométrica
de razón 1/zn+1 se obtiene el desarrollo de Laurent

R(z) =
1

zn+1

(
1

1 + z−(n+1)

)
=

1

zn+1
− 1

z2(n+1)
+

1

z3(n+1)
− · · · si |z| > 1,

luego Res(R,∞) = 0. A este valor también se puede llegar considerando la función

ϕ(z) = − 1

z2
R(1/z) = − zn+1

z2(1 + zn+1)

Esta función tiene una singularidad evitable en z = 0 (que se elimina cancelando el factor
z2). Por lo tanto Res(R,∞) = Res(ϕ, 0) = 0.

b) S(z) tiene polos simples en las ráıces 2n-ésimas de −1. Si ω es una de ellas, razonando
como en a), se obtiene el residuo

Res(S, ω) =
ωm

2nω2n−1
= −ωm+1

2n
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Si m ≤ 2n (resp. m > 2n) entonces S tiene una singularidad evitable (resp. polo de
multiplicidad m− 2n) en ∞. En ambos casos Res(S,∞) es el residuo en 0 de

− 1

z2
S(1/z) = −z2n−m−2

1 + z2n
=

= −(z2n−m−2)
(
1 − z2n + z4n + · · · + (−1)k−1z(k−1)2n + · · · )

El exponente de z en este desarrollo, 2nk−m−2, vale −1 cuando m+1 = 2nk con k ∈ N.
Por lo tanto Res(S,∞) = 0 si m+1 no es múltiplo de 2n, y vale (−1)k si m+1 es múltiplo
de 2n.

c) f tiene en 0 un polo de multiplicidad n+ 1, con desarrollo de Laurent

eαz

zn+1
=

1

zn+1
+

α

zn
+ · · · +

αn

n!z
+

αn+1

(n+ 1)!
+

αn+2

(n+ 2)!
z + · · · si z 6= 0.

Con este desarrollo se obtiene que Res(f, 0) = αn/n! y que ∞ es singularidad esencial con
residuo Res(f,∞) = −αn/n!.

d) g tiene una singularidad evitable en z = 0 que se elimina definiendo

g(0) = ĺım
z→0

g(z) = ĺım
z→0

senαz

αz

α

1 + z2
=

α

1 + α2

Cuando α ∈ {ikπ : k ∈ Z} es sen(αi) = sen(−αi) = 0 luego presenta singularidades
evitables en +i y −i, que se eliminan definiendo

g(i) = g(−i) = −α cos iα

2

Cuando α 6∈ {ikπ : k ∈ Z}, g tiene dos polos simples en i y −i, cuyo residuo se puede
calcular con la fórmula expuesta en el ejercicio 4.12

Res(g, i) = − Res(g,−i) = −senαi

2

∞ es una singularidad esencial de g pues no existe el ĺımite ĺımz→∞ g(z). En efecto, como

g(z/α) = α3

α2+z2
sen z

z se obtiene

ĺım
x→∞

g
(x
α

)
= ĺım

x→∞
α3

α2 + x2

sen x

x
= 0

ĺım
x→∞

g
( ix
α

)
= ĺım

x→∞
α3

α2 − x2

ex − e−x

2x
= ∞

También se puede concluir que ∞ es singularidad esencial de g observando que ∞ es punto
de acumulación de ceros de g (véase el ejercicio 6.11). Además, como g es par, su desarrollo
de Laurent en {z : |z| > 1} sólo contiene potencias pares de z, por lo que Res(g,∞) = 0.
Usando el ejercicio 7.23, según el cual Res(g,∞) + Res(g, i) + Res(g,−i) = 0, se obtiene,
de otra forma, el valor Res(g,∞) = 0.

Ejercicio 6.22.
Determine las singularidades aisladas de las siguientes funciones. Indique en cada caso

el tipo de singularidad y calcule el residuo.

f(z) =
1

ez2 − 1
g(z) =

e1/z2

z2 − 1
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solución.

a) Los ceros de ez2 − 1 son

{
z : z2 = 2πni : n ∈ Z} =

{±
√

2πne±iπ/4 : n ∈ N} ∪ {0}.

Con el desarrollo en serie de potencias ez2 − 1 = z2 + z4/2! + z6/3! + · · · se observa que
en z = 0 hay un cero doble. Los otros ceros son simples pues en ellos no se anula la
derivada. Se sigue que todas las singularidades aisladas de f son polos que corresponden
a los ceros ez2 − 1. En definitiva, f tiene un polo doble en z = 0 con Res(f, 0) = 0 (porque
f es par) y polos simples en ±

√
±2πneiπ/4, n ∈ N. Si a es uno de ellos, utilizando la

fórmula del ejercicio 6.17 se obtiene Res(f, a) = 1/(2aea2
) = 1/(2a). Obsérvese que ∞ no

es singularidad aislada de f porque es un punto de acumulación de polos.
b) La función g tiene polos simples en z = 1 y z = −1 (ceros simples del denominador

donde no se anula el numerador). Según el ejercicio 6.17 el residuo en estos polos vale
Res(g, 1) = − Res(g,−1) = e/2. La función g tiene una singularidad esencial en z = 0,
pues no tiene ĺımite cuando z → 0 a través de la sucesión 1/

√
nπi. También se puede

razonar aśı: según la proposición 6.1.8, z = 0 es una singularidad esencial de e1/z2
y esto

lleva consigo que también es singularidad esencial de g (si fuese polo o singularidad evitable
de g también seŕıa polo o singularidad evitable de e1/z2

= (z2 − 1)g(z)).
Es claro que ∞ es una singularidad evitable de g que queda eliminada definiendo

g(∞) = 0. Como g es una función par sus desarrollos de Laurent en {z : 0 < |z| < 1} y en
{z : 1 < |z|} sólo contienen potencias pares de z, por lo que Res(g, 0) = Res(g,∞) = 0.

Ejercicio 6.23.
Determine las singularidades aisladas de las siguientes funciones. Indique en cada caso

el tipo de singularidad y calcule el residuo.

f(z) = e1/(z−1); g(z) = sen

(
1

z − 1

)
.

solución.

a) El desarrollo de Laurent de f en {z : |z − 1| > 0}, que es inmediato,

f(z) =
+∞∑

n=−∞
bn(z − 1)n =

0∑

n=−∞

(z − 1)n

n!

contiene infinitas potencias negativas de z − 1, luego f tiene en z = 1 una singularidad
esencial, con residuo Res(f, 1) = b−1 = 1. También se puede obtener que la singularidad
es esencial viendo que f no tiene ĺımite cuando z → 1 a través de la sucesión 1 + 1/(nπi).

La función presenta en ∞ una singularidad evitable que se elimina definiendo f(∞) =
ĺımz→∞ f(z) = 1. Por definición Res(f,∞) = Res(F, 0) donde F (z) = −z−2f(1/z) =

−z−2e
z

1−z . Considerando el desarrollo en serie de potencias, alrededor de z = 0, de la
función ϕ(z) = e

z
1−z =

∑∞
n=0 cnz

n, se obtiene Res(f,∞) = Res(F, 0) = −c1 = −ϕ′(0) =
−1. También se puede calcular Res(f,∞) mediante la igualdad Res(f, 1) + Res(f,∞) = 0,
que se deduce del ejercicio 7.23.

Otra forma de obtener Res(f,∞) es la siguiente. Si a−1 es el coeficiente de z−1 en el
desarrollo de Laurent de f en {z : |z| > 1}, sabemos que Res(f,∞) = −a−1. Como este
desarrollo es complicado de obtener (véase el ejercicio 4.23), podemos razonar considerando
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en su lugar el desarrollo de Laurent en {z : |z − 1| > 0} que aparece escrito arriba,
con b−1 = 1, y utilizar que a−1 = b−1. Efectivamente, las funciones f(z) − a−1/z y
f(z) − b−1/(z − 1) tienen primitiva en {z : |z| > 1} y si C(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π], se verifica

a−1 =
1

2πi

∫

C

a−1

z
dz =

∫

C
f(z) dz =

1

2πi

∫

C

b−1

z − 1
dz = b−1 = 1.

b) Con un razonamiento similar se obtiene que g presenta una singularidad evitable en
∞, que se elimina definiendo g(∞) = 0, con Res(g,∞) = −1, y una singularidad esencial
en z = 1, con Res(g, 1) = 1.

6.2.4. Complementos sobre funciones meromorfas

En los primeros ejercicios, además de caracterizar las funciones racionales y las trans-
formaciones de Möbius, se caracterizan las funciones meromorfas usando la derivada.
Luego se usan series de funciones meromorfas para definir funciones meromorfas con
polos y partes principales dadas y también para obtener prolongaciones anaĺıticas de
funciones definidas por integrales.

Ejercicio 6.24.
Demuestre que las únicas funciones meromorfas en C∞ son las funciones racionales y

que toda función racional f se representa en la forma

f(z) = P0(z) +
m∑

j=1

Pj

(
1

z − aj

)

donde Pj, 0 ≤ j ≤ m, son polinomios y Pj(0) = 0 si 1 ≤ j ≤ m.

solución.

Sea f ∈ M (C∞). Como P(f)′ = ∅ y C∞ es compacto, se sigue que P(f) es finito.
Sea P(f) = {a0, a1, . . . , am} donde a0 = ∞ cuando ∞ ∈ P(f) y a0 no se considera
cuando ∞ 6∈ P (f). Para cada a ∈ P(f) sea Sa(z) la parte singular de f en a (si a = ∞,
S∞ es un polinomio, con S∞(0) = 0, y si a ∈ C entonces Sa(z) = Pa(1/(z − a)) donde
Pa es un polinomio, con Pa(0) = 0). Cada a ∈ P(f) es una singularidad evitable de la
función F (z) = f(z) −∑a∈S Sa(z). Después de eliminar sus singularidades evitables, F se
convierte en una función holomorfa en todo C∞ y, por lo tanto, es constante: F (z) = c
para todo z ∈ C. Para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m} sea Pj = Paj . Sea P0(z) = c en el caso
∞ 6∈ P(f) y P0(z) = c+ P∞(z) en el caso ∞ ∈ P(f). Resulta aśı que

f(z) = P0(z) +
m∑

j=1

Pj

(
1

z − aj

)

es una función racional.

Ejercicio 6.25.
Si f ∈ M (C∞) es inyectiva demuestre que f es de la forma

f(z) =
az + b

cz + d
donde ad− bc 6= 0.
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solución.

Según el ejercicio 6.24 f(z) = P (z)/Q(z), donde P , Q son polinomios sin ceros co-
munes. Como f es inyectiva sólo puede tener un cero que, en virtud del teorema 6.1.2,
ha de ser simple. Como P sólo tiene un cero simple es un polinomio de primer grado,
P (z) = az + b. El mismo razonamiento aplicado a 1/f conduce a que Q(z) = cz + d
también es un polinomio de primer grado. Obsérvese que ha de ser ad− bc 6= 0 porque f
no es constante.

Ejercicio 6.26.
Sea a un punto de acumulación de polos de f ∈ M (Ω) y D∗(a, ρ) ⊂ Ω. Demuestre que

para cada w ∈ C existe una sucesión zn ∈ D∗(a, ρ) tal que ĺımn zn = a y ĺımn f(zn) = w.

solución.

Basta demostrar que f
(
D∗(a, ε)

)
es denso en C∞ para cada ε > 0, pues, en ese caso,

para cada n ∈ N existe zn ∈ D∗(a, 1/n) tal que |f(zn) − w| < 1/n.
Lo demostramos por reducción al absurdo, suponiendo que para algún ε > 0 y algún

D(b, r) se verifica f
(
D∗(a, ε)

) ∩ D(b, r) = ∅. En este caso la función meromorfa g(z) =
1/(f(z) − b) cumple |g(z)| ≤ 1/r, para todo z ∈ D∗(a, ε). Según la proposición 6.1.6, g es
holomorfa en D∗(a, ε) con una singularidad evitable en z = a. Eliminando la singularidad
podemos suponer que g es holomorfa en D(a, ε). Como a es punto de acumulación de
Z (g), el principio de identidad implica que g es idénticamente nula en D(a, ε). Se obtiene
aśı que f(z) = ∞ para todo z ∈ D(a, ε), lo que es absurdo porque los polos de las funciones
meromorfas son aislados.

Ejercicio 6.27.
Sea f : Ω −→ C∞, definida en un abierto Ω ⊂ C∞, derivable en cada z ∈ Ω. Demuestre

que para cada a ∈ Ω existe D(a, r) ⊂ Ω tal que una de las dos funciones f , 1/f toma
valores finitos y es holomorfa en D(a, r). Utilize esto para demostrar que si Ω es conexo
y f(Ω) 6= {∞} son equivalentes

a) f es derivable en cada z ∈ Ω;

b) f es meromorfa en Ω.

solución.

Dado a ∈ Ω consideramos dos casos, f(a) ∈ C y f(a) = ∞.
Si f(a) ∈ C, usando la continuidad de f en a, se obtiene D(a, r) ⊂ Ω tal que

f
(
D(a, r)

) ⊂ C, luego, de acuerdo con la definición de derivada, f es holomorfa en D(a, r).
Si f(a) = ∞, razonando de forma similar con 1/f , se obtiene un disco D(a, r) ⊂ Ω tal

que (1/f)
(
D(a, r)

) ⊂ C y es fácil ver que 1/f es derivable en cada b ∈ D(a, r) (si f(b) = ∞
es obvio y se sigue de la derivabilidad de f en b cuando f(b) 6= ∞).

Supongamos ahora que Ω es conexo y f(Ω) 6= {∞}. En el razonamiento que sigue
utilizamos que el principio de identidad sigue valiendo para funciones holomorfas en un
abierto conexo de C∞.

a) ⇒ b) Si se cumple a) entonces f es continua y para obtener b) basta demostrar que
P(f)′∩Ω = ∅. Lo haremos por reducción al absurdo, suponiendo que existe a ∈ P(f)′∩Ω.
En ese caso debe ser a ∈ P(f) (por la continuidad de f) y, en virtud de lo probado arriba,
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1/f es holomorfa en un disco D(a, r) ⊂ Ω y a es un cero no aislado de 1/f . Entonces,
según el principio de identidad, 1/f es idénticamente nula en D(a, r), es decir, el conjunto

G =
{
z ∈ Ω : ∃D(z, r) ⊂ Ω, f

(
D(z, r)

)
= {∞}}

no es vaćıo. Como G es abierto, si se demuestra que también es cerrado relativo al conexo
Ω se obtendrá Ω = G, lo que contradice la hipótesis f(Ω) 6= {∞}.

Para demostrar que G es cerrado en Ω basta ver que si bn ∈ G converge hacia b ∈ Ω∩G
entonces b ∈ G. Efectivamente, si bn = b para algún n ∈ N es obvio que b ∈ G. En caso
contrario, razonando como antes, se obtiene que 1/f es holomorfa en un disco D(b, r) ⊂ Ω,
con un cero no aislado en z = b, luego 1/f es idénticamente nula sobre D(b, r) y por lo
tanto b ∈ G.

b) ⇒ a) Basta demostrar que f es derivable en cada a ∈ P(f). En virtud de la pro-
posición 6.1.7, existe D(a, r) ⊂ Ω y F ∈ H (D(a, r)), con un cero aislado en z = a,
tal que para todo z ∈ D∗(a, r) se cumple F (z) 6= 0 y F (z) = 1/f(z). Se sigue que
∞ 6∈ (1/f)

(
D(a, r)

)
= F

(
D(a, r)

)
y que 1/f es derivable en a (el razonamiento se aplica

incluso cuando a = ∞).

Ejercicio 6.28.

Demuestre que la serie
∞∑

n=1

1

(z − n)2

converge uniformemente sobre compactos y define una función f ∈ M (C) tal que P(f) =
N y cada n ∈ N es un polo doble con parte principal 1/(z − n)2.

solución.

Dado un compacto K ⊂ C, sea m ∈ N tal que m > 2 máx{|z| : z ∈ K}. Entonces, para
todo n > m, la función fn(z) = 1/(z−n)2 no tiene polos en K. Además, para todo z ∈ K
se cumple |z| ≤ n/2, luego

∣∣∣∣
1

(z − n)2

∣∣∣∣ ≤ 1

(n− |z|)2
≤ 1

(n− n/2)2
=

4

n2

y, según el criterio de Weierstrass, la serie
∑

n>m fn(z) converge uniformemente sobre K.
Con esto queda demostrado que la serie converge según la definición 6.1.15 y, por lo tanto,
su suma es una función con las propiedades mencionadas en el enunciado.

Ejercicio 6.29.

Defina, mediante una serie, una función F ∈ M (C) con polos P(F ) = N, tal que la
parte principal de F en cada n ∈ N sea n2/(z − n)2 + 1/(z − n).

solución.

Para simplificar los cálculos obtendremos la función como suma F = f + g de dos
funciones meromorfas f, g ∈ M (C), ambas con polos en N, cuyas partes principales en
n ∈ N sean n2/(z − n)2 y 1/(z − n), respectivamente.
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Para obtener f comenzamos calculando los primeros términos del desarrollo en serie
de potencias

n2

(z − n)2
=

1

(1 − z/n)2
=

(
1 +

z

n
+
z2

n2
+ · · ·

)2

= 1 +
2

n
z + · · ·

válido para |z| < n, lo que sugiere la consideración de los polinomios de primer grado
Qn(z) = 1 + (2/n)z, con los que se consigue la convergencia uniforme sobre compactos de
la serie

f(z) =
+∞∑

n=1

[
n2

(z − n)2
−Qn(z)

]
.

Efectivamente, después de un cálculo elemental, se tiene

n2

(z − n)2
−Qn(z) =

3nz2 − 2z3

n(z − n)2
:= fn(z).

Si K ⊂ C es compacto y R = máx{|z| : z ∈ K}, para n > 2R y todo z ∈ K se cumple

|fn(z)| ≤ 3nR2 + 2R3

n(n− |z|)2
≤ 3nR2+ 2R3

n(n−R)2
≤ 3nR2 + 2R3

n(n− n/2)2
=

12nR2+ 8R3

n3
:= µn.

Como µn es el término general de una serie convergente, con el criterio de Weierstrass
se obtiene que la serie

∑
n>2R fn(z) converge uniformemente sobre K (es claro que fn no

tiene polos en K).

Para definir la función g consideramos el desarrollo en serie de potencias

1

(z − n)
= − 1

n

1

1 − z/n
= − 1

n
− z

n2
− z2

n3
− · · ·

Con los polinomios constantes Qn(z) = −1/n se consigue la convergencia uniforme sobre
compactos de la serie

g(z) =
+∞∑

n=1

[
1

(z − n)
+

1

n

]
=

+∞∑

n=1

z

n(z − n)
=

+∞∑

n=1

gn(z).

Efectivamente, si K ⊂ C es compacto y R = máx{|z| : z ∈ K}, para n > 2R y todo z ∈ K
se cumple

|gn(z)| ≤ R

n(n− |z|) ≤ R

n(n−R)
≤ R

n(n− n/2)
=

2R

n2

Como 2R/n2 es el término general de una serie convergente, el criterio de Weierstrass
permite concluir que la serie

∑
n>2R gn(z) converge uniformemente sobre K (es claro que

gn(z) = z/[n(z − n)] no tiene polos en K).

Sumando las dos funciones obtenidas se obtiene una función meromorfa

f(z) + g(z) =
∞∑

n=1

[
n2

(z − n)2
+

1

z − n
− 2z + n− 1

n

]

que cumple los requisitos del enunciado.
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Ejercicio 6.30.
Sea an ∈ C una sucesión de puntos distintos con

∑∞
n=1 |an|−1 < +∞. Demuestre que

la serie
∑∞

n=1(z − an)−1 converge en C uniformemente sobre compactos y que su suma es
una función meromorfa f ∈ M (C), con polos simples P(f) = {an : n ∈ N} y residuo
Res(f, an) = 1.

solución.

Como el término general de una serie convergente tiende hacia 0, la hipótesis implica
que ĺımn |an| = +∞. Entonces, dado un compacto K ⊂ C, existe m ∈ N tal que para todo
n > m se cumple

|an|
2

≥ R = máx
{|z| : z ∈ K

}
.

Para cada n > m el polo de la función 1/(z − an) no está en K y para todo z ∈ K se
verifica ∣∣∣∣

1

z − an

∣∣∣∣ ≤ 1

|an| − |z| ≤ 1

|an| −R
≤ 1

|an| − |an|/2 =
2

|an|
En virtud de la hipótesis y del criterio de Weierstrass, la serie

∑

n>m

1

z − an

converge uniformemente sobre K. Según lo mencionado después de la definición 6.1.15 la
condición

n 6= m ⇒ an 6= am,

permite afirmar que la suma de la serie es una función meromorfa con polos {an : n ∈ N},
tal que la parte principal en el polo an es 1/(z − an).

Ejercicio 6.31.
Sea an ∈ C una sucesión de números complejos distintos dos a dos que cumple |a1| ≤

|a2| ≤ · · · |an| ≤ · · · . Se supone que existe m ∈ N verificando

∞∑

n=1

1

|an|m = +∞;
∞∑

n=1

1

|an|m+1
< +∞.

Compruebe que al aplicar el teorema 6.1.16, con Pn(z) ≡ z para todo n ∈ N, es posible
elegir todos los polinomios Qn de grado m− 1.

solución.

En este caso Pn
( 1

z−an

)
= 1

z−an
y su desarrollo en serie de potencias se obtiene usando

la serie geométrica de razón z/an:

1

z − an
= − 1

an

1

1 − z/an
= − 1

an

(
1 +

z

an
+
z2

a2
n

+ · · ·
)
.

Para cada n ∈ N consideremos el polinomio

Qn(z) = − 1

an

(
1 +

z

an
+
z2

a2
n

+ · · · +
zm−1

am−1
n

)
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que cumple
1

z − an
−Qn(z) = − 1

an

∑

k≥m

(
z

an

)k

=

(
z

an

)m 1

z − an

Fijado un compacto K ⊂ C, existe n0 ∈ N tal que

|an|
2

> R = máx{|z| : z ∈ K}

cuando n ≥ n0. Entonces, para todo z ∈ K y todo n ≥ n0 se cumple

∣∣∣∣
1

z − an
−Qn(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣
z

an

∣∣∣
m 1

|z − an| ≤ Rm

|an|m(|an| −R)
≤ 2Rm

|an|m+1

Usando la hipótesis sobre la sucesión an y el criterio de Weierstrass se concluye que la
serie ∑

n>n0

[
1

z − an
−Qn(z)

]

converge uniformemente sobre K.

Ejercicio 6.32.

Demuestre que para Re z > 0 se cumple

∫ 1

0
tz−1e−t dt =

∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ z)

y que la serie define en C una función meromorfa que prolonga a la función definida por
la integral en {z : Re z > 0} (véase el ejercicio 5.52).

solución.

Según el ejercicio 5.52 la integral impropia del enunciado converge en el semiplano
{z : Re z > 0}, donde define una función holomorfa f0(z). Por otra parte, la serie del
enunciado define una función F0(z) meromorfa en C, porque converge uniformemente
sobre cada compacto K ⊂ C. Efectivamente, obsérvese que para n > 1+ máx{|z| : z ∈ K}
el término general de la serie no tiene polos en K y para todo z ∈ K se cumple

∣∣∣∣
(−1)n

n!(n+ z)

∣∣∣∣ ≤ 1

n!(n− |z|) ≤ 1

n!

Para z = x ≥ 1 la función e−ttx−1 es continua en [0, 1] y la integral
∫ 1

0 e
−ttx−1dt no es

impropia. Como el desarrollo en serie

e−ttx−1 = tx−1

(
1 − t+

t2

2!
− t3

3!
+ · · ·

)

converge uniformemente en [0, 1], es ĺıcita la integración término a término, con la que se
obtiene ∫ 1

0
tx−1e−t dt =

∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ x)
si x ≥ 1,
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es decir, f0(z) = F0(z) para todo z = x ≥ 1 y, con el principio de identidad, se obtiene la
igualdad del enunciado.

Nota. La función definida en el ejercicio 5.52 mediante una integral impropia conver-
gente en el semiplano {z : Re z > 0}, en virtud del resultado obtenido aqúı, se puede
prolongar anaĺıticamente mediante la fórmula

∫ +∞

1
tz−1e−t dt+

∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ z)
z 6∈ {n ∈ Z : n ≤ 0},

que define una función meromorfa en C con polos {n ∈ Z : n ≤ 0}, siendo (−1)n/[n!(n+z)]
su parte principal en el polo −n. Este es el desarrollo de Mittag-Leffler de la célebre función
Γ de Euler que se considera con más detalle en el caṕıtulo 11 (incluido en la versión
electrónica de este libro).

Ejercicio 6.33.
Consideremos el desarrollo de Laurent

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+

∞∑

n=0

a2n+1z
2n+1

válido para 0 < |z| < 2π (véase el ejercicio 5.22). Demuestre que la serie

h(z) =
1

z − 1
− 1

2z
+

a1

z + 1
+

a3

z + 3
+ · · · +

a2n+1

z + (2n + 1)
+ · · ·

define una función meromorfa en C que admite la representación integral

h(z) =

∫ 1

0

tz−1

et − 1
dt para Re z > 1.

solución.

Obsérvese que
1

ez − 1
+

1

2
=

1

2

ez + 1

ez − 1

es una función impar y, por lo tanto, deben ser nulos los coeficientes de ı́ndice par de su
desarrollo de Laurent. Como el desarrollo de Laurent converge absolutamente en todos
los puntos de {z : 0 < |z| < 2π} y, en particular, en z = 1, podemos asegurar que∑+∞

n=0 |a2n+1| < +∞. Cuando x > 2 la función tx−1/(et − 1) es continua en [0, 1], donde
admite el desarrollo en serie

tx−1

et − 1
=
tx−1

t
− tx−1

2
+

+∞∑

n=0

a2n+1t
x+2n < +∞.

Como |a2n+1t
x+2n| ≤ |a2n+1| para todo t ∈ [0, 1], se obtiene, con el criterio de Weierstrass,

que la serie converge uniformemente en [0, 1], lo que permite efectuar una integración
término a término, resultando

∫ 1

0

tx−1

et − 1
dt =

1

x− 1
− 1

2x
+

+∞∑

n=0

a2n+1

x+ (2n+ 1)
(6.1)
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Esta igualdad sugiere la consideración de la serie

ϕ(z) =
1

z − 1
− 1

2z
+

+∞∑

n=0

a2n+1

z + (2n + 1)
(6.2)

que define una función meromorfa ϕ ∈ M (C) con polos simples

P(ϕ) =
{
1, 0,−1,−3, . . . ,−(2n+ 1), . . .

}

Esta afirmación se justifica comprobando que la serie (6.2) converge uniformemente sobre
cada compacto K ⊂ C. Efectivamente, existe m ∈ N tal que para cada n ≥ m y cada
z ∈ K se cumple |z + (2n + 1)| ≥ 1, luego |a2n+1/(z + 2n + 1)| ≤ |a2n+1|.

Según (6.1), h(x) = ϕ(x) para todo x > 2 luego, en virtud del principio de identidad,
h(z) = ϕ(z) cuando Re(z) > 1.

Ejercicio 6.34.
Según los ejercicios 5.53 y 6.33 la función

F (z) =

∫ +∞

0

tz−1

et − 1
dt

definida para Re z > 1 admite una prolongación meromorfa F̂ ∈ M (C). Demuestre que
para Re z ∈ (−1, 0) se verifica

F̂ (z) =

∫ +∞

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1 dt

donde la integral es convergente uniformemente sobre compactos de la banda {z : −1 <
Re z < 0}.

solución.

Consideremos las funciones F , F0 y F1 que intervienen en el ejercicio 5.53 y sea F̂0 ∈
M (C) la prolongación meromorfa de F0 que se obtuvo en el ejercicio 6.33.

a) La integral ∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1 dt

converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ {z : Re z > −1}. Efectivamente, la
función h(t) = 1/(et −1)−1/t+1/2 tiene un desarrollo de la forma h(t) = a1t+a3t

3 + · · ·
válido para 0 ≤ t ≤ 2π (véase el ejercicio 5.53), lo que pone de manifiesto que existe C > 0
tal que |h(t)/t| ≤ C para todo t ∈ [0, 1]. Sea δ = mı́n{Re z : z ∈ K} > −1. Para todo
z ∈ K y todo t ∈ [0, 1] se cumple |h(t)tz−1| = |h(t)tx−1| ≤ Ctx ≤ tδ donde

∫ 1
0 t

δdt < +∞
(porque δ > −1).

Para Re z > 1 un cálculo directo proporciona el valor

∫ 1

0

(
1

t
− 1

2

)
tz−1 dt =

1

z − 1
− 1

2z

luego

F0(z) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1 dt+

1

z − 1
− 1

2z
si Re z > 1.
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Según lo que se ha establecido anteriormente, la función a la derecha de esta igualdad
es holomorfa en {z : −1 < Re z} \ {0, 1} luego, por la unicidad de las prolongaciones
anaĺıticas,

F̂0(z) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1 dt +

1

z − 1
− 1

2z

si −1 < Re z, z 6∈ {0, 1}.

b) Con un cálculo sencillo (que se deja al cuidado del lector) se obtiene

∫ +∞

1

(
1

t
− 1

2

)
tz−1 dt =

1

2z
− 1

z − 1

donde la integral converge uniformemente sobre compactos de {z : Re z < 0}. Se sigue de
esto, usando lo obtenido en el ejercicio 6.33, que para Re z < 0 se cumple

F1(z) =
1

2z
− 1

z − 1
+

∫ +∞

1

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1dt si Re z < 0

y que la integral converge uniformemente sobre compactos de {z : Re z < 0}.

En virtud de lo obtenido en a) y b), en {z : −1 < Re z < 0}

F̂ (z) = F̂0(z) + F1(z) =

∫ +∞

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tz−1 dt

donde la integral converge uniformemente sobre compactos.

6.3. Ejercicios propuestos

6.1 Sean f, g ∈ H (C) tales que f(0) = g(0) = 0 y g′(0) 6= 0. Si para todo z ∈ C,
g(f(z)) = g(z) demuestre que f(z) = z para todo z ∈ C.

6.2 Si el abierto Ω ⊂ C es conexo, f ∈ H (Ω) no es constante y el conjunto {z ∈ Ω :
|f(z)| ≤ 1} es compacto y no vaćıo, demuestre que las singularidades aisladas de f
no son esenciales (véase el ejercicio 9.4).

6.3 Sea f ∈ H
(
D∗(0, 1)

)
tal que Re f(z) < α para cada z ∈ D∗(0, r), donde α ∈ R y

0 < r < 1. Determine el tipo de singularidad que presenta f en 0.

6.4 Determine las singularidades aisladas de las siguientes funciones, indicando el tipo
de singularidad:

a)
eaz

(1 + ez)
b) cos

(
1

ez − 1

)
c) cos

(
z

ez2 − 1

)
d) e1/(z2−1).

6.5 Demuestre que existe ρ > 0 tal que la función f(z) = ez/(z−sen z) posee primitiva en
D∗(0, ρ). ¿Qué tipo de singularidad tiene f en z = 0?

6.6 Si a es un polo simple de f ∈ H (Ω) y g es holomorfa en un entorno de a, compruebe
que Res(fg, a) = g(a) Res(f, a).



238 Caṕıtulo 6. Singularidades aisladas

6.7 Sea f(z) la ráız cúbica holomorfa de la función (z+1)2(z−1) definida en C\ [−1, 1],
que toma valores reales cuando z es real. Determine el tipo de singularidad que tiene
f en ∞ y calcule el residuo (vea el ejercicio 7.20).

6.8 Demuestre que las siguientes condiciones determinan una única función meromorfa
f ∈ M (C) que se debe determinar:

a) f es par y f(1) = 1;

b) los únicos polos de f son z = 0 (doble) y z = i, z = −i (simples) y Res(f, i) = 2i;

c) f(1/z) tiene un cero doble en z = 0.

6.9 Sea M = {an : n ∈ N} ⊂ C y E la familia de las funciones meromorfas f ∈ M (C)
tales que P(f) = M , donde todos los polos son simples con residuo igual a 1.
Se supone que 0 < |a1| < · · · < |an| < |an+1| · · · y que

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞. Se

consideran las integrales

In(f) =

∫

Cn

f(w)

w(w − z)
dw

donde Cn(t) = Rne
it, t ∈ [0, 2π], con |an| < Rn < |an+1|. Demuestre:

a) la serie
∞∑

n=1

z

an(z − an)

define una función f ∈ E con ĺımn In(f) = 0;

b) si g ∈ E y ĺımn In(g) = 0 entonces g(z) − f(z) es constante;

c) en las condiciones de b), existe G ∈ H (C) tal que g = G′/G.



Caṕıtulo 7

Teorema de los residuos

7.1. Preliminares teóricos

7.1.1. Índice de un ciclo respecto a un punto

Todo camino continuo γ : [0, 1] −→ C \ {0} posee un logaritmo continuo, es decir,
existe una función continua g : [0, 1] −→ C tal que eg = γ. Cuando γ es regular a trozos
la siguiente fórmula proporciona un logaritmo continuo de γ:

g(t) = α+

∫ t

0

γ′(s)
γ(s)

ds, con α ∈ log γ(0). (7.1)

Si γ es un camino cerrado, es decir γ(0) = γ(1), entonces g(0) y g(1) son logaritmos de
γ(0) = γ(1), luego existe m ∈ N tal que g(1) − g(0) = 2mπi. Este número entero m, que
no depende del logaritmo continuo de γ que se haya elegido, indica el número de vueltas,
en sentido positivo, que γ(t) da alrededor de 0, cuando t recorre el intervalo [0, 1] de modo
creciente. En general, el número de vueltas de un camino cerrado continuo γ, alrededor
de a 6∈ γ([0, 1]), se obtiene contando las vueltas que da alrededor del origen su trasladado
γ(t) − a.

Definición 7.1.1.

Si γ : [0, 1] −→ C es un camino cerrado y a 6∈ γ([0, 1]), se define el ı́ndice(o número
de vueltas) de γ respecto al punto a como el número entero

Ind(γ, a) =
1

2πi

(
g(1) − g(0)

)

donde g : [0, 1] −→ C es un logaritmo continuo del camino γ(t) − a.

Si γ es cerrado y regular a trozos, utilizando la fórmula integral para el logaritmo continuo
mencionada anteriormente, resulta

Ind(γ, a) =
1

2πi

∫ 1

0

γ′(s)
γ(s) − a

ds =
1

2πi

∫

γ

dz

z − a

Los proposiciones que siguen son herramientas eficaces para calcular ı́ndices.

Proposición 7.1.2.
Sean γ0, γ1 : [a, b] −→ C \ {0} caminos cerrados:

239
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a) Ind(γ0γ1, 0) = Ind(γ0, 0) + Ind(γ1, 0);

b) Ind(γ1, 0) = Ind(γ0, 0) si |γ0(t) − γ1(t)| ≤ |γ1(t)| para todo t ∈ [a, b].

Proposición 7.1.3.

Sea γ : [0, 1]−→ C un camino cerrado continuo. La función z → Ind(γ, z), definida en
el abierto V = C \ γ([0, 1]), permanece constante en cada componente conexa de V y vale
0 en la componente conexa no acotada.

Una cadena Γ en el plano complejo es una sucesión finita de caminos que se acostumbra
a escribir como una suma formal

Γ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ .... ⊕ γm.

Si todos los caminos que componen la cadena son cerrados se dice que la cadena es un
ciclo. Una cadena o ciclo se dice que es regular a trozos cuando son regulares a trozos los
caminos que la componen. La cadena opuesta de Γ es

∼ Γ = (∼ γ1) ⊕ (∼ γ2) ⊕ · · · ⊕ (∼ γm).

Si ∆ = γm+1 ⊕ γm+2 ⊕ · · · ⊕ γm+k es otra cadena, se define la suma formal

Γ ⊕ ∆ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ · · · ⊕ γm ⊕ γm+1 ⊕ γm+2 ⊕ · · · ⊕ γm+k

y la diferencia Γ ⊕ (∼∆), que se designa más brevemente como Γ ∼ ∆. Si m ∈ N resulta
conveniente definir mΓ = Γ⊕ m. . . ⊕Γ y (−m)Γ = ∼(mΓ).

La imagen de la cadena Γ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ · · · ⊕ γm es la unión de las imágenes
de sus componentes,

Imagen(Γ) =
⋃

1≤j≤m

Imagen(γj).

Se dice que Γ es una cadena en Ω cuando Imagen(Γ) ⊂ Ω y si a 6∈ Imagen(Γ) se dice que
la cadena Γ no pasa por el punto a.

Definición 7.1.4.

Si f ∈ H (Ω) y Γ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ ....⊕ γm es una cadena regular a trozos en Ω, se define

∫

Γ
f(z) dz =

m∑

j=1

∫

γj

f(z) dz.

Definición 7.1.5.

Si Γ es un ciclo regular a trozos que no pasa por el punto z ∈ C, se define el ı́ndice
de Γ respecto al punto z como la suma de los ı́ndices de los caminos cerrados que
componen el ciclo:

Ind(Γ, z) =
m∑

j=1

Ind(γj , z) =
1

2πi

∫

Γ

dw

w − z
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Se sigue de la proposición 7.1.3 que para cada z 6∈ Imagen(Γ) el ı́ndice Ind(Γ, z) es un
número entero, que permanece constante en cada componente conexa de C \ Imagen(Γ) y
vale 0 en la componente conexa no acotada.

Dadas dos cadenas Γ y ∆, regulares a trozos en Ω ⊂ C, se dice que son Ω-equivalentes
cuando verifican ∫

Γ
f(z) dz =

∫

∆
f(z) dz para cada f ∈ H (Ω).

Dada una cadena regular a trozos Γ = γ1 ⊕ γ2 ⊕ · · · ⊕ γm las siguientes operaciones la
transforman en otra cadena Ω-equivalente, independientemente del abierto Ω ⊃ Imagen(Γ)
que se considere:

a) permutar dos de los caminos que componen Γ;

b) reemplazar uno de los caminos γi de Γ por γ1
i ⊕ γ2

i , cuando γi = γ1
i ∨ γ2

i ;

c) eliminar dos de los caminos γi, γj , de Γ, cuando γi = ∼ γj;

d) reemplazar alguno de los caminos que forman Γ por caminos equivalentes.

7.1.2. Versión general de los teoremas de Cauchy

Definición 7.1.6.

Dos ciclos Γ, ∆ en un abierto Ω ⊂ C son Ω-homólogos si

Ind(Γ, z) = Ind(∆, z) para cada z 6∈ Ω.

Un ciclo Γ en Ω se dice que es Ω-homólogo a 0 si Ind(Γ, z) = 0 para cada z 6∈ Ω.

Dos ciclos Γ, ∆ son Ω-homólogos si y sólo si Γ ∼ ∆ es Ω-homólogo a 0.

Teorema 7.1.7. Fórmula integral de Cauchy (versión general).

Sea Γ un ciclo regular a trozos en el abierto Ω ⊂ C, Ω-homólogo a 0 (e.d. Ind(Γ, a) = 0
para cada a 6∈ Ω). Entonces, para cada f ∈ H (Ω) y cada z ∈ Ω\Imagen(Γ) se verifica:

Ind(Γ, z)f(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(w)

w − z
dw.

La versión general del teorema de Cauchy (7.1.8) establece que dos ciclos regulares a
trozos son Ω-equivalentes si y sólo si son Ω-homólogos.

Teorema 7.1.8. Teorema de Cauchy (versión general).

Sean Γ y ∆ ciclos regulares a trozos, Ω-homólogos en un abierto Ω ⊂ C. Entonces se
verifica ∫

Γ
f(z) dz =

∫

∆
f(z) dz para cada f ∈ H (Ω).

En particular, si Γ es Ω-homólogo a 0 se cumple

∫

Γ
f(z) dz = 0 para cada f ∈ H (Ω).



242 Caṕıtulo 7. Teorema de los residuos

La versión general de los teoremas de Cauchy conduce a la siguiente caracterización
de los abiertos holomórficamente conexos:

Teorema 7.1.9.

Para un abierto conexo Ω ⊂ C son equivalentes:

a) C∞ \ Ω es conexo.

b) Cada ciclo regular a trozos en Ω es Ω-homólogo a 0.

c) Para cada ciclo Γ regular a trozos en Ω, cada z ∈ Ω \ Imagen(Γ) y cada f ∈
H (Ω) se cumple

f(z) Ind(Γ, z) =
1

2πi

∫

Γ

f(w)

w − z
dw.

d) Para cada ciclo Γ regular a trozos en Ω y cada f ∈ H (Ω) se cumple

∫

Γ
f(z) dz = 0.

e) Para cada f ∈ H (Ω) existe F ∈ H (Ω) con F ′ = f (es decir, Ω es ho-
lomórficamente conexo).

f ) Para cada f ∈ H (Ω) con 0 6∈ f(Ω) existe g ∈ H (Ω) tal que eg = f .

Definición 7.1.10.

Dos caminos cerrados γ0, γ1 : [0, 1] −→ Ω en un abierto Ω ⊂ C se dice que son
homotópicos en Ω ( Ω-homotópicos), si existe una función continua h : [0, 1]×[0, 1] −→
Ω que verifica:

a) h(0, t) = γ0(t), h(1, t) = γ1(t), para todo t ∈ [0, 1];

b) h(s, 0) = h(s, 1) para todo s ∈ [0, 1].

En el ejercicio 7.55 se establece que dos caminos cerrados Ω-homotópicos son Ω-homólogos.

7.1.3. Teorema de los residuos y principio del argumento

Si f es holomorfa en A := {z : r < |z − a| < R} y su desarrollo de Laurent en A es
f(z) =

∑+∞
n=−∞ an(z − a)n, entonces

f(z) − a−1

z − a

tiene primitiva en A. Por consiguiente, si γ es un camino cerrado regular a trozos en A,
se verifica ∫

γ
f(z) dz =

∫

γ

a−1

z − a
dz = a−12πi Ind(γ, a)

Esto se utiliza en los ejercicios 5.5, 5.9, 5.12, 7.10 y 7.17,.
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En particular, en las condiciones de la definición 6.1.11, si γ es un camino cerrado
regular a trozos en D∗(a, r) ⊂ Ω se verifica

∫

γ
f(z) dz = 2πi Ind(γ, a) Res(f, a)

Combinada con la versión general del teorema de Cauchy, esta observación permite
establecer el siguiente teorema fundamental.

Teorema 7.1.11. De los residuos.

Sea Ω ⊂ C abierto y S ⊂ ∂Ω un conjunto de singularidades aisladas de f ∈ H (Ω\S).
Par cada ciclo regular a trozos Γ en Ω \ S que sea Ω-homólogo a 0 se cumple

1

2πi

∫

Γ
f(z) dz =

∑

a∈S

Ind(Γ, a) Res(f, a)

donde la suma sólo contiene una cantidad finita de sumandos no nulos.

Si f es una función meromorfa no idénticamente nula en un abierto conexo los ceros y
los polos de f son singularidades aisladas de f ′(z)/f(z) y, aplicando el teorema de los
residuos, se obtiene el siguiente resultado donde, si a es cero o polo de f , ν(f, a) designa
su multiplicidad.

Teorema 7.1.12. Principio del Argumento.

Sea f ∈ M (Ω) una función meromorfa no idénticamente nula en un abierto conexo
Ω ⊂ C y

S = P(f) ∪ Z (f).

Si Γ es un ciclo regular a trozos en Ω \ S, que es Ω-homólogo a 0 se verifica

1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z)

dz =
∑

a∈Z (f)

Ind(Γ, a)ν(f, a) −
∑

a∈P(f)

Ind(Γ, a)ν(f, a)

donde sólo hay una cantidad finita de sumandos no nulos.

El principio del argumento es una herramienta muy útil para calcular ı́ndices de ciclos
pues la integral que aparece en 7.1.12 se puede interpretar como Ind(f ◦ Γ, 0).

Proposición 7.1.13.

Sea γ un camino cerrado en C \ {0} de la forma γ(t) = f(ρeit), t ∈ [0, 2π], donde f ∈
M (Ω) y {z : |z| ≤ ρ} ⊂ Ω. Si f no tiene ceros ni polos en la circunferencia {z : |z| = ρ}
entonces Ind(γ, 0) = n − m donde n y m son, respectivamente, el número de ceros y el
número de polos de f en D(0, ρ) (con el convenio habitual de contarlos repetidos según las
multiplicidades).

En los ejercicios 7.38, 7.39 y 7.40 se pueden ver aplicaciones concretas de este resultado.
El principio del argumento también proporciona un método eficaz para calcular integrales
del tipo considerado en la proposición 5.1.5 y en el ejercicio 7.36. Por ello este principio
resulta muy útil a la hora de determinar regiones del plano donde una función holomorfa
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concreta posee logaritmos holomorfos o ráıces m-ésimas holomorfas (vea la solución de
los ejercicios 7.7, 7.8, 7.13, 7.14, 7.20 y 7.37, donde intervienen integrales que se calculan
fácilmente con este principio).

Otra consecuencia importante del principio del argumento es el siguiente resultado que
es muy útil para localizar ceros y polos de funciones meromorfas (véanse los ejercicios 7.47
a 7.50 y 7.53).

Teorema 7.1.14. Rouché.

Sean f, g ∈ M (Ω) funciones meromorfas no idénticamente nulas en un abierto conexo
Ω ⊂ C y S = Z (f) ∪ Z (g) ∪ P(f) ∪ P(g).

Si Γ es un ciclo regular a trozos en Ω \ S, que es Ω-homólogo a 0 y se cumple

|f(z) + g(z)| < |f(z)| + |g(z)| para todo z ∈ Imagen(Γ),

entonces Σ(f,Γ) = Σ(g,Γ) donde

Σ(f,Γ) =
∑

a∈Z (f)

Ind(Γ, a)ν(f, a) −
∑

a∈P(f)

Ind(Γ, a)ν(f, a)

(en cada sumatorio sólo interviene una cantidad finita de sumandos no nulos).

Para aplicar el teorema de Rouché se suele comprobar la desigualdad

|f(z) + g(z)| < |f(z)| para todo z ∈ Imagen(Γ)

que es más exigente que la que figura en el enunciado de 7.1.14.
En las aplicaciones del teorema de Rouché se suelen considerar ciclos simples, es decir,

ciclos Γ con la propiedad de que Ind(Γ, a) ∈ {0, 1} para todo a 6∈ Imagen(Γ). En este
caso diremos que a está rodeado por Γ cuando Ind(Γ, a) = 1. Entonces, si Z(f,Γ) (resp.
P (f,Γ)) denota el número de ceros (resp. polos) de f rodeados por un ciclo simple Γ, la
conclusión del teorema de Rouché es

Z(f,Γ) − P (f,Γ) = Z(g,Γ) − P (g,Γ)

Teorema 7.1.15. Hurwitz.

Sea fn ∈ H (Ω) una sucesión que converge uniformemente sobre compactos hacia
f ∈ H (Ω) y sea D(a, r) un disco cerrado tal que f(z) 6= 0 cuando |z − a| = r.
Entonces existe m ∈ N tal que para todo n ≥ m las funciones f y fn tienen el mismo
número de ceros en D(a, r) (contados repetidos según sus multiplicidades)

Corolario 7.1.16.
Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión de funciones sin ceros

que converge uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H (Ω). Entonces, o bien f es
idénticamente nula o bien f no tiene ceros.

Corolario 7.1.17.
Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión de funciones inyectivas que

converge uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H (Ω). Entonces, o bien f es inyectiva
o bien f es constante.
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7.2. Ejercicios resueltos

7.2.1. Índice de un camino cerrado

Los ejercicios que siguen conciernen a la noción de ı́ndice de un camino cerrado
respecto a un punto y se muestran algunas aplicaciones.

Ejercicio 7.1.

Sea Cr la circunferencia Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π]. Compruebe que Ind(Cr, z) = 1 si
|z − a| < r e Ind(Cr, z) = 0 si |z − a| > r. Utilice las propiedades del ı́ndice (7.1.3) para
demostrar que si a es interior a un rectángulo cerrado R entonces Ind(∂R, a) = 1.

solución.

Según la proposición 7.1.3 el ı́ndice Ind(Cr, z) permanece constante en D(a, r), luego
para |z − a| < 1 se cumple

Ind(Cr, z) = Ind(Cr, a) =
1

2πi

∫

Cr

dw

w − a
=

1

2πi

∫ 2π

0

ireit

reit
dt = 1.

Por otra parte, la componente conexa no acotada del complemento del camino Cr es
{z : |z − a| > r}, luego Ind(Cr, z) = 0 si |z − a| > r.

b a

γ1

γ2

Cr
∂R

Si a es interior al rectángulo cerrado R y D(a, r) ⊂ R, considerando los caminos
cerrados γ1, γ2 indicados en la figura y teniendo en cuenta las cancelaciones de la integral
curviĺınea sobre segmentos opuestos se obtiene

Ind(γ1, a) + Ind(γ2, a) = Ind(∂R, a) − Ind(Cr, a).

En virtud de 7.1.3, Ind(γi, a) = 0 para i = 1, 2, luego

Ind(∂R, a) = Ind(Cr, a) = 1.

(Vea el ejercicio 7.2 para un resultado más general).

Ejercicio 7.2.

Sea γ : [a, b] −→ C\{0} un camino cerrado y sean γ1 = γ|[a,x], γ2 = γ|[x,b] (a < x < b).
Se supone que Im γ(a) < 0, Im γ(x) > 0, que γ1 no pasa por el eje real negativo y que γ2

no pasa por el eje real positivo. Demuestre que Ind(γ, 0) = 1.
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solución.

Sean z1 = γ(a), z2 = γ(x). Consideremos los segmentos orientados σ1, σ2, que surgen de
z1 y z2 respectivamente, y tienen sus extremos en una pequeña circunferencia C centrada
en 0. Los extremos de estos segmentos descomponen la circunferencia en los arcos C1, C2,
que se suponen orientados en sentido positivo.

Los caminos cerrados

Γ1 = γ1 ∨ σ2 ∨ (∼ C1) ∨ (∼ σ1) y Γ2 = γ2 ∨ σ1 ∨ (∼ C2) ∨ (∼ σ2)

cumplen que Ind(Γi, 0) = 0 (porque, en virtud de la hipótesis sobre los caminos γi, el
punto 0 está en la componente conexa no acotada de C \ Imagen(Γi)).

b

b

b

C1

C2

σ1

σ2

z1

z2

γ1

γ2

0

Teniendo en cuenta las cancelaciones de las integrales curviĺıneas sobre los segmentos
σi y ∼ σi se obtiene

0 = Ind(Γ1, 0) + Ind(Γ2, 0) =
1

2πi

(∫

γ1

+

∫

γ2

−
∫

C1

−
∫

C2

)
dz

z
=

= Ind(γ, 0) − Ind(C, 0)

luego Ind(γ, 0) = Ind(C, 0) = 1.

Ejercicio 7.3.
Sea γ la parametrización usual de la elipse x2/a2 + y2/b2 = 1. Utilice la integral

∫
γ

dz
z

para calcular

I =

∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sen2 t

solución.

Razonando como en el ejercicio 7.1, o aplicando el resultado establecido en el ejerci-
cio 7.2, es fácil ver que Ind(γ, 0) = 1, es decir

1

2πi

∫

γ

dz

z
= 1.

Con la parametrización usual de la elipse, γ(t) = a cos t+ ib sen t, t ∈ [0, 2π], esta igualdad
se escribe en la forma

2πi =

∫ 2π

0

γ′(t)
γ(t)

dt =

∫ 2π

0

γ′(t)γ(t)

|γ(t)|2 dt =

∫ 2π

0

(b2 − a2) sen t cos t+ 2iab

a2 cos2 t+ b2 sen2 t
dt.

Igualando las partes imaginarias se obtiene abI = π.
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Ejercicio 7.4.

Si f ∈ H (Ω) no tiene ceros en Ω = {z : r < |z| < R}, demuestre que existe m ∈ Z
tal que zmf(z) posee logaritmo holomorfo en Ω. Como aplicación obtenga que f se puede
descomponer en la forma f(z) = f1(z)f2(z), donde f1 es holomorfa en {z : |z| < R}, f2

es holomorfa en {z : |z| > r} y ĺımz→∞ f2(z)zm = 1.

solución.

Según el teorema 5.1.5 la condición necesaria y suficiente para que F (z) = zmf(z)
tenga logaritmo holomorfo en Ω es que la función

F ′(z)
F (z)

=
m

z
+
f ′(z)
f(z)

tenga primitiva en Ω. El teorema 5.1.11 asegura que f ′/f admite un desarrollo de Laurent
en Ω y este hecho permite asegurar que existe a−1 ∈ C tal que

f ′(z)
f(z)

− a−1

z

tiene primitiva en Ω. Entonces basta demostrar que a−1 es un número entero para concluir
que m = −a−1 cumple la condición requerida. Para ello basta observar que para ρ ∈ (r,R)
está definido el camino cerrado γ = f ◦ Cρ, con Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π], que verifica

a−1 =
1

2πi

∫

Cρ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

γ

dz

z
= Ind(γ, 0) ∈ Z.

Aśı queda demostrado que existe g ∈ H (Ω) tal que eg(z) = zmf(z).

Aplicando otra vez el teorema 5.1.11 podemos asegurar que g admite en Ω un desarrollo
de Laurent g(z) =

∑+∞
n=−∞ bnz

n, de modo que podemos escribir g(z) = g1(z)+g2(z), donde
g1(z) =

∑+∞
n=0 bnz

n es holomorfa en {z : |z| < R}, g2(z) =
∑+∞

n=1 b−nz
−n es holomorfa en

{z : |z| > r} y verifica ĺımz→∞ g2(z) = 0. Se sigue que

f(z) = f1(z)f2(z)

donde las funciones f1(z) = eg1(z), f2(z) = z−meg2(z), cumplen las condiciones requeridas
en el enunciado.

Ejercicio 7.5.

Si γ es un camino cerrado en un abierto Ω ⊂ C, demuestre que son equivalentes:

a) γ es Ω-homólogo a 0 (es decir Ind(γ, a) = 0 para cada a ∈ C \ Ω);

b) {a ∈ M : Ind(γ, a) 6= 0} es finito si M ⊂ Ω \ Imagen(γ) y M ′ ∩ Ω = ∅.

solución.

Según la proposición 7.1.3, V = {z ∈ C \ Imagen(γ) : Ind(γ, z) = 0} es la unión de
algunas de las componentes conexas del abierto C \ Imagen(γ), entre las que figura la no
acotada. Entonces V es abierto con complemento K = C \ V cerrado y acotado y, por lo
tanto, compacto.
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a) ⇒ b) La hipótesis a) significa que C\Ω ⊂ V , es decir K ⊂ Ω. Si M ⊂ Ω y M ′∩Ω = ∅,
entonces M ′ ∩ K = ∅ y por lo tanto M ∩ K es finito es decir, se cumple b) (M ∩ K no
puede ser infinito porque entonces tendŕıa un punto de acumulación en K, que también
seŕıa punto de acumulación de M).

b) ⇒ a) Demostraremos que si no se cumple a) tampoco se cumple b). Suponemos que
existe a ∈ C \ Ω con Ind(γ, a) 6= 0.

Consideremos primero el caso a ∈ ∂Ω. Entonces hay un disco D(a, r) con D(a, r) ∩
Imagen(γ) = ∅ y una sucesión an ∈ D(a, r) ∩ Ω de puntos distintos dos a dos, tal que
ĺımn an = a. Según la proposición 7.1.3 la función z → Ind(γ, z) permanece constante
sobre D(a, r), luego para todo n ∈ N se cumple Ind(γ, an) = Ind(γ, a) 6= 0. Entonces
M = {an : n ∈ N} es un subconjunto de Ω \ Imagen(γ) que verifica M ′ ∩ Ω = {a} ∩ Ω = ∅
y, por lo tanto, no se cumple b).

En el caso a 6∈ ∂Ω, basta encontrar b ∈ ∂Ω tal que Ind(γ, b) 6= 0 y aplicar lo que se
acaba de obtener en el caso anterior.

Buscamos b considerando la componente conexa U de a en C \ Imagen(γ). Es fácil
ver que ∅ 6= ∂U ⊂ Imagen(γ) (si existiese w ∈ ∂U \ Imagen(γ), su componente conexa
en C \ Imagen(γ) cortaŕıa a U , luego debeŕıa coincidir con U , lo que es absurdo porque
w 6∈ U). Según esto podemos elegir un punto z0 ∈ ∂U , que pertenecerá a Imagen(γ) ⊂ Ω.
Como Ω es un entorno abierto de z0 ∈ ∂U podemos asegurar que U tiene intersección no
vaćıa con Ω. También tiene intersección no vaćıa con su complemento C \ Ω (porque a
pertenece a esa intersección). Como U es conexo se sigue que U contiene algún punto de la
frontera b ∈ ∂Ω. Obsérvese que la condición b ∈ U implica que Ind(γ, b) = Ind(γ, a) 6= 0.

Ejercicio 7.6.
Sean A,B ⊂ C cerrados disjuntos, no vaćıos. Si A es acotado y a ∈ A, obtenga un

ciclo Γ en C \ (A ∪B) tal que Ind(Γ, a) = 1 e Ind(Γ, b) = 0 para cada b ∈ B.

solución.

Consideremos una cuadŕıcula del plano determinada por una malla de rectas paralelas
a los ejes de paso δ < dist(A,B)/

√
2, de modo que a sea el centro de uno de los cuadrados

de la cuadŕıcula.
El diámetro de los cuadrados es

√
2δ < dist(A,B), luego los cuadrados que cortan

a A no cortan a B. Estos cuadrados forman una familia finita (porque A es acotado)
Q1, Q2, . . . , Qm donde podemos suponer que a es interior a Q1. En virtud de la proposi-
ción 7.1.3 y del ejercicio 7.1 se cumple

a) Ind(∂Qi, b) = 0 para cada b ∈ B;

b) Ind(∂Qi, a) = 0 si 2 ≤ i ≤ m, Ind(∂Q1, a) = 1.

Se sigue que ∆ := ∂Q1 ⊕ ∂Q2 ⊕ · · · ⊕ ∂Qm es un ciclo en C \ (A ∪B) que verifica

c) Ind(∆, b) =
∑m

i=1 Ind(∂Qi, b) = 0 para cada b ∈ B;

d) Ind(∆, a) =
∑m

i=1 Ind(∂Qi, a) = 1.

Para obtener un ciclo Γ en C \ (A ∪ B) con las propiedades requeridas basta cancelar
en ∆ los segmentos que intervienen dos veces, pero con orientaciones opuestas (los que
figuran como lados comunes de dos cuadrados contiguos de la familia {Qi : 1 ≤ i ≤ m}).
Los segmentos que no se cancelan no cortan al conjunto A y forman una cadena Γ en
C \ (A ∪B) que cumple
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e)
1

2πi

∫

Γ

dz

z − b
=

1

2πi

∫

∆

dz

z − b
= Ind(∆, b) = 0 para cada b ∈ B;

f )
1

2πi

∫

Γ

dz

z − a
=

1

2πi

∫

∆

dz

z − a
= Ind(∆, a) = 1.

Para terminar basta demostrar que Γ es un ciclo. Para ello la expresamos como suma
formal de los segmentos que la componen Γ = σ1⊕σ2⊕· · ·⊕σm. Obsérvese que esta familia
de segmentos es equilibrada en el sentido de que el número de segmentos con origen en un
punto es igual al número de segmentos con extremo en el mismo punto (esto se debe a que
el ciclo ∆ ya estaba formado por una familia equilibrada de segmentos, que se mantiene
equilibrada al efectuar las cancelaciones). Si eliminamos una colección finita de segmentos
{σi : i ∈ M} (M ⊂ {1, 2, . . . ,m}) que formen un ciclo, los segmentos que quedan siguen
formando una cadena equilibrada ya que el origen (resp. extremo) de cada σi, i ∈ M , es
el extremo (resp. origen) de otro σk, k ∈ M . Eliminando las colecciones de segmentos que
forman ciclos se obtiene una cadena vaćıa Γ0 (en caso contrario Γ0 debeŕıa contener una
cadena con infinitos segmentos). Queda probado aśı que Γ es un ciclo.

7.2.2. Existencia de primitivas, logaritmos y ráıces

La noción de ı́ndice de un camino cerrado respecto a un punto es una herramienta
eficaz para el estudio de la existencia de primitivas, logaritmos o ráıces de funcio-
nes holomorfas concretas. En algunos de los ejercicios que siguen se caracterizan los
abiertos donde se puede garantizar su existencia.

Ejercicio 7.7.
Estudie la existencia de un logaritmo holomorfo de

f(z) =
z

(z − 1)(z − 2)

en cada una de las coronas Aj = {z : j < |z| < j + 1}, j = 0, 1, 2.

solución.

Según la proposición 5.1.5 el problema se reduce a estudiar cuándo la integral

I(γ) =

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz

es nula para todo camino cerrado regular a trozos γ en Aj .
Para ello basta tener en cuenta que

I(γ) =

∫

γ

(
1

z
− 1

z − 1
− 1

z − 2

)
dz = 2πi

(
Ind(γ, 0) − Ind(γ, 1) − Ind(γ, 2)

)
.

Cuando j = 0 los puntos 1 y 2 están en la componente conexa no acotada de C \
Imagen(γ), luego Ind(γ, 1) = Ind(γ, 2) = 0. Entonces, eligiendo un camino γ con Ind(γ, 0) 6=
0 (una circunferencia en A0, centrada en 0) se obtiene que I(γ) = Ind(γ, 0) 6= 0.

Cuando j = 1 los puntos 0 y 1 están en la misma componente conexa de C\Imagen(γ),
luego Ind(γ, 0) = Ind(γ, 1). Como el punto 2 está en la componente conexa no acotada, se
cumple Ind(γ, 2) = 0, luego siempre es I(γ) = 0.
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Finalmente, para j = 2, los tres puntos 0, 1 y 2 están en la misma componente conexa
de C \ Imagen(γ), luego Ind(γ, 0) = Ind(γ, 1) = Ind(γ, 2). Eligiendo un camino γ con
Ind(γ, 0) 6= 0 (una circunferencia en A2, centrada en 0) resulta I(γ) = Ind(γ, 0) 6= 0.

En definitiva, f sólo posee logaritmo holomorfo en la corona A1.

Ejercicio 7.8.

Sea T ⊂ C un conjunto compacto y conexo con {1,−1, 1/2} ⊂ T . Justifique que

f(z) =
z2 − 1

(2z − 1)2

posee un logaritmo holomorfo en C \ T . Obtenga el desarrollo de Laurent de un logaritmo
holomorfo de f en {z : |z| > R}, con R = máx{|z| : z ∈ T}.

solución.

Según la proposición 5.1.5 basta demostrar que para cada camino cerrado regular a
trozos γ en C \ T es nula la integral

I(γ) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

γ

(
1

z − 1
+

1

z + 1
− 2

z − 1/2

)
dz =

= Ind(γ, 1) + Ind(γ,−1) − 2 Ind(γ, 1/2)

Como T ⊂ C \ Imagen(γ) es conexo, el ı́ndice es el mismo respecto a todos los puntos
de T , luego Ind(γ, 1) = Ind(γ,−1) = Ind(γ, 1/2), y se sigue que I(γ) = 0.

Si g es un logaritmo holomorfo de f en C \ T su derivada vale

g′(z) =
f ′(z)
f(z)

=
1

z − 1
+

1

z + 1
− 4

2z − 1
=

=
1

z

(
1

1 − 1/z
+

1

1 + 1/z
− 2

1 − 1/(2z)

)

Cuando |z| > R > 1, los tres términos que figuran dentro del paréntesis, se pueden
desarrollar en serie geométrica y se obtiene

g′(z) =
∞∑

n=1

1 + (−1)n − 21−n

zn+1

luego

g(z) = c+
∞∑

n=1

21−n − 1 − (−1)n

nzn

donde la constante c hay que determinarla con la condición de que la serie defina efecti-
vamente un logaritmo de f . Para ello se debe cumplir

ec = ĺım
z→∞ eg(z) = ĺım

z→∞ f(z) =
1

4

luego debemos elegir c en el conjunto log(1/4) = {− Log 4 + i2πn : n ∈ Z}.
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Ejercicio 7.9.
Justifique que la función entera

f(z) = 1 − z2

3!
+
z4

5!
− z6

7!
+ · · ·

posee un logaritmo holomorfo en Ω = C \ {x ∈ R : |x| ≥ π}. Obtenga su desarrollo en
serie de potencias alrededor de 0 y el radio de convergencia del mismo.

solución.

Si z 6= 0 es f(z) = z−1 sen z, luego f no se anula en Ω. Como C∞ \ Ω es conexo, la
proposición 7.1.9 nos garantiza que existe g ∈ H (Ω) tal que eg = f . Esta función queda
uńıvocamente determinada por su valor en un punto, por ejemplo, g(0) = Log f(0) = 0.
Aśı g es la primitiva de f ′/f que se anula en z = 0.

El desarrollo en serie de potencias de g alrededor de 0 se puede calcular a partir
del desarrollo de su derivada, cuyo valor es g′(z) = cot z − 1/z, para z 6= 0. Según el
ejercicio 5.22,

z cot πz =
∞∑

n=0

(−2)nB2n

2n!
zn

donde Bn es la sucesión de los números de Bernoulli y el radio de convergencia de la serie
de potencias es π. Se sigue que

g′(z) =
∞∑

n=1

(−2)nB2n

2n!
zn−1, g(z) =

∞∑

n=1

(−2)nB2n

n(2n)!
zn

con radio de convergencia π.

Ejercicio 7.10.
Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que la función

f(z) =
1

(z − a)(z − b)
(a, b ∈ C, a 6= b)

tenga primitiva en un abierto Ω ⊂ C es que a y b estén en la misma componente conexa
de C∞ \ Ω.

solución.

Supongamos que a y b pertenecen a la misma componente conexa T de C∞ \ Ω. Según
la proposición 5.1.3, para demostrar que f tiene primitiva en Ω basta ver que, para todo
camino cerrado regular a trozos γ en Ω, es nula la integral

I(γ) =

∫

γ

1

(z − a)(z − b)
dz.

Esto se consigue fácilmente observando que

I(γ) =

∫

γ

1

a− b

(
1

z − a
− 1

z − b

)
dz =

2πi

a− b

(
Ind(γ, a) − Ind(γ, b)

)
= 0,

donde la última igualdad es consecuencia de la proposición 7.1.3, ya que a y b están en la
misma componente conexa de C∞ \ Imagen(γ) (la que contiene a T ).
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Rećıprocamente, si f tiene primitiva en Ω podemos asegurar que a y b no pertenecen
a Ω. Si Ta, Tb son las componentes conexas de a y b en C∞ \ Ω, hay que demostrar que
Ta = Tb. Esto lo haremos por reducción al absurdo, suponiendo Ta 6= Tb. En este caso una
de estas componentes conexas no contiene al punto ∞ y podemos suponer que ∞ 6∈ Ta.

Según el ejercicio 2.43, existe un subconjunto A del compacto K = C∞ \ Ω, abierto
y cerrado en K, tal que Ta ⊂ A, ∞ 6∈ A y b 6∈ A. Como A es cerrado en K se sigue que
A ⊂ C es compacto. Por otra parte, A también es abierto en K y podemos afirmar que
B = (K \A) ∩C es cerrado. El compacto A y el cerrado B = (K \A) ∩C son disjuntos y
b ∈ B. En virtud del ejercicio 7.6 existe un ciclo Γ en C\(A∪B) ⊂ Ω tal que Ind(Γ, a) = 1
e Ind(Γ, b) = 0, luego

I(Γ) =
2πi

b− a

(
Ind(Γ, a) − Ind(Γ, b)

) 6= 0

lo que es imposible porque estamos suponiendo que f tiene primitiva en Ω

Ejercicio 7.11.
Si Ω ⊂ C es abierto, demuestre que son equivalentes:

a) en Ω se puede definir un logaritmo holomorfo de z;

b) ∞ y 0 están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω.

solución.

Según la proposición 5.1.5 se cumple a) si y sólo si la integral

∫

γ

dz

z
= 2πi Ind(γ, 0)

es nula para todo camino cerrado regular a trozos γ en Ω.

Si ∞ y 0 están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω, para cualquier camino
cerrado γ en Ω, se cumple que 0 está en la componente conexa no acotada de C\Imagen(γ),
luego Ind(γ, 0) = 0.

Demostremos el rećıproco por reducción al absurdo: sea T0 la componente conexa de 0
en K = C∞ \Ω (que es compacto en C∞). Si no se cumple b), es decir, si ∞ 6∈ T0, según el
ejercicio 2.43, existe un conjunto A ⊂ K abierto y cerrado en K, tal que T0 ⊂ A y ∞ 6∈ A.
Como A es cerrado en K se tiene que A ⊂ C es compacto. Por otra parte, al ser A abierto
en K, el conjunto B = (K \A)∩C es cerrado. Como A∩B = ∅, en virtud del ejercicio 7.6,
existe en C \ (A∪B) ⊂ Ω un ciclo regular a trozos Γ que verifica Ind(Γ, 0) 6= 0. Alguno de
los caminos cerrados γ que forman el ciclo verifica Ind(γ, 0) 6= 0.

Ejercicio 7.12.
Justifique que el polinomio (z− 1)(z− 2) no posee ráız cuadrada continua en el abierto

Ω = {z : 1 < |z| < 2}.

solución.

Razonemos por reducción al absurdo suponiendo que existe una función continua g :
Ω −→ C que verifica g(z)2 = (z − 1)(z − 2) para todo z ∈ Ω.
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Sea C(t) = reit, t ∈ [0, 2π], con 1 < r < 2. El camino cerrado γ = g ◦ C, cumple
γ2 = (C − 1)(C − 2) luego, en virtud de 7.1.2 a), se tiene

2 Ind(γ, 0) = Ind(γ2, 0) = Ind(C, 1) + Ind(C, 2) = 1 + 0 = 1,

lo que es imposible porque Ind(γ, 0) es un número entero.

Nota. También se puede razonar usando el resultado del ejercicio 7.36, con la función
f(z) = (z − 1)(z − 2) que verifica

1

2πi

∫

C

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

C

1

z − 1
dz +

1

2πi

∫

C

1

z − 2
dz =

= Ind(C, 1) + Ind(C, 2) = 1.

Ejercicio 7.13.
Demuestre que las siguientes propiedades de un abierto Ω ⊂ C son equivalentes:

a) los dos puntos −1, 1 están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω;

b) z2 − 1 tiene ráız cuadrada holomorfa en Ω.

solución.

Según el ejercicio 7.36 una condición necesaria y suficiente para que f(z) = z2 −1 tenga
ráız cuadrada holomorfa en Ω es que para cada ciclo regular a trozos Γ en Ω \ {−1, 1} el
valor de la integral

m(Γ) =
1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

Γ

dz

z − 1
+

1

2πi

∫

Γ

dz

z + 1
=

= Ind(Γ, 1) + Ind(Γ,−1)

sea un entero par.

a) ⇒ b) Si 1 y −1 están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω también están en
la misma componente conexa de C∞ \ Imagen(Γ) ⊃ C∞ \ Ω, luego Ind(Γ, 1) = Ind(Γ,−1),
lo que asegura que m(Γ) es un entero par.

b) ⇒ a) Si se cumple b) entonces m(Γ) es un entero par para cualquier ciclo regular
a trozos Γ en Ω. Esta propiedad implica que 1 6∈ Ω y −1 6∈ Ω (si 1 ∈ Ω, tomando una
pequeña circunferencia Γ en Ω centrada en 1 se obtendŕıa m(Γ) = 1 y, análogamente, se
razonaŕıa con −1). Si T−1 y T1 son las componentes conexas de +1 y −1 en C∞ \ Ω debe
ser T1 6= T−1, pues en caso contrario, razonando como en el ejercicio 7.10, habŕıa un ciclo
Γ en Ω tal que m(Γ) = 1 no es par.

Nota. En los ejercicios 3.6, 3.7 y 3.8 se han obtenido ráıces cuadradas holomorfas de
z2 − 1 definidas en abiertos concretos con la propiedad considerada en el enunciado.

Ejercicio 7.14.
Sea Ω = {z : |z−1| > 1/2, |z+1| > 1/2}. Según la posición de a, b en C\Ω, determine

los valores de n ∈ N para los que f(z) = (z−a)3(z− b)7 posee una ráız n-ésima holomorfa
en Ω.
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solución.

Utilizaremos lo establecido en el ejercicio 7.36. Si γ es un camino cerrado y regular a
trozos en Ω, consideramos los posibles valores de la integral

I(γ) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz =
3

2πi

∫

γ

dz

z − a
+

7

2πi

∫

γ

dz

z − b
=

= 3 Ind(γ, a) + 7 Ind(γ, b)

Las componentes conexas de C \ Ω son

A = {z : |z − 1| ≤ 1/2} y B = {z : |z + 1| ≤ 1/2}.

Si a, b ∈ A, en virtud de la proposición 7.1.3, se cumple Ind(γ, a) = Ind(γ, b), luego los
posibles valores de la integral, I(γ) = 10 Ind(γ, a), son los múltiplos de 10. Entonces, en
virtud del ejercicio 7.36, sólo existe ráız n-ésima holomorfa de f en Ω para n ∈ {1, 2, 5}
(lo mismo ocurre si a, b ∈ B).

Si a ∈ A y b ∈ B existen caminos cerrados γ1 y γ2 en Ω tales que Ind(γ1, a) = 1,
Ind(γ1, b) = 0, Ind(γ2, a) = 0, Ind(γ2, b) = 1, con lo cual I(γ1) = 3, I(γ2) = 7. Por lo tanto
para n ≥ 2 no existe ráız n-ésima holomorfa de f en Ω (lo mismo ocurre si a ∈ B y b ∈ A).

Ejercicio 7.15.
Demuestre que son equivalentes las siguientes propiedades de un abierto Ω ⊂ C

a) existe f ∈ H (Ω) tal que tg f(z) = z para cada z ∈ Ω;

b) la función
1

1 + z2
tiene primitiva en Ω;

c) la función S(z) =
i− z

i+ z
posee logaritmo holomorfo en Ω;

d) los puntos i, −i están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω.

solución.

a) ⇒ b) Si se cumple a), derivando en la igualdad tg f(z) = z, se obtiene f ′(z)/ cos2 f(z) =
1, luego

f ′(z) =
1

1 + tg2 f(z)
=

1

1 + z2
para todo z ∈ Ω.

b) ⇔ c) Tanto la condición b) como la c) implican que los puntos i ,−i no están en Ω.
Según la proposición 3.1.5, se cumple c) si y sólo si la función S′(z)/S(z) = 2i/(1 + z2)
tiene primitiva en Ω.

tgw =
senw

cosw
=

eiw − e−iw

i(eiw + e−iw)
= −i e

2iw − 1

e2iw + 1
= T

(
e2iw)

donde T (z) = i(1 − z)/(1 + z), luego tgw = z si y sólo si e2iw = T−1(z). Como T−1(z) =
S(z) se sigue que L(z) es un logaritmo holomorfo de S(z) en Ω si y sólo si L(z)/(2i) es
una rama holomorfa de arc tg z en Ω.

c) ⇒ a) Basta razonar como en el ejercicio 3.18 donde se muestra que, para obtener en
Ω una rama de arc tg z, basta definir una rama del logaritmo de S(z) y dividirlo luego por



7.2. Ejercicios resueltos 255

2i. En dicho ejercicio se obtuvo expĺıcitamente, en un abierto con la propiedad d), una
rama de arc tg z.

d) ⇔ c) Basta razonar como en el ejercicio 7.10.

Nota. Se puede dar una demostración de b) ⇒ a) basada en el teorema de la función
inversa: fijado z0 ∈ Ω y w0 ∈ arc tg z0, la derivada de tgw en w0 vale

1

cos2 w0
= 1 + tg2 w0 = 1 + z2

0 6= 0

(obsérvese que al cumplirse b) los puntos i, −i no pertenecen a Ω y por lo tanto z0 6∈
{i,−i}). Aplicando el teorema de la función inversa (6.1.3) se puede asegurar que exis-
te una función h, definida y holomorfa en un disco D(z0, r) ⊂ Ω, tal que tg h(z) =
z para todo z ∈ D(z0, r) y, razonando como antes, su derivada es h′(z) = 1/(1 +
z2). Por hipótesis, 1/(1 + z2) tiene una primitiva f en Ω, que se puede elegir con la
condición f(z0) = w0. Esta condición garantiza que f |D(z0,r) = h, luego sen f(z) =
z cos f(z) para todo z ∈ D(z0, r). Aplicando el principio de identidad se concluye que
sen f(z) = z cos f(z) para todo z ∈ Ω.

Ejercicio 7.16.

Demuestre que para un abierto conexo Ω ⊂ C son equivalentes:

a) existe f ∈ H (Ω) tal que sen f(z) = z para todo z ∈ Ω (e.d. se puede definir en Ω
una rama holomorfa de arc sen z);

b) los tres puntos ∞, 1, −1 están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω.

solución.

a) ⇒ b) Si se cumple a) es claro que f ′(z) cos f(z) = 1, luego

f ′(z)2 =
1

cos2 f(z)
=

1

1 − z2
para todo z ∈ Ω,

es decir, la función 1/(1 − z2) posee en Ω una ráız cuadrada holomorfa, la cual tiene
primitiva. Entonces, según el ejercicio 7.13, hay una componente conexa T de C∞ \ Ω a
la que pertenecen 1 y −1. A continuación demostramos, por reducción al absurdo, que la
existencia de primitiva de la ráız cuadrada implica que ∞ ∈ T . Si ocurriese lo contrario T
seŕıa acotado y, razonando como en el ejercicio 7.10, podŕıamos asegurar la existencia de un
ciclo Γ en Ω tal que Ind(Γ, a) = 1 para todo a ∈ T . Por otra parte, según el ejercicio 7.13,
la función 1/(1 − z2) tiene en C \ T ⊃ Ω dos ráıces cuadradas holomorfas y si g es la que
coincide con f ′ sobre el abierto conexo Ω se cumpliŕıa

∫

Γ
g(z) dz =

∫

Γ
f ′(z) dz = 0.

Cuando ρ > R = máx{|z| : z ∈ T}, la circunferencia Cρ(t) = ρeit (t ∈ [0, 2π]) está
contenida en G = C \ T y es G-homóloga al ciclo Γ por lo que

∫

Cρ

g(z) dz = 0.
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Esto contradice el hecho de que el desarrollo de Laurent de g en {z : |z| > R} es de la
forma

g(z) = ± i

z
S−1/2(−1/z2) = ±

(
i

z
− i

z2
+ · · ·

)

Con esto queda probado que ∞ ∈ T .

b) ⇒ a) Supongamos ahora que los tres puntos 1, −1 e ∞ están en la misma componente
conexa T de C∞ \ Ω. Fijado a ∈ Ω, elegimos b ∈ arc sen a. Como 1 y −1 no pertenecen a
Ω podemos asegurar que cos b 6= 0 y, aplicando el teorema de la función inversa (6.1.3), se
obtiene ϕ ∈ H

(
D(a, r)

)
con D(a, r) ⊂ Ω, tal que senϕ(z) = z para todo z ∈ D(a, r).

Si demostramos que existe f ∈ H (Ω) tal que f |D(a,r) = ϕ, entonces para todo z ∈
D(a, r) se cumplirá sen f(z) = z y, aplicando el principio de identidad, se obtendrá que
sen f(z) = z para todo z ∈ Ω.

Para obtener f nos basamos en la igualdad ϕ′(z)2 = 1/(1−z2). Sabemos que 1/(1−z2)
posee ráıces cuadradas holomorfas en V = C \ T . Sea g ∈ H (V ) la que coincide con ϕ′

en D(a, r) ⊂ Ω ⊂ G. Como ∞ ∈ T podemos asegurar que toda función holomorfa en
V tiene primitiva (7.1.9). En particular g tiene primitiva en V y si f es la que cumple
f(a) = ϕ(a), teniendo en cuenta que f ′(z) = g(z) = ϕ′(z) para todo z ∈ D(a, r), se obtiene
que f |D(a,r) = ϕ.

7.2.3. Sobre la versión general de los teoremas de Cauchy

Una v́ıa natural para resolver los siguientes ejercicios es la utilización de la versión
general de los teoremas de Cauchy y alguna de sus principales consecuencias, como
la caracterización de los abiertos holomórficamente conexos obtenida en el teorema
7.1.9.

Ejercicio 7.17.
Sea Ω = C \ T donde T ⊂ {z : |z| < R} es cerrado y conexo. Demuestre que si

f ∈ H (Ω) tiene primitiva en A = {z : |z| > R} también la tiene en Ω. Obtenga que la
función

g(z) =
e1/z2

z2 − 1

tiene primitiva en C \ [−1, 1].

solución.

Según el teorema 5.1.3, para demostrar que f tiene primitiva en Ω basta verificar que
si γ es un camino cerrado, regular a trozos en Ω, entonces

∫
γ f(z) dz = 0.

Efectivamente, si m = Ind(γ, 0), el camino cerrado C(t) = Reimt, con t ∈ [0, 2π], es
Ω-homólogo a γ y está contenido en A, donde f tiene primitiva, luego

∫

γ
f(z) dz =

∫

C
f(z) dz = 0.

La función g es par, luego su desarrollo de Laurent en A = {z : |z| > 1} es de la forma∑+∞
n=−∞ anz

n, donde (según la nota que sigue al teorema 5.1.11) podemos asegurar que
an = 0 si n es impar. En particular a−1 = 0, lo que garantiza que g tiene primitiva en A
(4.1.9). En virtud de lo que se acaba de demostrar g también tiene primitiva en C\ [−1, 1].
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Ejercicio 7.18.

Sea γ un camino cerrado regular a trozos en un abierto Ω ⊃ {z : |z| ≥ r}, tal que

a) Ind(γ, z) ∈ {0, 1} para cada z ∈ C \ Imagen(γ);

b)
{
z ∈ C \ Imagen(γ) : Ind(γ, z) = 0

} ⊂ Ω.

Se supone que f ∈ H (Ω) verifica ĺımz→∞ f(z) = α. Si a 6∈ Imagen(γ), calcule

I(a) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − a
dz.

solución.

Cuando R > ρ = máx{|a|, r} la circunferencia CR(t) = Reit (0 ≤ t ≤ 2π) está
contenida en Ωa = Ω \ {a} y la integral

JR(a) =
1

2πi

∫

CR

f(z)

z − a
dz

converge hacia α cuando R tiende hacia ∞. Efectivamente, dado ε existe R(ε) > ρ tal que
|f(z) − α| < ε cuando |z| > R(ε). Entonces, tomando R > máx{R(ε), 2|a|}, si |z| = R se
cumple ∣∣∣∣

f(z) − α

z − a

∣∣∣∣ <
ε

R− |a| <
ε

R−R/2
=

2ε

R

luego

|JR(a) − α| =

∣∣∣∣
1

2πi

∫

CR

f(z) − α

z − a
dz

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

2ε

R
2πR = 2ε.

Por otra parte, f(z)/(z−a) es holomorfa en Ωa y todas las circunferencias CR, con R > ρ,
son Ωa-homólogas. Aplicando la versión general del teorema de Cauchy (7.1.8), se obtiene
que JR(a), como función de R, permanece constante para R > ρ. Se sigue que JR(a) = α
para todo R > ρ.

Para calcular I(a) distinguimos dos casos, Ind(γ, a) 6= 0 e Ind(γ, a) = 0.

Si Ind(γ, a) 6= 0, en virtud de las hipótesis, debe ser Ind(γ, z) = 1 para cada z 6∈ Ωa,
luego, para R > ρ, los caminos γ y CR son Ωa-homólogos y, según la versión general del
teorema de Cauchy (7.1.8), se tiene I(a) = JR(a) = α.

Si Ind(γ, a) = 0, la condición b) asegura que a ∈ Ω. Cuando R > ρ el ciclo Γ = γ ∼ CR

es Ω-homólogo a 0 (porque Ind(γ, z) = Ind(CR, z) = 1 para todo z 6∈ Ω) y, utilizando la
fórmula integral de Cauchy (7.1.7), resulta

Ind(Γ, a)f(a) =
1

2πi

∫

Γ

f(z)

z − a
dz = I(a) − JR(a).

Como Ind(Γ, a) = Ind(γ, a) − Ind(CR, a) = 0 − 1, se obtiene I(a) = α− f(a).

Ejercicio 7.19.

Justifique que en Ω = C \ [−1,+1] el polinomio p(z) = (z − 1)(z + 1)2 posee una ráız
cúbica holomorfa f(z), que verifica f(3) = 2 3

√
4.
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a) Obtenga el desarrollo de Laurent de f en {z : |z| > 1} y utiĺıcelo para calcular

Iρ =

∫

Cρ

f(z)

z − 3
dz

donde 1 < ρ 6= 3 y Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

b) Si ρ > r > 1 justifique que

ĺım
n
r−n

∫

Cρ

zn−1f(z) dz = 0.

solución.

Si γ es un camino cerrado y regular a trozos en Ω es obvio que 1 y −1 están en la
misma componente conexa de C\Imagen(γ), por lo tanto Ind(γ, 1) = Ind(γ,−1) y se sigue
que

1

2πi

∫

γ

p′(z)
p(z)

dz =
1

2πi

∫

γ

(
1

z − 1
+

2

z + 1

)
dz = Ind(γ, 1) + 2 Ind(γ,−1) ∈ 3Z.

Entonces, en virtud de los ejercicios 3.2 y 7.36, en Ω se pueden definir exactamente tres
ráıces cúbicas holomorfas de p. Cualquiera de ellas queda determinada por su valor en un
punto. La función f es la determinada por el valor f(3) = 2 3

√
4.

También se puede razonar directamente: para z ∈ Ω se puede considerar la factorización
p(z) = (z+ 1)3S(z), donde S(z) = (z− 1)/(z + 1) no es real negativo, por lo que se puede
usar la rama principal de su ráız cúbica para definir en Ω la función f(z) = (z + 1) 3

√
S(z)

que cumple las condiciones requeridas.

a) La factorización p(z) = z3(1 − 1/z)(1 + 1/z)2 permite escribir directamente una
fórmula expĺıcita para f , adecuada para obtener su desarrollo de Laurent en A = {z :
|z| > 1}. Las funciones

S1/3(−1/z) = e
1
3

Log(1−1/z), S2/3(1/z) = e
2
3

Log(1+1/z),

están definidas, respectivamente, en C \ [0, 1] y C \ [−1, 0], luego el producto g(z) =
zS1/3(−1/z)S2/3(1/z), define en Ω una ráız cúbica holomorfa de p que verifica g(3) =

2 3
√

4 = f(3), luego f(z) = g(z) para todo z ∈ Ω.
El desarrollo de Laurent de f en A se obtiene fácilmente multiplicando las series bino-

miales

f(z) = zS 1
3
(−1/z)S 2

3
(1/z) = z +

1

3
− 4

9z
+ · · ·

La integral Iρ no se puede calcular usando la fórmula integral de Cauchy porque la
circunferencia Cρ no es un camino Ω-homólogo a 0.

Como 1/Cρ = ∼ C1/ρ, con el cambio de variable z = 1/w se obtiene

Iρ =

∫

Cρ

f(z)

z − 3
dz =

∫

1/Cρ

f(1/w)

1/w − 3

(−1

w2

)
dw =

∫

C1/ρ

f(1/w)

w(1 − 3w)
dw

Ahora el valor de la última integral se puede obtener aplicando el teorema de los residuos
a la función

F (w) =
f(1/w)

w(1 − 3w)
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que está definida en D(0, 1)\{0, 1/3}. Para ello necesitamos calcular los residuos Res(F, 0),
Res(F, 1/3). Es claro que F tiene un polo simple en 1/3 con residuo

Res(F, 1/3) = ĺım
w→1/3

(w − 1/3)F (w) = −f(3) = −2
3
√

4.

Según hemos visto antes el desarrollo de Laurent de f en A es de la forma

f(z) = z +
1

3
− 4

9z
+
a−2

z2
+ · · ·

luego

F (w) =
f(1/w)

w(1 − 3w)
=

1

1 − 3w

(
1

w2
+

1

3w
− 4

9
+ a−2w + · · ·

)

Se sigue que F tiene en w = 0 un polo doble cuyo residuo coincide con el de la función

G(w) =
1

1 − 3w

(
1

w2
+

1

3w

)

(porque 0 es singularidad evitable de G − F ). Este residuo es el coeficiente de 1/w en el
desarrollo que resulta al efectuar el producto

G(w) =
(
1 + 3w + 32w2 + · · ·

)( 1

w2
+

1

3w

)

Se obtiene aśı que Res(F, 0) = Res(G, 0) = 10/3 (también se puede utilizar la fórmula del
ejercicio 6.17).

Para 1 < ρ < 3 los dos polos de F quedan dentro de la circunferencia C1/ρ y para
ρ > 3 la única singularidad de F encerrada por esta circunferencia es el polo doble w = 0.
Entonces, en virtud del teorema de los residuos:

Iρ = 2πi
(
Res(F, 0) + Res(F, 1/3)

)
=

(
20

3
− 4

3
√

4

)
πi si 1 < ρ < 3,

Iρ = 2πiRes(F, 0) =
20

3
πi si ρ > 3.

Para ρ > 3 hay otra alternativa para calcular Iρ, considerando el desarrollo de Laurent
de f(z)/(z − 3) en {z : |z| > 3}, pues si b−1 es el coeficiente de 1/z en el desarrollo, se
verifica

Iρ =

∫

Cρ

f(z)

z − 3
dz = 2πib−1

El desarrollo se obtiene fácilmente efectuando el producto del desarrollo

1

z − 3
=

1

z

1

1 − 3/z
=

1

z
+

3

z2
+

32

z3
+ · · · |z| > 3

por el desarrollo de f en A = {z : |z| > 1} obtenido anteriormente. Se llega aśı al valor
b−1 = 10/3, con el que se obtiene nuevamente que Iρ = (20/3)πi.

b) Para ver que zn converge hacia 0 basta tener en cuenta que la serie de Laurent de f
en |z| > 1 converge en z = r, luego su término general a−nr

−n = zn/(2πi) converge hacia
0.
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Ejercicio 7.20.

Sea f(z) la ráız cúbica holomorfa de (z−1)(z+1)2 definida en el abierto Ω = C\[−1,+1]
y determinada por el valor f(3) = 2 3

√
4 (véase el ejercicio 7.19). Calcule

I =

∫

γ
f(z) dz, J =

∫

γ

f(z)

z − 3
dz,

donde γ es el camino indicado en la figura.

b b b

−1 1 3

solución.

El camino indicado es Ω-homólogo a la circunferencia Cρ, con ρ > 1 y, utilizando la
versión general del teorema de Cauchy (7.1.8), se obtiene

I =

∫

Cρ

f(z)dz = 2πia−1

donde a−1 es el coeficiente de 1/z en el desarrollo de Laurent de f en
A = {z : |z| > 1}. Segúln el ejercicio 7.19, a−1 = −4/9, luego I = −(8/9)πi.

Para calcular J usamos el ciclo Γ = γ ∼ Cρ, con ρ > 3, que es Ω-homólogo a 0. Según
la versión general de la fórmula integral de Cauchy (7.1.7):

∫

γ

f(z)

z − 3
dz −

∫

Cρ

f(z)

z − 3
dz = 2πi Ind(Γ, 3)f(3) = −2πif(3) = −4

3
√

4πi,

luego J = Jρ − 4 3
√

4πi, donde

Jρ =

∫

Cρ

f(z)

z − 3
dz

ya ha sido calculado en el ejercicio 7.19.

7.2.4. Algunas aplicaciones del teorema de los residuos

Los ejercicios de este bloque contienen diversas aplicaciones del teorema de los resi-
duos, entre las que figuran resultados útiles para el cálculo práctico del residuo (véanse
los ejercicios 7.21, 7.23, 7.25 y 7.32) y de los coeficientes de los desarrollos de Laurent
(véanse los ejercicios 7.28 y 7.29).

Ejercicio 7.21.

Si f es holomorfa en D∗(b,R) y ϕ : D(a, r) −→ D(b,R) es holomorfa e inyectiva con
ϕ(a) = b, demuestre que Res(f, b) = Res

(
(f ◦ ϕ)ϕ′, a

)
.
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solución.

Si 0 < ρ < r y Cρ(t) = a+ρeit, t ∈ [0, 2π], según la observación que precede al teorema
de los residuos 7.1.11, aplicada a la función (f ◦ ϕ)ϕ′, que es holomorfa en D∗(a, r), se
verifica

Res
(
(f ◦ ϕ)ϕ′, a

)
=

1

2πi

∫

Cρ

f
(
ϕ(z)

)
ϕ′(z) dz =

1

2πi

∫

Γρ

f(z) dz

donde Γρ = ϕ◦Cρ. Como z = a es el único cero de ϕ(z)− b en D(a, ρ), y el cero es simple,
según el principio del argumento

Ind(Γρ, b) =
1

2πi

∫

Cρ

ϕ′(z)
ϕ(z) − b

dz = 1

y con el teorema de los residuos se concluye que

1

2πi

∫

Γρ

f(z) dz = Ind(Γρ, b) Res(f, b) = Res(f, b).

Ejercicio 7.22.
Sea A ⊂ C\{0} finito y f ∈ H (C\A). Se considera la función g(z) = zf(z2), definida

en C \B donde B = {b : b2 ∈ A}. Demuestre que g presenta en cada b ∈ B el mismo tipo
de singularidad que f presenta en a = b2 (si es polo, con la misma multiplicidad) y que
Res(g, b) = 1

2 Res(f, a).

solución.

a) Si a es singularidad evitable de f es inmediato que existe y es finito el ĺımite

ĺım
z→b

g(z) = ĺım
z→b

zf(z2) = b ĺım
w→a

f(w),

luego b es singularidad evitable de g.

b) Si a es polo de f , con multiplicidad m, existe el ĺımite

ĺım
z→a

(z − a)mf(z) = α ∈ C \ {0}

Si z tiende hacia b, z2 tiende hacia b2 = a, luego ĺımz→b(z
2 − a)mf(z2) = α y teniendo en

cuenta que

(z − b)mg(z) = (z − b)m(z + b)m z

(z + b)m
f
(
z2) = (z2 − a)mf

(
z2) z

(z + b)m

se obtiene que existe el ĺımite

ĺım
z→b

(z − b)mg(z) = α ĺım
z→b

z

(z + b)m
=

αb

2bm
∈ C \ {0}

luego b es polo de g, con multiplicidad m.

c) Si a = b2 es singularidad esencial de f existe una sucesión an contenida en D∗(a, r) ⊂
C \ A tal que f(an) no converge en C∞. Podemos suponer que r < |a| y, aśı, tenemos
garantizado que en D(a, r) hay definida una ráız cuadrada holomorfa de z, denotada
R(z), tal que R(a) = b. Entonces bn = R(an) es una sucesión en C \B que converge hacia
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b 6= 0. Pero entonces g(bn) = bnf(an) no converge en C∞ y por lo tanto b es singularidad
esencial de g.

d) Para probar que Res(g, b) = 1
2 Res(f, a) consideramos una circunferencia γ en

D(b, |b|), centrada en b, orientada positivamente. Según el teorema de los residuos

Res(g, b) =
1

2πi

∫

γ
g(z) dz =

1

2πi

∫

γ
γ(t)f

(
γ(t)2)γ′(t) dt =

=
1

2πi

∫

γ2

f(z)

2
dz =

1

2
Ind(γ2, a) Res(f, a)

y todo queda reducido a ver que Ind(γ2, a) = 1. Según la proposición 7.1.2 a)

Ind(γ2 − a, 0) = Ind((γ − b)(γ + b), 0) = Ind(γ − b, 0) + Ind(γ + b, 0) =

= Ind(γ, b) + Ind(γ,−b) = 1 + 0

(obsérvese que Ind(γ,−b) = 0 porque −b queda fuera de la circunferencia γ).

Ejercicio 7.23.

Si S ⊂ C es finito y f ∈ H (C \ S), demuestre que

∑

a∈S

Res(f, a) + Res(f,∞) = 0.

solución.

Sea ρ > 0 tal que S ⊂ D(0, 1/ρ). Como f es holomorfa en {z : |z| > 1/ρ}, la función
g(z) = −f(1/z)/z2 es holomorfa en D∗(0, ρ). Si 0 < r < ρ, considerando la circunferencia
Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π], se obtiene

Res(f,∞) = Res(g, 0) =
1

2πi

∫

Cr

g(z) dz =
1

2πi

∫

γr

f(z) dz

donde γr(t) = r−1e−it. Para cada a ∈ S es |a| < 1/r, luego Ind(γr, a) = −1 y aplicando el
teorema de los residuos se obtiene

1

2πi

∫

γr

f(z) dz =
∑

a∈S

Ind(γr, a) Res(f, a) = −
∑

a∈S

Res(f, a).

Ejercicio 7.24.

Sea f = P/Q una función racional, donde P y Q son polinomios complejos sin ceros
comunes, de grados respectivos m y n, 0 ≤ m ≤ n. Se supone que f(z) 6= z cuando
f ′(z) = 1. Demuestre que

∑

a∈S

1

1 − f ′(a)
= 1 donde S = {z : f(z) = z}.
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solución.

Los ceros de la función racional f(z)−z son todos simples pues, por hipótesis, f(a)−a =
0 implica que f ′(a) − 1 6= 0. Entonces F (z) = 1/(f(z) − z) es una función racional que
sólo tiene polos simples en cada a ∈ S, con residuo

Res(F, a) = ĺım
z→a

z − a

f(z) − z
=

1

f ′(a) − 1

Como F es holomorfa en C \ S, en virtud del ejercicio 7.23, se verifica

∑

a∈S

1

1 − f ′(a)
= Res(F,∞).

Para terminar basta calcular Res(F,∞) = Res(h, 0) donde

h(z) = − 1

z2
F (1/z) = − 1

z2

1

f(1/z) − 1/z
=

1

z − z2f(1/z)

La condición m ≤ n garantiza que existe y es finito el ĺımite ĺımz→0 f(1/z), luego zh(z) =
1/(1 − zf(1/z)) tiende hacia 1 cuando z → 0. Es decir, 0 es polo simple de h con residuo
Res(h, 0) = 1 y queda demostrado lo que se deseaba.

Ejercicio 7.25.
Sea P un polinomio de grado mayor o igual que 1 con P (0) = 0. Calcule Res(f, a)

donde

f(z) =
1

z − b
P

(
1

z − a

)
(b 6= a).

solución.

El residuo Res(f, a) es igual al residuo en 0 de la función

f(a+ z) =
1

z − c
P

(
1

z

)

donde c = b− a 6= 0. Sea P (z) = a1z+ a2z
2 + · · · + anz

n. Si |z| < |c|, considerando la serie
geométrica de razón z/c se obtiene

f(a+ z) = −1

c
P

(
1

z

)
1

1 − z/c
=

= −1

c

(
a1

z
+
a2

z2
+ · · · an

zn

)(
1 +

z

c
+
z2

c2
+ · · ·

)

El producto de las series proporciona el desarrollo de Laurent de f(a + z) en z = 0. Del
desarrollo sólo interesa el coeficiente de 1/z, que es el residuo requerido:

Res(f, a) = −1

c

(
a1 +

a2

c
+ · · · +

an

cn−1

)
= −P

(
1

c

)
= −P

(
1

b− a

)

Nota. Usando la igualdad Res(f, a)+Res(f, b)+Res(f,∞) = 0 (véase el ejercicio 7.23)
se simplifica la tarea de calcular Res(f, a). El cálculo del residuo en el polo múltiple z = a,
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se reduce al cálculo de Res(f,∞) y del residuo Res(f, b) en un polo simple, que es muy
fácil:

Res(f, b) = ĺım
z→b

(z − b)f(z) = ĺım
z→b

P

(
1

z − a

)
= P

(
1

b− a

)

El cálculo de Res(f,∞) también es fácil: como P (0) = 0 la función

g(z) = − 1

z2
f

(
1

z

)
=

1

z(bz − 1)
P

(
z

1 − az

)

presenta una singularidad evitable en 0, luego Res(f,∞) = Res(g, 0) = 0. Se concluye aśı
que Res(f, a) = − Res(f, b) = −P (1/(b− a)

)
.

Ejercicio 7.26.
Sea Pn el polinomio de Taylor de grado n de f ∈ H (Ω) en a ∈ Ω. Sea D(a, r) ⊂ Ω y

|z − a| < r, demuestre que f(z) = Pn(z) + gn(z)(z − a)n+1, donde

gn(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

(w − z)(w − a)n+1
dw

y Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

El desarrollo en serie de potencias de f en a pone de manifiesto que la función

gn(z) =
f(z) − Pn(z)

(z − a)n+1
si z ∈ Ω \ {a}; gn(a) =

f (n+1)(a)

(n + 1)!

es holomorfa en Ω. Si |z − a| < r, usando la fórmula integral de Cauchy se obtiene

gn(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)

(w − z)(w − a)n+1
dw − 1

2πi

∫

Cr

Pn(w)

(w − z)(w − a)n+1
dw.

Para terminar basta demostrar que se anula la última integral. En virtud del teorema de
los residuos dicha integral vale Res(hn, a) + Res(hn, z), donde

hn(w) =
Pn(w)

(w − z)(w − a)n+1

es una función del tipo considerado en el ejercicio 7.25. Según lo obtenido alĺı Res(hn, a)+
Res(hn, z) = −Res(hn,∞) = 0.

Ejercicio 7.27.
Sea f ∈ M (Ω) con un número finito de polos P(f) = {a1, a2, . . . , an} y γ un camino

en Ω\P(f), cerrado, regular a trozos, que es Ω-homólogo a 0 y no pasa por z ∈ Ω\P(f).
Demuestre que

1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z
dw = Ind(γ, z)f(z) −

n∑

j=1

Ind(γ, aj)Rj(z)

donde Rj es la parte principal de f en el polo aj .
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solución.

La función meromorfa g(w) = f(w)/(w − z) sigue teniendo los polos de f y además
presenta en w = z una singularidad evitable o un polo simple (según que sea f(z) = 0 o
f(z) 6= 0) y en ambos casos es Res(g, z) = f(z).

Para calcular los residuos Res(g, aj), para 1 ≤ j ≤ m, consideremos las funciones

gj(w) =
Rj(w)

w − z

Como aj es singularidad evitable de f(w) − Rj(w), también es singularidad evitable de
g(w) − gj(w), luego Res(g, aj) = Res(gj , aj).

La función Rj es de la forma Rj(w) = Pj
(
1/(w − aj)

)
, donde Pj es un polinomio

complejo con Pj(0) = 0, luego gj es una función del tipo considerado en el ejercicio 7.25,
en virtud del cual

Res(g, aj) = Res(gj , aj) = −Pj

(
1

z − aj

)
= −Rj(z).

Aplicando el teorema de los residuos a la función g se obtiene la igualdad del enunciado.

Ejercicio 7.28.
Sean

∑+∞
n=−∞ anz

n y
∑+∞

n=−∞ bnz
n los desarrollos de Laurent de

f(z) =
1

sen z

en A = {z : 0 < |z| < π} y B = {z : π < |z| < 2π}, respectivamente.

a) Demuestre que el desarrollo de f en A es de la forma

f(z) =
1

z
+

1

6
z +

7

360
z3 + · · · + anz

n + · · ·

donde an = 0 si n es par.

b) Obtenga bn en términos de an.

c) Para n ∈ N, calcule la integral

In =
1

2πi

∫

Cr

znf(z) dz,

donde π < r < 2π y Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

a) La función f es holomorfa en A = {z : 0 < |z| < π}, presenta en z = 0 un polo
simple con residuo igual a 1 y es impar, luego su desarrollo en A es de la forma

1

sen z
=

1

z
+ a1z + a3z

3 + · · · + a2n+1z
2n+1 + · · ·

luego
z

sen z
= 1 + a1z

2 + a3z
4 + · · · a2n−1z

2n + · · ·
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Con el método de los coeficientes indeterminados se calculan los coeficientes a1 = 1/6,
a3 = 7/360,...

b) Si 0 < r1 < π < r2 < 2π, se verifica:

bn − an =
1

2πi

∫

Cr2

dz

zn+1 sen z
− 1

2πi

∫

Cr1

dz

zn+1 sen z
=

1

2πi

∫

Γ

dz

zn+1 sen z

donde Γ = Cr2 ∼ Cr1 es un ciclo en G = {z : 0 < |z| < 2π}, G-homólogo a 0. Los polos
(simples) de fn(z) = 1

zn+1 sen z en G, son z = π y z = −π, con

Res(fn, π) =
−1

πn+1
; Res(fn,−π) =

(−1)n

πn+1

Como Ind(Γ, π) = Ind(Γ,−π) = 1, el teorema de los residuos conduce a

bn − an =
(−1)n − 1

πn+1

luego bn = an = 0, cuando n es par, y bn = an − 2
πn+1 cuando n es impar.

c) El coeficiente de 1/z en el desarrollo de Laurent de znf(z) en G es b−(n+1), luego
In = b−(n+1). Teniendo en cuenta lo obtenido en b) y que a−(n+1) = 0 para todo n ∈ N,
resulta In = −2πn, si n es par, y In = 0 si n es impar.

Ejercicio 7.29.
Obtenga el desarrollo de Laurent de π cot πz en las coronas

A = {z : 0 < |z| < 1} y B = {z : 1 < |z| < 2}.

solución.

Sean
∑+∞

n=−∞ anz
n y

∑+∞
n=−∞ bnz

n los desarrollos en A y B, respectivamente.
La función πz cot πz tiene una singularidad evitable en z = 0 y su desarrollo en serie

de potencias en el disco D(0, 1) se obtuvo en el ejercicio 5.22. Dividiendo este desarrollo
por z se consigue el desarrollo de Laurent de π cot πz en A:

+∞∑

n=−∞
anz

n =
1

z
− B2(2π)2

2!
z +

B4(2π)4

4!
z3 − · · ·

donde Bn es la sucesión de los números de Bernoulli que se calculan por recurrencia según
la fórmula indicada en el ejercicio 5.22:

B2 = 1/6, B4 = −1/30, B6 = 1/42, B8 = −1/30, B10 = 5/66 . . .

Sea Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π]. Si 0 < r1 < 1 < r2 < 2, según la fórmula integral para los
coeficientes de los desarrollos de Laurent,

bn − an =
1

2πi

∫

Cr2

π cot πz

zn+1
dz − 1

2πi

∫

Cr1

π cot πz

zn+1
dz =

1

2πi

∫

Γ

π cot πz

zn+1
dz

donde Γ = Cr2 ∼ Cr1 es un ciclo en la corona G = {z : 0 < |z| < 2}.
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Las singularidades aisladas de fn(z) = z−(n+1)π cot πz en G son dos polos simples, 1
y −1, cuyos residuos se calculan con la fórmula del ejercicio 6.17 a):

Res(fn, 1) = 1, Res(fn,−1) = (−1)n+1.

Como el ciclo Γ es G-homólogo a 0 e Ind(Γ, 1) = Ind(Γ,−1) = 1, aplicando el teorema de
los residuos se obtiene

bn = an = 0 si n es par; bn − an = 2 si n es impar.

En particular, para n impar

bn = 2 si n ≤ −3, b−1 = 3, b1 = 2 − π2/3, b3 = 2 − π4/45, . . .

Ejercicio 7.30.

Demuestre que, para todo n ∈ N, la función

f(z) =
1

z sen πz

no tiene primitiva en An =
{
z : n+ 1/2 < |z − 1/2| < n+ 3/2

}
.

solución.

Basta obtener en An un camino cerrado y regular a trozos γ, tal que
∫

γ f(z) dz 6= 0.
En el disco Dn = D(1/2, n+ 3/2), las únicas singularidades aisladas de f |Dn son polos en
los puntos de

Pn =
{
0,±1,±2, . . . ,±(n − 1), n

} ⊂ C \An.

Todos los polos son simples, excepto 0, que es un polo doble con Res(f, 0) = 0 porque f es
una función par (vea la nota que sigue al teorema 5.1.11). El residuo en los polos simples
se calcula fácilmente con la fórmula usual

Res(f, k) =
1

kπ cos πk
=

(−1)k

πk
= − Res(f,−k).

Sea γ un camino cerrado y regular a trozos en An tal que Ind(γ, 1/2) = 1. Como Pn está
contenido en una componente conexa de C \ Imagen(γ) (la que contiene a {z : |z− 1/2| ≤
n+ 1/2}) podemos asegurar que

Ind(γ, p) = Ind(γ, 1/2) = 1 para cada p ∈ Pn.

Como Res(f, k) + Res(f,−k) = 0 y Res(f, 0) = 0, aplicando el teorema de los residuos, se
obtiene

1

2πi

∫

γ
f(z) dz = Ind(γ, 1/2)

(
∑

|k|<n

Res(f, k) + Res(f, n)

)
= Res(f, n) 6= 0,

luego f no tiene primitiva en An.
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Ejercicio 7.31.
Se supone que |a| 6= 1 y que f ∈ H (Ω) con Ω ⊃ D(0, 1). Calcule

I(a) =

∫

C

f(z)

z − a
dz

donde C(t) = eit, t ∈ [0, 2π].

solución.

Como f(z) no es holomorfa, no se puede aplicar la fórmula integral de Cauchy para
calcular directamente

I(a) =

∫

C

f(z)

z − a
dz =

∫ 2π

0

f(eit) ieit

eit − a
dt.

Sin embargo, es posible calcular

I(a) =

∫ 2π

0

f(eit)(−ie−it)

e−it − a
dt = −

∫ 2π

0

f(eit)ieit

eit − aei2t
dt = −

∫

C

f(z)

z(1 − az)
dz

aplicando el teorema de los residuos a la función

g(z) =
f(z)

z(1 − az)

En z = 0 la función g tiene un polo simple o una singularidad evitable, según sea f(0) 6= 0
o f(0) = 0. En cualquier caso el residuo vale Res(g, 0) = f(0).

Si |a| < 1 la función g no presenta más singularidades en D(0, 1) y con el teorema de
los residuos se obtiene I(a) = −2πif(0), luego

I(a) = 2πif(0) si |a| < 1.

Si |a| > 1 la función g tiene otro polo simple en 1/a ∈ D(0, 1), con residuo Res(g, 1/a) =
−f(1/a) y, aplicando otra vez el teorema de los residuos, se obtiene

I(a) = −2πi
(
Res(g, 0) + Res(g, 1/a)

)
= −2πi

(
f(0) − f(1/a)

)
,

luego
I(a) = 2πi

(
f(0) − f(1/a)

)
si |a| > 1.

Nota. Al resolver el ejercicio 5.33 ya se calculó la integral

∫

C

f(z)

z(1 − az)
dz,

en el caso |a| < 1, sin usar el teorema de los residuos.

Ejercicio 7.32.
Aplicando el teorema de los residuos a la función f(z) = (cot πz)2m+1 sobre el borde

del rectángulo R = [−1/2, 1/2] × [−n, n], calcule Res(f, 0).
Indicación. f(1/2 + it) = f(−1/2 + it).
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solución.

El único polo de f dentro del rectángulo R es z = 0, luego

2πiRes(f, 0) =

∫

∂R
f(z) dz =

=

∫ 1/2

−1/2

(
f(t− in) − f(t+ in)

)
dt+ i

∫ n

−n

(
f(1/2 + it) − f(−1/2 + it)

)
dt

Expresando h(t) = f(−1/2 + it) en términos de la función exponencial

h(t) =

(
i
e−πt − eπt

e−πt + eπt

)2m+1

se observa que h es una función impar. Como f también lo es, resulta

f(−1/2 + it) = h(t) = −h(−t) = −f(−1/2 − it) = f(1/2 + it)

luego

2πiRes(f, 0) =

∫ 1/2

−1/2
αn(t) dt

donde αn(t) = f(t− in) − f(t+ in) = −f(−t+ in) − f(t+ in).

Según el ejercicio 4.5 la sucesión αn(t) converge, uniformemente sobre [−1/2, 1/2],
hacia −2(−i)2m+1 = (−1)m2i. Esto justifica el paso al ĺımite bajo la integral

ĺım
n

∫ 1/2

−1/2
αn(t) dt =

∫ 1/2

−1/2
ĺım

n
αn(t) dt =

∫ 1/2

−1/2
(−1)m2i dt = (−1)m2i.

Se obtiene aśı que 2πiRes(f, 0) = (−1)m2i, luego Res(f, 0) = (−1)m/π.

Ejercicio 7.33.

Sea f ∈ H (Ω) y a ∈ Ω con f ′(a) 6= 0. Demuestre que existe D(a, r) ⊂ Ω tal que
f |D(a,r) es inyectiva y su función inversa g : f

(
D(a, r)

) −→ D(a, r) viene dada por la
integral

g(w) =
1

2πi

∫

Cr

zf ′(z)
f(z) − w

dz

donde Cr(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2π].

solución.

En virtud del teorema de la función inversa 6.1.4, existe D(a,R) ⊂ Ω tal que f |D(a,R)

es inyectiva. Si 0 < r < R, para cada w ∈ f
(
D(a, r)

)
la función z → f(z) −w no se anula

sobre Cr, por lo que la integral del enunciado tiene sentido. Esta integral se puede calcular
usando el teorema de los residuos. Es obvio que Cr es un camino D(a,R)-homólogo a 0 y
que la única singularidad de la función

F (z) =
zf ′(z)
f(z) −w
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rodeada por Cr es z0 = g(w) (el único cero del denominador). La singularidad es evitable
si z0 = 0 y es un polo simple si z0 6= 0 y, en ambos casos, Res(F, z0) = z0. Esto es obvio si
z0 = 0 y cuando z0 6= 0 se tiene

Res(F, z0) = ĺım
z→z0

(z − z0)
zf ′(z)
f(z) −w

= z0f
′(z0) ĺım

z→z0

z − z0

f(z) − f(z0)
= z0.

Según el teorema de los residuos el valor de la integral es

Ind(Cr, z0) Res(F, z0) = z0 = g(w).

Nota. El resultado es un caso particular del que se menciona en el ejercicio propuesto 4
de este mismo caṕıtulo. Véase también el ejercicio 7.35.

Ejercicio 7.34.
Sea α ∈ H

(
D(0, 1)

)
inyectiva, con α(0) = 0. Si f ∈ H

(
D(0, 1)

)
y |z| < r < 1

demuestre que

f(z) =
1

2πi

∫

Cr

f(w)α′(w)

α(w) − α(z)
dw

con Cr(t) = reit, t ∈ [0, 2π].
Deduzca que existe un disco D(0, ρ) ⊂ D(0, 1) donde f admite un desarrollo en serie

de potencias de α:

f(z) = a0 + a1α(z) + a2α(z)2 + · · · + anα(z)n + · · ·

si |z| < ρ, con coeficientes

an =
1

2πi

∫

Cr

f(w)α′(w)

αn+1(w)
dw.

Como aplicación obtenga una fórmula para los coeficientes del desarrollo en serie de po-
tencias, alrededor de 0, de la función inversa α−1.

solución.

Según el corolario 6.1.3, Ω = α(D(0, 1)) es abierto y α−1 : Ω −→ D(0, 1) es holomorfa.
La función g = f ◦ α−1 es holomorfa en Ω y por lo tanto admite un desarrollo en serie
de potencias alrededor de 0 = α(0) ∈ Ω, es decir, existe R > 0 tal que para |w| < R se
cumple

g(w) =
∞∑

n=0

anw
n, con an =

1

2πi

∫

γ

g(w)

wn+1
dw

siendo γ cualquier camino cerrado, regular a trozos en Ω con Ind(γ, 0) = 1. En virtud del
principio del argumento esta condición la cumple γ(t) = α(reit), t ∈ [0, 2π], luego:

an =
1

2π

∫ 2πi

0

g
(
α(reit)

)
α′(reit)

α(reit)n+1
ireit dt =

1

2πi

∫

Cr

f(w)α′(w)

α(w)n+1
dw.

Sea 0 < r < 1 tal que |α(z)| < R cuando |z| < r. Entonces, para |z| < r, podemos sustituir
w = α(z) en el desarrollo en serie de potencias de g y resulta:

f(z) = g
(
α(z)

)
=

∞∑

n=0

anα(z)n si |z| < r.
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Como caso particular, cuando f(z) = z, la inversa de α es g y los coeficientes de su
desarrollo en serie de potencias g(w) =

∑∞
n=0 anw

n vienen dados por la fórmula

an =
1

2πi

∫

Cr

wα′(w)

α(w)n+1
dw.

Otra solución
A continuación proporcionamos una solución más elemental basada en la versión de la

fórmula integral de Cauchy 5.1.9. Fijado z ∈ D(0, 1), la función

β(w) =
α(w) − α(z)

w − z
si w 6= z, β(z) = α′(z)

es holomorfa en D(0, 1) y no se anula nunca (por la inyectividad de α). Aplicando la
fórmula integral de Cauchy a F (w) = f(w)α′(w)/β(w) resulta

1

2πi

∫

Cr

f(w)α′(w)

α(w) − α(z)
dw =

1

2πi

∫

Cr

f(w)α′(w)

(w − z)β(w)
dw = F (z) = f(z).

Por otra parte, α(w) 6= 0 si w 6= 0 (porque α es inyectiva y α(0) = 0) luego m =
mı́n{|α(w)| : |w| = r} > 0. Por la continuidad de α en z = 0 existe ρ > 0 tal que
|α(z)| < m/2 cuando |z| < ρ, luego |α(z)/α(w)| ≤ 1/2 cuando |w| = r. Entonces, para
|z| < ρ y |w| = r, podemos considerar la serie geométrica de razón α(z)/α(w):

1

α(w) − α(z)
=

1

α(w)

(
1 − α(z)

α(w)

) =

=
1

α(w)

(
1 +

α(z)

α(w)
+ · · · +

(
α(z)

α(w)

)n

+ · · ·
)

Multiplicando por f(w)α′(w) obtenemos el desarrollo en serie

f(w)α′(w)

α(w) − α(z)
=

∞∑

n=0

f(w)α′(w)

α(w)n+1
α(z)n

que converge uniformemente sobre la circunferencia |w| = r. Esto es consecuencia del
criterio de Weierstrass pues, para |w| = r, se cumple

∣∣∣∣
f(w)α′(w)

α(w)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
α(z)

α(w)

∣∣∣∣
n

≤ M

2n

con M = máx
{|f(w)α′(w)/α(w)| : |w| = r

}
. La convergencia uniforme permite integrar

término a término el desarrollo en serie y se obtiene el resultado.

Ejercicio 7.35.
Sea f ∈ H

(
D(0, 1)

)
inyectiva con f(0) = 0 y

∑∞
k=1 akz

k el desarrollo en serie de
potencias, alrededor de 0, de su inversa. Demuestre que

an =
1

2πi

∫

Cr

zf ′(z)
f(z)n+1

dz =
1

2πni

∫

Cr

dz

f(z)n
=

1

n!
ĺım
z→0

D(n−1)
(

zn

f(z)n

)

donde 0 < r < 1 y Cr(t) = reit, 0 ≤ t ≤ 2π.
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solución.

Para obtener la primera igualdad del enunciado emprendemos el cálculo de la integral

In =
1

2πi

∫

Cr

zf ′(z)
f(z)n+1

dz.

Para ello la expresamos en términos de la función inversa g y del camino γ = f ◦ Cr.

In =
1

2πi

∫ 2π

0

Cr(t)f ′(Cr(t)
)

f
(
Cr(t)

)n+1 C ′
r(t) dt =

=
1

2πi

∫ 2π

0

g
(
γ(t)

)
γ′(t)

γ(t)n+1
dt =

1

2πi

∫

γ

g(w)

wn+1
dw.

Obsérvese que al ser f inyectiva y f(0) = 0 se cumple que f(z) 6= 0 cuando 0 < |z| < 1,
luego el camino γ = f ◦Cr no pasa por 0. El teorema 6.1.2 también nos asegura que z = 0
es cero simple de f , luego, según la proposición 7.1.13, Ind(γ, 0) = 1.

Como el residuo de G(w) = g(w)w−(n+1) en w = 0 es an, con el teorema de los residuos
resulta

In =
1

2πi

∫

γ

g(w)

wn+1
dw = an

En términos de h(z) = f(z)−n la integral In se expresa en la forma

In =
−1

2nπi

∫

Cr

zh′(z) dz =
−1

2nπi

∫

Cr

[
(zh(z))′ − h(z)

]
dz =

1

2nπi

∫

Cr

h(z) dz

y queda establecida la segunda igualdad del enunciado. La última igualdad se deduce con
la fórmula para el cálculo del residuo en un polo múltiple (0 es polo de multiplicidad n de
h porque es cero simple de f).

Nota. En el ejercicio 7.34 también se obtuvo la primera fórmula integral para los
coeficientes an de la inversa. Otra alternativa, basada en la fórmula integral para la inversa
obtenida en el ejercicio 7.33, sigue el siguiente esquema. Se considera el desarrollo en serie

zf ′(z)
f(z) − w

=
zf ′(z)
f(z)

1

1 − w/f(z)
=
zf ′(z)
f(z)

∞∑

n=0

(
w

f(z)

)n

=
∞∑

n=0

zf ′(z)
f(z)n+1

wn

y se efectúa luego una integración término a término. Los detalles se dejan al cuidado del
lector.

7.2.5. Utilización del principio del argumento

En la solución de los siguientes problemas intervienen integrales que se pueden calcular
con el principio del argumento.

Ejercicio 7.36.
Sea f ∈ H (Ω) y Z (f) = {z ∈ Ω : f(z) = 0}. Si m ∈ N, demuestre que son equivalen-

tes:

a) existe g ∈ H (Ω) tal que gm = f ;
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b) para cada camino cerrado, regular a trozos γ en Ω \ Z (f) se cumple

1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz ∈ mZ.

solución.

a) ⇒ b) Si se cumple a) y γ es un camino cerrado, regular a trozos en Ω\Z (f) entonces
g◦γ es un camino cerrado, regular a trozos en C\{0} que cumple f ◦γ = (g◦γ)m. Entonces,
en virtud de 7.1.2 a) se verifica

1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz = Ind(f ◦ γ, 0) = m Ind(g ◦ γ, 0).

b) ⇒ a) Se puede suponer que Ω es conexo (si no es aśı se razona en cada una de
sus componentes conexas) y que f no es idénticamente nula. En este caso, en virtud del
principio de identidad, Ω ∩ Z (f)′ = ∅ y el abierto no vaćıo Ω0 = Ω \ Z (f) también es
conexo (véase el ejercicio 2.39). Fijado a ∈ Ω0 y α ∈ log f(a), para cada camino regular a
trozos γz : [0, 1] → Ω0, de origen a y extremo z ∈ Ω0, podemos asegurar que

I(γz) = α+

∫

γz

f ′(w)

f(w)
dw

es un logaritmo de f(z). Efectivamente, el extremo del camino Γ = f ◦ γz es Γ(1) = f(z)
y, según la igualdad (7.1), L(t) = α+

∫ t
0 (Γ′(s)/Γ(s))ds, t ∈ [0, 1], es un logaritmo continuo

de Γ(t), luego L(1) = I(γz) es un logaritmo de Γ(1) = f(z).
La integral I(γz) depende del camino γz que conecta a con z dentro de Ω0, sin embargo

la condición b) garantiza que

g(z) = exp

(
1

m
I(γz)

)

sólo depende de z ∈ D(z0, r). Para ver esto consideremos dos caminos regulares a trozos
γ1

z , γ2
z en Ω0, de origen a y extremo z. Entonces, en virtud de b), existe k ∈ N tal que

I(γ1
z ) − I(γ2

z ) = mk2πi, luego

exp

(
1

m
I(γ1

z )

)
= exp

(
1

m
I(γ2

z )

)
.

Queda justificado aśı que g está bien definida en Ω0 y también es claro que gm(z) = f(z)
para todo z ∈ Ω0 (recuérdese que I(γz) es un logaritmo de f(z)).

Para demostrar que g es holomorfa basta ver que lo es sobre cada disco D(z0, r) ⊂ Ω0

y, para ello, basta tener en cuenta que el valor de g en z ∈ D(z0, r) se puede obtener
mediante un camino γz = γz0 ∨σz compuesto de un trozo fijo γz0 de origen a y extremo z0,
seguido de un segmento variable σz de origen z0 y extremo z, lo que conduce a la expresión

g(z) = exp

(
c+ h(z)

m

)
, con c = I(γz0), h(z) =

∫

σz

f ′(w)

f(w)
dw.

Como h es una primitiva de f ′/f en D(z0, r) y, por lo tanto, holomorfa en este disco, lo
mismo le ocurre a g.

Por otra parte, de la condición |g(z)|m = |f(z)| se sigue que para cada a ∈ Z (f)
es ĺımz→a g(z) = 0. Entonces, definiendo, para cada a ∈ Z (f), g(a) = 0 se obtiene una
función g continua en Ω y holomorfa en Ω0, con singularidades evitables en cada a ∈ Z (f),
por lo que g es holomorfa en todo Ω.
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Ejercicio 7.37.
Demuestre que la función

f(z) =
sen πz

z3 − 1

posee un logaritmo holomorfo en A = {z : 1 < |z| < 2} y una ráız cuadrada holomorfa en
B = {z : 2 < |z| < 3}.

solución.

Sea γ un camino cerrado regular a trozos en A (resp. en B). Según la proposición 5.1.5
(resp. el ejercicio 7.36) basta demostrar que el valor de la integral

I(γ) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz

siempre es 0 (resp. un entero par).
La función f es meromorfa en C con polos simples P(f) = {p, p}, donde p = e2πi/3,

y ceros simples Z (f) = Z \ {1} (hay una singularidad evitable en z = 1 que se supone
eliminada). Todo camino cerrado γ en A verifica

Ind(γ, 0) = Ind(γ,−1) = Ind(γ, p) = Ind(γ, p)

luego, en virtud del principio del argumento

I(γ) = Ind(γ, 0) + Ind(γ,−1) − Ind(γ, p) − Ind(γ, p) = 0.

Análogamente, todo camino cerrado γ en B cumple

Ind(γ, 0) = Ind(γ,−1) = Ind(γ, 2) = Ind(γ,−2) = Ind(γ, p) = Ind(γ, p)

y, aplicando otra vez el principio del argumento, se obtiene que

I(γ) = Ind(γ, 0) + Ind(γ,−1) + Ind(γ, 2) + Ind(γ,−2) − Ind(γ, p) − Ind(γ, p)

luego I(γ) = 2 Ind(γ, 0) es un entero par.

Otra solución (sin usar el principio del argumento).
Multiplicando f(z) por

R(z) =
(z − p)(z − p)

z(z + 1)

desaparecen los ceros y los polos de f en D(0, 2). Eliminando las singularidades evitables
que aparecen en p, p, 0 y −1 se obtiene una función F = Rf , que es holomorfa y no se
anula en D(0, 2).

Para demostrar que f tiene logaritmo holomorfo en A basta ver que F y R lo tienen.
Según el teorema 7.1.9, la función F tiene logaritmo holomorfo en D(0, 2) ⊃ A. Por otra
parte, en virtud del ejercicio 4.17, las funciones R1(z) = (z−p)/z y R2(z) = (z−p)/(z+1)
tienen logaritmo holomorfo en {z : |z| > 1} ⊃ A, luego R = R1R2 también lo tiene.

Puesto que R tiene logaritmo holomorfo en {z : |z| > 1} ⊃ B también tiene ráız
cuadrada holomorfa y, para demostrar que f tiene ráız cuadrada holomorfa en B, basta
demostrar que la tiene F .

Los ceros de F en D(0, 3) son {2,−2}, ambos simples, luego la función G(z) =
F (z)/(z2 − 4) no tiene ceros en D(0, 3) y, según el teorema 7.1.9, G tiene logaritmo holo-
morfo y, por lo tanto, ráız cuadrada holomorfa, en D(0, 3). Como z2−4 tiene ráız cuadrada
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holomorfa en {z : |z| > 2} (véase el ejercicio 7.13), se concluye que F (z) = (z2 − 4)G(z)
tiene ráız cuadrada holomorfa en B = {z : 2 < |z| < 3}.

Ejercicio 7.38.

Calcule I =

∫

γ
f(z) dz, donde

f(z) = z2 cos
1

z − 1
y γ(t) =

2eit

1 + 2eit
, t ∈ [0, 2π].

solución.

Razonando como en el ejercicio 5.8 se calcula el coeficiente a−1 en el desarrollo de
Laurent de f alrededor de z = 1. Se obtiene Res(f, 1) = a−1 = −1, luego

I = 2πiRes(f, 1) Ind(γ, 1) = −2πi Ind(γ, 1).

Como γ(t) − 1 = g(eit) con g(z) = −1/(1 + 2z), en virtud del principio del argumento,
Ind(γ, 1) = Ind(γ − 1, 0) = −1, luego I = 2πi.

Ejercicio 7.39.
Se considera el camino γρ(t) = f(ρeit), t ∈ [0, 2π], donde

f(z) = 1 + ez2 − etg2 z

Demuestre que si ρ > 0 es suficientemente pequeño el camino γρ no pasa por z = 1 y
calcule

I =

∫

γρ

z3e1/(z−1) dz.

solución.

Como f(z) − 1 tiene un cero aislado en z = 0, existe δ > 0 tal que f(z) − 1 6= 0 si
0 < |z| < δ, luego γρ no pasa por 1 cuando 0 < ρ < δ.

Según la observación que precede al teorema de los residuos 7.1.11, se tiene I =
2πia−1 Ind(γρ, 1), donde a−1 es el residuo en z = 1 de la función z3e1/(z−1), es decir,
el coeficiente de (z − 1)−1 en su desarrollo de Laurent alrededor de z = 1, que se obtiene
multiplicando los desarrollos:

z3 = (z − 1)3 + 3(z − 1)2 + 3(z − 1) + 1;

e1/(z−1) = 1 + (z − 1)−1 +
1

2!
(z − 1)−2 + · · ·

Se calcula aśı el valor a−1 = 1/4! + 3/3! + 3/2! + 1 = 73/24.
Por otra parte Ind(γρ, 1) se puede calcular con ayuda de la proposición 7.1.13: el único

cero de f(z) − 1 en D(0, ρ) es z = 0, con multiplicidad dos, porque

f(z) − 1 = ez2 − etg z2
= ez2

G(z)

donde G(z) = 1 − etg z2−z2
tiene en z = 0 un cero doble (vea el ejercicio 4.37). Ahora bien,

como γρ(t)−1 = f(ρeit)−1, según la proposición 7.1.13, se tiene Ind(γ, 1) = Ind(γ−1, 0) =
2 y se concluye aśı que

I = 2πi
73

24
2 =

73

6
πi.
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Ejercicio 7.40.
Compruebe que el camino γ(t) = −i cos(2eit), t ∈ [0, 2π], está contenido en el dominio

de

f(z) = Log
z − 1

z + 1

y calcule

∫

γ
f(z) dz.

solución.

El cociente (z−1)/(z+1) es real negativo si y sólo si z ∈ [−1, 1], luego el dominio de f
es C \ [−1, 1]. Para verificar que γ no pasa por [−1, 1] basta ver que para cada s ∈ [−1, 1]
el conjunto

Ts = {z : −i cos z = s} = {z : cos z = is}
no contiene puntos de la circunferencia |z| = 2. Como cos z = 1

2(eiz + e−iz), para obtener
una descripción expĺıcita de Ts basta dividir por i los logaritmos de las soluciones de la
ecuación 1

2(w + 1/w) = is, que son

w1(s) = i
(
s+

√
1 + s2

)
, w2(s) = i

(
s−

√
1 + s2

)
.

Como w1(s) = 1/w2(s), se tiene logw2(s) = − logw1(s) con

logw1(s) =
{
Log

∣∣
√

1 + s2 + s
∣∣+ i(π/2 + 2mπ) : m ∈ Z}

luego Ts =
⋃

m∈ZA(s,m), con

A(s,m) =
{

±(2mπ + π/2 − iLog
∣∣s+

√
1 + s2

∣∣)
}
.

Para m fijo y s ∈ [−1, 1] los conjuntos A(s,m) están contenidos en

Am =
{
x+ iy : x = ±

(
2mπ +

π

2

)
, |y| ≤ Log

(
1 +

√
2
)}
.

Si m 6= 0 los dos segmentos verticales que componen Am caen en {z : |z| > 2} mientras
que A0 ⊂ D(0, 2) ya que (π/2)2 + (log(1 +

√
2))2 ≤ 4 (desigualdad obtenida observando

que 1 +
√

2 < e < eβ con β = (4 − π2/4)1/2 > 1).
Queda comprobado que la imagen de {z : |z| = 2} mediante la función cos z no corta

al segmento {is : −1 ≤ s ≤ 1} y, con ello, que γ no pasa por [−1, 1].
Según la proposición 7.1.13, Ind(γ, 0) = 2 (número de ceros de cos z encerrados por

|z| = 2). Por otra parte, como el segmento [−1, 1] está contenido en una de las componentes
conexas de C \ γ([0, 2π]), para todo x ∈ [−1, 1] se cumple Ind(γ, x) = Ind(γ, 0) = 2, luego
γ es homólogo, en C \ [−1, 1], a una circunferencia de centro 0 y radio r > 1 recorrida dos
veces: Cr(t) = reit, t ∈ [0, 4π].

Esta circunferencia está contenida en {z : |z| > 1} donde f se puede representar
mediante su desarrollo de Laurent f(z) =

∑+∞
n=−∞ anz

n que fue obtenido en el ejercicio
4.17. Se obtiene aśı

∫

γ
f(z) dz =

∫

Cr

f(z) dz = 2πia−1 Ind(Cr, 0) = −8πi.
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Ejercicio 7.41.

Sea R > 2 y CR(t) = Reit, t ∈ [0, 2π]. Encuentre un polinomio P que verifique

a) P (z) 6= 0 si |z| ≥ R;

b)

∫

CR

znP
′(z)
P (z)

dz = 2(2n + 1)πi para n = 0, 1, 2.

solución.

Para n = 0 se debe cumplir

1

2πi

∫

CR

P ′(z)
P (z)

dz = 2.

Entonces, en virtud del principio del argumento, P sólo puede tener dos ceros α y β en
el disco D(0, R). Por lo tanto, debemos buscar un polinomio de segundo grado P (z) =
(z −α)(z − β) con α, β ∈ D(0, R), que cumpla la condición requerida para n = 1 y n = 2,
es decir:

3 =
1

2πi

∫

CR

z
P ′(z)
P (z)

dz =
1

2πi

∫

CR

z

(
1

z − α
+

1

z − β

)
dz = α+ β,

5 =
1

2πi

∫

CR

z2P
′(z)
P (z)

dz =
1

2πi

∫

CR

z2
(

1

z − α
+

1

z − β

)
dz = α2 + β2.

La solución de este sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas es α = 2, β = 1, luego el
polinomio P (z) = (z − 2)(z − 1) cumple las condiciones pedidas y los únicos polinomios
que las cumplen son los de la forma cP (z), con c ∈ C.

Ejercicio 7.42.

Sea f ∈ H (C) una función entera tal que f(z)/(z2 + 1) posee ráız cúbica holomorfa
en {z : |z| > 1}, demuestre que f se anula en algún punto del disco {z : |z| ≤ 1}.

solución.

Razonamos por reducción al absurdo. Si f no se anula en {z : |z| ≤ 1}, existe ρ > 1
tal que f tampoco se anula en D(0, ρ). Sea Cρ = ρeit, t ∈ [0, 2π]. Según el principio del
argumento la función g(z) = f(z)/(z2 + 1) verifica

1

2πi

∫

Cρ

g′(z)
g(z)

dz = −2.

Como el valor de esta integral no es múltiplo de 3, según el ejercicio 7.36, se llega a que g
no tiene ráız cubica holomorfa en {z : |z| > 1}, en contra de la hipótesis del enunciado.

Ejercicio 7.43.

Sea Ω ⊂ C un abierto que contiene a {z : |z| > r} y f ∈ H (Ω) una función tal que
existe ĺımz→∞ f ′(z) = α ∈ C \ {0}. Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) f tiene un polo simple en ∞ y existe R > r tal que f es inyectiva en {z : |z| > R};
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b) para cada a ∈ C, existe M > 0 tal que si ρ > M se cumple

1

2πi

∫

Cρ

f ′(z)
f(z) − a

dz = 1

donde Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

solución.

a) Como f ′ tiene ĺımite no nulo en ∞, su desarrollo de Laurent en el abierto {z : |z| > r}
es de la forma f ′(z) = α+ b−2z

−2 + b−3z
−3 + · · · (ha de ser b−1 = 0 porque es el desarrollo

de Laurent de una derivada). Entonces el desarrollo de Laurent de f en {z : |z| > r} es de
la forma

f(z) = αz + a0 + a−1z
−1 + a−2z

−2 + · · ·
luego ∞ es polo simple de f . Esto significa que F (z) = 1/f(1/z) tiene una singularidad
evitable en z = 0, que se elimina definiendo F (0) = 0.

Para |z| < 1/r podemos escribir

F (z) =
z

α+ a0z + a−1z2 + a−2z3 + · · ·

luego F ′(0) = 1/α 6= 0. Entonces, según el teorema de la función inversa 6.1.4, F es
inyectiva en D(0, δ) para algún δ < 1/r y, por lo tanto, f es inyectiva en {z : |z| > R}
para R = 1/δ > r.

b) Como ĺımz→∞ f(z) = ∞, existe M > R tal que |f(z)| > |a| si |z| > M . En particular
f(z) − a no tiene ceros en {z : |z| > M} y para ρ > M se cumple

1

2πi

∫

Cρ

f ′(z)
f(z) − a

dz =
1

2πi

∫

1/Cρ

f ′(1/z)
f(1/z) − a

(
− 1

z2

)
dz =

=
1

2πi

∫

1/Cρ

h′(z)
h(z) − a

dz

donde h(z) = f(1/z). Como h(z) − a no tiene ceros en {z : 0 < |z| < 1/ρ} y tiene un
polo simple en z = 0, según el principio del argumento, el valor de la última integral es
− Ind(1/Cρ, 0) = 1.

Ejercicio 7.44.
Sea K ⊂ C un compacto cuya frontera ∂K es la imagen de un ciclo regular a trozos

Γ que cumple Ind(Γ, a) = 1 si a es interior a K e Ind(Γ, a) = 0 si a ∈ V = C \ K. Sea
f ∈ H (Ω) holomorfa en un abierto conexo Ω ⊃ V que verifica

a) ĺımz→∞ f ′(z) = α ∈ C \ {0};

b) Im f es idénticamente nula sobre ∂K.

Demuestre que f establece un isomorfismo conforme entre V y el complemento de una
unión finita de segmentos compactos del eje real.

Indicación. Si a 6∈ f(∂K) y m(a) es el número de ceros de f(z) − a en V , demuestre
que m(a) < +∞ y que

1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z) − a

dz = 1 −m(a).
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solución.

Dado a 6∈ f(∂K), para demostrar que m(a) < +∞ basta ver que el conjunto Za =
{z ∈ V : f(z) − a = 0} es finito. Efectivamente, según el ejercicio 7.43, ∞ es un polo de
f y por lo tanto existe R > 0 tal que para |z| > R se cumple que z ∈ V y |f(z)| > |a|,
luego Za ⊂ {z : |z| ≤ R}. Si Za fuese infinito tendŕıa un punto de acumulación en
{z : |z| ≤ R} ∩ V ⊂ Ω y, aplicando el principio de identidad, f debeŕıa ser constante, lo
que es incompatible con la condición a).

Cuando ρ > R el ciclo Cρ ∼ Γ es Ω-homólogo a 0 y rodea a todos los puntos de Za,
luego el número de ceros de f(z) − a rodeados por Cρ ∼ Γ es m(a). Aplicando el principio
del argumento y lo obtenido en el ejercicio 7.43 se llega a la fórmula

m(a) =
1

2πi

∫

Cρ∼Γ

f ′(z)
f(z) − a

dz = 1 − 1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z) − a

dz

con la que se obtiene que la función a → m(a) es continua en G = C \ f(∂K).

Si Im f se anula sobre ∂K entonces f(∂K) es unión finita de segmentos compactos
contenidos en el eje real (las imágenes de los caminos cerrados que componen el ciclo Γ)
luego G, por ser el complemento de estos segmentos, es conexo. Se sigue que m(G) es un
subconjunto conexo de Z y se concluye que m(a) es constante sobre G. Si m es su valor
constante

0 = ĺım
a→∞

1

2πi

∫

Γ

f ′(z)
f(z) − a

dz = 1 −m

luego m(a) = 1 para cada a ∈ G. Esto significa que f(V ) = G y que f alcanza el valor
a ∈ G una sola vez en V, es decir, f establece una biyección entre V y G que ha de ser un
isomorfismo conforme.

7.2.6. Ejercicios con el teorema de Rouché

En los siguientes ejercicios se utiliza el teorema de Rouché para localizar ceros de
funciones holomorfas.

Ejercicio 7.45.

Sea f ∈ H
(
D(0, R)

)
no idénticamente nula y, para r ∈ (0, R), sea M(r) = máx{|f(z)| :

|z| = r}. Demuestre que para |w| < ρ = r/M(r) la ecuación z = wf(z) tiene un única
solución a(w) en D(0, r), dada por

a(w) =
1

2πi

∫

C
z

1 − wf ′(z)
z − wf(z)

dz

con C(t) = reit, t ∈ [0, 2π]. Demuestre que la función w → a(w) es holomorfa en D(0, ρ).

solución.

Si |w| < ρ y |z| = r, la función gw(z) = z − wf(z) cumple

|gw(z) − z| = |w||f(z)| ≤ |w|M(r) < ρM(r) = r = |z|

luego, según el teorema de Rouché, gw tiene un único cero a(w) en D(0, r).
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Si f(0) = 0 entonces 0 es el único cero de gw(z) en D(0, r), luego a(w) es idénticamente
nula en D(0, ρ). En este caso, la función que aparece bajo la integral sólo tiene una singu-
laridad aislada encerrada por C, en z = 0. Como la singularidad es evitable el valor de la
integral es 0.

Si f(0) 6= 0 la función zg′
w(z)/gw(z) tiene un único polo simple en a(w) y, según el

ejercicio 6.17, el residuo vale a(w). Entonces el teorema de los residuos proporciona la
igualdad

a(w) =
1

2πi

∫

C
z
g′

w(z)

gw(z)
dz =

1

2πi

∫

C
z

1 − wf ′(z)
z − wf(z)

dz.

Escribiendo la integral en forma expĺıcita

a(w) =
1

2πi

∫ 2π

0
reit 1 − wf ′(reit)

reit − wf(reit)
ireit dt

y, utilizando el teorema 5.1.17, se obtiene que la función a(w) es holomorfa en D(0, ρ).

Nota. En el caso no trivial f(0) 6= 0 la función h(z) = z/f(z), definida y holomorfa
en un entorno de 0, verifica h′(0) = 1/f(0) 6= 0 y el resultado también se puede obtener
aplicando el teorema de la función inversa (6.1.4) y lo obtenido en el ejercicio 7.33.

Ejercicio 7.46.
Sea r > 1 y f ∈ H

(
D(0, r)

)
tal que |f(z)| < 1 si |z| = 1. Demuestre que existe

a ∈ D(0, 1) tal que f(a) = a y f ′(a) 6= 1.

solución.

Cuando |z| = 1 se verifica |(z− f(z)) − z| = |f(z)| < 1 = |z| y, aplicando el teorema de
Rouché a las funciones z y z − f(z), se concluye que existe un único a ∈ D(0, 1) tal que
a− f(a) = 0. Como a es cero simple de z − f(z), se debe cumplir 1 − f ′(a) 6= 0.

Ejercicio 7.47.
Determine el número de ceros de cada polinomio en el abierto que se indica:

a) z8 − 4z5 + z2 − 1 en D(0, 1).

b) z5 − z + 16 en {z : 1 < |z| < 2}.

c) z4 + 26z + 2 en {z : 3/2 < |z| < 3}.

solución.

Si dos polinomios f , g cumplen la condición

P (r) : |z| = r ⇒ |f(z) + g(z)| < |g(z)|

entonces no tienen ceros en la circunferencia |z| = r y, en virtud del teorema de Rouché,
tienen el mismo número de ceros en D(0, r).

a) f(z) = z8−4z5+z2−1 y g(z) = 4z5 cumplen P(1): si |z| = 1 entonces |f(z)+g(z)| =
|z8 +z2 −1| < 4 = |g(z)| luego f tiene en D(0, 1) el mismo número de ceros que g, es decir
5.
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b) f(z) = z5 − z + 16 y g(z) = −16 cumplen P(1): |z| = 1 implica |f(z) + g(z)| =
|z5 − z| < 16 = |g(z)|, luego f no tiene ceros en D(0, 1).

Por otra parte, si h(z) = −z5, es claro que f y h cumplen P(2): |z| = 2 implica
|f(z) + h(z)| = |z − 16| ≤ 18 < 25 = |h(z)|, luego f tiene en D(0, 2) el mismo número de
ceros que h, es decir 5. Se sigue que todos los ceros de f están en {z : 1 < |z| < 2}.

c) f(z) = z4 + 26z + 2 y g(z) = −z4 cumplen P(3): |z| = 3 implica |f(z) + g(z)| =
|26z + 2| ≤ 3 × 26 + 2 < 81 = |g(z)|, luego f tiene cuatro ceros en D(0, 3).

Con h(z) = −26z, es claro que f y h cumplen P(3/2): |z| = 3/2 implica |f(z)+h(z)| =
|z4 + 2| ≤ 89/4 < 78/2 = |h(z)|, luego f tiene un único cero en D(0, 1). En definitiva, f
tiene tres ceros en {z : 3/2 < |z| < 3}.

Ejercicio 7.48.
Determine el número de soluciones en D(0, 1) de cada una de las ecuaciones

a) ez−α = zn, con α ∈ R, α > 1.

b)
m∏

n=1

z − an

1 − anz
= b, donde |b| < 1 y |an| < 1 para n = 1, 2 . . . ,m.

solución.

a) Si |z| = 1 las funciones f(z) = ez−α − zn, g(z) = zn, cumplen

|f(z) + g(z)| = |ez−α| = ex−α ≤ e1−α < 1 = |g(z)|

luego, en virtud del teorema de Rouché, f tiene en D(0, 1) el mismo número de ceros que
g, es decir n.

b) Cada factor del producto con el que se define f tiene un único cero en D(0, 1), luego
f tiene m ceros en D(0, 1). Además cada factor es una transformación de Möbius que deja
invariante la circunferencia |z| = 1 (vea el ejercicio 2.21), luego |f(z)| = 1 si |z| = 1. Se
sigue que las funciones f(z) y b− f(z) cumplen

|z| = 1 ⇒ |f(z) + (b− f(z))| = |b| < 1 = |f(z)|

luego, según el teorema de Rouché, b − f(z) tiene en D(0, 1) el mismo número de ceros
que f(z), es decir m.

Ejercicio 7.49.
Demuestre que para α ∈ R, α > 1, la ecuación e−z + z = α tiene una única solución

en {z : Re z > 0}.

solución.

Basta ver que si R > 0 es suficientemente grande entonces la función f(z) = e−z +z−α
tiene un único cero en UR = {z : Re z > 0, |z| < R}.

Cuando R > α la función g(z) = α− z tiene un único cero en UR luego, en virtud del
teorema de Rouché, basta obtener que

|f(z) + g(z)| < |g(z)| para todo z ∈ ∂UR
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Si z está en la semicircunferencia que forma parte de ∂UR (z = Reit con |t| ≤ π/2) es
evidente geométricamente que R− α ≤ |z − α|, y eligiendo R > 1 + α resulta

|f(z) + g(z)| = |e−Reit | = e−R cos t ≤ 1 < R− α ≤ |g(z)|.

Cuando z está en el segmento vertical que forma parte de ∂UR (z = iy con |y| ≤ R) es
obvio que α ≤ |α− z|, y también se verifica

|f(z) + g(z)| = |e−iy| = 1 < α ≤ |g(z)|.

Ejercicio 7.50.
Si |a| < 1 y p ∈ N demuestre que la ecuación (z − 1)pez = a tiene exactamente p

soluciones en {z : Re z > 0} y que todas ellas están en el disco D(1, 1).

solución.

La ecuación se puede escribir como f(z) = 0, con f(z) = (z−1)p −ae−z. Sea UR = {z :
|z| < R, Re z > 0} con R > 2. Para todo z ∈ ∂UR las funciones f(z) y g(z) = −(z − 1)p

verifican
|f(z) + g(z)| = |ae−z| = |a|e− Re z ≤ |a| < 1 ≤ |z − 1|p = |g(z)|

luego, en virtud del teorema de Rouché, f tiene p ceros en UR. Como esta afirmación
es cierta para todo R > 2 se concluye que la ecuación propuesta tiene exactamente p
soluciones en {z : Re z > 0}. Para justificar que todas las soluciones están en {z : |z− 1| <
1} basta aplicar otra vez el teorema de Rouché:

|z − 1| = 1 ⇒ |f(z) + g(z)| = |ae−z | = |a|e− Re z ≤ |a| < 1 = |g(z)|

luego f tiene p ceros en D(1, 1).

Ejercicio 7.51.
Demuestre que las únicas funciones racionales R que son positivas sobre la circunfe-

rencia {z : |z| = 1} son las de la forma

R(z) = µ
m∏

j=1

(z − aj)(1 − ajz)

(z − bj)(1 − bjz)

donde µ > 0 y |aj | < 1, |bj | < 1 para 1 ≤ j ≤ m.

solución.

a) Si R es de la forma considerada en el enunciado, para |z| = 1 se verifica

(z − aj)(1 − ajz) = z(1 − ajz)(1 − ajz) = z|1 − ajz|2

y análogamente (z − bj)(1 − bjz) = z|1 − bjz|2, luego

R(z) = µ
m∏

j=1

∣∣∣∣∣
1 − ajz

1 − bjz

∣∣∣∣∣

2

> 0
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(obsérvese que esto es cierto incluso si se anula algún aj o algún bj).

b) Rećıprocamente, sea R una función racional tal que R(z) > 0 cuando |z| = 1.
Entonces δ = mı́n{R(z) : |z| = 1} > 0 y para |z| = 1 se cumple

|R(z) − δ| = R(z) − δ < R(z) = |R(z)|

luego, en virtud del teorema de Rouché, R tiene en D(0, 1) tantos ceros como polos
(contados según sus multiplicidades). Sean {a1, a2, . . . , am} los ceros de R en D(0, 1) y
{b1, b2, . . . , bm} los polos de R en D(0, 1).

Las funciones R(z) y R(1/z) coinciden sobre {z : |z| = 1}, luego, en virtud del principio
de identidad, son iguales. Se sigue que si w es cero (resp. polo) de R entonces 1/w también
lo es, luego R tiene 2m ceros y 2m polos en C∞.

Z (R) =
{
a1, a2, . . . , am, 1/a1, 1/a2, . . . , 1/am

}

P(R) =
{
b1, b2, . . . , bm, 1/b1, 1/b2, . . . , 1/bm

}

La función

F (z) =
m∏

j=1

(z − aj)(1 − ajz)

(z − bj)(1 − bjz)

tiene los mismos ceros y los mismos polos que R, con idénticas multiplicidades. Obsérvese
que cada ai = 0 produce en F dos ceros, uno en z = 0 y otro en z = ∞. Análogamente,
cada bj = 0 produce en F dos polos, uno en z = 0 y otro en z = ∞. Como la función
racional R/F no tiene ceros ni polos debe ser constante y si µ es su valor constante se
obtiene que R(z) = µF (z) con µ = R(1)/F (1) > 0.

Ejercicio 7.52.
Se considera un polinomio de dos variables complejas y grado m:

P (z,w) =
∑

0≤p+q≤m

ap,qz
pwq

Se supone que el polinomio z → P (z, b) tiene m ceros simples. Demuestre que existe r > 0
tal que si |w − b| < r el polinomio z → P (z,w) tiene la misma propiedad.

solución.

Sean a1, a2, . . . , am los ceros simples del polinomio Pb(z) = P (z, b) y tomemos ε > 0
de modo que los discos Dj = D(aj, ε), 1 ≤ j ≤ m, sean disjuntos dos a dos.

Sea µ = mı́n{|P (z, b)| : z ∈ K} > 0. Como K =
⋃m

j=1 ∂Dj y H = D(b, 1) son
compactos, la continuidad uniforme de P sobre K × H permite afirmar que existe r > 0
verificando

|w − b| < r ⇒ |P (z,w) − P (z, b)| < µ para todo z ∈ K.

En particular, para cada j ∈ {1, 2 . . . ,m}, se cumple

|w − b| < r ⇒ |P (z,w) − P (z, b)| < µ ≤ |P (z, b)| para todo z ∈ ∂Dj

Aplicando el teorema de Rouché a las dos funciones Pb(z) = P (z, b) y Pw(z) = P (z,w)
se concluye que Pw tiene en cada Dj los mismos ceros que Pb, es decir un cero. Entonces,
para |w − b| < r, el polinomio Pw, que es de grado menor o igual que m, tiene m ceros
distintos. Por lo tanto, su grado es m y todos sus ceros son simples.
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Ejercicio 7.53.
Demuestre que desde un valor de n en adelante todos los ceros del polinomio pn(z) =

1 + 2z + . . .+ nzn−1 están en {z : |z| > ρ}, con 0 < ρ < 1.

solución.

Derivando la serie geométrica se obtiene que la serie
∑∞

n=1 nz
n−1 converge en D(0, 1) y

que su suma es f(z) = 1/(1 − z)2. La sucesión pn de sus sumas parciales converge hacia f
uniformemente sobre cada compacto K ⊂ D(0, 1) y, en particular, sobre la circunferencia
|z| = ρ. Entonces, dado µ = mı́n{|f(z)| : |z| = ρ} > 0 existe nρ ∈ N tal que si n ≥ nρ y
|z| = ρ se cumple |pn(z) − f(z)| < µ.

Cuando n ≥ nρ y |z| = ρ se verifica la desigualdad

|pn(z) − f(z)| < |f(z)|

y como f no tiene ceros en {z : |z| ≤ ρ}, aplicando el teorema de Rouché, se concluye que
pn tampoco tiene ceros en {z : |z| ≤ ρ}.

Ejercicio 7.54.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión que converge uniformemente
sobre compactos hacia una función no constante f ∈ H (Ω). Demuestre que para cada
a ∈ Ω existe una sucesión an ∈ Ω que converge hacia a y verifica fn(an) = f(a) cuando n
es suficientemente grande.

solución.

Como Ω es conexo y f no es constante, los ceros de f(z) − f(a) son aislados, por tanto
existe r > 0 tal que D(a, r) ⊂ Ω y f(z) − f(a) 6= 0 si 0 < |z − a| ≤ r.

Si m es la multiplicidad de a como cero de f(z) − f(a), en virtud del teorema de
Hurwitz, dado 0 < ε ≤ r existe n(ε) ∈ N tal que para n ≥ n(ε) la función fn(z) − f(a)
tiene exactamente m ceros en D(a, ε).

Entonces la sucesión an se obtiene aśı: si n ≥ n(r) elegimos an ∈ D(0, r) tal que
fn(an) − f(a) = 0 y si n < n(r) tomamos an ∈ Ω arbitrario.

Para ver que la sucesión an converge hacia a basta observar lo siguiente: si 0 < ε < r
y n ≥ n(ε) la función fn(z) − f(a) tiene exactamente m ceros en D(a, ε), luego los m
ceros que fn(z) − f(a) tiene en D(a, r) están necesariamente en D(a, ε) y, en particular,
an ∈ D(a, ε).

7.2.7. Complementos sobre homotoṕıa

En los ejercicios que siguen se usa la noción de ı́ndice de un camino continuo en
un contexto topológico. Se establece que los caminos cerrados Ω-homotópicos son
Ω-homólogos. También se obtiene una aplicación interesante a la topoloǵıa del plano.

Ejercicio 7.55.
Sea Ω ⊂ C abierto, demuestre que dos caminos cerrados Ω-homotópicos, γ0, γ1 :

[0, 1] −→ Ω, son Ω-homólogos, es decir, para todo a ∈ C \ Ω se verifica Ind(γ0, a) =
Ind(γ1, a).
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solución.

Comencemos con el caso particular Ω = C \ {a}.
Sea H : [0, 1] × [0, 1] −→ Ω una Ω-homotoṕıa que transforma γ0 en γ1 y para cada

s ∈ [0, 1] sea γs(t) = H(s, t), 0 ≤ t ≤ 1, el camino cerrado intermedio. Fijado s ∈ [0, 1], sea
α = mı́n{|γs(t) − a| : 0 ≤ t ≤ 1}. Es claro que α > 0 y usando la continuidad uniforme de
H en el compacto [0, 1] × [0, 1] se obtiene δ > 0 tal que, para s′, s′′ ∈ [0, 1] y t′, t′′ ∈ [0, 1],

|s′ − s′′| < δ, |t′ − t′′| < δ ⇒ |H(s′, t′) −H(s′′, t′′)| < α.

En particular, si tomamos t = t′ = t′′ y s′′ = s resulta

[ |s′ − s| < δ, t ∈ [0, 1]
] ⇒ |H(s, t) −H(s′, t)| < α

luego, para todo t ∈ [0, 1], se cumple

∣∣(γs(t) − a) − (γs′(t) − a)
∣∣ = |H(s, t) −H(s′, t)| < α ≤ |γs(t) − a|.

En virtud de la proposición 7.1.2, Ind(γs′ − a, 0) = Ind(γs − a, 0), es decir, Ind(γs′ , a) =
Ind(γs, a), luego la aplicación s → Ind(γs, a) es continua (localmente constante). Entonces
su imagen, por ser un subconjunto conexo de Z, se reduce a un punto, es decir, la aplicación
es constante. Aśı queda establecido que Ind(γ0, a) = Ind(γ1, a).

En el caso general de un abierto arbitrario Ω ⊂ C el resultado se obtiene aplicando,
para cada a 6∈ Ω, lo que se acaba de establecer.

Ejercicio 7.56.

a) Si γ : [0, 1] −→ C \ {0} es un camino cerrado tal que Ind(γ, 0) = 0 demuestre que γ
es homotópico en C \ {0} a un camino constante.

b) Si γ1, γ2 : [0, 1] −→ C \ {a} son caminos cerrados tales que Ind(γ1, a) = Ind(γ2, a)
demuestre que γ1 y γ2 son homotópicos en C \ {a}.

solución.

a) Si α : [0, 1] −→ C es un logaritmo continuo de γ se cumple

0 = 2πi Ind(γ, 0) = α(1) − α(0)

luego α(0) = α(1). Se sigue que H(s, t) = esα(t), definida en [0, 1] × [0, 1], establece en el
abierto C \ {0} una homotoṕıa de caminos cerrados entre γ y el camino constante 1.

b) Suponemos por comodidad de notación que a = 0. Entonces, definiendo γ(t) :=
γ0(t)/γ1(t), t ∈ [0, 1], se tiene un camino cerrado en C \ {0} que, en virtud de la proposi-
ción 7.1.2, cumple Ind(γ0, 0) = Ind(γ, 0) + Ind(γ1, 0), luego Ind(γ, 0) = 0.

Si α : [0, 1] −→ C es un logaritmo continuo de γ ya hemos visto que α(0) = α(1) y
se comprueba fácilmente que la aplicación (s, t) → γ0(t)esα(t), definida en [0, 1] × [0, 1],
establece una homotoṕıa, en C \ {0}, entre γ0 y γ1.

Ejercicio 7.57.
Sea f : D(0, 1) −→ C una función continua tal que el camino cerrado γ(t) = f(eit),

t ∈ [0, 2π], no pasa por a. Demuestre que si Ind(γ, a) 6= 0 entonces a ∈ f
(
D(0, 1)

)
.
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solución.

Demostraremos que si a 6∈ f
(
D(0, 1)

)
entonces Ind(γ, a) = 0. Como a 6∈ f

(
D(0, 1)

)
,

para cada s ∈ [0, 1] el camino γs(t) = f(seit), t ∈ [0, 2π] no pasa por a, luego la aplicación
(s, t) → γs(t), (s, t) ∈ [0, 1] × [0, 2π], establece una homotoṕıa, dentro del abierto C \ {a},
entre el camino constante γ0 y el camino γ1 = γ. En virtud del ejercicio 7.55, se concluye
entonces que Ind(γ, a) = Ind(γ0, a) = 0.

Ejercicio 7.58.

Demuestre que toda función continua g : D(0, 1) −→ D(0, 1) posee un punto fijo.

Indicación. Aplique el resultado establecido en el ejercicio 7.57.

solución.

Bastará probar que si f(z) = z − g(z) no se anula sobre la frontera ∂D(0, 1) entonces
se debe anular en algún punto del disco abierto D(0, 1).

En efecto, si f(z) 6= 0 cuando |z| = 1, el camino cerrado γ(t) = f(eit), 0 ≤ t ≤ 2π, no
pasa por 0, y podemos considerar el ı́ndice Ind(γ, 0) que se calcula fácilmente usando la
proposición 7.1.2: para todo t ∈ [0, 2π] se cumple

|γ(t) − eit| = |eit − g(eit) − eit| = |g(eit)| ≤ 1 = |eit|

luego Ind(γ, 0) = 1 y aplicando el resultado obtenido en el ejercicio 7.57 se obtiene que
0 ∈ f

(
D(0, 1)

)
.

Ejercicio 7.59.

Sea f : C −→ C una función continua que es holomorfa en {z : |z| > 1} y verifica
ĺımz→∞ f(z) = 0. Demuestre que f se anula en algún punto.

Indicación. Considere el camino γρ(t) = f(ρeit), t ∈ [0, 2π], con ρ > 1.

solución.

Razonamos, por reducción al absurdo, suponiendo que f nunca se anula.

La función g(z) = f(1/z) es holomorfa en D(0, 1) (tiene una singularidad evitable en
z = 0 que se supone eliminada definiendo g(0) = 0). Como f es holomorfa en {z : |z| > 1}
podemos calcular el ı́ndice Ind(γρ, 0) mediante la integral:

Ind(γρ, 0) =
1

2πi

∫ 2π

0

γ′
ρ(t)

γρ(t)
dt =

1

2πi

∫

Cρ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

1/Cρ

g′(z)
g(z)

dz

Según el principio del argumento la última integral vale m Ind(1/Cρ, 0) = −m donde
m ≥ 1 es el número de ceros de g en D(0, 1). Por tanto Ind(γρ, 0) 6= 0.

Por otra parte, como f es continua y no se anula nunca, la aplicación

(s, t) → f(sρeit), (s, t) ∈ [0, 1] × [0, 1]

establece una homotoṕıa en C \ {0} entre el camino γρ y el camino constante f(0), luego
Ind(γρ, 0) = 0. Con esta contradicción queda probado que f se anula en algún punto.
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7.3. Ejercicios propuestos

7.1 Determine todos los posibles valores de

∫

γ

dz

1 + z2
dz

para todos los caminos γ regulares a trozos, de origen 0 y extremo 1, que no pasan
por los puntos ±i.

7.2 Si f es holomorfa en C \ {0, 1} y

+∞∑

n=−∞
anz

n,
+∞∑

n=−∞
bn(z − 1)n

son sus desarrollos de Laurent en {z : |z| > 1} y {z : |z − 1| > 1}, demuestre que
a−1 = b−1.

7.3 Si w está en la imagen de R = {x + iy : |x| < 1, |y| < π} mediante la función
exponencial justifique la igualdad

Logw =
1

2πi

∫

∂R

zez

ez − w
dz.

7.4 Sea f ∈ H (Ω) no constante en el abierto conexo Ω ⊂ C y
w ∈ f

(
D(z0, r)

)
. Se supone que D(z0, r) ⊂ Ω y que f(z) 6= w cuando |z − z0| = r.

Demuestre que A = {z ∈ D(z0, r) : f(z) = w} es finito y que para cada g ∈ H (Ω)
se cumple

1

2πi

∫

Cr

f ′(z)
f(z) − w

g(z) dz =
∑

a∈A

m(a)g(a)

donde Cr(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π] y m(a) es la multiplicidad de a como cero de
f(z) −w.

7.5 Sea g ∈ H (Ω), f ∈ M (Ω) con todos sus polos simples y Γ un ciclo regular a trozos
en Ω \ P (f) que es Ω-homólogo a 0. Establezca la igualdad

∫

Γ
f(z)g(z) dz = 2πi

∑

a∈P (f)

g(a) Res(f, a)Ind(Γ, a).

7.6 Demuestre que el camino γ(t) = cos(3eit), t ∈ [0, 2π], no pasa por z = 2 y calcule el
valor de la integral ∫

γ
(z − 1)2e1/(z−2)dz.

7.7 En la corona {z : 1 < |z| < 4} estudie la existencia de una ráız cúbica holomorfa del
polinomio p(z) = (z2 − 1)(z2 − 4).

7.8 Demuestre que la función (z3 − 1)−1(z − 3)−1 posee una ráız cúbica holomorfa g(z)
en {z : 1 < |z| < 3}. Si C(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π], calcule

∫
C g(z) dz.
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7.9 Caracterize los abiertos conexos Ω ⊂ C tales que existe f ∈ H (Ω) verificando
ch f(z) = z para todo z ∈ Ω. Si Ω es un abierto con esta propiedad y 0 ∈ Ω,
demuestre que hay una única f ∈ H (Ω) con f(0) = iπ/2 y ch f(z) = z para todo
z ∈ Ω. Calcule su desarrollo en serie de potencias alrededor de 0.

7.10 Determine el número de ceros que tiene cada uno de los siguientes polinomios en el
abierto que se indica:

a) z8 − 5z5 − 2z + 1 en D(0, 1);

b) z3 + 13z2 + 15 en {z : 1 < |z| < 2} y en {z : 2 < |z| < 5/2}.

7.11 Determine el número de soluciones que tiene la ecuación ez − 4zn = 1 en el disco
D(0, 1).

7.12 Si |a| > e y n ∈ N, determine el número de soluciones de la ecuación ez = azn en el
disco D(0,1) y en el rectángulo {x + iy : |x| < µ, |y| < ρ}, donde 1 ≤ µ < log |a| y
1 < ρ.

7.13 Demuestre que la ecuación (z + 1)e−z = z + 2 no tiene soluciones en el semiplano
{z : Re z > 0}.



Caṕıtulo 8

Aplicaciones clásicas del teorema

de los residuos

8.1. Preliminares teóricos

Aplicaciones clásicas del teorema de los residuos son el cálculo efectivo de integrales
(generalmente impropias) y el cálculo de sumas de series numéricas.

8.1.1. Métodos para el cálculo de integrales

En esta sección se consideran algunos tipos de integrales que se pueden calcular utili-
zando el teorema de los residuos.

Proposición 8.1.1.

Sea ϕ(t) = R(cos t, sen t) una función continua en [0, 2π], donde R(z,w) es una función
racional. Si la función racional

f(z) =
1

iz
R

(
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))

no tiene polos sobre la circunferencia C(t) = eit, t ∈ [0, 2π], se verifica

∫ 2π

0
ϕ(t) dt =

∫

C
f(z) dz =

∑

|a|<1

Res(f, a)

En los ejercicios 8.1 y 8.2 se aplica este resultado.

Proposición 8.1.2.
Sean P , Q polinomios tales que f = P/Q no tiene polos en el eje real. Si grado(Q) −

grado(P ) ≥ 2 entonces

∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑

Im a>0

Res(f, a)

(en particular la integral impropia anterior es convergente).

En los ejercicios 8.4 y 8.5 se aplica este resultado.

289
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Proposición 8.1.3.
Sean P , Q polinomios tales que f = P/Q no tiene polos en el eje real. Si grado(Q) −

grado(P ) ≥ 1 entonces
∫ +∞

−∞
f(x)eix dx = 2πi

∑

Im a>0

Res
(
f(z)eiz, a

)

(en particular la integral impropia anterior es convergente).

Un ejemplo de aplicación de este resultado se pueden ver en el ejercicio 8.8.
En las condiciones de la proposición anterior, si se permite que f tenga polos simples

en el eje real, se obtiene un resultado similar usando el siguiente

Lema 8.1.4.
Sea a un polo simple de f y Cε(t) = a+ εeit, α ≤ t ≤ β, un arco de circunferencia de

amplitud β − α ≤ 2π, centrado en a. Entonces se verifica

ĺım
ε→0+

∫

Cε

f(z) dz = i(β − α) Res(f, a)

Cuando en el eje real hay un sólo polo simple, situado en el origen, se tiene:

Proposición 8.1.5.
Sean P , Q polinomios tales que f = P/Q no tiene polos en el eje real, excepto en el

origen, donde puede tener un polo simple.
Si grado(Q) − grado(P ) ≥ 1 entonces, para ε > 0, las integrales

∫ −ε

−∞
f(x)eix dx,

∫ +∞

ε
f(x)eix dx

son convergentes, y el ĺımite de la suma de sus valores cuando ε → 0+ es

ĺım
ε→0+

∫

|x|≥ε
f(x)eix dx = 2πi

∑

Im a>0

Res
(
f(z)eiz, a

)
+ πiRes

(
f(z)eiz , 0

)

En el ejercicio 8.7 se puede ver un ejemplo donde se aplica esta proposición.
En las condiciones de la proposición 8.1.5 puede ocurrir que, aún existiendo el ĺımite

que figura en ella,
∫+∞

−∞ f(x)eixdx no sea convergente. En este caso al citado ĺımite se le
llama valor principal de la integral y se le denota por

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)eix dx.

Proposición 8.1.6.
Sean P , Q polinomios tales que f = P/Q no tiene polos en el eje real positivo, pero

puede tener un polo simple en el origen. Si 0 < α < 1 y grado(Q)−grado(P ) ≥ 2 entonces
la siguiente integral converge y

∫ +∞

0
f(x)xα dx =

4πi

1 − e2παi

∑

Im a>0

Res
(
f(z2)z2α+1, a

)

donde z2α+1 designa la rama e(2α+1)L(z), definida en C \ {iy : y ≤ 0}, obtenida a partir de
la rama L(z) de log z determinada por −π/2 < ImL(z) < 3π/2.

El ejercicio 8.6 se resuelve aplicando esta proposición. Según el ejercicio 7.22, la suma
de los residuos de la función f(z2)z2α+1 en {z : Im z > 0} coincide con la suma de los
residuos de f(z)zα en C.
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8.1.2. Métodos para la sumación de series

En esta sección se consideran algunos tipos de series numéricas cuyas sumas se pueden
calcular usando el teorema de los residuos.

Llamaremos función sumadora a una función meromorfa α ∈ M (C) con polos P(α) =
Z, todos simples, que está acotada sobre la unión de circunferencias

⋃

n∈N

{
z : |z| = Rn

}
, con radios Rn ∈ (n, n+ 1)

En virtud del ejercicio 3.16, α(z) = π cot πz y β(z) = π/ sen πz son funciones sumadoras
tales que Res(α, k) = 1 y Res(β, k) = (−1)|k| para todo k ∈ Z.

Proposición 8.1.7.
Sean P , Q polinomios tales que f = P/Q no tiene polos en Z y α una función sumadora

con Res(α, k) = αk, k ∈ Z.
Si se cumple una de las dos condiciones

a) grado(Q) − grado(P ) ≥ 2;

b) grado(Q) − grado(P ) ≥ 1 y la función sumadora α es impar,

entonces
ĺım

n

∑

|k|≤n

αkf(k) = −
∑

a∈P(f)

Res(αf, a)

Cuando se cumple a) y la sucesión αk es acotada, la serie
∑+∞

k=−∞ αkf(k) es absolutamente
convergente.

En las condiciones de la proposición anterior puede ocurrir que exista el ĺımite ĺımn
∑

|k|≤nαkf(k)

aunque la serie
∑+∞

−∞ αkf(k) no sea convergente. En ese caso al ĺımite se le llama el valor
principal de la suma:

v.p.
∞∑

k=−∞
αkf(k) = ĺım

n

∑

|k|≤n

αkf(k)

que se puede interpretar como la suma de la serie convergente

α0f(0) +
+∞∑

n=1

(
αkf(k) + α−kf(−k)

)
.

En el ejercicio 8.20 se pueden ver aplicaciones concretas de esta proposición.

8.2. Ejercicios resueltos

8.2.1. Cálculo de integrales con los métodos habituales

En los siguientes ejercicios se calculan integrales que se ajustan a alguno de los tipos
considerados en las proposiciones 8.1.1, 8.1.2, 8.1.3 y 8.1.5

Ejercicio 8.1.
Para a > 0, calcule el valor de la integral

I =

∫ π

0

dx

a+ sen2 x
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solución.

Como el integrando es una función par

2I =

∫ π

−π

dx

a+ sen2 x

Según la proposición 8.1.1, esta integral se puede calcular considerando la función ra-
cional R(w) = 1/(a + w2) y aplicando el teorema de los residuos a la integral, sobre la
circunferencia unidad, de la función racional

f(z) =
1

iz
R

(
z − 1/z

2i

)
=

4iz

z4 − (2 + 4a)z2 + 1
=

4iz

(z2 − w1)(z2 − w2)

donde w1 = (1 + 2a) − 2
√
a(a+ 1) y w2 = (1 + 2a) + 2

√
a(a+ 1), son las dos soluciones

de la ecuación de segundo grado w2 − (2 + 4a)w + 1 = 0.
Los polos de f dentro de la circunferencia |z| = 1 son

√
w1 y −√

w1 y

Res(f,
√
w1 ) =

4i
√
w1

2
√
w1(w1 − w2)

=
−i

2
√
a(a+ 1)

= Res(f,−√
w1 ).

Si C(t) = eit (0 < t < 2π) con el teorema de los residuos se obtiene

2I =

∫

C
f(z) dz = 2πi

(
Res(f,

√
w1 ) + Res(f,−√

w1 )
)

=
2π√

a(a+ 1)

La resolución de este ejercicio se puede simplificar transformando previamente la inte-
gral en otra del mismo tipo donde la función racional asociada es más sencilla: sustituyendo
sen2 x = (1 − cos 2x)/2, con el cambio de variable 2x = t y poniendo b = 2a + 1 > 1, se
obtiene:

I =

∫ π

0

2 dx

b− cos 2x
=

∫ 2π

0

dt

b− cos t
=

∫

C
g(z) dz

donde

g(z) =
1

iz
(
b− 1

2(z + 1/z)
) =

2i

z2 − 2bz + 1
=

2i

(z − α)(z − β)

siendo α = b −
√
b2 − 1, β = b +

√
b2 − 1 las soluciones de la ecuación de segundo grado

z2 − 2bz + 1 = 0. La condición b > 1 implica que |α| < 1 y |β| > 1, luego g sólo tiene un
polo (simple) en z = α, rodeado por la circunferencia C.

Res(g, α) =
2i

α− β
=

−i√
b2 − 1

y con el teorema de los residuos se vuelve a obtener

I =

∫

C

2i dz

(z − α)(z − β)
= 2πiRes(g, α) =

2π√
b2 − 1

=
π√

a(a+ 1)

Ejercicio 8.2.
Si |a| 6= 1, calcule el valor de la integral

I =

∫ 2π

0

dx

1 − 2a cos x+ a2
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solución.

Según la proposición 8.1.1, I =
∫

C f(z) dz donde C es la circunferencia unidad y

f(z) =
1

az2 − (1 + a2)z + a
=

i

a(z − a)(z − 1/a)

Si |a| < 1 (resp. |a| > 1 ) el único polo de f en D(0, 1) es z = a (resp. 1/a).

Res(f, a) =
i

a2 − 1
y Res(f, 1/a) =

i

1 − a2

Con el teorema de los residuos se obtiene: I = 2πiRes(f, a) si |a| < 1 e I = 2πiRes(f, 1/a)
si |a| > 1, luego I = 2π/|1 − a2| para |a| 6= 1.

Ejercicio 8.3.

Justifique la convergencia de la siguiente integral impropia y calcule su valor:

∫ +1

−1

dx

(x− a)
√

1 − x2
a ∈ C \ [−1, 1].

solución.

La convergencia de la integral impropia se pone de manifiesto con el cambio de variable
x = cos θ que la transforma en una integral de Riemann ordinaria:

I =

∫ π

0

dθ

cos θ − a
=

1

2

∫ π

−π

dθ

cos θ − a

Según la proposición 8.1.1

2I = 2πi
∑

|p|<1

Res(f, p)

donde

f(z) =
1

zi

2

(z + 1/z) − 2a
=

−2i

z2 − 2az + 1

Los polos de f son las dos soluciones α, β de la ecuación z2 − 2az + 1 = 0. Como αβ = 1
sólo una de las soluciones cae en D(0, 1). Si α es esta solución

Res(f, α) =
−2i

α− β

luego

I = πi
−2i

α− β
=

2π

α− β

Ejercicio 8.4.

Calcule el valor de la integral

I =

∫ +∞

−∞

x2 − x+ 2

(x4 + 10x2 + 9)3
dx.
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solución.

z4 + 10z2 + 9 = (z − i)(z + i)(z − 3i)(z + 3i), luego los polos de

f(z) =
z2 − z + 2

(z4 + 10z2 + 9)3

en el semiplano Im z > 0 son z = i y z = 3i. Según la proposición 8.1.2 se tiene:

I = 2πi
(
Res(f, i) + Res(f, 3i)

)
=

5

12
π.

Ejercicio 8.5.
Si a > 0, calcule el valor de la integral

I =

∫ +∞

0

x2 dx

(x2 + a2)3

solución.

La convergencia de la integral impropia es obvia. Como la función

f(z) =
z2

(z2 + a2)3

es par, se tiene 2I =
∫+∞

−∞ f(x) dx y, de acuerdo con la proposición 8.1.2, resulta

2I = 2πiRes(f, ai).

Para calcular el residuo se puede usar la fórmula Res(f, ai) = 1
2!g

′′(ai) con

g(z) = (z − ai)3 z2

(z2 + a2)3

Como este procedimiento parece algo tedioso acudimos a otra alternativa: hallar el
coeficiente a−1 en el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de ai.

Como ai es un polo triple el desarrollo es de la forma

f(z) = a−3h
−3 + a−2h

−2 + a−1h
−1 + a0 + a1h+ · · ·

con h = z− ai, y se calcula a partir del desarrollo en serie de potencias de h de la función
h → h3f(ai+ h). Como f(z) = z2(z − ai)−3(z + ai)−3 resulta

h3f(ai+ h) = (ai+ h)2(2ai + h)−3

y, usando el método de los coeficientes indeterminados, a partir de la igualdad

(ai+ h)2

(2ai + h)3
= a−3 + a−2h+ a−1h

2 + · · ·

se obtienen los valores

a−3 =
1

8ai
, a−2 =

−1

16a2
, a−1 =

−i
16a3

luego

I = πiRes(f, ai) = πia−1 =
π

16a3
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Ejercicio 8.6.
Dados a, b ∈ R, con −1 < a < 0 y b > 0, calcule

∫ +∞

0

xa

x+ b
dx.

solución.

Según la proposición 8.1.6, como α = a− 1 ∈ (0, 1), se tiene

I =

∫ +∞

0

xa

x+ b
dx =

∫ +∞

0

xα

x(x+ b)
dx =

4πi

1 − e2παi
Res

(
z2α+1

z2(z2 + b)
, i

√
b

)

Res

(
z2α+1

z2(z2 + b)
, i

√
b

)
=
e(2α+1)L(i

√
b)

−i2b
√
b

=
1

2
baeaπi

luego

I =
2πibaeπai

1 − e2πai
= πba 2i

e−πai − eπai
= − πba

senπa

Ejercicio 8.7.
Justifique la convergencia y calcule la integral impropia

∫ +∞

0

sen x

x
dx.

solución.

Se aplica la proposición 8.1.5 con f(x) = 1/x y µ = 1, luego

ĺım
ε→0

(∫ −ε

−∞
+

∫ +∞

ε

)
eix

x
dx = πi

Considerando la parte imaginaria de este ĺımite se obtiene la convergencia y el valor de la
integral ∫ +∞

0

senx

x
dx =

π

2

Ejercicio 8.8.
Si a, b > 0 calcule las integrales

I =

∫ +∞

0

cos bt

t2 + a2
dt y J =

∫ +∞

0

t sen t

t2 + a2
dt.

solución.

Ambas integrales se pueden calcular con la proposición 8.1.3.

Cálculo de I. Como el integrando es una función par se cumple

I =

∫ +∞

0

cos bt

t2 + a2
dt =

b

2

∫ +∞

−∞

cos x

x2 + a2b2
dx =

b

2
Re

∫ +∞

−∞

eix

x2 + a2b2
dx
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donde las integrales son absolutamente convergentes.
El único polo de eiz/(z2 + a2b2) en el semiplano Im z > 0 es z = abi y su residuo vale

e−ab/(2abi). Entonces, según la proposición 8.1.3,

∫ +∞

−∞

eix

x2 + a2b2
dx = 2πi

e−ab

2abi
=

π

abeab

luego I = π/(2aeab).

Cálculo de J . Como el integrando es una función par se verifica

J =

∫ +∞

0

x sen x

x2 + a2
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

x sen x

x2 + a2
dx =

1

2
Im

∫ +∞

−∞

xeix

x2 + a2
dx

donde, según la proposición 8.1.3, las integrales son convergentes.
El único polo de zeiz/(z2 + a2) en el semiplano Im z > 0 es z = ai y su residuo vale

e−a/2. Entonces, con la proposición 8.1.3 se obtiene

∫ +∞

−∞

xeix

x2 + a2
dx = 2πi

e−a

2
=
πi

ea

luego J = π/(2ea).

8.2.2. Cálculo de otras integrales

Las integrales consideradas en este bloque de ejercicios no corresponden a los tipos
considerados anteriormente. Para algunas se sugiere o la función o el camino de inte-
gración que pueden servir para calcularlas.

Ejercicio 8.9.
Compruebe que la integral impropia

∫ +∞

0

cos ax− cos bx

x2
dx a, b ∈ R

es convergente y calcule su valor.

solución.

Como la función cos x es par se puede suponer a > 0, b > 0 y a 6= b.

cos ax− cos bx

x2
= Re f(x) donde f(z) =

eiaz − eibz

z2

Como Re f(x) converge hacia (b2 − a2)/2 cuando x tiende hacia 0, la convergencia de la
integral se sigue de la desigualdad |Re f(x)| ≤ 2/x2, válida para todo x ≥ 1.

Sea Γ es el camino cerrado indicado en la figura.

bb bb b

−R R−ε ε

Γ
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Según el teorema de Cauchy:

0 =

∫

Γ
f(z) dz =

=

∫ −ε

−R
f(x) dx+

∫ R

ε
f(x) dx−

∫

Cε

f(z) dz +

∫

CR

f(z) dz (8.1)

donde Cr es la semicircunferencia Cr(t) = reit, 0 ≤ t ≤ π.

Si y = Im z ≥ 0, al ser a > 0 se cumple |eiaz | = e−ay ≤ 1 y, análogamente, |eibz | ≤ 1,
luego |f(z)| ≤ 2/|z|2 si Im z > 0. Con esta desigualdad se deduce

∣∣∣∣
∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 2π

R
luego ĺım

R→+∞

∫

CR

f(z)dz = 0.

Por otra parte, como

f(z) = i
a− b

z
+

1

2!
(a2 − b2) +

1

3!
(a3 − b3)z + · · ·

es claro que en z = 0 hay un polo simple con residuo Res(f, 0) = i(a − b) luego, según el
lema 8.1.4, se verifica

ĺım
ε→0

∫

Cε

f(z)dz = πi Res(f, 0) = π(b− a).

Pasando al ĺımite en la igualdad (8.1) cuando R → +∞ y ε → 0 resulta

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)dx = π(b− a)

y considerando las partes reales

∫ +∞

0

cos ax− cos bx

x2
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

cos ax− cos bx

x2
dx = (b− a)

π

2

Ejercicio 8.10.

Considerando el camino Γ indicado en la figura calcule

I =

∫ +∞

0

dx

1 + xn

donde n ∈ N, n > 1.

b b

b

b

R0

ei 2π

n

ei π

n

Γ
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solución.

La convergencia de la integral es inmediata.
El único polo de f(z) = 1/(1+zn) rodeado por Γ es a = eiπ/n. Como el polo es simple,

Res(f, a) = 1/p′(a) donde p(z) = 1 + zn, luego

Res(f, a) =
1

nan−1
=

a

nan
= −a

n

y con el teorema de los residuos se obtiene

∫

Γ
f(z) dz = 2πiRes(f, a) = −2πai

n

Si CR(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ 2π
n , se tiene

−2πai

n
=

∫

Γ
f(z) dz =

∫ R

0
f(x) dx+

∫

CR

f(z) dz −
∫ R

0
f(xei2π/n)ei2π/n dx.

Es fácil ver que
∫

CR
f(z) dz tiende hacia 0 cuando R → +∞. Entonces, teniendo en cuenta

que f(xei2π/n) = f(x) se obtiene −2πia/n = I − a2I, luego

I =
a

a2 − 1

2πi

n
=

2πi

n(a− 1/a)
=

2πi

n2i sen(π/n)
=

π

n sen(π/n)

Ejercicio 8.11.
Aplicando el teorema de los residuos a la función (e2iz − 1)/z2 calcule el valor de

∫ +∞

0

(
sen x

x

)2

dx.

solución.

La convergencia de la integral es inmediata: en x = 0 no hay problema de convergencia
(porque el integrando converge hacia 1 cuando x tiende hacia 0) y

∫ +∞

1

∣∣∣∣
sen x

x

∣∣∣∣
2

dx ≤
∫ +∞

1

1

x2
dx < +∞.

Si Γ es el camino cerrado indicado en la figura del ejercicio 8.9, aplicando el teorema de
Cauchy a la función f(z) = (e2iz − 1)z−2 se obtiene

0 =

∫

Γ
f(z) dz =

∫ −ε

−R
f(x) dx+

∫ R

ε
f(x) dx−

∫

Cε

f(z) dz +

∫

CR

f(z) dz (8.2)

donde Cr es la semicircunferencia Cr(t) = reit, 0 ≤ t ≤ π.
Si z está en la semicircunferencia CR se cumple que y = Im z ≥ 0, luego

|f(z)| ≤ e−2y + 1

|z|2 ≤ 2

R2

y se sigue que

ĺım
R→+∞

∫

CR

f(z) dz = 0.



8.2. Ejercicios resueltos 299

Como hay un polo simple en z = 0 con residuo Res(f, 0) = 2i, según el lema 8.1.4,

ĺım
ε→0

∫

Cε

f(z) dz = πiRes(f, 0) = −2π.

Pasando al ĺımite en la igualdad (8.2) cuando R → +∞ y ε → 0 resulta

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx = −2π.

Considerando las partes reales y teniendo en cuenta que

Re f(x) =
cos 2x− 1

x2
= −2

(
sen x

x

)2

se obtiene el valor de la integral impropia convergente

∫ +∞

0

(
sen x

x

)2

dx =
1

2

∫ +∞

−∞

(
sen x

x

)2

dx =
π

2

Ejercicio 8.12.

Compruebe que la integral impropia

∫ +∞

0

log x

(1 + x2)2
dx

es convergente y calcule su valor utilizando el teorema de los residuos.

solución.

Para justificar la convergencia hay que considerar por separado las dos integrales

∫ 1

0

log x

(1 + x2)2
dx y

∫ +∞

1

log x

(1 + x2)2
dx.

La primera converge porque

∫ 1

0

dx√
x
< +∞ y ĺım

x→0

(
log x

(1 + x2)2

/
1√
x

)
= 0.

La segunda integral también converge porque

∫ +∞

1

dx

1 + x2
< +∞ y ĺım

x→∞

(
log x

(1 + x2)2

/
1

1 + x2

)
= 0.

En Ω = C \ {iy : y ≤ 0} consideramos el logaritmo holomorfo de la identidad, L, determi-
nado por −π/2 < ImL(z) < 3π/2. Aplicamos el teorema de los residuos a la función

f(z) =
L(z)

(1 + z2)2
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con el camino Γ considerado en el ejercicio 8.9, que es Ω-homólogo a 0.

El único polo de f rodeado por Γ es z = i. Como el polo es doble, para calcular el
residuo consideramos g(z) = (z − i)2f(z) y obtenemos

Res(f, i) = g′(i) =
π

8
+
i

4

Según el teorema de los residuos

2πiRes(f, i) =

∫

Γ
f(z) dz =

=

∫ −ε

−R
f(x) dx+

∫ R

ε
f(x) dx+

∫

CR

f(z) dz −
∫

Cε

f(z) dz

donde Cr es la semicircunferencia Cr(t) = reit, 0 ≤ t ≤ π.
Cuando 0 < ε < 1, si z está en Cε se cumple la desigualdad

|f(z)| ≤ − Log ε+ π

(1 − ε2)2

y con ella se deduce fácilmente que
∫

Cε
f(z)dz tiende hacia 0 cuando ε → 0. Análogamente,

cuando R > 1, si z está en CR se cumple

|f(z)| ≤ LogR+ π

(R2 − 1)2

y se deduce que
∫

CR
f(z) dz tiende hacia 0 cuando R → +∞.

Pasando al ĺımite cuando ε → 0 y R → +∞ se llega a la igualdad

−π

2
+ i

π2

4
=

∫ +∞

0

log x

(1 + x2)2
dx+

∫ 0

−∞

log |x| + πi

(1 + x2)2
dx

y considerando las partes reales se obtiene

∫ +∞

0

log x

(1 + x2)2
dx = −π

4

Ejercicio 8.13.

Compruebe que la integral impropia

∫ +∞

0

x− senx

x3(x2 + a2)
dx (a > 0)

es convergente y calcule su valor aplicando el teorema de los residuos a la función f(z) =[
z + i(eiz − 1)

]/[
z3(z2 + a2)

]
.

solución.

Sea ϕ(x) = (x − sen x)/
(
x3(x2 + a2)

)
. La integral

∫+∞
0 ϕ(x) dx converge. En efecto,

en x = 0 no hay problema porque ĺımx→0 ϕ(x) = −1/(6a2) y cuando x ≥ 1 se cumple
|ϕ(x)| ≤ 2/x2.
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Los puntos ai, −ai son polos simples de f ; el residuo en el primero de ellos es

Res(f, ai) = i
a+ e−a − 1

2a4

Por otra parte,

z + i(eiz − 1) = z + i

(
iz +

1

2!
(iz)2 +

1

3!
(iz)3 + · · ·

)
= −1

2
z2 − i

6
z3 + · · ·

luego z = 0 es polo simple de f y con la fórmula mencionada en el ejercicio 6.17 se puede
calcular el residuo

Res(f, 0) = − i

2a2

Cuando 0 < ε < |a| < R, el camino cerrado Γ considerado en el ejercicio 8.9 sólo rodea al
polo z = ai. Con el teorema de los residuos se obtiene

2πiRes(f, ai) =

∫

Γ
f(z) dz =

=

∫ −ε

−R
f(x) dx+

∫ R

ε
f(x) dx+

∫

CR

f(z) dz −
∫

Cε

f(z) dz

donde Cr es la semicircunferencia reit, 0 ≤ t ≤ π.
En los puntos z = x+ iy de CR se cumple la desigualdad

|f(z)| ≤ |z| + e−y + 1

R3(R2 − a2)
≤ R+ 2

R3(R2 − a2)

y con ella se deduce que
∫

CR
f(z)dz tiende hacia 0 cuando R → +∞.

Por otra parte, como z = 0 es polo simple de f , según el lema 8.1.4, la integral∫
Cε
f(z)dz tiende hacia πiRes(f, 0) = π/(2a2) cuando ε → 0.
Pasando al ĺımite cuando ε → 0 y R → +∞ se llega a la igualdad

−2π
a+ e−a − 1

2a4
= v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx− π

2a2

Como Re f(x) = ϕ(x) es par, considerando las partes reales se obtiene

∫ +∞

0
ϕ(x) dx =

1

2

∫ +∞

−∞
Re f(x) dx =

π

4a4

(
a2 − 2a+ 2 − 2e−a).

Ejercicio 8.14.
Aplicando el teorema de los residuos a la función

f(z) =
1 − e2imz

z2(z2 + a2)

obtenga la igualdad

∫ +∞

0

sen2 mx

x2(x2 + a2)
dx = π

e−2am + 2am− 1

4a3
donde a > 0,m > 0.
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solución.

Observemos en primer lugar que

2
sen2mx

x2(x2 + a2)
= Re f(x).

La función f tiene polos simples en z = 0 y en z = ai con residuos

Res(f, 0) =
2m

a2i
, Res(f, ai) = −e−2am − 1

2a3i

Utilizando el mismo camino que en el ejercicio 8.13, y razonando de forma similar, se llega
a que el valor I de la integral cumple

4I =

∫ +∞

−∞
Re f(x) dx = Re

[
2πiRes(f, ai) + πiRes(f, 0)

]
=

= π
e−2am + 2am− 1

a3

Ejercicio 8.15.
Justifique la convergencia de la integral impropia

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx, con 0 < a < 1,

y calcule su valor mediante una integral sobre el borde de [−R,R] × [0, 2π].

solución.

La convergencia de la integral se sigue de las desigualdades

eax

1 + ex
=

1

e−ax + e(1−a)x
≤ 1

e(1−a)x
;

eax

1 + ex
≤ 1

e−ax
;

pues ∫ +∞

0

1

e(1−a)x
dx < +∞ y

∫ 0

−∞

1

e−ax
dx < +∞.

En el interior del rectángulo indicado la función f(z) = eaz/(1 + ez) tiene un único polo
en z = πi. El polo es simple con residuo

Res(f, πi) = ĺım
z→πi

z − πi

1 + ez
eaz = −eaπi.

Según el teorema de los residuos

∫ +R

−R
f(x) dx−

∫ +R

−R
f(x+ 2πi) dx +

+ i

∫ 2π

0
f(R+ iy) dy − i

∫ 2π

0
f(−R+ iy) dy = 2πiRes(f, πi).

Para los puntos z = R+ iy se cumple |ez| = eR, |eaz | = eaR, luego

|f(z)| ≤ |eaz |
|ez | − 1

=
eaR

eR − 1
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Con esta desigualdad se deduce fácilmente que
∫ 2π

0 f(R + iy), dy tiende hacia 0 cuando

R → +∞. Lo mismo le ocurre a la integral
∫ 2π

0 f(−R+ iy) dy.
Teniendo en cuenta que f(x+ 2πi) = ea2πif(x) se llega a la igualdad

−2πieaπi =

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx− ea2πi

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx

luego ∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

2πi eaπi

ea2πi − 1
= π

2i

eaπi − e−aπi
=

π

senπa

Ejercicio 8.16.
Considerando la integral de f(z) = eiz/(ez + e−z) sobre el borde del rectángulo A =

{x+ iy : |x| < R, 0 < |y| < π} calcule

∫ +∞

−∞

cos x

ex + e−x
dx.

solución.

Los polos de f son {iπ(2n+1)/2 : n ∈ Z}. El único polo en el interior de A es a = iπ/2.
Se trata de un polo simple cuyo residuo se calcula fácilmente utilizando lo indicado en el
ejercicio 6.17: si g(z) = eiz y h(z) = ez + e−z resulta

Res(f, a) =
g(a)

h′(a)
=

eia

ea − e−a
=
e−π/2

2i

Con el teorema de los residuos se obtiene
∫

∂A
f(z) dz = 2πiRes(f, a) = πe−π/2.

Por otra parte, ∫

∂A
f(z)dz = I1(R) + I2(R) + I3(R) + I4(R),

donde

I1(R) =

∫ +R

−R

eix

ex + e−x
dx;

I2(R) = −
∫ +R

−R

ei(x+iπ)

ex+iπ + e−x−iπ
dx =

∫ +R

−R

e−πeix

ex + e−x
dx = e−πI1(R);

I3(R) =

∫ π

0

iei(R+iy)

eR+iy + e−R+iy
dy;

I4(R) = −
∫ π

0

iei(−R+iy)

e−R+iy + eR−iy
dy.

Se comprueba fácilmente que

|I3(R)| ≤
∫ π

0

e−y

eR − e−R
dy; |I4(R)| ≤

∫ π

0

e−y

eR − e−R
dy,
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luego ĺımR→+∞ I3(R) = ĺımR→+∞ I4(R) = 0. Pasando al ĺımite en

πe−π/2 = (1 + e−π)I1(R) + I3(R) + I4(R)

se llega a la igualdad

πe−π/2 = (1 + e−π)v.p.

∫ +∞

−∞

eix

ex + e−x
dx.

Considerando la parte real de la integral se obtiene

∫ +∞

−∞

cos x

ex + e−x
dx =

π

eπ/2 + e−π/2

ya que esta integral es convergente.

Ejercicio 8.17.
Justifique la convergencia de la integral impropia

I =

∫ +∞

0

senx

shx
dx

y calcule su valor considerando la integral de f(z) = eiz/ sh z sobre el borde del recinto{
z = x+ iy : |x| < R, 0 < y < 2π, |z| > ε, |z − 2πi| > ε

}
.

solución.

La función g(x) = senx/ sh x tiene una discontinuidad evitable en x = 0 y la conver-
gencia de la integral es inmediata:

∫ +∞

1
|g(x)| dx ≤

∫ +∞

1

∣∣∣∣
2 sen x

ex − e−x

∣∣∣∣ dx ≤
∫ +∞

1

2 dx

ex − 1
< +∞.

La función f(z) = eiz/ sh z = 2eiz/(ez − e−z) tiene polos simples en los puntos zn = nπi,
n ∈ Z, con residuo Res(f, zn) = ezn(1+i) = (−1)ne−nπ.

b

b

b

R−R σ2σ1

R + 2πi−R+ 2πi σ3σ4

γ1γ2

0

2πi

πi

−ε ε

C1

C2

El camino cerrado indicado en la figura

Γ = σ1 ∨C1 ∨ σ2 ∨ γ1 ∨ σ3 ∨ C2 ∨ σ4 ∨ γ2

encierra un único polo z1 = πi, con residuo Res(f, z1) = −e−π y con el teorema de los
residuos se obtiene

−2πie−π =

∫

Γ
f(z) dz =

4∑

k=1

∫

σk

f(z) dz +
2∑

k=1

∫

Ck

f(z) dz +
2∑

k=1

∫

γk

f(z) dz.
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Utilizando que f(x+ 2πi) = e−2πf(x) es fácil ver que

∫

σ1

f(z) dz +

∫

σ4

f(z) dz = (1 − e−2π)

∫ −ε

−R
f(x) dx;

∫

σ2

f(z) dz +

∫

σ3

f(z) dz = (1 − e−2π)

∫ R

ε
f(x) dx.

Por otra parte, como 0 y 2πi son polos simples de f , según el lema 8.1.4 se tiene

ĺım
ε→0

∫

C1

f(z) dz = −πiRes(f, 0) = −πi,

ĺım
ε→0

∫

C2

f(z) dz = −πiRes(f, 2πi) = −πie−2π.

Con las desigualdades

|f(R+ iy)| ≤ 2

eR − e−R
y |f(−R+ iy)| ≤ 2

eR − e−R

válidas para y > 0, se obtiene

ĺım
R→+∞

∫

γ1

f(z) dz = ĺım
R→+∞

∫

γ2

f(z) dz = 0.

Como consecuencia de todo lo que se acaba de mencionar, pasando al ĺımite cuando R →
+∞ y ε → 0 se llega a la igualdad

−2πie−π = (1 − e−2π) v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx− πi− πie−2π.

Considerando la igualdad de las partes imaginarias, teniendo en cuenta que

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx = v.p.

∫ +∞

−∞

cos x

shx
dx+ i

∫ +∞

−∞

sen x

shx
dx

donde la integral que aparece en la parte imaginaria es convergente y, utilizando que la
función sen x/ sh x es par, se llega al valor de la integral del enunciado

I =
1

2

∫ +∞

−∞

senx

shx
dx =

π

2

1 + eπ + e−π

eπ − e−π

Ejercicio 8.18.
Considerando la integral de f(z) = z/(a − e−iz) sobre el borde del rectángulo A =

{x+ iy : |x| < π, 0 < y < R}, calcule

I =

∫ π

0

x sen x

1 − 2a cos x+ a2
dx, con 0 < a 6= 1.

solución.

Observemos en primer lugar que cuando x es real

f(x) =
x

a− e−ix
=
x(a− eix)

|a− e−ix|2 =
x(a− eix)

1 − 2a cos x+ a2
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luego
x senx

1 − 2a cos x+ a2
= − Im f(x).

La función f es meromorfa en todo el plano con polos, todos simples, en los puntos del
conjunto i log a = {iLog a+ 2nπ : n ∈ Z}.

Cuando 0 < a < 1 no hay polos de f dentro del rectángulo A y cuando a > 1, y R > 0
es suficientemente grande, hay un único polo dentro del rectángulo en z = iLog a. Por ello
definimos

α = 0 si 0 < a < 1 y α = Res(f, iLog a) =
Log a

a
si a > 1.

Por el teorema de los residuos,

2πiα =

∫

∂A
f(z) dz = I1 + I2(R) + I3(R),

donde

I1 =

∫ π

−π
f(x) dx;

I2(R) = −
∫ π

−π
f(x+ iR) dx;

I3(R) = i

∫ R

0
f(π + iy) dy − i

∫ R

0
f(−π + iy) dy.

Como la función Im f(x) es par se verifica

Im I1 =

∫ π

−π
Im f(x) dx = 2

∫ π

0
Im f(x) = −2I.

Cuando |x| ≤ π se cumple la desigualdad

|f(x+ iR)| ≤ π +R

eR − a

luego |I2(R)| ≤ 2π(π +R)/(eR − a) tiende hacia 0 cuando R → +∞. Además,

I3(R) = i

∫ R

0

(
π + iy

a− e−iπey
− −π + iy

a− eiπey

)
dy = 2πi

∫ R

0

dy

a+ ey

tiene ĺımite, cuando R → +∞

ĺım
R→+∞

I3(R) = 2πi

∫ +∞

0

dy

a+ ey
= 2πi

∫ +∞

1

dt

t(a+ t)
= 2πi

Log(1 + a)

a

Pasando al ĺımite en la igualdad 2πi α = I1 + I2(R) + I3(R) se obtiene

2πiα = I1 + 2πi
Log(1 + a)

a

y considerando las partes imaginarias se llega a

2πα = −2I + 2π
Log(1 + a)

a
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En definitiva, el valor de la integral es

I =
π

a
Log(1 + a) si 0 < a < 1;

I =
π

a
Log

1 + a

a
si a > 1.

Ejercicio 8.19.
Justifique la convergencia de la integral impropia

I =

∫ +∞

0

log x

(x− 1)(x + a)
dx, a > 0,

y calcule su valor utilizando el teorema de los residuos.

solución.

La función f(x) = log x/[(x − 1)(x + a)] está definida y es continua para x > 0
(tiene una discontinuidad evitable en x = 1 que se supone eliminada definiendo f(1) =
ĺımx→1 f(x) = 1/(1 + a)). La convergencia de la integral impropia se reduce a la de las
integrales

∫ 1
0 f(x) dx,

∫+∞
1 f(x) dx.

La primera converge porque tiene el mismo carácter que
∫ 1

0 log x dx. La segunda tam-
bién converge porque ĺımx→+∞ f(x)x3/2 = 0 y

∫+∞
1 x−3/2 dx es convergente.

En lo que sigue denotaremos por L1(z), L2(z) los logaritmos holomorfos de z definidos,
respectivamente, en Ω1 = C \ {iy : y ≤ 0}, Ω2 = C \ {iy : y ≥ 0} y determinados por
−π/2 < ImL1(z) < 3π/2, π/2 < ImL2(z) < 5π/2.

Para cada k ∈ {1, 2} la función

fk(z) =
Lk(z)2

(z − 1)(z + a)

está definida en Ωk como función meromorfa. En z = −a las dos funciones f1, f2 tienen
un polo simple. En z = 1 la función f1 tiene una singularidad evitable (porque L1(1) = 0),
pero la función f2 tiene un polo simple. Se comprueba fácilmente que para x > 0 se cumple
Im f2(x) = 4πf(x).

Sean ε, r,R números positivos elegidos de modo que

−R < −a < −r < r < 1 − ε < 1 + ε < R

y sea γk k = 1, 2, el camino cerrado en Ωk, indicado en la figura.

bbb b bb

R−R
1r−r−a

C2

R

C2

r

Cε

C1

R

C2

R

γ2

C1

r

σ

C2

R

γ1
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f1 es holomorfa en Ω1 \ {−a} y z = −a es un polo simple con residuo

Res(f1,−a) = −L1(−a)2

a+ 1
= −(Log a+ iπ)2

a+ 1
=
π2 − Log2 a− i2π Log a

a+ 1

Como γ1 es un camino cerrado Ω1-homólogo a 0 e Ind(γ1,−a) = 1, según el teorema de
los residuos

I1 =

∫

γ1

f1(z) dz = 2πiRes(f1,−a) =
4π2

a+ 1
Log a+

2πi

a+ 1

(
π2 − Log2 a

)
= α.

Por otra parte, f2 es holomorfa en Ω2 \{1,−a} y γ2 es un camino cerrado Ω2-homólogo
a 0 que no encierra singularidades aisladas de f2. Aplicando otra vez el teorema de los
residuos

I2 =

∫

γ2

f2(z) dz = 0.

Las integrales anteriores se escriben expĺıcitamente en la forma

I1 =

∫ R

r
f1(x) dx+

∫

C1
R

f1(z) dz +

∫

σ
f1(z) dz −

∫

C1
r

f1(z) dz

I2 = −
∫

σ
f2(z) dz +

∫

C2
R

f2(z) dz −
∫ R

1+ε
f2(x) dx−

−
∫

Cε

f2(z) dz −
∫ 1−ε

r
f2(x) dx −

∫

C2
r

f2(z) dz

Según se indica en la figura, Ck
R y Ck

r (k = 1, 2) son arcos de circunferencia de radios R y
r respectivamente, Cε es una semicircunferencia de centro 1 y radio ε (todos los arcos de
circunferencia se suponen orientados positivamente) y σ un segmento con la orientación
indicada en la figura. Como f1 y f2 coinciden en el tercer cuadrante se cumple

∫
σ f1(z) dz =∫

σ f2(z) dz. Estas integrales intervienen en la suma α =
∫

γ1
f1(z) dz+

∫
γ2
f2(z) dz con signos

opuestos y se cancelan al sumar. Tomando partes imaginarias después de haber sumado se
obtiene

Imα = Im

(∫

C1
R

f1(z) dz +

∫

C2
R

f2(z) dz

)
− Im

(∫

C1
r

f1(z) dz +

∫

C2
r

f2(z) dz

)
−

− Im

∫ R

1+ε
f2(x) dx− Im

∫

Cε

f2(z) dz − Im

∫ 1−ε

r
f2(x) dx.

Por otra parte, cuando r → 0 y R → +∞ es fácil ver que las integrales a lo largo de
los arcos de circunferencia Ck

R y Ck
r tienden hacia 0. Utilizando que Im f2(x) = 4πf(x)

cuando x > 0 se llega a la igualdad

2π

a+ 1

(
π2 − Log2 a

)
= −4π

∫ 1−ε

0
f(x) dx− 4π

∫ +∞

1+ε
f(x) dx− Im

∫

Cε

f2(z) dz

donde Cε(t) = 1 + εeit, −π ≤ t ≤ 0. Como f2 tiene en z = 1 un polo simple y Res(f2, 1) =
f2(1)/(a + 1) = −4π2/(a+ 1), según el lema 8.1.4

ĺım
ε→0

∫

Cε

f2(z) dz = πiRes(f2, 1) = − 4π3

a+ 1
i
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luego

−4π

∫ +∞

0
f(x) dx+

4π3

a+ 1
=

2π

a+ 1

(
π2 − Log2 a

)

y se obtiene que 2I =
(
π2 + Log2 a

)
/(a+ 1).

8.2.3. Sumación de series

En los siguientes ejercicios se utiliza el teorema de los residuos para calcular la suma
de ciertos tipos de series.

Ejercicio 8.20.
Compruebe que π cot πz y π/ sen πz son funciones sumadoras. Utiĺıcelas para calcular

las siguientes sumas, donde a 6∈ Z,

a)
∞∑

n=−∞

1

(a+ n)2
;

∞∑

n=−∞

(−1)n

(a+ n)2
;

b)
∞∑

n=0

1

n2 + a2
;

∞∑

n=0

(−1)n

n2 + a2
;

c) v.p.
+∞∑

n=−∞

1

a− n
; v.p.

+∞∑

n=−∞

(−1)|n|

a− n

solución.

Para ver que π cot πz y π/ sen πz son funciones sumadoras basta tener en cuenta
que, según el ejercicio 3.16, ambas están acotadas superiormente en el complemento de⋃

n∈ZD(n, ε), 0 < ε < 1, luego se cumple la acotación requerida con Rn = n + 1/2. Para
estas funciones se tiene:

Res(π cot πz, k) = 1, Res(π/ sin πz, k) = (−1)|k|, para todo k ∈ Z.

a) Si f(z) = 1/(z+a)2, con la función sumadora α(z) = π cot πz se obtiene la primera
suma ∞∑

n=−∞

1

(a+ n)2
= − Res

(
f(z)π cot πz,−a) =

π2

sen2 πa

y con la función sumadora α(z) = π/ sen πz se obtiene la segunda

∞∑

n=−∞

(−1)|n|

(a+ n)2
= − Res

(
f(z)π/ sen πz,−a) =

π2 cos πa

sen2 πa

En ambos casos las series son absolutamente convergentes y se pueden escribir como series
ordinarias asociando términos simétricos:

1

a2
+ 2

+∞∑

n=1

n2 + a2

(n2 − a2)2
=

π2

sen2 πa

1

a2
+ 2

+∞∑

n=1

(−1)n n2 + a2

(n2 − a2)2
=
π2 cos πa

sen2 πa
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b) Para calcular S =
∑+∞

n=1(n2 + a2)−1 basta observar que

1

a2
+ 2S =

∞∑

n=−∞

1

(a2 + n2)

Si f(z) = 1/(z2 + a2), con la función sumadora α(z) = π cot πz se obtiene

∞∑

n=−∞

1

a2 + n2
= − Res(fα, ai) − Res(fα,−ai).

Calculando estos residuos

Res(fα, ai) = Res(fα,−ai) =
π cot ai

2ai
=

π

2a

1 + e2πa

1 − e2πa

resulta ∞∑

n=1

1

n2 + a2
=

π

2a

e2πa + 1

e2πa − 1
− 1

2a2

Análogamente, con la misma función f , pero utilizando la función sumadora α(z) =
π/ sen πz se obtiene

+∞∑

n=1

(−1)n

n2 + a2
=
π

a

eπa

e2πa − 1
− 1

2a2

c) Si f(z) = 1/(a− z), como las funciones sumadoras π cot πz y π senπz son impares,
según el apartado b) de la proposición 8.1.7

v.p.
+∞∑

n=−∞

1

a− n
= − Res

(
f(z)π cot πz, a

)
= π cot πa

v.p.
+∞∑

n=−∞

(−1)|n|

a− n
= − Res

(
f(z)π/ sen πz, a

)
=

π

senπa

En ambos casos el valor principal de la suma coincide con la suma de las series ordinarias
obtenidas asociando términos simétricos:

v.p.
+∞∑

n=−∞

1

a− n
=

1

a
+ 2a

+∞∑

n=1

1

a2 − n2

v.p.
+∞∑

n=−∞

(−1)|n|

a− n
=

1

a
+ 2a

+∞∑

n=1

(−1)n

a2 − n2

Ejercicio 8.21.
Considerando la integral ∫

Cn

π cotg πz

z2m
dz

con Cn(t) = (n+ 1/2)eit, t ∈ [0, 2π], calcule las sumas de las series

∞∑

k=1

1

k2m
m = 1, 2, 3, 4.
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solución.

La función f(z) = πz cot πz es meromorfa en C, con polos simples en Z \ {0} y una
singularidad evitable en z = 0 que desaparece definiendo f(0) = 1.

Como cot πz es periódica de periodo 1, para cada k ∈ Z \ {0} se verifica:

Res(f, k) = ĺım
z→k

(z − k)πz cot π(z − k) = ĺım
h→0

(k + h)f(h) = k.

La función meromorfa fm(z) = z−(2m+1)f(z) = z−2mπ cot πz tiene polos en Z y todos son
simples, excepto z = 0 que es de multiplicidad 2m + 1.

Res(fm, k) = ĺım
z→k

1

z2m+1
(z − k)f(z) =

1

k2m+1
Res(f, k) =

1

k2m

Si
∑∞

n=0 a2nz
2n es el desarrollo en serie de potencias de f(z) = πz cot πz alrededor de 0,

que fue obtenido en el ejercicio 5.22, se tiene Res(fm, 0) = a2m.
La integral In =

∫
Cn
fm(z) dz tiende hacia 0 cuando n → +∞. Efectivamente, como

π cot πz está acotada sobre
⋃

n∈N{z : |z| = n+ 1/2} (véase el ejercicio 8.20), existe M > 0
tal que

|z| = n+ 1/2 ⇒ |fm(z)| =

∣∣∣∣
π cot πz

z2m

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1/2)2m

luego

|In| ≤ 2π(n+ 1/2)
M

(n + 1/2)2m
= 2πM(n+ 1/2)1−2m

y, teniendo en cuenta que m ≥ 1, se concluye que ĺımn In = 0.
Según el teorema de los residuos

1

2πi

∫

Cn

fm(z) dz =
∑

0<|k|≤n

Res(fm, k) + Res(fm, 0) =

= 2
n∑

k=1

1

k2m
+ Res(fm, 0)

y pasando al ĺımite cuando n → +∞ se obtiene

n∑

k=1

1

k2m
= −1

2
Res(fm, 0).

Según el ejercicio 5.22

Res(fm, 0) = a2m =
(−1)m(2π)2mB2m

(2m)!

donde B2m son los números de Bernoulli, cuyos primeros valores

B2 = 1/6, B4 = −1/30, B6 = 1/42, B8 = −1/30,

permiten calcular las sumas

n∑

k=1

1

k2
=
π2

6
;

n∑

k=1

1

k4
=
π4

90
;

n∑

k=1

1

k6
=

π6

945
;

n∑

k=1

1

k8
=

π8

9450
.
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Ejercicio 8.22.

Obtenga el desarrollo de Mittag-Leffler de la función f(z) =

(
π

sen πz

)2

.

solución.

La función meromorfa f tiene polos dobles en los enteros P(f) = Z y la parte principal
de f en el polo n ∈ Z es 1/(z − n)2 (véase el ejercicio 6.4). El corolario 6.1.18 afirma que
f admite un desarrollo de la forma

f(z) = g(z) +
+∞∑

n=−∞

1

(z − n)2

uniformemente convergente sobre compactos. Obsérvese que en este caso, razonando como
en el ejercicio 6.28, podemos tomar los polinomios Qn que intervienen en el citado corolario
como idénticamente nulos. La función definida por la serie

F (z) =
+∞∑

n=−∞

1

(z − n)2

tiene los mismos polos que f , con las mismas partes principales, luego la diferencia g = F−
f presenta singularidades evitables en cada n ∈ Z. Después de eliminar estas singularidades
podemos considerar que g es una función entera. Para obtener el resultado basta calcular
esta función entera. La suma de la serie

+∞∑

n=−∞

1

(z − n)2
=

+∞∑

n=−∞

1

(z + n)2

se ha calculado en el ejercicio 8.20 y se obtiene que g es idénticamente nula, luego

(
π

senπz

)2

=
+∞∑

n=−∞

1

(z + n)2
(8.3)

donde la serie converge uniformemente sobre compactos.

Nota. El resultado obtenido en este ejercicio se puede aplicar para calcular la suma de
la serie armónica S =

∑∞
n=1(1/n2). En efecto, en la solución del ejercicio 6.4 se muestra

que la función h(z) = f(z) − 1/z2 tiene una singularidad evitable en z = 0, que se elimina
definiendo h(0) = π2/3. Según la fórmula 8.3 se tiene

h(z) =
∑

06=n∈Z

1

(z − n)2

luego 2S = h(0) = π2/3.

Ejercicio 8.23.

Obtenga el desarrollo de Mittag-Leffler de la función π cot πz.
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solución.

La función meromorfa f(z) = π cot πz tiene polos en los enteros P(f) = Z y cada
n ∈ Z es un polo simple con residuo Res(f, n) = 1, luego la parte principal de f en n es
1/(z − n). Según el corolario 6.1.18 f(z) admite un desarrollo de la forma

f(z) = g(z) +
1

z
+

∑

06=n∈Z

(
1

z − n
−Qn(z)

)

donde Qn son polinomios que se eligen considerando sumas parciales de los desarrollos en
serie de potencias

1

z − n
= − 1

n

(
1 +

z

n
+
z2

n2
+ · · ·

)
; |z| < |n|.

Como la serie

F (z) =
1

z
+

∑

06=n∈Z

(
1

z − n
+

1

n

)
=

1

z
+

∑

06=n∈Z

z

n(z − n)

ya converge uniformemente sobre compactos (esto se deja al cuidado del lector) sirven los
polinomios constantes Qn = 1/n. Para determinar la función entera

g(z) = π cot πz −

1

z
+

∑

06=n∈Z

z

n(z − n)




basta considerar su derivada

g′(z) = −
(

π

senπz

)2

+
∑

n∈Z

1

(z − n)2

(La convergencia uniforme sobre compactos de la serie ha permitido utilizar el teorema
de Weierstrass para derivarla término a término). Con el ejercicio 8.22 se concluye que
g′(z) = 0 para todo z ∈ C, luego g es constante. Escribiendo la suma F (z) en la forma

F (z) =
1

z
+ ĺım

m

m∑

n=1

(
1

z − n
+

1

z + n

)
=

1

z
+

∞∑

n=1

2z

z2 − n2

se aprecia que F es una función impar. Como π cot πz también es impar, lo mismo le
ocurre a la diferencia g = f −F , luego esta función constante es la idénticamente nula. Se
obtiene aśı que

π cot πz =
1

z
+

∑

06=n∈Z

z

n(z − n)
=

1

z
+

+∞∑

n=1

2z

z2 − n2
(8.4)

donde la serie que interviene converge uniformemente sobre compactos.

Nota. La serie (8.4) también se puede escribir en la forma

1

z
+ ĺım

m

m∑

n=1

(
1

z − n
+

1

z + n

)
= ĺım

m

m∑

n=−m

1

z − n
= v.p.

+∞∑

n=−∞

1

z − n

cuya suma se ha calculado en el ejercicio 8.20 c).
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8.3. Ejercicios propuestos

8.1 Sea Ω ⊂ C un abierto que contiene al semiplano {z : Im z ≥ 0} y f ∈ M (Ω) una
función meromorfa, sin polos en el eje real, que verifica

ĺım
R→+∞

máx
{|f(Reiθ)| : 0 ≤ θ ≤ π

}
= 0.

Demuestre que

∫ +∞

0

(
f(x)eiµx + f(−x)e−iµx

)
dx = 2πi

∑

Im z>0

Res
(
f(z)eiµz , z

)
.

Demuestre también que

∫ +∞

0
f(x) cos(µx) dx = πi

∑

Im z>0

Res
(
f(z)eiµz, z

)
si f es par,

∫ +∞

0
f(x) sen(µx) dx = π

∑

Im z>0

Res
(
f(z)eiµz , z

)
si f es impar.

Como aplicación compruebe que se verifica

∫ +∞

0

cos(µx)

x2 + a2
dx =

∫ +∞

0

sen(µx)

x2 + a2
dx =

π

2aeµa

8.2 Justifique que, para 0 < a < 2, la integral impropia

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex + e2x
dx

es convergente. Calcule su valor utilizando el teorema de los residuos (véase el ejer-
cicio 8.15).

8.3 Considerando la integral de la función eiz2
/(1 + z4) sobre el borde del sector {reit :

0 < r < R, 0 < t < π/2} calcule el valor de la integral

∫ +∞

0

cos x2 − senx2

1 + x4
dx.

8.4 Considerando la integral de la función (e3iz − 3eiz + 2)/z3 a lo largo de un camino
adecuado, calcule el valor de la integral

∫ +∞

0

(
senx

x

)3

dx.

8.5 Considerando la integral de la función Log(1−e2iz) a lo largo de un camino adecuado,
calcule el valor de la integral ∫ π

0
log senx dx.
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8.6 Utilice el desarrollo, calculado en el ejercicio 8.23,

π cot πz =
1

z
+

+∞∑

n=1

2z

z2 − n2

y el resultado mencionado en el ejercicio propuesto 4.6 para obtener que el residuo
de fm(z) = z−2mπ cot(πz) en z = 0 es −2

∑+∞
n=1 n

−2m (véase el ejercicio 8.21).

8.7 Este ejercicio muestra cómo se puede usar el teorema de los residuos para sumar una
serie de Fourier

∑+∞
n=−∞ f(n)einξ, donde f es una función racional con un cero de

multiplicidad mayor o igual que 2 en el infinito, sin polos en Z.

a) Sea la función α(z) = 2πieiξz/(e2πiz − 1), con 0 < ξ < 2π, y, para rn = n+ 1/2,
sea Qn = [−rn, rn] × [−rn, rn]. Demuestre que existe M > 0 tal que |α(z)| ≤ M
para todo z en la unión de los bordes de Qn, n ∈ N.

b) See f ∈ M (C) tal que existe ĺımz→∞ z2f(z) ∈ C. Se supone que P(f) finito
y disjunto de Z. Considerando la integral de f(z)α(z) sobre el borde de Qn

establezca la igualdad

+∞∑

n=−∞
f(n)einξ = −

∑

a∈P(f)

Res(αf, a).

c) Como aplicación, para a ∈ R, calcule la suma de la serie

∞∑

n=1

cosnξ

n2 + a2

8.8 Si a ∈ [−π, π], considerando la integral de la función

π sen az

z3 senπz

a lo largo del borde de [−rm, rm] × [−rm, rm], con rm = m + 1/2, obtenga la suma
de la serie

+∞∑

n=1

(−1)n sen an

n3
=

a

12
(a2 − π2)

y, en particular, que
π3

32
=

1

13
− 1

33
+

1

53
− 1

73
· · ·

8.9 Sea a 6∈ πZ y f ∈ H (C) una función entera tal que |f(x + iy)| ≤ e|y| para todo
x+ iy ∈ C. Considerando la integral de la función

f(z)

(z − a)2 sen z

sobre el borde del cuadrado [−rn, rn] × [−rn, rn], con rn = (n+ 1/2)π, obtenga que

+∞∑

n=−∞

(−1)nf(nπ)

(a− nπ)2
= − d

dz

(
f(z)

sen z

)

z=a
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8.10 Considerando la integral de la función

sen z

(z − a) cos2 z

sobre el borde del cuadrado [−mπ,mπ] × [−mπ,mπ], establezca la igualdad

sen a

cos2 a
=

+∞∑

n=−∞

(−1)n

(
a− (n+ 1

2 )π
)2

8.11 Sea f ∈ M (C) una función meromorfa impar cuyos polos, todos simples, son P(f) =
{±an : n ∈ N}, siendo an ≥ 0 una sucesión estrictamente creciente no acotada. Se
supone que hay una sucesión rn, con an < rn < an+1, tal que, definiendo M(rn) =
sup{|f(z)| : |z| = rn}, se verifica ĺımn→∞M(rn)/rn = 0. Aplicando el teorema de
los residuos a la función g(w) = f(w)/

(
w(z − w)

)
demuestre

a) f(z) = 2z
∞∑

n=1

Res(f, an)

z2 − a2
n

si 0 6∈ P(f);

b) f(z) =
Res(f, 0)

z
+ 2z

∞∑

n=2

Res(f, an)

z2 − a2
n

si a1 = 0 ∈ P(f).

Como aplicación obtenga las igualdades

1

z
+

+∞∑

1

2z

z2 − n2
=

π

tg πz

1

z
+

+∞∑

1

(−1)n 2z

z2 − n2
=

π

sen πz

8.12 Sea f ∈ M (C) con infinitos polos {a1, a2, a3, . . . }, todos simples y que verifican 0 <
|a1| < |a2| < · · · < |an| < · · · Se supone que hay una sucesión rn, |an| < rn < |an+1|,
tal que sup{|f(z)| : |z| = rn, n ∈ N} < +∞.

Aplicando el teorema de los residuos a la función f(w)/
(
w(z − w)

)
demuestre que,

para z 6∈ {a1, a2, a3, . . . } se verifica

f(z) = f(0) +
∞∑

k=1

Res(f, ak)

(
1

z − ak
+

1

ak

)

Este resultado, también se puede utilizar para obtener los dos últimos desarrollos
considerados en el ejercicio propuesto 8.11.

8.13 Sea f ∈ H (C) con una infinidad de ceros {a1, a2, . . . }, todos simples, tales que
0 < |a1| < |a2| < · · · < |an| < · · · y

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞. Se supone que hay

una sucesión ρn, con |an| < ρn < |an+1|, tal que ĺımn→∞Mn/ρn = 0 donde Mn =
sup{|f ′(z)/f(z)| : |z| = ρn}, Demuestre que

∞∑

n=1

z

an(z − an)
=
f ′(z)
f(z)

− f ′(0)

f(0)

Indicación. Aplique el teorema de los residuos a f ′(w)/
(
f(w)w(w − z)

)
.



Caṕıtulo 9

Transformaciones conformes

9.1. Preliminares teóricos

En este caṕıtulo se estudian propiedades geométricas de las funciones holomorfas, o
meromorfas, consideradas como transformaciones del plano complejo o del plano complejo
ampliado (esfera de Riemann). Se consideran aqúı las nociones generales de transformación
conforme e isomorfismo conforme entre abiertos del plano complejo ampliado, formuladas
al final del caṕıtulo 3.

9.1.1. Teorema del módulo máximo

Uno de los resultados básicos de la teoŕıa de funciones holomorfas es el teorema del
módulo máximo (9.1.1), con el que se demuestra el Lema de Schwarz (9.1.3) que tiene
consecuencias tan interesantes como la caracterización, mediante subgrupos de transfor-
maciones de Möbius, de todos los automorfismos conformes del disco D(0, 1) y del semi-
plano (9.1.6, 9.1.7).

Teorema 9.1.1. Módulo máximo.

Sea f ∈ H (Ω) una función holomorfa en un abierto conexo Ω ⊂ C. Si su módulo |f |
alcanza en Ω un máximo relativo entonces f es constante.

Corolario 9.1.2.

Si f : K −→ C es continua en un compacto K ⊂ C y su restricción al interior de K
es holomorfa entonces existe a ∈ ∂K tal que

|f(a)| = máx{|f(z)| : z ∈ K}.

El siguiente resultado es otra consecuencia del teorema del módulo máximo.

Teorema 9.1.3. Lema de Schwarz.

Sea f ∈ H
(
D(0, 1)

)
tal que |f(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D(0, 1) y f(0) = 0. Entonces

|f(z)| ≤ |z| para cada z ∈ D(0, 1) y |f ′(0)| ≤ 1.
Además, si |f(a)| = |a| para algún a 6= 0, o si |f ′(0)| = 1, entonces existe α ∈ R

tal que f(z) = eiαz.

317



318 Caṕıtulo 9. Transformaciones conformes

9.1.2. Isomorfismos conformes

Al extender la noción de derivada al caso de funciones con dominio y con valores en
el plano complejo ampliado, las funciones con derivada no nula tienen la propiedad de
conservar ángulos orientados sobre la esfera de Riemann (véase el ejercicio 3.42). Aśı se
extienden a este contexto más general las nociones de transformación conforme e isomor-
fismo conforme.

Definición 9.1.4.

Una función f : Ω −→ C∞ se dice que es conforme en el abierto Ω ⊂ C∞ si f es
derivable en cada z ∈ Ω con f ′(z) 6= 0. Un isomorfismo conforme del abierto Ω1 ⊂ C∞
sobre el abierto Ω2 ⊂ C∞ es una aplicación biyectiva f : Ω1 −→ Ω2 tal que f y f−1

son conformes.

Corolario 9.1.5.

Si Ω ⊂ C∞ es abierto y f ∈ M (Ω) es inyectiva entonces f ′(a) 6= 0 para cada a ∈ Ω,
G = f(Ω) es abierto, la inversa g = f−1 : G −→ Ω es meromorfa (holomorfa si ∞ 6∈ Ω) y
se cumple que g′(b) 6= 0 para todo b ∈ G, luego f establece un isomorfismo conforme entre
Ω y su imagen f(Ω).

Si Ω1,Ω2 ⊂ C∞ son abiertos, Γ(Ω1,Ω2) designará el conjunto de todos los isomorfismos
conformes de Ω1 sobre Ω2. Cuando Γ(Ω1,Ω2) no es vaćıo se dice que los abiertos Ω1 y Ω2

son conformemente equivalentes. Por definición Γ(Ω1) = Γ(Ω1,Ω1). En particular, Γ(C∞)
es el grupo de todas las transformaciones de Möbius y Γ(C) = {az+ b : 0 6= a ∈ C, b ∈ C}.
En los ejercicios de este caṕıtulo, utilizando transformaciones de Möbius, se consigue una
descripción expĺıcita del grupo Γ(Ω) y de los conjuntos Γ(Ω1,Ω2), cuando Ω, Ω1, Ω2 son
abiertos sencillos, como el disco D(0, 1) o el semiplano {z : Im z > 0}.

Proposición 9.1.6.

La transformación f : D(0, 1) −→ D(0, 1) es un isomorfismo conforme si y sólo si
existen a ∈ D(0, 1) y α ∈ R tales que

f(z) = eiα z − a

1 − āz

Proposición 9.1.7.

Sea P = {z : Im z > 0}. Entonces f : P −→ P es un isomorfismo conforme si y sólo
si es de la forma

f(z) =
az + b

cz + d
con a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

El problema central de la representación conforme consiste en determinar cuándo
dos subconjuntos abiertos de C∞ son conformemente equivalentes y caracterizar los que
son conformemente equivalentes a un abierto más sencillo, como el disco unidad. En los
caṕıtulos 2 y 3 ya se han visto algunas transformaciones conformes que se pueden establecer
usando funciones elementales. Los resultados sobre transformaciones conformes culminan
con el teorema de Riemann, según el cual todo abierto simplemente conexo Ω  C es
conformemente equivalente al disco D(0, 1).
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La idea de su demostración está basada en el ejercicio 9.23: primero se establece la
existencia de una función holomorfa inyectiva f ∈ H (Ω) tal que

|f ′(a)| = máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1), g inyectiva

}

y luego se demuestra que f(Ω) = D(0, 1).

9.2. Ejercicios resueltos

9.2.1. Aplicaciones del teorema del módulo máximo

El teorema del módulo máximo es el principal recurso para la solución de los siguientes
ejercicios.

Ejercicio 9.1.
Sea P un polinomio complejo de grado n y M = sup{|P (z)| : |z| < 1}. Demuestre que

|P (z)| ≤ M |z|n cuando |z| > 1.

solución.

Por continuidad, M = máx{|P (z)| : |z| ≤ 1}. Como P es un polinomio de grado n se
sigue que f(w) = P (1/w)wn es un polinomio que verifica |f(w)| ≤ M cuando |w| = 1. En
virtud del corolario 9.1.2 podemos afirmar que |f(w)| ≤ M si |w| ≤ 1 y, con el cambio de
variable z = 1/w, se obtiene que |P (z)| ≤ M |z|n si |z| > 1.

Ejercicio 9.2.
Sea f ∈ H (Ω) y D(a, r) ⊂ Ω tal que f(a) = 1 y |f(z)| > 2 cuando |z − a| = r.

Demuestre que f se anula en algún punto de D(a, r).

solución.

Razonamos por reducción al absurdo suponiendo que f no se anula en D(a, r). En
virtud de la hipótesis, es f(z) 6= 0 para |z − a| ≤ r, luego existe R > r tal que f(z) 6= 0
para todo z ∈ D(a,R). Aplicando el corolario 9.1.2 a la función 1/f , que es holomorfa en
D(a,R), se obtiene que |f(z)| ≥ 2 para todo z ∈ D(a, r), lo que contradice la hipótesis
f(a) = 1.

Ejercicio 9.3.
Se supone que f ∈ H (Ω) no es constante en el abierto conexo Ω, que D(a, r) ⊂ Ω y

que |f | es constante sobre {z : |z − a| = r}. Demuestre que f se anula en algún punto de
D(a, r).

solución.

Sea α el valor constante de |f | sobre {z : |z − a| = r}. Razonamos, por reducción al
absurdo, suponiendo que f no se anula en D(a, r). Entonces α 6= 0 (ya que, si fuese α = 0,
en virtud del principio de identidad, f seŕıa idénticamente nula).

Según el corolario 9.1.2, los máximos absolutos de |f | y |1/f | sobre el compacto D(a, r)
se alcanzan en su frontera, luego sus valores son α y 1/α respectivamente. Se obtiene aśı que
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|f(z)| = α para todo z ∈ D(a, r) y con el teorema del módulo máximo (o el ejercicio 3.25)
se obtiene que f |D(a,r) es constante. Esto implica, por el principio de identidad, que f es
constante en el abierto conexo Ω y, con esta contradicción, termina la prueba.

Ejercicio 9.4.
Si f ∈ H (Ω) no es constante en un abierto conexo Ω y el compacto K = {z ∈ Ω :

|f(z)| ≤ 1} es no vaćıo, demuestre que f se anula en algún punto.

solución.

Razonamos por reducción al absurdo suponiendo que f no se anula en Ω. Entonces
1/f es holomorfa y aplicando el corolario 9.1.2 se obtiene a ∈ ∂K verificando

∣∣∣∣
1

f(a)

∣∣∣∣ = máx

{∣∣∣∣
1

f(z)

∣∣∣∣ : z ∈ K

}

Es claro que |f(a)| = 1 (pues |f(a)| < 1 implica que a es interior a K) luego {z ∈ Ω :
|f(z)| < 1} = ∅, es decir, |f(z)| ≥ 1 para todo z ∈ Ω. Puesto que

∣∣∣∣
1

f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1 para todo z ∈ Ω y

∣∣∣∣
1

f(a)

∣∣∣∣ = 1,

aplicando el teorema del módulo máximo, se concluye que 1/f es constante en el abierto
conexo Ω, lo que contradice una de las hipótesis.

Ejercicio 9.5.
Demuestre que si p es un polinomio complejo no constante y ε > 0 entonces cada

componente conexa de {z : |p(z)| < ε} contiene un cero de p.

solución.

El abierto Ω = {z : |p(z)| < ε}, en virtud del teorema fundamental del álgebra, es
no vaćıo. Como p no es constante, ĺımz→∞ |p(z)| = +∞ y, por lo tanto, Ω es acotado.
Entonces, si V es una componente conexa de Ω, su clausura V es compacta. Además, para
cada a ∈ ∂V es |p(a)| = ε (si fuese |p(a)| < ε, seŕıa a ∈ Ω y si U es la componente conexa
de a en Ω se tendŕıa que a ∈ U ∩ V , luego U = V , lo que es imposible porque a 6∈ V ).

Si suponemos que V no contiene un cero de p, en virtud del corolario 9.1.2, el máximo
absoluto de |1/p| sobre el compacto V se alcanzaŕıa en un punto de ∂V y su valor seŕıa
1/ε. Se obtendŕıa aśı que |p(z)| ≥ ε para todo z ∈ V , lo que es absurdo, debido a que
V ⊂ Ω.

Ejercicio 9.6.
Sea f ∈ H

(
D(0, r)

)
una función que verifica |f(z)| = h(|z|) para todo z ∈ D(0, r),

donde la función h : (0, r) −→ R no es constante. Demuestre que f es de la forma
f(z) = µzm, con µ ∈ C y m ∈ N.

solución.

La hipótesis implica que f no es constante. Empecemos demostrando, por reducción
al absurdo, que f(0) = 0. Si fuese f(0) 6= 0 existiŕıa 0 < ε < r tal que f(z) 6= 0 cuando
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|z| < ε y, según el corolario 9.1.2 aplicado a las funciones f y 1/f en D(0, ρ), con 0 < ρ < ε,
se obtendŕıa que |f(z)| ≤ h(ρ) y |1/f(z)| ≤ 1/h(ρ) para todo z ∈ D(0, ρ), luego |f | seŕıa
constante en D(0, ρ). Con el teorema del módulo máximo (o con el ejercicio 3.25) se llegaŕıa
a que f es constante, lo que es imposible, porque h no lo es.

Si m es la multiplicidad del cero que f tiene en z = 0, podemos escribir f(z) = zmF (z),
donde F ∈ H

(
D(0, r)

)
y F (0) 6= 0. Puesto que

|F (z)| = h(|z|)/|z|m sólo depende de |z|, repitiendo con F el razonamiento realizado
anteriormente con f (cuando se supońıa f(0) 6= 0) se concluye que F es constante.

Ejercicio 9.7.
Demuestre que para cada f ∈H

(
D(0, 1)

)
existe una sucesión zn ∈ D(0, 1) con ĺımn→∞ |zn| =

1, tal que la sucesión f(zn) es acotada.

solución.

Consideramos tres casos, según que el conjunto de los ceros de f sea vaćıo, finito o
infinito.

a) Para 0 < r < 1 sea M(r) = máx{|f(z)| : |z| = r}. En virtud del corolario 9.1.2,
M(r) = máx{|f(z)| : |z| ≤ r} y aśı es evidente que M(r) es creciente en (0, 1).

Si Z (f) = ∅ podemos aplicar esta observación a la función 1/f y obtenemos que
m(r) = mı́n{|f(z)| : |z| = r} = 1/M(r) es decreciente y, por lo tanto, acotada. Fijada
una sucesión rn ∈ (0, 1) convergente hacia 1, la función continua |f | alcanza un mı́nimo
absoluto sobre cada circunferencia compacta |z| = rn, luego existe zn ∈ D(0, 1), con
|zn| = rn, tal que m(rn) = |f(zn)|. Se obtiene aśı una sucesión con los requisitos del
enunciado.

b) Si Z (f) es finito, f se descompone en la forma f = Fp donde F ∈ H
(
D(0, 1)

)
no

tiene ceros en D(0, 1) y p es un polinomio. Según lo que acabamos de establecer en a),
existe una sucesión zn ∈ D(0, 1) tal que ĺımn→∞ |zn| = 1 y la sucesión F (zn) es acotada.
Como la sucesión p(zn) es acotada se sigue que f(zn) = p(zn)F (zn) también lo es.

c) Si Z (f) es infinito, podemos suponer que Z (f) = {zn : n ∈ N} es numerable (pues
el resultado es trivial cuando f es idénticamente nula). Entonces la sucesión zn cumple los
requisitos del enunciado ya que, en virtud del apartado c) de la proposición 2.1.1, para
cada r ∈ (0, 1) el conjunto Z (f) ∩D(0, r) es finito, lo que significa que ĺımn→∞ |zn| = 1.

Ejercicio 9.8.
Sea f ∈ H (C) no constante, demuestre que M(r) = máx{|f(z)| : |z| = r}, definida

para r ≥ 0, es una función estrictamente creciente, continua y que ĺımr→∞M(r) = +∞.

solución.

En virtud del corolario 9.1.2 M(r) = máx{|f(z)| : |z| ≤ r}, luego M(r) es creciente.
La hipótesis de que M(r) no es estrictamente creciente conduce a un absurdo: existiŕıan
0 < r1 < r2 tales que M(r) es constante en el intervalo [r1, r2], luego |f | alcanzaŕıa
máximos relativos en puntos de {z : r1< |z|< r2}, lo que es imposible por el teorema del
módulo máximo.

Por otra parte, en virtud del teorema de Liouville, M(r) no está acotada superiormente,
luego ĺımr→∞M(r) = +∞.
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Para obtener la continuidad de M(r) en el punto r = ρ > 0 utilizamos la continuidad
uniforme de f en el compacto K = {z : |z| ≤ ρ+ 1}. Dado ε > 0 existe 0 < δ < 1 tal que

z,w ∈ K, |z − w| < δ ⇒ |f(z) − f(w)| < ε.

Si r > 0 y |r − ρ| < δ, los puntos z = reiθ, w = ρeiθ cumplen |z − w| < δ. Como w ∈ K,
la condición 0 < δ < 1 garantiza que z ∈ K luego,

|f(z)| −M(ρ) ≤ |f(z)| − |f(w)| ≤ |f(z) − f(w)| < ε.

Como |f(z)| ≤ M(ρ) + ε para |z| = r, se obtiene que M(r) ≤ M(ρ) + ε. Análogamente se
obtiene que M(ρ) ≤ M(r) + ε, luego |M(r) −M(ρ)| ≤ ε si |r − ρ| < δ.

Ejercicio 9.9.
Sea f ∈ H

(
D(0, ρ)

)
tal que | Im z||f(z)| ≤ M para todo z ∈ D(0, ρ). Demuestre que

para 0 < r < ρ se verifica

a)
∣∣(z2 − r2)f(z)

∣∣ ≤ 2rM si |z| ≤ r;

b) |f(z)| ≤ 8M

3r
si |z| ≤ r/2.

solución.

Para z = reit se cumple |z2 − r2| = r2|ei2t − 1| = r2|2 sen t| = 2r| Im z|, luego

|(z2 − r2)f(z)| ≤ 2r| Im z||f(z)| ≤ 2rM

y aplicando el teorema del módulo máximo se obtiene a).

Cuando |z| ≤ r/2 se verifica |z2 − r2| ≥ r2 − ( r
2

)2
= 3r2

4 y, usando a), resulta

|f(z)| ≤ 2rM
4

3r2
=

8M

3r

Ejercicio 9.10.
Sea f ∈ H (C) tal que f(0) = f ′(0) = 0 y | Re f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ C. De-

muestre que para |z| ≤ r se verifica |f(z)/z2| ≤ |f(z) − 2r|/r2. Deduzca de ello que f es
idénticamente nula.

solución.

Si |z| ≤ r se cumple | Re f(z)| ≤ r, luego f(z) − 2r 6= 0, de modo que

g(z) =
r2f(z)

z2(f(z) − 2r)

está definida y es holomorfa en D(0, R) para algún R > r (según las hipótesis f tiene
en z = 0 un cero de multiplicidad mayor o igual que 2, luego g tiene en ese punto una
singularidad evitable que se supone eliminada). Si f(z) = u+ iv, como u ≤ r resulta

|f(z)|2 = u2 + v2 ≤ r2 + v2 ≤ (2r − u)2 + v2 = |2r − f(z)|2
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luego |g(z)| ≤ 1 cuando |z| = r y, aplicando el corolario 9.1.2, se concluye que |g(z)| ≤ 1
si |z| ≤ r, es decir, ∣∣∣∣

f(z)

z2

∣∣∣∣ ≤ |f(z) − 2r|
r2

si |z| ≤ r.

Fijado un punto z ∈ C, la desigualdad anterior se cumple para todo r > |z|, y se concluye
que f es idénticamente nula (a esta conclusión final también se puede llegar usando el
resultado obtenido en el ejercicio 5.33).

Ejercicio 9.11.
Determine los abiertos Ω ⊃ {z : |z| ≤ 1} en los que hay definida una función holomorfa

f ∈ H (Ω) verificando las tres condiciones siguientes:

a) |f(z)| = 1 si |z| = 1;

b) los únicos ceros de f son a = 1/2 (simple) y b = (1 + i)/4 (doble);

c) f(0) = ab2.

Demuestre que si Ω es conexo la función f es única.

solución.

Según el ejercicio 2.21, para |α| < 1, Tα(z) = (z−α)/(1 −αz) define un automorfismo
conforme de D(0, 1) que cumple a), luego h = −TaT

2
b es una función holomorfa en U =

C \ {1/a, 1/b} que cumple a), b) y c). Por consiguiente, para cada abierto Ω ⊂ U existe
f = h|Ω ∈ H (Ω) con las propiedades requeridas.

Si Ω es conexo, la función f queda uńıvocamente determinada. En efecto, si g ∈ H (Ω)
cumple a), b) y c) entonces F = g/f es holomorfa y no tiene ceros en Ω. Aplicando el
corolario 9.1.2 a las funciones F y 1/F en el compacto D(0, 1) se obtiene que |F (z)| = 1
para todo z ∈ D(0, 1). Esto implica que F |D(0,1) es constante (véase el ejercicio 3.25).
Con el principio de identidad se concluye F es constante en el abierto conexo Ω, con valor
constante F (0) = g(0)/f(0) = 1, luego f = g.

Por otra parte, si alguno de los puntos 1/a, 1/b, pertenece a Ω no puede existir f ∈
H (Ω) con las condiciones del enunciado. Supongamos lo contrario y que 1/a ∈ Ω. Entonces
existe r > 1 con D(0, 1) ⊂ D(0, r) ⊂ U ∩ Ω y, según el razonamiento anterior, debeŕıa ser
f(z) = h(z) para todo z ∈ D(0, r). Entonces, con el principio de identidad se llegaŕıa a
que f(z) = h(z) para todo z ∈ Ω\{1/a, 1/b}, lo que es imposible porque h(z) tiende hacia
∞ cuando z → 1/a.

Ejercicio 9.12.
Sea γ un camino cerrado regular a trozos en el abierto Ω ⊂ C tal que Ind(γ, a) = 0 para

cada a 6∈ Ω. Si f ∈ H (Ω) y |f(z)| ≤ 1 para todo z ∈ Imagen(γ) demuestre que |f(w)| ≤ 1
para cada w 6∈ Imagen(γ) con Ind(γ,w) 6= 0.

solución.

El conjunto V = {z ∈ C \ Imagen(γ) : Ind(γ, z) = 0} es unión de varias componen-
tes conexas de C \ Imagen(γ), entre las que figura la no acotada, luego es abierto y su
complemento K = C \ V es compacto (porque es cerrado y acotado). En virtud de la
hipótesis K ⊂ Ω, es claro que Imagen(γ) ⊂ K. Es fácil ver que ∂K ⊂ Imagen(γ) (si
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a ∈ K \ Imagen(γ) entonces Ind(γ, a) 6= 0 y la componente conexa de a en C \ Imagen(γ)
es un entorno de a contenido en K, luego a 6∈ ∂K).

Como f es holomorfa en el interior de K y |f(w)| ≤ 1 para todo w ∈ ∂K, aplicando el
corolario 9.1.2 se obtiene que |f(z)| ≤ 1 para todo z ∈ K.

9.2.2. El lema de Schwarz y los isomorfismos conformes

El lema de Schwarz tiene interesantes consecuencias en relación con la representación
conforme. Los ejercicios que siguen muestran algunas de ellas.

Ejercicio 9.13.
Sea f ∈ H (Ω) donde Ω ⊃ D(0, 1) es abierto conexo. Demuestre que si se cumplen las

dos condiciones

a) |f(z)| ≤ 1 si |z| = 1;

b) existen a, b ∈ D(0, 1), a 6= b, tales que f(a) = a y f(b) = b

entonces f es la identidad.

solución.

En virtud del corolario 9.1.2 la condición a) implica que |f(z)| ≤ 1 cuando |z| ≤ 1.
Según b) f no es constante y, con el teorema de la aplicación abierta 6.1.2, se concluye
que |f(z)| < 1 si |z| < 1. Según 9.1.6 la transformación

T (z) =
z − a

1 − az

establece un automorfismo conforme deD(0, 1) con el que se obtiene una función holomorfa
g = T ◦ f ◦ T−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1) que verifica g(0) = 0.

Según el lema de Schwarz, |g(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D(0, 1). Como b 6= a, y en
el punto T (b) 6= 0 se cumple la igualdad g(T (b)) = T (b), la segunda parte del lema de
Schwarz afirma que z = g(z) para cada z ∈ D(0, 1), luego T (w) = g(T (w)) = T (f(w))
para todo w ∈ D(0, 1). Entonces f(w) = w para todo w ∈ D(0, 1) y, con el principio de
identidad, se concluye que f(w) = w para todo w ∈ Ω.

Ejercicio 9.14.
Sea f ∈ H

(
D(0, 1)

)
tal que f

(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1) y a ∈ D(0, 1). Demuestre que

|f ′(a)| ≤ 1 − |f(a)|2
1 − |a|2

y que si se cumple la igualdad entonces f es un automorfismo conforme de D(0, 1). Deduzca
que si f no es inyectiva entonces |f ′(0)| < 1 (véase el ejercicio 9.15).

solución.

Consideremos el automorfismo conforme de D(0, 1) dado por la transformación de
Möbius Ta(z) = (z − a)/(1 − az). Si b = f(a), la función

ψ = Tb ◦ f ◦ T−1
a : D(0, 1) −→ D(0, 1)
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cumple ψ(0) = 0 y, aplicando el lema de Schwarz, se obtiene la desigualdad |ψ′(0)| ≤ 1
que equivale a |T ′

b(b)f ′(a)(T−1
a )′(0)| ≤ 1, es decir

|f ′(a)| ≤ 1 − |b|2
1 − |a|2

La igualdad se cumple si y sólo si |ψ′(0)| = 1 y esto equivale, en virtud del lema de Schwarz,
a que ψ sea de la forma ψ(z) = µz con |µ| = 1, luego, en este caso, f = T−b ◦ψ ◦ Ta es un
automorfismo conforme de D(0, 1).

Con a = 0 se obtiene |f ′(0)| ≤ 1 − |b|2 ≤ 1, luego la condición |f ′(0)| = 1 implica que
f(0) = b = 0 y esto lleva consigo, según el lema de Schwarz, que f es un giro alrededor de
0. Por lo tanto, si f no es es inyectiva debe ser |f ′(0)| < 1.

Ejercicio 9.15.
Sea f ∈ H

(
D(0, R)

)
tal que |f(z)| < M para todo z ∈ D(0, R). Si a ∈ D(0, R) y

b = f(a) demuestre que para todo z ∈ D(0, R) se verifica
∣∣∣∣∣
M(f(z) − b)

M2 − bf(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
R(z − a)

R2 − az

∣∣∣∣

En el caso M = R = 1 obtenga que para todo z ∈ D(0, 1) se cumple

|f ′(z)|
1 − |f(z)|2 ≤ 1

1 − |z|2

(véase el ejercicio 9.14).

solución.

Sean S : D(0, R) −→ D(0, 1) y T : D(0,M) −→ D(0, 1) los isomorfismos conformes
definidos mediante las transformaciones de Möbius

S(z) =
R(z − a)

R2 − az
y T (w) =

M(w − b)

M2 − bw

La transformación holomorfa g = T◦f◦S−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1) verifica g(0) = 0. Según el
lema de Schwarz, |g(w)| ≤ |w| para todo w ∈ D(0, 1) y, sustituyendo w = S(z), se concluye
que para todo z ∈ D(0, R) se cumple la desigualdad del enunciado, |T (f(z))| ≤ |S(z)|.

En particular, cuando M = R = 1, para todo z ∈ D(0, 1) se cumple

∣∣∣∣
f(z) − b

z − a

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
1 − bf(z)

1 − az

∣∣∣∣∣

y pasando al ĺımite, cuando z → a, resulta |f ′(a)| ≤ (1 − |f(a)|2)/(1 − |a|2).

Ejercicio 9.16.
Si f : D(0, 1) −→ D(0, 1) es holomorfa y a = f(0), demuestre que para |z| < 1 se

verifica
|a| − |z|
1 + |az| ≤ |f(z)| ≤ |a| + |z|

1 − |az|
Indicación. Considere g = T ◦ f , donde T (w) = (w − a)/(1 − aw).
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solución.

Según el ejercicio 2.21 la transformación de Möbius T establece un automorfismo con-
forme del disco D(0, 1), luego g

(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1). Como g(0) = 0 el lema de Schwarz
asegura que para todo z ∈ D(0, 1) se cumple |T (f(z))| ≤ |z|, es decir

|f(z) − a| ≤ |z||1 − af(z)|.
Combinando esta desigualdad con la desigualdad triangular se obtiene

|a| − |f(z)| ≤ |f(z) − a| ≤ |z| + |za||f(z)|
|f(z)| − |a| ≤ |f(z) − a| ≤ |z| + |za||f(z)|

luego
|a| − |z| ≤ |f(z)|(1 + |az|) y |f(z)|(1 − |az||) ≤ |a| + |z|.

Ejercicio 9.17.
Sea f ∈ H

(
D(0, 1)

)
con f(0) 6= 0 y M(r) = sup{|f(z)| : |z| < r} con 0 < r ≤ 1.

Justifique las siguientes afirmaciones:

a) |f(z) − f(0)| < |f(0)| si |z| < r|f(0)|
|f(0)| +M(r)

b) f(z) 6= 0 si |z| < r|f(0)|
M(r)

c) M(1)|f ′(0)| ≤ M(1)2 − |f(0)|2.

solución.

La función g(z) = f(rz)/M(r) cumple que |g(z)| ≤ 1 si |z| < 1. Consideremos el
automorfismo del disco D(0, 1) definido por T (z) = (z − a)/(1 − az), con a = g(0) =
f(0)/M(r). Aplicando el lema de Schwarz a T ◦ g, se obtiene

|T ◦ g(z)| ≤ |z| si |z| < 1 (9.1)

|T ′(a)g′(0)| ≤ 1 (9.2)

a) Si |z| < r|f(0)|
M(r)+|f(0)| la desigualdad (9.1) se cumple en z/r y resulta

|g(z/r) − a| ≤ |z/r||1 − ag(z/r)| ≤ |z/r|(1 + |a|)
luego

|f(z) − f(0)| ≤
∣∣∣∣
z

r

∣∣∣∣M(r)

(
1 +

|f(0)|
M(r)

)
= |z|M(r) + |f(0)|

r
< |f(0)|.

b) Si f(z) = 0 entonces g(z/r) = 0 y según a) se cumple

|z/r| ≥ |T (0)| = |a| = |f(0)|/M(r)

es decir, |z| ≥ r|f(0)|/M(r).

c) Según b), |g′(0)| ≤ 1/|T ′(a)| = 1 − |a|2, que se traduce en

r|f ′(0)| ≤ M(r)(1 − |a|2) = M(r) − |f(0)|2
M(r)

y, pasando al ĺımite cuando r → 1, resulta M(1)|f ′(0)| ≤ M(1)2 − |f(0)|2.
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Ejercicio 9.18.
Sean f, g ∈ H

(
D(0, 1)

)
tales que f(0) = g(0). Se supone que g es inyectiva y que

f
(
D(0, 1)

) ⊂ g
(
D(0, 1)

)
. Demuestre que para todo 0 < r < 1 se verifica

f
(
D(0, r)

) ⊆ g
(
D(0, r)

)
.

solución.

Como g no es constante, en virtud de 6.1.3, V = g
(
D(0, 1)

)
es abierto y la inversa

g−1 : V −→ D(0, 1) es holomorfa. Como f
(
D(0, 1)

) ⊂ V podemos considerar

ϕ = g−1 ◦ f : D(0, 1) −→ D(0, 1)

que cumple ϕ(0) = 0. Con el lema de Schwarz se obtiene que |ϕ(z)| ≤ |z| para todo
z ∈ D(0, 1), luego si |z| < r < 1 entonces |g−1(f(z))| = |ϕ(z)| < r, es decir

g−1[f
(
D(0, r)

)] ⊂ D(0, r).

Ejercicio 9.19.
Sea Ω 6= C un abierto simétrico respecto al eje real, a ∈ Ω ∩ R y

f : Ω −→ D(0, 1) un isomorfismo conforme que verifica f(a) = 0 y f ′(a) > 0. Demuestre
que para todo z ∈ Ω se verifica f(z) = f(z) y que la imagen de Ω ∩ {z : Im(z) > 0} es un
semidisco.

solución.

Como Ω es simétrico respecto al eje real se puede definir en Ω la función holomorfa
g(z) := f(z) (véase el ejercicio 3.26).

Es fácil ver que g : Ω −→ D(0, 1) también es un isomorfismo conforme que verifica
g(a) = f(a) = 0 y g′(a) = f ′(a) > 0. Estas dos condiciones implican que f = g (basta
aplicar el lema de Schwarz a g ◦ f−1) y aśı queda establecido que f(z) = f(z) para todo
z ∈ Ω. Esto implica que f(Ω ∩ R) = (−1, 1). Efectivamente, dado z ∈ Ω, su imagen
f(z) ∈ D(0, 1) pertenece al intervalo real (−1, 1) si y sólo si f(z) = f(z), es decir, si y sólo
si f(z) = f(z). En virtud de la inyectividad de f esto equivale a la igualdad z = z, lo que
significa que z ∈ Ω ∩ R.

Para ver que la imagen de Ω+ := Ω ∩ {z : Im(z) > 0} es uno de los semidiscos

D+ = {z : Im z > 0, |z| < 1} o D− = {z : Im z < 0, |z| < 1}

consideramos la imagen w0 = f(z0) de un punto z0 ∈ Ω+. Si w0 ∈ D− (resp. w0 ∈ D+)
se cumplirá que f(Ω+) = D− (resp. f(Ω+) = D+). Para ver esto basta demostrar que
si w0 = f(z0) ∈ D− y w = f(z) ∈ D− entonces z ∈ Ω+. Efectivamente, el segmento
[w0, w] está contenido en D− y por lo tanto σ(t) = f−1(w0 + t(w − w0)), 0 ≤ t ≤ 1,
es un camino continuo en Ω, con origen z0 y extremo z, que no pasa por el eje real. En
virtud del teorema de Bolzano, la función continua Imσ(t) no cambia de signo. Puesto
que Im(σ(0)) = Im(z0) > 0 también se tendrá Im z = Im(σ(1)) > 0, es decir z ∈ Ω+.

Ejercicio 9.20.
Sea f : D(0, 1) −→ Q un isomorfismo conforme entre el disco D(0, 1) y el cuadrado

Q := {x + iy : |x| < 1, |y| < 1} con f(0) = 0. Demuestre que f (n)(0) = 0 si n − 1 no es
múltiplo de 4.
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solución.

Obsérvese que if(z) ∈ Q para cada z ∈ D(0, 1) y por lo tanto se puede definir la función
h(z) = f−1(if(z)) con la que se obtiene un isomorfismo conforme h : D(0, 1) −→ D(0, 1)
que verifica h(0) = 0 y h′(0) = i. Con el lema de Schwarz se obtiene que h(z) = iz para
todo z ∈ D(0, 1), es decir

f(iz) = if(z) para todo z ∈ D(0, 1).

Si f(z) =
∑

n≥0 anz
n es el desarrollo en serie de potencias de f en D(0, 1) la condición

anterior se traduce en

∑

n≥0

(ani
n − ian)zn = 0 para todo z ∈ D(0, 1).

Entonces an(in−1 − 1) = 0 para todo n ≥ 0 y, por lo tanto, an = 0 cuando n − 1 no es
múltiplo de 4.

Ejercicio 9.21. Teorema de Study.

Sea f : D(0, 1) −→ Ω un isomorfismo conforme. Demuestre que si Ω es convexo o
estrellado respecto a f(0) también lo es cada Ωr = f

(
D(0, r)

)
, para r ∈ (0, 1).

solución.

No es restrictivo suponer que f(0) = 0. Para cada par de puntos distintos a, b ∈ Ωr

debemos demostrar que el segmento [a, b] = {(1 − t)a + tb : 0 ≤ t ≤ 1} está contenido en
Ωr. Los puntos α = f−1(a), β = f−1(b) cumplen |α| < r y |β| < r y, si suponemos que
|α| ≤ |β|, debe ser β 6= 0. Para todo z ∈ D(0, 1) es |αβ−1z| ≤ |z| < 1 y fijado t ∈ [0, 1]
podemos definir la función

g(z) = (1 − t)f(αβ−1z) + tf(z).

Si Ω es convexo g
(
D(0, 1)

)
está contenido en Ω y podemos considerar la función h =

f−1 ◦ g : D(0, 1) −→ D(0, 1) que cumple h(0) = 0 (porque g(0) = f(0) = 0).

Según el lema de Schwarz, |h(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D(0, 1). En particular, |h(β)| ≤
|β|, es decir, |f−1(g(β))| ≤ |β| < r, lo que significa que (1 − t)a + tb = g(β) pertenece a
Ωr.

Razonando igual con b = f(0) se obtiene que si Ω es estrellado respecto a b, también
lo es cada Ωr.

Ejercicio 9.22.

Sea Ω = {z : | Im z| < π/2} y P = {z : Re z > 0}. Calcule:

a) sup
{|f ′(0)| : f ∈ H (Ω), f(Ω) ⊂ P, f(0) = 1

}
,

b) sup
{|f ′(0)| : f ∈ H (Ω), f(Ω) ⊂ D(0, 1)

}
.

¿Son accesibles estos supremos?.
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solución.

a) La transformación T (z) = (z − 1)/(z + 1) establece un isomorfismo conforme de P
sobre D(0, 1) con T (1) = 0. Sean f, g : Ω −→ P funciones holomorfas tales que f(0) =
g(0) = 1. Cuando g es isomorfismo conforme está definida la composición

ϕ = T ◦ f ◦ g−1 ◦ T−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1)

que cumple ϕ(0) = 0. Aplicando el lema de Schwarz se obtiene

|ϕ′(0)| =
|f ′(0)|
|g′(0)| ≤ 1,

luego |f ′(0)| ≤ |g′(0)|. Esto prueba que el supremo es un máximo que se alcanza cuando
f = g es un isomorfismo conforme de Ω sobre P con g(0) = 1 (véase el ejercicio 9.23 para
un resultado más general). Como g(z) = ez cumple estos requisitos se obtiene que el valor
del máximo es |g′(0)| = 1.

b) Sea f ∈ H (Ω) tal que f(Ω) ⊂ D(0, 1). Si f no es constante, en virtud del teorema de
la aplicación abierta, f(Ω) ⊂ D(0, 1). Si a = f(0), considerando el automorfismo conforme
de D(0, 1) dado por S(z) = (z − a)/(1 − az) se obtiene una función

F = S ◦ f : Ω −→ D(0, 1)

que cumple F (0) = 0 y

|F ′(0)| = |S′(a)||f ′(0)| =
1

1 − |a|2 |f ′(0)| ≥ |f ′(0)|.

Esta desigualdad muestra que el supremo considerado en b) coincide con

sup
{|F ′(0)| : F ∈ H (Ω), F (Ω) ⊂ D(0, 1), F (0) = 0

}
.

Razonando como en a) se concluye que este supremo es un máximo que se alcanza cuando
F = G, donde G es un isomorfismo conforme de Ω sobre D(0, 1) tal que G(0) = 0 (véase
el ejercicio 9.24 para un resultado más general). La función G(z) = T (ez) cumple estas
condiciones, luego el valor máximo es

|G′(0)| = |T ′(1)| =
1

2

Ejercicio 9.23.

Sea f : Ω −→ D(0, 1) un isomorfismo conforme y a = f−1(0). Demuestre que

|f ′(a)| = máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1), g(a) = 0

}

= máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1)

}

= máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1), g inyectiva

}
.
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solución.

Sea g ∈ H (Ω) tal que g(Ω) ⊂ D(0, 1) y g(a) = 0. Aplicando el lema de Schwarz a la
función ψ = g ◦ f−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1), que verifica ψ(0) = 0, se obtiene |g′(a)/f ′(a)| =
|ψ′(0)| ≤ 1, es decir, |g′(a)| ≤ |f ′(a)| y queda establecida la primera igualdad.

La segunda igualdad se deduce de la primera observando que para cada g ∈ H (Ω), con
g(Ω) ⊂ D(0, 1), existe h ∈ H (Ω) con h(Ω) ⊂ D(0, 1) tal que h(a) = 0 y |h′(a)| ≥ |g′(a)|.
Efectivamente, si b = g(a) la función h = T ◦ g, con T (z) = (z − b)/(1 − bz), cumple las
condiciones requeridas pues

|h′(a)| = |T ′(b)g′(a)| =
|g′(a)|
1 − |b|2 ≥ |g′(a)|.

Como f es inyectiva, la última igualdad es consecuencia inmediata de la segunda.

Ejercicio 9.24.

Sea V ⊂ C un abierto conformemente equivalente a D(0, 1) y f : Ω −→ V un isomor-
fismo conforme. Si a ∈ Ω y b = f(a), demuestre que

|f ′(a)| = máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ V, g(a) = b

}
.

solución.

Sea ϕ : V −→ D(0, 1) un isomorfismo conforme. Podemos suponer que ϕ(b) = 0 (en
el caso ϕ(b) = c 6= 0, podemos considerar ψ = T ◦ ϕ, con T (z) = (z − c)/(1 − c̄z), que
cumple ψ(b) = 0). De esta forma g → ĝ = ϕ ◦ g establece una biyección entre las familias
de funciones

{
g ∈ H (Ω): g(Ω) ⊂ V, g(a) = b

}
y
{
ĝ ∈ H (Ω): ĝ(Ω) ⊂ D(0, 1), ĝ(a) = 0

}

siendo |ĝ ′(a)| = |ϕ′(b)||g′(a)| con ϕ′(b) 6= 0 (pues ϕ es inyectiva). Aplicando a la función
f̂ = ϕ ◦ f : Ω −→ D(0, 1) la primera igualdad establecida en el ejercicio 9.23 se obtiene el
resultado.

Ejercicio 9.25.

Sea Ω = {z : |z − 2| > 1, |z| < 3} y F ⊂ H (Ω) la familia de las funciones f ∈ H (Ω)
cuya parte real no toma los valores +1,−1 y verifican f(0) = 0.

a) Demuestre que existe g ∈ F tal que |g′(0)| = máx{|f ′(0)| : f ∈ F} y calcule el valor
del máximo.

b) Obtenga f(Ω) cuando f ∈ F y |f ′(0)| = 2/3.

solución.

Comenzamos observando que dada f ∈ F , la imagen del abierto conexo Ω mediante
la función continua Re f es un intervalo I ⊂ R que cumple 1 6∈ I, −1 6∈ I y 0 ∈ I. Por
consiguiente I ⊂ (−1, 1), luego f(Ω) ⊂ V donde V := {z : −1 < Re z < 1} y aśı

F =
{
f ∈ H (Ω) : f(Ω) ⊂ V, f(0) = 0

}
.
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a) Razonando como en el apartado a) del ejercicio 3.33, es fácil ver que V es confor-
memente equivalente al disco D(0, 1), luego, según el ejercicio 9.24, cualquier isomorfismo
conforme g : Ω −→ V con g(0) = 0 tiene la propiedad requerida en a). Entonces, para
calcular el valor máximo |g′(0)|, basta obtener expĺıcitamente uno de estos isomorfismos
conformes. Como Ω es la región comprendida entre dos circunferencias tangentes en z = 3,
para encontrar el isomorfismo conforme deseado se puede empezar considerando una trans-
formación del tipo

T (z) =
az + b

z − 3
con a, b ∈ R,

que lleva Ω a la región comprendida entre dos rectas paralelas. Nótese que el eje real corta
ortogonalmente a las dos circunferencias que limitan Ω. Como T deja invariante al eje real
se sigue que T transforma estas circunferencias en dos rectas paralelas perpendiculares
al eje real. En virtud del principio de simetŕıa, para que T transforme la circunferencia
|z| = 3 en la recta Re z = 1 basta requerir que T (∞) = a y T (0) = −b/3 sean simétricos
respecto a esta recta, lo que que equivale a 3a − b − 6 = 0. Análogamente, para que T
transforme la circunferencia |z − 2| = 1 en la recta Re z = −1 basta que T (∞) = a y
T (2) = −2a− b sean simétricos respecto a dicha recta, lo que equivale a a+ b− 2 = 0. Las
dos ecuaciones anteriores dan como solución a = 2 y b = 0, luego T (z) = 2z/(z − 3).

Como 0 ∈ Ω y T (0) ∈ V se concluye que T establece un isomorfismo conforme entre
Ω y V . Afortunadamente T (0) = 0, luego g = T es el isomorfismo conforme apropiado
y el valor del máximo considerado en a) es |g′(0)| = 2/3 (si hubiese sido T (0) = α 6= 0
habŕıa que haber considerado g := ϕ ◦T , donde ϕ es un automorfismo conforme de V con
ϕ(α) = 0).

b) Si f ∈ F y |f ′(0)| = 2/3 entonces f(Ω) = V . Efectivamente, hay un isomorfismo
conforme h : V −→ D(0, 1), con h(0) = 0, que permite definir

ϕ := h ◦ f ◦ g−1 ◦ h−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1)

Como ϕ(0) = 0 y |ϕ′(0)| = 1, según el lema de Schwarz, ϕ es biyectiva, lo que lleva consigo
que f(Ω) = V .

Ejercicio 9.26.
Sea f ∈ H (Ω) tal que f(Ω) ⊂ D(0, 1) y a ∈ Ω. Se considera la condición

|f ′(a)| = máx
{|g′(a)| : g ∈ H (Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1)

}
. (9.3)

Demuestre que si f cumple (9.3) y f ′(a) 6= 0 entonces f(a) = 0.
Cuando Ω es conformemente equivalente a D(0, 1), demuestre que se verifica (9.3) si

y sólo si f es un isomorfismo conforme de Ω sobre D(0, 1) con f(a) = 0.

solución.

Sea T (z) = (z − b)/(1 − bz), donde b = f(a) ∈ D(0, 1). Según el ejercicio 2.21, se
cumple T

(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1), luego g = T ◦ f es holomorfa en Ω y g(Ω) ⊂ D(0, 1). Según
la hipótesis,

|f ′(a)| ≥ |g′(a)| = |T ′(b)f ′(a)| =
|f ′(a)|
1 − |b|2

Cuando |f ′(a)| > 0 se cumplirá que 1 − |b|2 ≥ 1, luego f(a) = b = 0.
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Supongamos que existe un isomorfismo F : Ω −→ D(0, 1), que podemos suponer
elegido con la condición F (a) = 0. Como F es inyectiva ha de ser F ′(a) 6= 0. Entonces, si
f verifica (9.3), se cumplirá |f ′(a)| ≥ |F ′(a)| > 0, luego, por lo probado antes, f(a) = 0.
Entonces la función

ψ = f ◦ F−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1)

cumple ψ(0) = 0 y se le puede aplicar el lema de Schwarz, con el que se obtiene la
desigualdad 1 ≥ |ψ′(0)| = |f ′(a)|/|F ′(a)|, luego

|f ′(a)| ≤ |F ′(a)|.

Por otra parte, si se cumple (9.3) se debe tener |f ′(a)| ≥ |F ′(a)|, luego |f ′(a)| = |F ′(a)|,
es decir, |ψ′(0)| = 1. Aplicando la última afirmación del lema de Schwarz se concluye que
ψ(z) = µz con |µ| = 1, luego f(z) = µF (z) es un isomorfismo conforme de Ω sobre D(0, 1)
con f(a) = 0.

Rećıprocamente, si f es un isomorfismo conforme y f(a) = 0, según el ejercicio 9.23,
cumple (9.3).

Ejercicio 9.27.

Sea f ∈ H
(
D(0, 1)

)
tal que f

(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1) y a ∈ D(0, 1). Demuestre que la
condición

|f ′(a)| = máx
{|g′(a)| : g ∈ H

(
D(0, 1)

)
, g
(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1)
}

implica que f es un automorfismo conforme del disco D(0, 1).

solución.

En el ejercicio 9.26 se ha demostrado que f(a) = 0. Según el ejercicio 2.21 T (z) =
(z− a)/(1 − az) define un automorfismo conforme del disco D(0, 1). Aplicando el lema de
Schwarz a la función

ψ = f ◦ T−1 : D(0, 1) → D(0, 1)

que cumple ψ(0) = 0 se obtiene 1 ≥ |ψ′(0)| = |f ′(a)|(1 − |a|2), luego

|f ′(a)| ≤ 1

1 − |a|2 = |T ′(a)|.

Por otra parte, en virtud de la hipótesis, |f ′(a)| ≥ |T ′(a)|, y se obtiene la igualdad |f ′(a)| =
1/(1 − |a|2), es decir, |ψ′(0)| = 1. Aplicando la última afirmación del lema de Schwarz se
concluye que ψ(z) = µz, con |µ| = 1, es decir, f(z) = µT (z) es un automorfismo de
D(0, 1).

Ejercicio 9.28.

Sea F :=
{
f ∈ H

(
D(0, 1)

)
: f(0) = 1, Re f(z) > 0, ∀z ∈ Ω

}
. Demuestre que |f ′(0)| ≤

2 para cada f ∈ F y que existe g ∈ F con |g′(0)| = 2, que necesariamente es de la forma

g(z) =
1 + az

1 − az
con |a| = 1.
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solución.

Consideramos la transformación de Möbius T (z) = (z − 1)/(z + 1) que establece una
isomorfismo conforme de H = {z : Re z > 0} sobre D(0, 1), con T (1) = 0. Dada f ∈ F ,
aplicando el lema de Schwarz a

ϕ = T ◦ f : D(0, 1) −→ D(0, 1),

que verifica ϕ(0) = 0, se obtiene |ϕ′(0)| ≤ 1, es decir |T ′(1)f ′(0)| ≤ 1, luego

|f ′(0)| ≤ 1

|T ′(1)| = 2.

Las funciones de la forma g(z) = (1 + az)/(1 − az) con |a| = 1 pertenecen a F y cumplen
que |g′(0)| = 2. Por otra parte, si g ∈ F y |g′(0)| = 2, la función ϕ = T ◦ g cumple
|ϕ′(0)| = 1 y, en este caso, el lema de Schwarz afirma que ϕ(z) = az para algún a ∈ C con
|a| = 1, luego

g(z) = T−1(az) =
1 + az

1 − az

9.3. Ejercicios propuestos

9.1 Si una sucesión (fn) en H (Ω) converge uniformemente sobre cada circunferencia en
Ω, demuestre que converge uniformemente sobre compactos.

9.2 Sea α ∈ M (C) una función sumadora, con polos simples P(α) = Z, acotada sobre⋃+∞
n=1{z : |z| = n+1/2}. Sea αk = Res(α, k) para cada k ∈ Z. Si P y Q son polinomios

con grado(Q)− grado(P ) ≥ 3 y f = P/Q no tiene polos en Z, demuestre que la serie∑+∞
k=−∞ αkf(k) es absolutamente convergente.

Indicación. Para cada n ∈ N aplique el teorema del módulo máximo a la función
α(z)(z − n)(z + n), holomorfa en {z : n− 1/2 < |z| < n+ 1/2}.

9.3 Sean f , g funciones holomorfas en un abierto conexo que contiene a D(0, 1). Se
supone que f y g no se anulan en D(0, 1), que |f(z)| = |g(z)| cuando |z| = 1, y que
f(0) > 0, g(0) > 0. Demuestre que f = g.

9.4 Si f ∈ M (C) tal que |f(z)| = 1 cuando |z| = 1. Demuestre que f es de la forma

f(z) = µ
m∏

j=1

z − aj

1 − ajz

n∏

i=1

1 − biz

z − bi

donde |µ| = 1, |aj | < 1 y |bi| < 1, para 1 ≤ j ≤ m y 1 ≤ i ≤ n.

9.5 Si f ∈ H
(
D(0, 1)

)
y f

(
D(0, 1)

) ⊂ D(0, 1), demuestre que

|f(z) − f(0)| ≤ |z|
∣∣1 − f(0)f(z)

∣∣.

9.6 Sea Ω ⊂ C un abierto conformemente equivalente a D(0, 1). Demuestre que todo
automorfismo conforme de Ω con dos puntos fijos distintos es la identidad.
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9.7 Sea Ω ⊂ C un abierto conformemente equivalente a D(0, 1), a ∈ Ω, y f : Ω −→ Ω un
isomorfismo conforme tal que f(a) = a y f ′(a) > 0. Demuestre que f es la identidad.

9.8 Sea f ∈ H
(
D(0, 1)

)
tal que Re f(z) > 0 para todo z ∈ D(0, 1). Demuestre que

|f ′(0)| ≤ 2 Re f(0).

9.9 Determine una función f holomorfa en el disco D(0, 1) que cumpla: |f(z)| < 1 si
|z| < 1, f(0) = 1/2 y f ′(0) = 3/4. ¿Queda determinada f de modo único mediante
estas condiciones?

9.10 Si f es un automorfismo conforme del semiplano {z : Re(z) > 0} y a es un punto
fijo de f , demuestre que |f ′(a)| = 1.

9.11 Calcule
sup

{|f ′(a)| : f ∈ H (Ω), f(Ω) ⊂ D(0, 1)
}

donde Ω = {x+ iy : x > 0, |y| < x} y a ∈ Ω es real positivo.

9.12 Sea f ∈ H
(
D(0, 1)

)
tal que f

(
D(0, 1)

) ⊂ P = {z : Im z > 0} y a = f(0). Demuestre
que

|f(z)| ≤ |a|1 + |z|
1 − |z| si |z| < 1

y que si f
(
D(0, 1)

)
= P entonces existe c ∈ C con |c| = 1, tal que

f(z) =
az − az

c− z

Calcule sup
{|g′(i)| : g ∈ H (P ), g(P ) ⊂ D(0, 1)

}
.

9.13 Sea Ω ⊂ C un abierto conformemente equivalente al disco D(0, 1). Demuestre que
para cada par de puntos a, b ∈ Ω existe una constante MΩ(a, b) tal que

[
f ∈ H (Ω), f(Ω) ⊂ Ω, f(a) = b, f ′(a) = MΩ(a, b)

] ⇒ f(Ω) = Ω.

Calcule MΩ(a, b) cuando Ω = {z : Im z > 0}.



Caṕıtulo 10

Funciones armónicas

10.1. Preliminares teóricos

10.1.1. Funciones armónicas. Función armónica conjugada

Definición 10.1.1.

Una función u : Ω −→ R de clase C2, definida en un abierto Ω ⊂ R2, se dice que es
armónica cuando

∆u(x, y) = 0

para todo (x, y) ∈ Ω, donde ∆ es el operador diferencial de Laplace definido por

∆u = D11u+D22u.

En lo que sigue A(Ω) designa al espacio vectorial real de las funciones armónicas
u : Ω −→ R.

Si f ∈ H (Ω) entonces u = Re f y v = Im f son armónicas en Ω. Dada una función
armónica u ∈ A(Ω), si existe v ∈ A(Ω) tal que f = u+iv es holomorfa en Ω se dice que v es
una función armónica conjugada de u en Ω. Si Ω ⊂ C es un abierto conexo y v1, v2 ∈ A(Ω)
son funciones armónicas conjugadas de u ∈ A(Ω) entonces v1 − v2 es constante.

En lo que sigue se usa la terminoloǵıa usual sobre formas diferenciales en el plano: una
forma diferencial ω(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy en un abierto Ω ⊂ R2 es una aplicación
que asocia a cada (x, y) ∈ Ω la aplicación lineal ω(x, y) : R2 −→ R definida por

ω(x, y)(h1, h2) = P (x, y)h1 +Q(x, y)h2.

La forma diferencial ω se dice que es exacta cuando existe una función diferenciable f :
Ω −→ R tal que ω = df , es decir ω(x, y) = D1f(x, y)dx + D2f(x, y)dy y en este caso se
dice que f es una primitiva de la forma diferencial ω. La forma diferencial ω se dice que
es cerrada cuando es localmente exacta, es decir, cada (x, y) ∈ Ω posee un entorno abierto
U ⊂ Ω tal que la restricción ω|U es exacta.

En el problema de la existencia de función armónica conjugada de la función armónica
u ∈ A(Ω) interviene la forma diferencial

d∗u = −uydx+ uxdy.

Proposición 10.1.2.

335
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Si u ∈ A(Ω) entonces ∂u = 1
2(ux − iuy) es holomorfa en Ω y la forma diferencial

d∗u = −uydx+ uxdy es cerrada. Además, son equivalentes:

a) d∗u una forma diferencial exacta en Ω;

b) existe v ∈ A(Ω) tal que f = u+ iv es holomorfa en Ω (es decir, existe una función
armónica conjugada de u).

Cuando se cumplen estas condiciones, cada primitiva v de la forma diferencial d∗u es una
función armónica conjugada de u en Ω.

Teorema 10.1.3.

Para un abierto conexo Ω ⊂ C, son equivalentes:

a) C∞ \ Ω es conexo;

b) cada función armónica u ∈ A(Ω) posee función armónica conjugada.

En particular, toda función armónica en un disco u ∈ A
(
D(z0, r)

)
, posee función

armónica conjugada, dada expĺıcitamente mediante la fórmula

v(x, y) =

∫ y

y0

ux(x, t) dt −
∫ x

x0

uy(s, y0) ds

con x0 = Re z0, y0 = Im z0.
Como consecuencia las funciones armónicas son de clase C∞.

10.1.2. Principio del máximo

Una función continua u : Ω −→ R se dice que tiene la propiedad de la media cuando
para todo D(a, r) ⊂ Ω se verifica

u(a) =
1

2π

∫ 2π

0
u
(
a+ reit) dt

Proposición 10.1.4.
Las funciones armónicas tienen la propiedad de la media. Si Ω es conexo y u ∈ A(Ω)

alcanza un máximo relativo entonces u es constante.

En lo que sigue, si Ω ⊂ C es abierto Ω
∞

y ∂∞Ω denotarán, respectivamente, su adherencia
y su frontera en C∞. Si Ω es acotado, Ω

∞
= Ω, ∂∞Ω = ∂Ω, y si no es acotado se tiene

Ω
∞

= Ω ∪ {∞}, ∂∞Ω = ∂Ω ∪ {∞}.
Dada una función u : Ω −→ R, si a ∈ ∂∞Ω se define

ĺım sup
z→a

u(z) = ĺım
r→0

[
sup

{
u(z) : z ∈ D(a, r) ∩ Ω

}]

(para a = ∞, D(∞, r) = {z : |z| > 1/r}).

Proposición 10.1.5. Principio del máximo.
Sea u ∈ A(Ω) una función armónica en un abierto conexo Ω ⊂ C tal que ĺım supz→a u(z) ≤

0 para todo a ∈ ∂∞Ω. Entonces u(z) ≤ 0 para todo z ∈ Ω; además, o bien u(z) < 0 para
todo z ∈ Ω, o bien u ≡ 0.
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Corolario 10.1.6.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y u : Ω
∞ −→ R una función continua que es armónica

en Ω. Si u(z) = 0 para cada z ∈ ∂∞Ω entonces u ≡ 0

10.1.3. El problema de Dirichlet.

Fórmula integral de Poisson

Dado un abierto conexo Ω ⊂ C y una función continua ϕ : ∂∞Ω −→ R, el problema de
Dirichlet para la región Ω, con la condición de frontera ϕ, consiste en encontrar, si existe,
una función continua u : Ω

∞ −→ R tal que u|Ω es armónica y u|∂∞Ω = ϕ. El corolario
10.1.6 proporciona la unicidad de la solución del problema de Dirichlet: si u1, u2 son dos
soluciones, basta aplicar el corolario a la diferencia u = u1 −u2 para obtener que u1 = u2.

El siguiente resultado es la clave para resolver el problema de Dirichlet en el disco
D(0, 1). Proporciona una fórmula integral (la fórmula de Poisson) con la que se puede
recuperar la función u(z) a partir de sus valores u(eit) sobre la circunferencia |z| = 1.

Teorema 10.1.7.

Si u : D(0, 1) −→ R es una función continua tal que u|D(0,1) es armónica, para cada
z ∈ D(0, 1) se verifica:

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(eit)K(eit, z) dt, (10.1)

donde

K(w, z) =
|w|2 − |z|2
|w − z|2

Utilizando coordenadas polares, z = reiα, se obtiene

K(eit, reiα) =
1 − r2

|eit − reiα|2 =
1 − r2

|1 − rei(α−t)|2

y la fórmula integral de Poisson (10.1) se escribe en la forma

u(reiα) =
1

2π

∫ 2π

0
u(reit)Pr(α− t) dt, con 0 ≤ r < 1 (10.2)

donde

Pr(θ) =
1 − r2

|1 − reiθ|2 =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2
(10.3)

es el llamado núcleo de Poisson, que también viene dado por las fórmulas:

Pr(θ) = Re

(
1 + reiθ

1 − reiθ

)
= Re

(
1 + 2

∞∑

n=1

rneinθ

)
(10.4)

= 1 + 2
∞∑

n=1

rn cosnθ =
+∞∑

n=−∞
r|n|einθ. (10.5)
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Teorema 10.1.8.

Si ϕ : T −→ R es continua sobre T = {z : |z| = 1}, existe una única función continua
u : D(0, 1) −→ R tal que u|T = ϕ y u|D(0,1) es armónica. La función u viene dada
por la fórmula integral de Poisson:

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
ϕ(eit)Pr(α− t) dt,

para todo z = reiα ∈ D(0, 1).

Corolario 10.1.9.
Si u : D(0, 1) −→ R es continua y u|D(0,1) es armónica entonces u|D(0,1) es la parte

real de la función holomorfa

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(eit)

eit + z

eit − z
dt, z ∈ D(0, 1).

Corolario 10.1.10. Fórmula de Schwarz.
Para una función holomorfa g = u+ iv en un abierto Ω ⊃ D(0, 1) se verifica:

g(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(eit)

eit + z

eit − z
dt + iv(0), z ∈ D(0, 1).

Teorema 10.1.11.

Toda función continua u : Ω −→ R con la propiedad de la media es armónica.

10.2. Ejercicios resueltos

10.2.1. Propiedades de las funciones armónicas

Se incluyen en este primer apartado algunos ejercicios sobre propiedades generales de
las funciones armónicas, existencia de función armónica conjugada y sus consecuencias

Ejercicio 10.1.
Dada una función u de clase C2 en un abierto Ω ⊂ C\{0}, definimos U(r, θ) = u(reiθ).

a) Obtenga la expresión del operador laplaciana en coordenadas polares:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂θ2

b) Determine las funciones armónicas en D∗(0, ρ) que sólo dependen de |z|.

solución.

a) Con la regla de la cadena se obtiene

∂U

∂r
= cos θ

∂u

∂x
+ sen θ

∂u

∂y
,

∂U

∂θ
= −r sen θ

∂u

∂x
+ r cos θ

∂u

∂y
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y resolviendo este sistema lineal, respecto a ∂u
∂x y ∂u

∂y , resulta

∂u

∂x
=

(
cos θ

∂

∂r
− sen θ

r

∂

∂θ

)
U,

∂u

∂y
=

(
sen θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

)
U,

luego

∂2u

∂x2
=

(
cos θ

∂

∂r
− sen θ

r

∂

∂θ

)(
cos θ

∂U

∂r
− sen θ

r

∂U

∂θ

)
=

= α cos2 θ + β sen θ cos θ + γ sen2 θ

Si en la expresión anterior se reemplaza θ por θ − π/2 se obtiene la expresión análoga

∂2u

∂y2
= α sen2 θ − β cos θ sen θ + γ cos2 θ

y sumando resulta

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= α+ γ =

∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂θ2

b) Si u(x, y) = f
(√

x2 + y2
)

es una función armónica que sólo depende de r =√
x2 + y2, en virtud a), f ′′(r) + 1

rf
′(r) = 0 luego log f ′(r) = − log r + c, es decir, f ′(r) =

ec/r y por lo tanto f es de la forma f(r) = a log r + b.

Ejercicio 10.2.

Sea u ∈ A(Ω) y U(r, θ) = u(r cos θ, r sen θ), definida en {(r, θ) : reiθ ∈ Ω}. Demuestre
que la función

f(reiθ) = r
∂U

∂r
(r, θ) − i

∂U

∂θ
(r, θ)

es holomorfa en Ω.

solución.

Si z = x+ iy = reiθ se tiene

∂U

∂r
= cos θ

∂u

∂x
+ sen θ

∂u

∂y
,

∂U

∂θ
= −r sen θ

∂u

∂x
+ r cos θ

∂u

∂y

Como u es armónica ∂u = 1
2

(
∂u
∂x − i∂u

∂y

)
es holomorfa y por lo tanto

r
∂U

∂r
(r, θ) − i

∂U

∂θ
(r, θ) = (r cos θ + ir sen θ)

(
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

)
(x+ iy) = 2z∂u(z)

también es holomorfa.

Ejercicio 10.3.

Sea u ∈ A(Ω) una función armónica no constante en un abierto conexo Ω y M = {z ∈
Ω : ∇u(z) = 0}. Demuestre que M ′ ∩ Ω = ∅.
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solución.

M es el conjunto de los ceros de la función holomorfa 2∂u = ux−iuy. Si fueseM ′∩Ω 6= ∅
el principio de identidad implicaŕıa que M = Ω y u seŕıa constante.

Ejercicio 10.4.

Demuestre que la composición de una función holomorfa con una función armónica es
armónica, es decir: si Ω1,Ω2 ⊂ C son abiertos, f ∈ H (Ω1) con f(Ω1) ⊂ Ω2 y g ∈ A(Ω2)
entonces g ◦ f ∈ A(Ω1).

solución.

Usando las funciones u = Re f , v = Im f , y la regla de la cadena para el cálculo de las
derivadas parciales de la función compuesta (g ◦ f)(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)) se obtiene:

D1(g ◦ f) = (D1g)ux + (D2g)vx.

Derivando nuevamente respecto a la variable x resulta:

D11(g ◦ f) = (D11g)u
2
x + 2(D12g)uxvx + (D22g)v

2
x + (D1g)uxx + (D2g)vxx.

Escribiendo la expresión análoga para D22(g◦f) y sumando miembro a miembro se obtiene

∆(g ◦ f) = D11(g ◦ f) +D22(g ◦ f) =

= (D11g)(u
2
x + u2

y) + 2(D12g)(uxvx + uyvy) + (D22g)(v
2
x + v2

y) +

+ (D1g)(uxx + uyy) + (D2g)(vxx + vyy)

En virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann para la función f

u2
x + u2

y = v2
x + v2

y ,

uxvx + uyvy = uxx + uyy = vxx + vyy = 0,

luego

∆(g ◦ f) = (∆g)(u2
x + u2

y) = (∆g)|f ′|2.
Con esta igualdad se obtiene que si ∆g = 0entonces ∆(g ◦ f) = 0.

La segunda solución que proponemos está basada en la existencia, sobre un disco, de
función armónica conjugada (véase el teorema 10.1.3).

Basta demostrar que cada a ∈ Ω1 posee un entorno D(a, δ) ⊂ Ω1 tal que g ◦ f es
armónica en D(a, δ). Sea b = f(a) y r > 0 tal que D(b, r) ⊂ Ω2. Según lo que se ha
indicado antes, existe G ∈ H

(
D(b, r)

)
tal que ReG(z) = g(z) para todo z ∈ D(b, r). Por

la continuidad de f en a, existe δ > 0 tal que D(a, δ) ⊂ Ω1 y f
(
D(a, δ)

) ⊂ D(b, r). De esta
forma en el disco D(a, δ) está definida y es holomorfa la función compuesta G ◦ (f |D(a,r)),
cuya parte real es (g ◦ f)|D(a,r). Se sigue de esto que g ◦ f es armónica en D(a, r).

Ejercicio 10.5.

Demuestre que la función log |z| es armónica en el abierto Ω = C \ {0} pero no posee
función armónica conjugada en este abierto.
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solución.

Es inmediato que la función u(x, y) = log |x + iy| = log
√
x2 + y2 está definida y

satisface la ecuación de Laplace en Ω:

uxx + uyy =
y2 − x2

(x2 + y2)2
+

x2 − y2

(x2 + y2)2
= 0.

Si existiese v ∈ A(Ω) tal que f = u + iv es holomorfa en Ω, al ser v y Arg funciones
armónicas conjugadas de u en el abierto conexo Ω1 = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}, la diferencia
v(z) − Arg(z) seŕıa constante en Ω1. Pero esto es imposible porque v es continua en cada
x < 0, mientras que Arg(z) no tiene ĺımite cuando z → x.

Ejercicio 10.6.

Compruebe que u(z) = log |(z − a)/(z − b)| es armónica en C \ {a, b} y obtenga una
caracterización de los abiertos conexos Ω ⊂ C donde u posee función armónica conjugada.

solución.

Como log |z| es armónica en C \ {0} y f(z) = (z− a)/(z − b) no se anula en C \ {a, b},
en virtud del ejercicio 10.4, la función u(z) = log |f(z)| es armónica en C \ {a, b}.

Si u posee una función armónica conjugada v en Ω entonces g = u+ iv es holomorfa y
|eg(z)/f(z)| = 1 para todo z ∈ Ω. En virtud del ejercicio 3.25 la función eg/f es constante
y si eiα es su valor constante se sigue que h = g− iα es un logaritmo holomorfo de f en Ω.

Rećıprocamente, si existe h ∈ H (Ω) tal que eh = f entonces u posee función armónica
conjugada en Ω ya que u(z) = log |f(z)| = Reh(z).

En definitiva, los abiertos conexos Ω donde u posee función armónica conjugada son
precisamente aquellos en los que f posee un logaritmo holomorfo. Esto ocurre si y sólo si
los dos puntos a, b están en la misma componente conexa de C∞ \ Ω (véase el ejercicio
7.15).

Ejercicio 10.7.

Sean u, v funciones armónicas en un abierto conexo Ω ⊂ C. Si u|A = v|A para algún
abierto no vaćıo A ⊂ Ω demuestre que u = v.

Muestre que el resultado es falso si sólo se supone que u|M = v|M donde M ⊂ Ω
verifica M ′ ∩ Ω 6= ∅.

solución.

Basta considerar el caso v = 0. Para probar que u es idénticamente nula se considera
el conjunto G ⊂ Ω formado por los puntos a ∈ Ω para los que existe r > 0 verificando
u|D(a,r) = 0 y se demuestra que G = Ω. Por hipótesis G es no vaćıo y como Ω es conexo
basta demostrar que G es abierto y cerrado respecto a Ω con su topoloǵıa relativa.

Es inmediato que G es abierto en Ω. Seguidamente se prueba que es cerrado en la
topoloǵıa relativa de Ω, es decir G ∩ Ω ⊂ G.

Dado a ∈ G ∩ Ω existe una sucesión an ∈ G tal que ĺımn an = a. Fijado un disco
D(a, r) ⊂ Ω existe f ∈ H

(
D(a, r)

)
tal que Re f = u|D(a,r). Como la sucesión an penetra

en D(a, r) existen n ∈ N y δ > 0 tales que D(an, δ) ⊂ D(a, r) y u|D(an,δ) es idénticamente
nula. Se sigue que f

(
D(an, r)

)
no es abierto y usando el teorema de la aplicación abierta
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se deduce que f es constante. Lo mismo le ocurre a su parte real u|D(a,r), que debe ser
idénticamente nula debido a que u(an) = 0. Queda probado que a ∈ G.

Un ejemplo de función armónica que no es idénticamente nula en un abierto conexo Ω,
aunque se anula sobre un subconjunto M ⊂ Ω con M ′ ∩Ω 6= ∅, es el siguiente: Ω = C\{0},
M = {z : |z| = 1}, u(z) = log |z|.

Ejercicio 10.8.
Demuestre que toda función armónica no constante definida en un abierto conexo es

abierta.

solución.

Sea u una función armónica no constante definida en un abierto conexo Ω. Basta
probar que u

(
D(a, r)

)
es abierto para cada D(a, r) ⊂ Ω. En virtud del ejercicio 10.7 u no

es constante sobre D(a, r). Existe f ∈ H
(
D(a, r)

)
tal que Re f = u|D(a,r). Como f no es

constante (porque su parte real no lo es) el teorema de la aplicación abierta asegura que
f
(
D(a, r)

)
es abierto en C y por lo tanto la proyección sobre el eje real, u

(
D(a, r)

)
, es un

subconjunto abierto de R.

Ejercicio 10.9.
Sea u : C −→ R armónica no constante. Demuestre que u(C) = R y que la función

A(r) = sup{u(z) : |z| = r}, r > 0, es continua, estrictamente creciente y ĺımr→+∞A(r) =
+∞.

solución.

u(C) es un intervalo (porque u es continua y C es conexo) y para demostrar que
u(C) = R basta ver que u no está acotada superiormente ni inferiormente.

Se puede suponer que u = Re f donde f ∈ H (Ω). Si u estuviese acotada superiormente
(o inferiormente) f(C) estaŕıa contenido en un semiplano y considerando una transforma-
ción de Möbius T que transforme el semiplano en un disco se obtendŕıa que T ◦ f es una
función entera acotada no constante, lo cual es imposible por el teorema de Liouville.

Si g(z) = ef(z) y M(r) = máx{|g(z)| : |z| = r} se tiene |g(z)| = eu(z) luego A(r) =
logM(r). Las propiedades de A(r) consideradas en el enunciado son consecuencia de las
correspondientes propiedades de M(r) establecidas en el ejercicio 9.8. También se pue-
den probar directamente usando el principio del máximo de las funciones armónicas y
adaptando los razonamientos efectuados en la solución del ejercicio 9.8.

10.2.2. Sobre las funciones armónicas en una corona

Ejercicio 10.10.
Si u es armónica en Ω = {z : r < |z| < R} demuestre que existen α ∈ R y f ∈ H (Ω)

tales que u(z) = α log |z| + Re f(z).

solución.

Considerando el desarrollo de Laurent de la función holomorfa ∂u = (ux − iuy)/2,

∂u(z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n, r < |z| < R
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se obtiene g ∈ H (Ω) tal que g′(z) = ∂u(z) − a−1/z para todo z ∈ Ω.
Si v(z) = log |z|, es fácil ver que 2∂v(z) = 1/z y teniendo en cuenta que

∂(u− g)(z) = ∂u(z) − g′(z) = a−1/z

se concluye que la función h(z) = u(z) − g(z) − 2a−1v(z) cumple la condición ∂h(z) = 0.
Esto significa que h̄ es holomorfa. Como u(z) = 2a−1 log |z| + g(z) + h(z) es real, resulta

u(z) = α log |z| + Re f(z)

donde α = 2 Re a−1 y f = g + h̄ es holomorfa en Ω.

Ejercicio 10.11.
Si u es armónica en la corona Ω = {z : r < |z| < R} demuestre que la función

m(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0
u(ρeiθ) dθ, r < ρ < R,

es de la forma m(ρ) = α log ρ+ β donde α, β ∈ R.

solución.

Según el ejercicio 10.10 hay una función f holomorfa en Ω y α ∈ R, tales que u(z) =
α log |z| + Re f(z), luego m(ρ) = α log ρ+ h(ρ) donde

h(ρ) =

∫ 2π

0
Re f(ρeiθ) dθ.

Basta ver que h(ρ) no depende de ρ ∈ (r,R). Como f(z)/z es holomorfa en Ω, su integral
a lo largo de Cρ(θ) = ρeiθ, θ ∈ [0, 2π], no depende de ρ

1

2πi

∫

Cρ

f(z)

z
dz =

1

2π

∫ 2π

0
f(ρeiθ) dθ.

Lo mismo le ocurre a su parte parte real y por lo tanto h es constante.

También se puede resolver este problema utilizando el ejercicio 10.1. Como u es armónica
se cumple

∂2u

∂ρ2
+

1

r

∂u

∂ρ
+

1

ρ2

∂2u

∂θ2
= 0.

Derivando respecto a ρ la integral que define m(ρ) y teniendo en cuenta que

∫ 2π

0

∂2u

∂θ2
(ρeiθ) dθ =

∂u

∂θ
(2π) − ∂u

∂θ
(0) = 0

se obtiene que m(ρ) satisface la ecuación diferencial m′′(ρ) + m′(ρ)/ρ = 0 cuya solución
general es m(ρ) = α log ρ+β. (La derivación bajo la integral se justifica usando el teorema
usual sobre derivación de integrales dependientes de un parámetro).

Ejercicio 10.12.
Si u es armónica en D∗(0, r) demuestre que se cumple una, y sólo una, de las condi-

ciones siguientes:
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a) ĺımz→0 u(z) = +∞, ( − ∞);

b) u
(
D∗(0, ε)

)
= R, para cada ε ∈ (0, r);

c) existe ĺımz→0 u(z) = a ∈ R.

Si se cumple c) y se define u(0) = a se obtiene una función armónica en el disco D(0, r).
En este caso se dice que z = 0 es una singularidad evitable de u.

solución.

Las tres condiciones del enunciado son mutuamente excluyentes. Según el ejercicio
10.10 existen α ∈ R y f ∈ H

(
D∗(0, r)

)
tales que u(z) = α log |z| + Re f(z).

Si f tiene en z = 0 una singularidad evitable y α = 0, se cumple c) y, en este caso,
definiendo u(0) = a se obtiene una función armónica en D(0, r).

Si f tiene en z = 0 una singularidad evitable y α 6= 0 se cumple a), con signo + si
α < 0 y signo − si α > 0.

A continuación se demuestra que se cumple b) cuando f presenta en z = 0 una singu-
laridad esencial o un polo.

Como u
(
D∗(0, ε)

)
es un intervalo (debido a la continuidad de u) bastará ver que este

intervalo no está acotado superiormente ni inferiormente. Podemos suponer que ε < 1 y
que α ≥ 0 (si α < 0 se razona con −u). En estas condiciones para todo z ∈ D∗(0, ε) se
cumple

eu(z) = |z|α|ef(z)| ≤ |ef(z)|.
La función ef(z) presenta en z = 0 una singularidad esencial (véase el ejercicio 6.10) y
con el teorema de Casorati-Weierstrass se obtiene que |ef(z)| toma en D∗(0, ε) valores tan
próximos a 0 como se quiera. En virtud de la desigualdad anterior lo mismo le ocurre a
eu(z) y por lo tanto u no está acotada inferiormente en D∗(0, ε). Por otra parte, si m ∈ N
y m ≥ α la función zmef(z) también tiene en z = 0 una singularidad esencial por lo
que |zmef(z)| toma en D∗(0, ε) valores tan grandes como se quiera. Lo mismo le ocurre a
eu(z) = |z|α|ef(z)| ≥ |zmef(z)| lo que lleva consigo que u no está acotada superiormente en
D∗(0, ε).

Ejercicio 10.13.
Según el ejercicio 10.10 toda función armónica en D∗(0, ρ) es de la forma

u(z) = α log |z| + Re f(z)

con α ∈ R y f ∈ H
(
D∗(0, ρ)

)
. Demuestre que si se cumple una de las condiciones

a) ĺımz→0 zu(z) = 0,

b) existen A > 0 y 0 < ε < ρ tales que u(z) > A log |z| cuando 0 < |z| < ε,

entonces se puede suponer que f es holomorfa en D(0, ρ).

solución.

Basta demostrar, en cada caso, que f presenta una singularidad evitable en z = 0.
Si se cumple a), como ĺımz→0 |z| log |z| = 0, se obtiene que ĺımz→0 zRe f(z) = 0 luego,

en virtud del ejercicio 6.7, ∞ es singularidad evitable de f(1/z), lo que significa que 0 es
singularidad evitable de f .
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Si se cumple b) y se elige ε < 1 entonces para todo z ∈ D∗(0, ε) es log |z| < 0. Entonces
Re f(z) > (A − α) log |z| > n log |z|, donde A − α < n ∈ N, luego |ef(z)| > |z|n. Según el
teorema de Casorati-Weierstrass la última desigualdad implica que 0 no es singularidad
esencial de ef(z)/zn. Se sigue que 0 tampoco es singularidad esencial de ef(z) y por lo tanto
f presenta en z = 0 una singularidad evitable (véase el ejercicio 6.10).

10.2.3. Sobre el principio del máximo

y el problema de Dirichlet

Ejercicio 10.14.
Sea f ∈ H

(
D(0, R)

)
inyectiva tal que f(0) = 0. Se supone que existe

0 < r < R tal que la curva γr(t) = f(reit) posee un argumento continuo creciente. De-
muestre que la misma propiedad la tienen todas las curvas γρ(t) = f(ρeit) para 0 < ρ < r.

solución.

Como f es inyectiva y f(0) = 0 se cumple que f(z) 6= 0 si 0 < |z| < R. Por lo tanto,
para cada 0 < ρ < R, existe un logaritmo continuo de γρ(t) = f(ρeit),

Lρ(t) = log |f(ρeit)| + iAρ(t)

donde Aρ : [0, 2π] → R es un argumento continuo de γρ.
Este logaritmo es derivable, porque se puede expresar localmente como la composición

de t → f(ρeit) con un logaritmo holomorfo de la identidad (véase el ejercicio 3.5), con
derivada

L′
ρ(t) = iρeit f

′(ρeit)

f(ρeit)

Se sigue que Aρ también es derivable y

A′
ρ(t) = Im

[
iρeit f

′(ρeit)

f(ρeit)

]
= ReF (ρeit)

donde F (z) := zf ′(z)/f(z) es holomorfa en D(0, R) (obsérvese que z = 0 es singularidad
evitable de F debido a que f ′/f tiene un polo simple en z = 0).

Como Ar es creciente, para todo t ∈ [0, 2π] es ReF (reit) = A′
r(t) ≥ 0, luego la función

armónica u := − ReF verifica que u(z) ≤ 0 cuando |z| = r.
Con el principio del máximo se obtiene que u(z) ≤ 0 si |z| = ρ < r, es decir,

ReF (ρeit) = A′
ρ(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, 2π]. Aśı queda demostrado que Aρ es creciente

cuando 0 < ρ ≤ r.

Ejercicio 10.15.
Si u es armónica en Ω = {z : r1 < |z| < r2} demuestre que

A(r) = máx
{
u(reit) : t ∈ [0, 2π]

}

definida para r1 < r < r2, es una función convexa de log r, es decir: si r1 < ρ1 < ρ2 < r2

y log ρ = α log ρ1 + β log ρ2, donde α+ β = 1 y α, β ≥ 0, entonces

A(ρ) ≤ αA(ρ1) + βA(ρ2).
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Obtenga como consecuencia el teorema de los tres ćırculos de Hadamard: si f ∈ H (Ω)
no se anula en Ω y M(ρ) = máx{|f(ρeit)| : t ∈ [0, 2π]} se verifica

M(ρ) ≤ M(ρ1)αM(ρ2)β

donde r1 < ρ1 < ρ < ρ2 < r2

α =
log ρ2 − log ρ

log ρ2 − log ρ1
y β =

log ρ− log ρ1

log ρ2 − log ρ1

solución.

v(z) := A(ρ1)
log ρ2 − log |z|
log ρ2 − log ρ1

+A(ρ2)
log |z| − log ρ1

log ρ2 − log ρ1
− u(z)

es armónica en Ω y v(z) ≥ 0 sobre la frontera de {z : ρ1 < |z| < ρ2} luego, en virtud del
principio del máximo, también es v(z) ≥ 0 cuando ρ1 < |z| = ρ < ρ2.

Si α y β son los valores indicados en la última ĺınea del enunciado, la desigualdad
v(z) ≥ 0 se traduce en u(z) ≤ αA(ρ1)+βA(ρ2) y, tomando supremos sobre la circunferencia
|z| = ρ, resulta

A(ρ) ≤ αA(ρ1) + βA(ρ2).

Aplicando esta desigualdad con u(z) = log |f(z)| se obtiene el teorema de los tres
ćırculos de Hadamard.

Ejercicio 10.16.

El objetivo de este ejercicio es obtener una condición necesaria y suficiente para que
dos coronas circulares sean conformemente equivalentes.

a) Sea f una función holomorfa en la corona A(1, r) = {z : 1 < |z| < r} que verifica
|f(z)| = |z|α para todo z ∈ A(1, r), donde α > 0. Demuestre que zf ′(z) = αf(z) y de-
duzca de ello que α es un número entero
y que f(z) = czα para algún c ∈ C con |c| = 1.

b) Sea f : A(1, r) −→ A(1, R) n isomorfismo conforme que cumple

ĺım
|z|→1

|f(z)| = 1, ĺım
|z|→r

|f(z)| = R.

Aplicando el principio del máximo a la función armónica

u(z) = log |f(z)| − α log |z|, con α = logR/ log r

demuestre que r = R.

c) Deduzca de lo anterior que una condición necesaria y suficiente para que las coronas
{z : r1 < |z − a| < R1} y {z : r2 < |z − b| < R2} sean conformemente equivalentes
es que se cumpla R1/r1 = R2/r2.
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solución.

a) Fijado D(a, ε) ⊂ A(1, r), como las funciones z y f(z) no se anulan en este disco,
existen g, L ∈ H (D

(
a, ε)

)
tales que eL(z) = z y eg(z) = f(z) para todo z ∈ D(a, ε). Según

la hipótesis, para cada z ∈ D(a, ε) se cumple

eRe g(z) = |f(z)| = |z|α = eα Re L(z)

luego Re g(z) = Re(αL(z)) para todo z ∈ D(a, ε) y, en virtud del teorema de la aplicación
abierta, g − αL es constante en D(a, ε). Derivando se obtiene que para todo z ∈ D(a, ε)
se cumple la igualdad

f ′(z)
f(z)

=
α

z

que, por el principio de identidad, persiste para todo z ∈ A(1, r). Esta igualdad implica
que α es un entero; en efecto, si 1 < ρ < r, considerando la circunferencia Cρ(t) = ρeit y
su imagen γ(t) = f(Cρ(t)), t ∈ [0, 2π], se obtiene

α =
α

2πi

∫

Cρ

dz

z
=

1

2πi

∫

Cρ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫

γ

dz

z
dz = Ind(γ, 0).

Finalmente, si α = m ∈ Z se cumple

(
f(z)

zm

)′
=
zf ′(z) −mf(z)

zm+1
= 0,

luego f(z)/zm = c es constante y la hipótesis |f(z)| = |z|m implica que |c| = 1.

b) Sea f : A(1, r) −→ A(1, R) con la propiedad del enunciado y α = logR/ log r. La
función armónica u(z) = log |f(z)| − α log |z| verifica

ĺım
|z|→1

u(z) = ĺım
|z|→r

u(z) = 0

y aplicando el principio del máximo se concluye que u ≤ 0. Análogamente −u ≤ 0, luego
u es idénticamente nula en A(1, r). Esto significa que f cumple la condición considerada
en a). Por lo tanto α = m ∈ Z y f(z) = czm con |c| = 1. Como f es biyectiva debe ser
m ∈ {−1, 1} y teniendo en cuenta que ĺım|z|→r |f(z)| = R, con 1 < r < R, se concluye que
m = 1 y con ello que R = r.

c) Para i = 1, 2 la corona {z : ri < |z| < Ri} es conformemente equivalente a la
corona {z : 1 < |z| < Ri/ri}, luego la condición R1/r1 = R2/r2 implica que las coronas del
enunciado son conformemente equivalentes. También se sigue de esta observación que, para
el rećıproco, basta demostrar que si f : A(1, r) −→ A(1, R) es un isomorfismo conforme
entonces r = R. Con este fin consideramos la circunferencia Cρ = {z : |z| = ρ}, de radio
0 < ρ < R. El compacto K = f−1(Cρ) está contenido en A(1, r), luego A(1, 1+ ε)∩K = ∅
para algún ε > 0.

Ahora bien, V = f
(
A(1, 1 + ε)

)
es un subconjunto conexo de A(1, R) disjunto de Cρ,

luego o bien V ⊂ A(1, ρ), o bien V ⊂ A(ρ,R). Se puede suponer V ⊂ A(1, ρ) (en otro caso
se razona con R/f). Dada una sucesión zn tal que 1 < |zn| < 1 + ε y |zn| → 1, la imagen
f(zn) es una sucesión en V que no tiene puntos de acumulación en A(1, R) (debido a la
continuidad de f−1) luego ĺımn |f(zn)| = 1. Queda demostrado que ĺım|z|→1 |f(z)| = 1.
Análogamente se obtiene que ĺım|z|→r |f(z)| = R y aplicando b) se concluye que R = r.
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Ejercicio 10.17.

Si Ω ⊂ C es abierto, demuestre que u : Ω −→ R es armónica si y sólo si es continua y
satisface la propiedad de la media espacial:

u(z) =
1

πr2

∫

D(z,r)
u(x, y) dx dy para todo D(z, r) ⊂ Ω.

solución.

Si u es armónica, dado D(z, r) ⊂ Ω, con un cambio de variable a coordenadas polares
en la integral y usando la propiedad de la media en el sentido usual resulta

1

πr2

∫

D(z,r)
u(x, y) dx dy =

1

πr2

∫ r

0

∫ 2π

0
ρu(z + ρeiθ) dθ dρ =

=
2πu(z)

πr2

∫ r

0
ρ dρ = u(z).

Rećıprocamente, si u es continua y cumple la propiedad de la media espacial, para
cada D(z, r) ⊂ Ω se cumple

u(z)πr2 =

∫ r

0

∫ 2π

0
ρu(z + ρeiθ) dθ dρ.

Derivando respecto a r, con el teorema fundamental del cálculo, se deduce que

2πru(z) =

∫ 2π

0
ru(z + reiθ) dθ

es decir, u cumple la propiedad de la media en sentido usual y por consiguiente, en virtud
de 10.1.11, es armónica.

Ejercicio 10.18.

Sea u una función real continua en el semidisco A = {z : Im z ≥ 0, |z| ≤ 1} y armónica
en su interior, que verifica u(x) = 0 cuando −1 ≤ x ≤ 1.

Demuestre que existe una única función continua P : D −→ R, armónica en D =
D(0, 1), que verifica

a) P (eit) = u(eit) si t ∈ [0, π], P (eit) = −u(e−it) si t ∈ [π, 2π];

b) P |A = u.

solución.

La función ϕ : ∂D −→ R definida por

ϕ(z) = u(z) si Im z ≥ 0, ϕ(z) = −u(1/z) si Im z ≤ 0

es continua (la continuidad en los puntos z = 1 y z = −1 es consecuencia de la condición
u(1) = u(−1) = 0).

Si P : D(0, 1) −→ R es una función armónica en D que coincide con ϕ sobre ∂D
(solución del problema de Dirichlet) es evidente que se cumple a).
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Para ver que también se cumple b) basta demostrar que P (x) = 0 para cada x ∈ (−1, 1),
pues entonces P y u coinciden sobre ∂A y, aplicando el principio del máximo, se concluye
que P |A = u. Si x ∈ (−1, 1), en virtud de la fórmula de Schwarz

P (x) = Re

(
1

2π

∫ π

0
ϕ(eit)

eit + x

eit − x
dt

)
+ Re

(
1

2π

∫ 2π

π
ϕ(eit)

eit + x

eit − x
dt

)

y si en la segunda integral se efectúa el cambio de variable s = 2π − t, se obtiene

1

2π

∫ 2π

π
ϕ(eit)

eit + x

eit − x
dt =

1

2π

∫ π

0
ϕ(e−is)

e−is + x

e−is − x
ds =

= − 1

2π

∫ π

0
ϕ(eis)

e−is + x

e−is − x
ds.

Como (e−is +x)/(e−is −x) y (eis +x)/(eis −x) son complejos conjugados, tienen la misma
parte real y, por ello,

Re

(
1

2π

∫ 2π

π
ϕ(eit)

eit + x

eit − x
dt

)
= − Re

(
1

2π

∫ π

0
ϕ(eis)

eis + x

eis − x
dt

)

luego P (x) = 0. Aśı queda probada la existencia de una función P con los requisitos del
enunciado. Para obtener su unicidad basta aplicar 10.7.

Ejercicio 10.19.
Demuestre que Ω = {z : 0 < |z| < 1} no es un dominio de Dirichlet (es decir, el

problema de Dirichlet no tiene siempre solución).

solución.

Dada una función continua ϕ : T −→ R, donde T es la circunferencia
{z : |z| = 1}, la extendemos a una función ϕ̂ definida sobre ∂Ω = T ∪ {0} con un va-
lor en 0, ϕ̂(0) 6= 1

2π

∫ 2π
0 ϕ(eit) dt. Entonces ϕ̂ es una función continua sobre ∂Ω para la que

el problema de Dirichlet en Ω no tiene solución.
Efectivamente, supongamos que existe una función continua u sobre Ω = D(0, 1), que

es armónica en Ω y coincide con ϕ̂ sobre ∂Ω = T∪{0}. Como u no cumple las dos primeras
alternativas del ejercicio 10.12, debe cumplir la tercera. Por lo tanto es armónica en el disco
D(0, 1), donde es la solución del problema de Dirichlet para la condición de frontera ϕ.
Según el teorema 10.1.8 se debe cumplir que u(0) = 1

2π

∫ 2π
0 u(eit) dt y se llega aśı a una

contradicción, ya que u(0) = ϕ̂(0) y u(eit) = ϕ(eit).

10.3. Ejercicios propuestos

10.1 Demuestre que las funciones armónicas en C que se pueden expresar en la forma
u(reiθ) = α(r)β(θ), o bien son de la forma A log r + B, o bien son de la forma
(A cos nθ +B sen nθ)rn, con A,B ∈ R y n ∈ Z.

10.2 Demuestre que el ángulo visual α(z) con el que se ve un segmento [a, b] del eje
real desde el punto z es una función armónica en el semiplano {Im z > 0}. Calcule
ĺımz→x α(z) cuando x ∈ R.
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10.3 Si u y u2 son armónicas en un abierto conexo, demuestre que u es constante.

10.4 Si u es armónica en un abierto simplemente conexo Ω, demuestre que existe f ∈
H (Ω), sin ceros en Ω, tal que u = log |f |.

10.5 Si u es armónica en la corona Ω = {z : r < |z| < R} y para cada z ∈ Ω se define

v(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(zeit) dt

demuestre que v es de la forma v(z) = α log |z| + β, con α, β ∈ R.

Si Ω = {z : 0 < |z| < R} y u es acotada, demuestre que u se puede extender a una
función armónica en D(0, R) y que v es constante.

10.6 A partir de la fórmula integral de Poisson para el disco unidad obtenga la fórmula
de Poisson para cualquier disco: si u : D(a,R) −→ R es continua y armónica en
D(a,R) se verifica

u(a+ reiα) =
1

2π

∫ 2π

0
u(a+Reit)

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(α− t) + r2
dt

con 0 ≤ r < R y α ∈ R.

10.7 Sea u una función real continua en {∞} ∪ {z : Re z ≥ 0} y armónica en el semiplano
{z : Re z > 0}, tal que ĺımz→∞ u(z) = 0. Demuestre que para cada x+ iy con x > 0
vale la fórmula de Poisson:

u(x+ iy) =
1

π

∫ +∞

−∞

xu(it)

x2 + (y − t)2
dt.

10.8 Sea Ω = {z : |z| > 1} y ϕ : ∂Ω −→ R una función continua. Demuestre que
existe una única función continua v : Ω −→ R tal que v|Ω es armónica, v|∂Ω = ϕ y
ĺımz→∞ v(z) = 1

2π

∫ 2π
0 ϕ(eit) dt, que viene dada por

v(z) =
1

2π

∫ 2π

0
ϕ(eit)

|z|2 − 1

|z − eit|2 dt, si |z| > 1.

¿Se puede asegurar que v es única cuando se prescinde de la última condición sobre
el ĺımite ĺımz→∞ v(z)?

Indicación. Si u es armónica en D(0, 1) entonces v(z) = u(1/z) es armónica en Ω.



Caṕıtulo 11

Representación de funciones

11.1. Preliminares teóricos

11.1.1. Productos infinitos

Definición 11.1.1.

Dada una sucesión zn ∈ C, si la sucesión de productos parciales

pn = z1z2 · · · zn

converge, con ĺımite ĺımn pn = p 6= 0, se dice que el producto infinito
∏∞

n=1 zn es
estrictamente convergente hacia p.

Si el producto
∏∞

n=m+1 zn es estrictamente convergente para algún m ∈ N se dice
que el producto

∏∞
n=1 zn es convergente hacia

p = z1z2 · · · zm

∞∏

n=m+1

zn.

En este caso el śımbolo
∏∞

n=1 zn designa también el valor p.

Según esta definición, un producto infinito convergente se puede anular pero, en ese
caso, algún factor debe ser nulo y sólo puede haber una cantidad finita de factores nulos.
Si el producto infinito

∏∞
n=1 zn es convergente hacia p, entonces, para cada n ≥ 1, el

producto
∏∞

k=n+1 zk converge y su valor Rn cumple z1z2 · · · znRn = p. Además ĺımnRn = 1
y ĺımn zn = 1.

En el ejercicio 11.1 se puede ver que una condición necesaria y suficiente para que∏∞
n=1 zn sea estrictamente convergente es que zn 6= 0 para todo n ∈ N y la serie

∑∞
k=1 Log zn

sea convergente.

Proposición 11.1.2.
Dado un producto infinito de números complejos

∏∞
n=1(1+an), se verifica a) ⇔ b) ⇒ c),

siendo:

a)
∑∞

k=1 |an| < +∞;

b) el producto
∏∞

n=1(1 + |an|) converge;

c) el producto
∏∞

n=1(1 + an) converge.

351
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El producto infinito
∏∞

n=1(1 + an) se dice que es absolutamente convergente cuando se
cumple una de las condiciones equivalentes a) ⇔ b) que intervienen en la proposición 11.1.2.
Según esta proposición, todo producto infinito absolutamente convergente es convergente.

Definición 11.1.3.

Dada una sucesión de funciones fn : Ω −→ C, si el producto
∏∞

n=1 fn(z) converge
para cada z ∈ Ω, se dice que converge puntualmente en Ω. Si además la sucesión
Rn(z) =

∏∞
k=n+1 fk(z) converge hacia 1 uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω

se dice que el producto converge uniformemente sobre compactos.

Proposición 11.1.4.
Dada una sucesión de funciones an : Ω −→ C y un compacto K ⊂ Ω se verifica

a) ⇔ b) ⇒ c), siendo:

a) la serie
∑∞

n=1 |an(z)| converge uniformemente sobre K;

b) el producto
∏∞

n=1

(
1 + |an(z)|) converge uniformemente sobre K;

c) el producto
∏∞

n=1

(
1 + an(z)

)
converge uniformemente sobre K.

Aplicando la proposición anterior en cada compacto K ⊂ Ω se obtiene que la conver-
gencia uniforme sobre compactos de la serie

∑∞
n=1 |fn(z) − 1| es condición suficiente para

la convergencia uniforme sobre compactos del producto
∏∞

n=1 fn(z).

Proposición 11.1.5.
Sea fn ∈ C(Ω) una sucesión de funciones continuas tal que el producto infinito f(z) =∏∞

n=1 fn(z) converge uniformemente sobre compactos. Entonces la sucesión de los produc-
tos parciales πn(z) = f1(z)f2(z) · · · fn(z) converge uniformemente sobre compactos hacia
f y, para cada compacto K ⊂ Ω, existe m ∈ N tal que el producto Rm(z) =

∏∞
k=m+1 fk(z)

no se anula en K.

Teorema 11.1.6.

Sea fn ∈ H (Ω) una sucesión de funciones holomorfas tal que el producto infinito
f(z) =

∏∞
n=1 fn(z) converge uniformemente sobre compactos. Entonces f ∈ H (Ω) y

Z (f) =
⋃

n Z (fn). Si los ceros de cada fn son aislados, los ceros de f también lo
son.

Además, para cada a ∈ Z (f) el conjunto {n ∈ N : fn(a) = 0} es finito y ν(f, a) =∑∞
n=1 ν(fn, a) (hay un número finito de sumandos no nulos).

Se llaman factores de Weierstrass a las funciones

E0(z) = 1 − z;

En(z) = (1 − z) exp

(
z +

z2

2
+ · · · +

zn

n

)
, si n ≥ 1.

Lema 11.1.7.
Para |z| ≤ 1 los factores de Weierstrass verifican la desigualdad

|En(z) − 1| ≤ |z|n+1
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Teorema 11.1.8.

Sea ak ∈ C\{0} una sucesión con ĺımk |ak| = +∞ y nk ∈ N∪{0} una sucesión tal que
para todo R > 0 es

∑∞
k=1 (R/|ak|)nk+1 < +∞ (por ejemplo, nk = k− 1). Entonces el

producto

f(z) =
∞∏

k=1

Enk
(z/ak)

converge uniformemente sobre compactos y define una función entera f ∈ H (C) tal
que Z (f) = {ak : k ∈ N}. Para cada a ∈ Z (f), su multiplicidad ν(f, a) es el número
de elementos del conjunto {k : ak = a}.

Corolario 11.1.9.

Sea M ⊂ C un conjunto sin puntos de acumulación y m : M −→ N una aplicación que
asigna a cada a ∈ M un número natural m(a) ∈ N. Entonces existe una función entera
f ∈ H (C) tal que Z (f) = M y la multiplicidad de cada a ∈ Z (f) es ν(f, a) = m(a).

Teorema 11.1.10.

Sea f ∈ H (C) una función entera no idénticamente nula, con infinitos ceros y ak ∈
C \ {0} la sucesión de sus ceros no nulos, repetidos según multiplicidades. Entonces
existe una sucesión nk ∈ N ∪ {0} y una función entera g ∈ H (C) tal que

f(z) = eg(z)zp
∞∏

k=1

Enk
(z/ak)

donde p = 0 si f(0) 6= 0, p = ν(f, 0) si f(0) = 0 y el producto infinito converge
uniformemente sobre compactos.

Proposición 11.1.11.

Sea f(z) =
∏∞

n=1 fn(z) un producto infinito de funciones fn ∈ H (Ω) que converge
uniformemente sobre compactos. Se supone que los ceros de todas las funciones fn son
aislados. Entonces

f ′(z)
f(z)

=
∞∑

n=1

f ′
n(z)

fn(z)

donde la serie de funciones meromorfas converge uniformemente sobre compactos.

11.1.2. La función Γ de Euler

La función Γ(z), introducida por Euler, es una función meromorfa en C que extiende
a la función de n ∈ N definida por f(n) = (n− 1)!.

Se suele definir en la forma f = 1/F donde F ∈ H (C) tiene ceros simples Z (F ) =
{m ∈ Z : m ≤ 0}. Según el corolario 11.1.10 la forma general de una función entera
F ∈ H (C) con estos ceros es

F (z) = eg(z)z
∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n (11.1)
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donde g ∈ H (C) es una función entera que se elige, de la forma más sencilla posible, para
que f = 1/F cumpla las condiciones:

f(1) = 1; f(z + 1) = zf(z) si z 6= 0. (11.2)

La función f cumple f(z + 1) = zf(z) si y sólo si 1 = e[g(z+1)−g(z)−γ], donde γ =

ĺımm

(∑m
n=1

1
n − log m

)
es la célebre constante de Euler (aún no se sabe si es irracio-

nal) cuyo valor aproximado es 0.5772 · · · . Como F (1) = e[g(1)−γ], resulta que f(1) = 1 si y
sólo si 1 = e[g(1)−γ]. Es claro que g(z) = γz, es la función entera más sencilla que satisface
las condiciones requeridas

1 = e[g(z+1)−g(z)−γ], 1 = e[g(1)−γ]

y con ella se define la función Γ.

Definición 11.1.12.

Sea F ∈ H (C) la función entera definida por el producto

F (z) = zeγz
∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n

La función Γ de Euler es la función meromorfa Γ ∈ M (C) definida por

Γ(z) =
1

F (z)
=
e−γz

z

∞∏

n=1

(
n

n+ z

)
ez/n

Proposición 11.1.13.

La función Γ satisface la ecuación funcional

Γ(1) = 1; Γ(z + 1) = zΓ(z) si z 6= 0, (11.3)

no tiene ceros y tiene polos simples en {0,−1,−2, · · · ,−n, · · · } con residuos

Res(Γ,−n) =
(−1)n

n!

Considerando el ĺımite de los productos parciales del producto infinito con el que se ha
definido la función Γ se llega a la fórmula de Gauss en la que no interviene la constante
de Euler γ:

Proposición 11.1.14. Fórmula de Gauss.

Si z 6∈ {0,−1,−2, · · · − n, · · · }

Γ(z) = ĺım
n

n!nz

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)

Proposición 11.1.15. Fórmula de los complementos.

Si z 6∈ Z se cumple:

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sen πz
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Con la proposición 11.1.15 se obtiene que Γ(1/2)2 = π y, teniendo en cuenta que Γ(x) > 0
si x > 0, resulta Γ(1/2) =

√
π. Con la ecuación funcional 11.3 se calculan los valores

Γ(n+ 1/2) =
1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)

2n

√
π para n ∈ N.

Teorema 11.1.16. Representación integral.

Γ(z) =

∫ +∞

0
e−ttz−1dt si Re z > 0.

Además, la integral impropia f0(z) =
∫ 1

0 e
−ttz−1dt converge uniformemente sobre

compactos en el semiplano {z : Re z > 0} donde define una función holomorfa y la
integral impropia f1(z) =

∫ +∞
1 e−ttz−1dt converge uniformemente sobre compactos en

C donde define una función entera (véase el ejercicio 5.52).

11.1.3. La función ζ de Riemann

La función ζ se define inicialmente en Ω1 = {z ∈ C : Re z > 1} mediante la serie

ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz

Con los ejercicios de este caṕıtulo se establece que ζ se puede prolongar anaĺıticamente
a una función meromorfa en C con un único polo (simple) en z = 0 y que sus ceros
fuera de la banda cŕıtica B = {z : 0 ≤ Re z ≤ 1} (los llamados ceros triviales) son
Z (ζ) \ B = {−2n : n ∈ Z}. La conjetura de Riemann afirma que los infinitos ceros de
ζ en la banda cŕıtica están en la recta Re z = 1/2. Este es uno de los problemas abiertos
más celebres de las matemáticas y su solución positiva tendŕıa importantes repercusiones
en la teoŕıa de números.

11.2. Ejercicios resueltos

11.2.1. Factorización de funciones

Ejercicio 11.1.

Demuestre que el producto
∏∞

n=1 zn converge estrictamente si y sólo si zn 6= 0 para
todo n ∈ N y la serie

∑∞
k=1 Log zn converge. ( Log z denota el logaritmo principal de z 6= 0

determinado por −π < Im(Log z) ≤ π).

solución.

Si el producto es estrictamente convergente la sucesión pn = z1z2 · · · zn converge
hacia un valor p 6= 0 y ĺımn zn = 1. Sea A(z) un argumento continuo de z definido en
Ωp = C \ {tp : t ≤ 0}. Si a ∈ log p la función Logp z = Log(z/p) + a, que está definida

y es continua en Ωp, verifica eLogp z = z para todo z ∈ Ωp, luego la función continua
A(z) = Im(Logp z) determina un argumento de z en Ωb (véase el ejercicio 3.3). Existe
m ∈ N tal que si n ≥ m entonces pn ∈ Ωp, luego la sucesión θn = A(pn) converge hacia
θ = A(p). Es inmediato que zk 6= 0 para todo k ∈ N, y podemos considerar la sucesión
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Sn =
∑

k=1 Log zk que cumple eSn = pn. Puesto que Sn es de la forma Sn = log |pn| + iαn,
con αn ∈ arg(pn), para demostrar que Sn converge basta demostrar que αn converge.

Como ĺımn zn = 1, usando la continuidad de Log z en z = 1 se obtiene que la sucesión
αn+1 − αn = Im(Sn+1 − Sn) = Im(Log zn+1) converge hacia 0. También se cumple que
ĺımn(θn+1 − θn) = θ − θ = 0, luego la sucesión de enteros

hn =
αn − θn

2π

cumple ĺımn(hn+1 − hn) = 0, por lo que es eventualmente constante, es decir, existe
k ∈ Z tal que hn = k desde un valor de n en adelante. Se sigue de esto que Sn =
log |pn| + i(θn + 2πhn) converge hacia S = log |p| + i(θ + 2πk).

Rećıprocamente, si zk 6= 0 para todo k ∈ N y Sn =
∑n

k=1 Log zk converge hacia S,
es inmediato que pn = z1z2 · · · zn = eSn converge hacia p = eS 6= 0 y, por lo tanto, el
producto infinito es estrictamente convergente.

Ejercicio 11.2.

Obtenga la factorización

senπz

πz
=

∞∏

n=1

(
1 − z2

n2

)

donde el producto converge uniformemente sobre compactos. Concluya que, en particular,
para z = 1/2, se tiene 2/π =

∏∞
n=1

(
1 − 1/(4n2)

)
.

solución.

La función f(z) = sen πz tiene ceros simples en los enteros

Z (f) = {0, 1,−1, 2,−2, · · · n,−n, · · · }

y la sucesión constante nk = 1 cumple la condición requerida en el teorema 11.1.8. Apli-
cando este teorema se obtiene

f(z) = eg(z)zE1(z)E1(−z)E1(z/2)E1(−z/2) · · ·E1(z/n)E1(−z/n) · · ·

Teniendo en cuenta que E1(z) = (1 − z)ez , resulta E1(z/n)E1(−z/n) = 1 − z2/n2, luego
los productos parciales de ı́ndice par adoptan la forma más simple

E1(z)E1(−z)E1(z/2)E1(−z/2) · · ·E1(z/m)E1(−z/m) =
m∏

n=1

(
1 − z2

n2

)

Se obtiene aśı que

f(z) = eg(z)z
∞∏

n=1

(
1 − z2

n2

)

donde el nuevo producto infinito sigue siendo uniformemente convergente sobre compactos
(esto también se puede ver directamente usando la proposición 11.1.4). En virtud de la
proposición 11.1.11

π cot πz = g′(z) +
1

z
+

∞∑

n=1

2z

z2 − n2
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y, teniendo en cuenta el desarrollo obtenido en el ejercicio 8.23, resulta g′ = 0, luego
g(z) = c es constante. Para calcular su valor basta sustituir z = 0 en

senπz

z
= ec

∞∏

n=1

(
1 − z2

n2

)

y se obtiene que π = ec.

Ejercicio 11.3.
Obtenga la factorización

ez − 1 = zez/2
∞∏

n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)

donde el producto converge uniformemente sobre compactos.

solución.

La sucesión de los ceros de la función f(z) = ez − 1 es

Z (f) = {0, 2πi,−2πi, 3πi,−3πi, · · · , nπi,−nπi, · · · }

por lo que, al aplicar el teorema 11.1.10, se puede usar la sucesión constante nk = 1. Según
este teorema existe g ∈ H (C) tal que

ez − 1 = eg(z)zE1

(
z

2πi

)
E1

(
z

−2πi

)
· · ·E1

(
z

2nπi

)
E1

(
z

−2nπi

)
· · ·

donde el producto converge uniformemente sobre compactos y E1(z) = (1 − z)ez .
Teniendo en cuenta que

E1

(
z

2nπi

)
E1

( −z
2nπi

)
= 1 +

z2

4πn2

podemos considerar el producto infinito como ĺımite de los productos finitos de ı́ndice par
y se obtiene aśı la representación

ez − 1 = eg(z)z
∞∏

n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)

donde el nuevo producto infinito sigue siendo uniformemente convergente sobre compactos
(esto se puede comprobar usando la proposición 11.1.4).

Para obtener la función entera g aplicamos el teorema 11.1.11, con el que se obtiene

ez

ez − 1
= g′(z) +

1

z
+

∞∑

n=1

2z

z2 + 4π2n2
(11.4)

Utilizando el método expuesto en la proposición 8.1.7 se puede calcular la suma de la serie

∞∑

n=1

2z

z2 + 4π2n2
=

1

ez − 1
− 1

z
+

1

2
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y sustituyendo en (11.4) se obtiene que g′(z) = 1/2, luego existe c ∈ C tal que g(z) =
z/2 + c. El valor de c se determina haciendo z = 0 en la igualdad

ez − 1

z
= ec+z/2

∞∏

n=1

(
1 +

z2

4π2n2

)

Se obtiene aśı que 1 = ec y con ello queda establecido el desarrollo propuesto.

Ejercicio 11.4.
Sea Ω  C∞ un abierto conexo no vaćıo y M ⊂ Ω un subconjunto sin puntos de

acumulación en Ω (M ′ ∩ Ω = ∅). Dada una aplicación m : M −→ N que asigna a
cada a ∈ M un número natural m(a) ∈ N demuestre que existe una función holomorfa
f ∈ H (Ω) tal que Z (f) = M y la multiplicidad de cada a ∈ Z (f) es m(a).

solución.

Cuando M es finito el resultado es trivial (la solución se obtiene con un polinomio).
Suponemos en lo que sigue que M es infinito. Según 2.39 la condición M ′ ∩ Ω = ∅ implica
que M es numerable. Sea zk una sucesión inyectiva formada numerando los puntos de M .

a) Suponemos en primer lugar que ∞ ∈ Ω, ∞ 6∈ M . En este caso S = C∞ \Ω = C\Ω es
un subconjunto compacto de C y como ∞ no es punto de acumulación de M , existe R > 0
tal que {z : |z| > R} ⊂ Ω y |zk| ≤ R para todo k ∈ N. Es fácil ver que ĺımk d(zk, S) = 0.
Efectivamente, en caso contrario existiŕıa ε > 0 y una subsucesión zkj

tal que d(zkj
, S) ≥ ε

para todo j ∈ N; esta subsucesión, al ser acotada, tendŕıa una subsucesión convergente
hacia un punto z ∈ M ′ que cumpliŕıa d(z, S) ≥ ε, luego z ∈ Ω, lo que es imposible por
hipótesis.

La sucesión (ak) obtenida a partir de la sucesión inyectiva (zk) repitiendo términos
según la función m del enunciado también verifica ĺımk d(ak, S) = 0. Consideremos la
sucesión de funciones

fn(z) = En

(
an − wn

z − wn

)

donde wn ∈ S es un punto tal que d(an, S) = d(an, wn) = |an − wn|. Cada función fn es
holomorfa en Ω, cumple fn(∞) = 1 y tiene un cero simple en an.

Probemos ahora que la serie
∑∞

n=1 |1 − fn(z)| converge uniformemente sobre cada
compacto K ⊂ Ω. Si 0 < η < d(K,S) existe m ∈ N tal que para todo n > m se cumple
|an − wn| ≤ 2η. Entonces, para n > m y todo z ∈ K se cumple

∣∣∣∣
an − wn

z − wn

∣∣∣∣ ≤ |an − wn|
η

≤ 1

2

y utilizando el lema 11.1.7 se llega a la desigualdad |fn(z) − 1| ≤ (1/2)n+1, válida para
todo n > m y todo z ∈ K, con la que se obtiene la convergencia uniforme de la serie sobre
el compacto K (criterio de Weierstrass).

En virtud de la proposición 11.1.4 el producto

f(z) =
∞∏

n=1

fn(z)

converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de Ω y define una función f ,
holomorfa en Ω0 = Ω \ {∞}, continua en ∞ (esto es consecuencia de la convergencia
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uniforme sobre compactos de los productos finitos vista en la proposición 11.1.5). Esta
función cumple f(∞) = ĺımm

∏m
n=1 fn(∞) = 1 y por construcción tiene los ceros y las

multiplicidades requeridos.

b) Consideremos ahora el caso general de un conjunto infinito M ⊂ Ω sin puntos de
acumulación en el abierto Ω  C∞. Fijando un punto a ∈ Ω \ M , con la transformación
h(z) = 1/(z − a) el abierto Ω se transforma en otro abierto Ω1 = h(Ω) 6= C∞ tal que
∞ ∈ Ω1 y M se transforma en un conjunto M1 = h(M) sin puntos de acumulación en Ω1

tal que ∞ 6∈ M1. Según lo que se ha demostrado en el caso preliminar existe f1 ∈ H (Ω1) tal
que Z (f1) = M1 y cada h(a) ∈ M1 es un cero de f1 de multiplicidad m(a). Se comprueba
fácilmente que f(z) = f1(h(z)) tiene los ceros deseados con las multiplicidades requeridas
(obsérvese que f es holomorfa en z = a, porque ĺımz→a f(z) = f1(∞) = 0).

Ejercicio 11.5.

Sea ak ∈ D∗(0, 1) una sucesión tal que
∑∞

k=1(1 − |ak|) < +∞. Demuestre que el
producto

f(z) =
∞∏

k=1

|ak|
ak

(
ak − z

1 − akz

)

converge uniformemente sobre compactos en D(0, 1) donde define una función f ∈ H
(
D(0, 1)

)

con ceros {ak : k ∈ N}, tal que |f(z)| < 1 para todo z ∈ D(0, 1).

solución.

Las funciones

fk(z) =
|ak|
ak

(
ak − z

1 − akz

)

son automorfismos conformes del disco D(0, 1), luego |fk(z)| ≤ 1 si |z| ≤ 1.

La serie
∑∞

k=1 |1 − fk(z)| converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ D(0, 1),
ya que para todo z ∈ K y todo k ∈ N se cumple

|1 − fn(z)| =

∣∣∣∣∣
ak − |ak|2z − ak|ak| + |ak|z

ak(1 − akz)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(ak + |ak|z)(1 − |ak|)

ak(1 − akz)

∣∣∣∣ ≤

≤ 1 + |z|
1 − |z| (1 − |ak|) ≤ 1 + r

1 − r
(1 − |ak|)

donde r = máx{|z| : z ∈ K} < 1, y con el criterio de Weierstrass se obtiene el resultado.
Entonces, de acuerdo con el teorema 11.1.5, podemos asegurar que la función f está
definida y es holomorfa en D(0, 1) con ceros Z (f) = {ak : k ∈ N}.

Los productos parciales πn(z) = f1(z) · · · fn(z) también cumplen que |πn(z)| ≤ 1 si
|z| ≤ 1, luego |f(z)| = ĺımn |πn(z)| ≤ 1 para todo z ∈ D(0, 1). Finalmente, con el teorema
del módulo máximo se concluye que |f(z)| < 1 para todo z ∈ D(0, 1).

Ejercicio 11.6.

Sea M ⊂ C tal que M ′ = ∅. Se supone que para cada a ∈ M se ha fijado una sucesión
finita de números complejos {cn(a) ∈ C : 0 ≤ n ≤ m(a)}. Demuestre que existe f ∈ H (C)
tal que f (n)(a) = n! cn(a), para cada a ∈ M y cada 0 ≤ n ≤ m(a).
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Indicación. Dada una sucesión finita de números complejos c0, c1, . . . , cm y un desa-
rrollo en serie de potencias de la forma

F (z) = am+1z
m+1 + am+2z

m+2 + am+3z
m+3 + · · · , |z| < r

con am+1 6= 0, existe una función racional de la forma

P (1/z) =
b1

z
+
b2

z2
+ · · · +

bm+1

zm+1

tal que el desarrollo en serie de potencias de P (1/z)F (z) en z = 0 comienza aśı:

P (1/z)f(z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · + cmz

m + · · ·
solución.

Comencemos estableciendo la indicación. En z = 0 la función F tiene un cero de mul-
tiplicidad m+ 1 y la función P (1/z) un polo de la misma multiplicidad, luego P (1/z)f(z)
tiene una singularidad evitable en z = 0 que suponemos eliminada. Efectuando el producto

P (1/z)F (z) =

(
b1

z
+
b2

z2
+ · · · +

bm+1

zm+1

)(
am+1z

m+1 + am+2z
m+2 + · · ·

)

se obtienen los sucesivos coeficientes del desarrollo del producto:

c0 = am+1bm+1

c1 = am+1bm + am+2bm+1

c2 = am+1bm−1 + am+2bm + am+3bm+1

· · · · · ·
cm = am+1b1 + am+2b2 + · · · + a2m+1bm+1

Si queremos que estos coeficientes tomen los valores prefijados podemos usar la primera
igualdad para determinar bm+1 = c0/am+1, la segunda para determinar bm y aśı sucesiva-
mente, hasta la última igualdad con la que se determina b1. De esta forma queda justificada
la indicación del enunciado.

Utilizando el teorema 11.1.9 se puede definir una función g ∈ H (C) tal que cada
a ∈ M es un cero de g con multiplicidad m(a) + 1. Utilizando la indicación podemos
obtener, para cada a ∈ M , una parte principal

Pa(1/(z − a)) =

m(a)+1∑

k=1

bk(a)

(z − a)k

tal que g(z)Pa
(
1/(z − a)

)
tiene alrededor de a un desarrollo en serie de potencias que

comienza en la forma deseada

g(z)Pa
(
1/(z − a)

)
= c0(a) + c1(a)(z − a) + · · · + cm(a)(z − a)m(a) + · · · (11.5)

El teorema 6.1.16 afirma que existe una función meromorfa h ∈ M (C) tal que cada
a ∈ M es polo de h con parte principal Pa

(
1/(z−a)

)
. La función f(z) = g(z)h(z) presenta

singularidades evitables en cada a ∈ M (pues a es cero de g y polo de h con la misma
multiplicidad) y eliminando estas singularidades, obtenemos una función f ∈ H (C) con
las propiedades requeridas. Efectivamente, en un entorno de a ∈ M , la función h se expresa
en la forma h(z) = Pa

(
1/(z − a)

)
+ ha(z), donde ha es holomorfa en el entorno.

La función h(z)g(z) = Pa
(
1/(z−a)

)
g(z)+ha(z)g(z) tiene alrededor de a un desarrollo

en serie de potencias cuyos términos de grado menor o igual que m(a) son iguales a los
del desarrollo 11.5 (ya que hag tiene en a un cero de multiplicidad m(a) + 1).
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11.2.2. Sobre la función Γ

Ejercicio 11.7.
Demuestre que para cada z ∈ Ω = C \ {n ∈ Z : n ≤ 0} se verifica

Γ′(z)
Γ(z)

= − γ − 1

z
+

∞∑

n=1

z

n(n+ z)

(γ es la constante de Euler) y que la serie converge uniformemente sobre compactos.
Deduzca de ello que log Γ(x) es una función convexa en (0,+∞).

solución.

La derivada logaŕıtmica de la función Γ se obtiene aplicando la proposición 11.1.11
al producto infinito utilizado para definirla. Para poder aplicar esta proposición debemos
comprobar que el producto

∞∏

n=1

(
n

n+ z

)
ez/n

que interviene en la definición de Γ converge uniformemente sobre los subconjuntos com-
pactos de Ω. Según la proposición 11.1.4 una condición suficiente para ello es que la serie

∞∑

n=1

∣∣∣∣1 − n

n+ z
ez/n

∣∣∣∣

sea uniformemente convergente sobre cada compacto K ⊂ Ω.
En efecto, para n > R = máx{|z| : z ∈ K} se cumple

∣∣∣∣∣1 − nez/n

n+ z

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n

n+ z

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

(
n+ z

n

)
−
(

1 +
z

n
+

1

2!

(
z

n

)2

+
1

3!

(
z

n

)3

+ · · ·
)∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
n

n+ z

∣∣∣∣

(
1

2!

(
R

n

)2

+
1

3!

(
R

n

)3

+ · · ·
)

≤ n

n−R

(
R

n

)2

C =
CR2

n(n−R)
= µn

donde C =
∑∞

n=2(1/n!). Como la serie numérica de término general µn es convergente,
con el criterio de Weierstrass se obtiene la convergencia uniforme sobre K de la serie.

Al aplicar la proposición 11.1.11 se obtiene que la serie del enunciado converge unifor-
memente sobre cada compacto K ⊂ Ω, lo que permite utilizar el teorema de Weierstrass
para derivarla término a término y obtener la derivada de f = Γ′/Γ

f ′(z) =
∞∑

n=0

1

(z + n)2

Por otra parte, para x > 0 es Γ(x) > 0, luego está definida ϕ(x) = log Γ(x). Como
ϕ′(x) = f(x) > 0 y ϕ′′(x) = f ′(x) > 0, se concluye que ϕ es convexa.

Ejercicio 11.8. Teorema de Bohr-Mollerup.
Sea f : (0,+∞) −→ (0,+∞) una función que verifica
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a) log f(x) es convexa;

b) f(1) = 1;

c) f(x+ 1) = xf(x) para todo x > 0.

Demuestre que entonces f(x) = Γ(x) para cada x > 0.

solución.

Basta demostrar que f(x) = Γ(x) para 0 < x ≤ 1, ya que entonces, para todo n ∈ N,
se cumplirá

f(n+ x) = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)f(x) = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)Γ(x) = Γ(n+ x).

Como ϕ(x) = log f(x) es convexa, para todo n ≥ 2 y 0 < x ≤ 1 se verifica

ϕ(n) − ϕ(n − 1)

n− (n− 1)
≤ ϕ(n + x) − ϕ(n)

(n+ x) − n
≤ ϕ(n + 1) − ϕ(n)

(n+ 1) − n

Es decir

x
[
log f(n) − log f(n− 1)

] ≤ log f(n+ x) − log f(n) ≤ x
[
log f(n+ 1) − log f(n)

]

y teniendo en cuenta que f(m) = (m − 1)! resulta

x log(n− 1) ≤ log f(n+ x) − log f(n) ≤ x log n

Tomando exponenciales se obtiene

(n− 1)x(n− 1)! ≤ f(n+ x) ≤ nx(n− 1)!

y sustituyendo f(x+ n) = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)f(x) se llega a la desigualdad

(n − 1)x(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
≤ f(x) ≤ nx n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

x+ n

n

Pasando al ĺımite cuando n → +∞, con la fórmula de Gauss se obtiene que f(x) = Γ(x).

Ejercicio 11.9.

Si z 6∈ {n ∈ Z : n ≤ 0} demuestre que la función f = Γ′/Γ verifica

f ′(z) + f ′(z + 1/2) = 4f ′(2z)

y deduzca de ello la fórmula de duplicación de Legendre:

√
π Γ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2).

solución.
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Con la fórmula para la derivada de f obtenida en el ejercicio 11.7, se tiene

f ′(z) + f ′(z + 1/2) =
∞∑

n=0

1

(z + n)2
+

∞∑

n=0

4

(2z + 2n+ 1)2
=

=
∞∑

n=0

4

(2z + 2n)2
+

∞∑

n=0

4

(2z + 2n+ 1)2
=

=
∞∑

m=0

4

(2z +m)2
= 4f ′(2z)

luego existe una constante a ∈ C tal que f(z) + f(z + 1/2) = 2f(2z) + a.

Para cada una de las funciones Γ(z), Γ(z + 1/2) y Γ(2z) la imagen de z = 1 pertenece
a Ω = {z : Re z > 0}. Como las tres funciones son continuas en z = 1, hay un disco
D(1, r) cuya imagen, mediante cada una de ellas, está contenida en Ω, donde está definido
el logaritmo principal Log z. Por lo tanto, en D(1, r) están definidas las funciones Log Γ(z),
Log Γ(z + 1/2) y Log Γ(2z), cuyas derivadas (que son f(z), f(z + 1/2) y 2f(2z)) verifican

(
Log Γ(z)

)′
+
(
Log Γ(z + 1/2)

)′
=
(
Log Γ(2z)

)′
+ a

luego existe una constante b ∈ C tal que para todo z ∈ D(1, r) se cumple

Log Γ(z) + Log Γ(z + 1/2) = Log Γ(2z) + az + b

Tomando exponenciales se obtiene la igualdad

Γ(z)Γ(z + 1/2) = Γ(2z)eaz+b

válida para cada z ∈ D(1, r). En virtud del principio de identidad la igualdad también
se cumple en todos los puntos del abierto conexo z ∈ C \ {n ∈ Z : n ≤ 0} donde son
holomorfas las funciones que intervienen en ella.

Las constantes a, b se calculan considerando los valores z = 1 y z = 1/2 con los que se
obtienen las ecuaciones

√
π = ea/2+b,

√
π/2 = ea+b, que, escritas en la forma

a/2 + b = log
√
π; a+ b = log(

√
π/2)

permiten obtener a = −2 log 2 y b = 1
2 log π+log 2. Con estos valores se obtiene el resultado

deseado ya que eaz+b = eazeb = 2−2z√
π2 =

√
π/22z−1.

11.2.3. Sobre la función ζ

Ejercicio 11.10.

Sea ζ(z) =
∑∞

n=1 1/nz definida en Ω1 = {z : Re z > 1}. Si (pn) es la sucesión de los
números primos, (2, 3, 5, 7, . . . ), demuestre que para z ∈ Ω1 se verifica

ζ(z) =
∞∏

n=1

1

1 − p−z
n

donde el producto converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω1.
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solución.

Con el criterio de Weierstrass se comprueba que la serie converge uniformemente sobre
cada compacto K ⊂ Ω: obsérvese que α = mı́n{Re z : z ∈ K} > 1 y que para todo n ∈ N
y todo z ∈ K se cumple ∣∣∣∣

1

nz

∣∣∣∣ ≤ 1

nx
≤ 1

nα

Como hay convergencia uniforme sobre compactos, según el teorema de Weierstrass, la
suma de la serie define una función ζ(z) holomorfa en el semiplano Ω1. Según la proposición
11.1.4 para ver que el producto infinito converge uniformemente sobre el compacto K ⊂
{z : Re z > 1} basta comprobar que la serie de término general

∣∣∣∣1 − 1

1 − p−z
n

∣∣∣∣

converge uniformemente sobre K. Esto se consigue con el criterio de Weierstrass ya que
α = mı́n{Re z : z ∈ K} > 1 y para todo z ∈ K se cumple

∣∣∣∣1 − 1

1 − p−z
n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

pz
n − 1

∣∣∣∣ ≤ 1

|pz
n| − 1

=
1

px
n − 1

≤ 1

pα
n − 1

≤ 1

nα − 1

Según el teorema 11.1.6 el producto infinito define una función holomorfa en Ω1. En virtud
del principio de identidad, para conseguir la igualdad del enunciado basta demostrar que
f(x) = ζ(x) para todo x > 1. Multiplicando los desarrollos en progresión geométrica de
razón p−x

n < 1,

1

1 − p−x
n

= 1 + p−x
n + p−2x

n + p−3x
n + · · · p−kx

n + · · · (n = 1, 2, 3, . . . ,m)

se obtiene
m∏

n=1

1

1 − p−x
n

=
+∞∑

k1,k2,...,km=0

[
pk1

1 p
k2
2 · · · pkm

m

]−x
=

∑

n∈Am

1

nx

dondeAm es el conjunto de los números naturales que no admiten divisores primos mayores
que pm. Se obtienen aśı las desigualdades

pm∑

n=1

1

nx
≤

m∏

n=1

1

1 − p−x
n

≤
+∞∑

n=1

1

nx
= ζ(x)

y pasando al ĺımite cuando m → +∞ se obtiene el resultado deseado ζ(x) = f(x).

Ejercicio 11.11.
Sea ζ(z) =

∑+∞
n=1 n

−z la función de Riemann definida para Re z > 1 (véase el ejerci-
cio 11.10). Demuestre que para Re z > 1 se verifica

ζ(z)Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1

et − 1
dt.

Utilice este resultado y el obtenido en los ejercicio 5.53 y 6.33 para demostrar que la
función ζ se puede prolongar anaĺıticamente a una función meromorfa en C con un único
polo simple en z = 1 y ceros en los puntos {−2n : n ∈ N}.



11.2. Ejercicios resueltos 365

solución.

Según el ejercicio 5.53 la integral del enunciado define una función F (z) que es holo-
morfa en Ω1 = {z : Re z > 1}. Como las tres funciones que intervienen en la igualdad
del enunciado ζ(z)Γ(z) = F (z) son holomorfas en Ω1, en virtud del principio de identidad
bastará demostrar la igualdad para z = x ≥ 2. En este caso, considerando el desarrollo en
serie geométrica de razón e−t < 1, se obtiene que para todo t > 0 se cumple

tx−1

et − 1
=
tx−1

et

1

1 − e−t
=
tx−1

et

m∑

n=0

e−nt +Rm(t)

donde

Rm(t) =
tx−1

et

+∞∑

n=m+1

e−nt =
tx−1

e(m+1)t

1

et − 1
≤ tx−2

e(m+1)t

Como x ≥ 2 se obtiene que la desigualdad Rm(t) ≤ e−(m+1)t es válida para todo t ∈ [0, 1] y
con ella se deduce que ĺımn

∫ 1
0 Rm(t) dt = 0. Por otra parte, para t ≥ 1 vale la desigualdad

Rm(t) ≤ tx−2e−t/em con la que se obtiene fácilmente que ĺımm
∫ +∞

1 Rm(t) dt = 0. Queda
justificado que ĺımm

∫ +∞
0 Rm(t) dt = 0, luego

F (x) =

∫ +∞

0

tx−1

et − 1
dt = ĺım

m

m∑

n=0

∫ +∞

0
tx−1e−(n+1)tdt =

= ĺım
m

m∑

n=0

1

(n + 1)x

∫ +∞

0
sx−1e−s ds = ζ(x)Γ(x)

Combinando lo obtenido en los ejercicios 5.53 y 6.33 se concluye que la función F admite
una prolongación meromorfa F̂ , cuyos polos, todos simples, son {1, 0,−1,−3, . . . ,−(2n+
1), . . . }. Entonces, en virtud de lo obtenido anteriormente, F̂ /Γ es una prolongación me-
romorfa de ζ a todo el plano complejo que seguimos denotando igual, ζ. Los polos simples
que tiene F̂ en {0,−1,−3, . . . ,−(2n+1), . . . } se cancelan con los polos simples de Γ en los
mismos puntos, luego ζ tiene un único polo simple en z = 1. Los polos de Γ que no se han
cancelado, {−2n : n ∈ N}, dan lugar a ceros de la función ζ mencionados en el enunciado.

Ejercicio 11.12.

Establezca la ecuación funcional de Riemann:

ζ(z) = 2(2π)z−1Γ(1 − z)ζ(1 − z) sen

(
πz

2

)
.

Utiĺıcela para demostrar que los únicos ceros de ζ en el semiplano Re z < 0 son {−2n :
n ∈ N}.

solución.

Por el principio de identidad basta establecer la igualdad cuando z = x ∈ (−1, 0).

En la solución del ejercicio 11.3, utilizando el método de los residuos, se ha calculado
la suma de la serie

∞∑

n=1

2t

t2 + 4π2n2
=

1

et − 1
− 1

t
+

1

2
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Teniendo en cuenta los ejercicios 11.11 y 6.34 se obtiene

ζ(x)Γ(x) = F̂ (x) =

∫ +∞

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
tx−1 dt =

=

∫ +∞

0

∞∑

n=1

2tx

t2 + 4π2n2
dt =

∞∑

n=1

∫ +∞

0

2tx

t2 + 4π2n2
dt

donde la última igualdad se puede justificar mediante un resultado bien conocido de la
integral de Lebesgue, según el cual se puede realizar una integración término a término en
las series de funciones no negativas. También se puede justificar la integración término a
término con recursos elementales, usando que la serie converge uniformemente sobre cada
intervalo [a, b] ⊂ (0,+∞). Obsérvese que para todo t ∈ [a, b] se cumple la desigualdad

0 ≤ 2tx

t2 + 4π2n2
≤ C

4π2n2

donde C = máx{2tx : a ≤ t ≤ b}. Si en las integrales

∫ +∞

0

2tx

t2 + 4π2n2
dt

se hace el cambio t = 2πns se obtiene

ζ(x)Γ(x) =
∞∑

n=1

∫ +∞

0

2(2πn)x−1sx

1 + s2
ds = 2(2π)x−1

∞∑

n=1

(
1

n1−x

)∫ ∞

0

sx

1 + s2
ds.

Con el método de los residuos se puede obtener el valor

∫ +∞

0

sx

1 + s2
ds =

π

2 cos πx
2

que, sustituido arriba, conduce a la igualdad

ζ(x) = 2(2π)x−1ζ(1 − x)
1

Γ(x)

π

2 cos πx
2

Según la fórmula de los complementos 1/Γ(x) = Γ(1 − x)(sen πx)/π, luego

ζ(x) = 2(2π)x−1ζ(1 − x)Γ(1 − x)
sen πx

π

π

2 cos πx
2

=

= 2(2π)x−1ζ(1 − x)Γ(1 − x) sen

(
πx

2

)

Finalmente, si Re z < 0 entonces Re(1 − z) > 1 y por lo tanto, en virtud del resultado
obtenido en el ejercicio 11.10, se cumple que ζ(1−z) 6= 0. Entonces, en virtud de la ecuación
funcional la función ζ tiene en el semiplano Re z < 0 los mismos ceros que sen(πz/2), es
decir {−2n : n ∈ N}.
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11.3. Ejercicios propuestos

11.1 Demuestre que para |z| < 1 se verifica

∞∏

n=1

(1 + z2n
) =

1

1 − z2

11.2 Si |a| < 1, demuestre que f(z) =
∏+∞

n=1(1 − an+1z) define una función entera y
obtenga su desarrollo en serie de potencias.

Indicación. f(z) = (1 − az)f(az).

11.3 Sea r > 0 el radio de convergencia de la serie de potencias
∑+∞

n=1 anz
n. Demuestre

que el producto f(z) =
∏+∞

n=1(1 + anz
n) define una función holomorfa en D(0, r).

11.4 Defina una función entera f , con ceros simples Z (f) = {an : n ∈ N}, 0 < |a1| <
· · · < |an| < |an+1| · · · , tales que

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞ y verificando, además,

f(0) = f ′(0) = 0, ĺım
n

∫

Cn

f ′(w)

f(w)w(w − z)
dw = 0

donde Cn(t) = Rne
it, t ∈ [0, 2π], con |an| < Rn < |an+1|.

11.5 Sea a1 < a2 < · · · < an < · · · una sucesión estrictamente creciente de números reales
no nulos que cumple

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞. Demuestre que el producto

f(z) =
∞∏

n=1

(
1 − z

an

)
ez/an

converge uniformemente sobre compactos y define una función entera f cuya derivada
tiene un único cero en cada intervalo (an, an+1).

11.6 Sea f ∈ H (C) con infinitos ceros {a1, a2, . . . , an, . . . }, todos simples y tales que
0 < |a1| < |a2| < · · · < |an| < · · · y

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞. Se supone que hay una

sucesión ρn, con |an| < ρn < |an+1|, y tal que ĺımn→∞Mn/ρn = 0 donde

Mn = sup{|f ′(z)/f(z)| : |z| = ρn}.

Utilice el ejercicio propuesto 8.13 para obtener que

f(z) = f(0)ezf ′(0)/f(0)
∞∏

n=1

(
1 − z

an

)
ez/an

11.7 Considerando un producto de la forma
∏+∞

n=1(z − an)/(z − bn) demuestre que existe
una función f no idénticamente nula y holomorfa en el semiplano P = {z : Im z > 0}
tal que cada punto del eje real es un punto de acumulación de ceros de f .

Si a+ bi ∈ P establezca la igualdad

ĺım sup
n

1

n!
n
√

|f (n)(a+ bi)| = 1/b.
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11.8 Demuestre que

f(z) =
∞∏

n=1

(
1 −

(
nz

n− 1

)n)

define una función holomorfa en D(0, 1) que, para todo a ∈ D(0, 1), verifica

ĺım
n→∞

n

√
|f (n)(a)|

n!
=

1

1 − |a|

11.9 Demuestre que el producto

f(z) = z
∞∏

n=1

(
1 +

z√
n

)
exp

(
− z√

n
+
z2

2n

)

converge uniformemente sobre compactos y define una función entera que verifica

f(z)f(−z)Γ(−z2) = eg(z)

donde g es una función entera que hay que determinar.

11.10 Demuestre que para todo x ∈ R se cumple x shπx|Γ(ix)|2 = π.

11.11 Demuestre que para 0 < x < y se verifican las desigualdades:

Γ′(x)Γ(y) < Γ(x)Γ′(y) y Γ

(
x+ y

2

)
<
√

Γ(x)Γ(y).

11.12 Demuestre que la función f = Γ′/Γ verifica:

f(z + 1) − f(z) = 1/z y f(1 − z) − f(z) = π cot πz.

11.13 Si Re z > 0 demuestre que

∫ +∞

0

te−tz

1 − e−t
dt =

(
Γ′(z)
Γ(z)

)′
.

11.14 Si α > 0 y |z| < 1 demuestre que

∫ +∞

0

tα−1

et − z
dt = Γ(α)

∞∑

n=0

zn

(n+ 1)α

donde la integral define una función holomorfa en C \ {x ∈ R : x ≥ 1}.



Caṕıtulo 12

Familias y sucesiones de funciones

holomorfas

12.1. Preliminares teóricos

12.1.1. Topoloǵıa en C(Ω)

Dado un abierto Ω ⊂ C, sea C(Ω) el conjunto de las funciones continuas f : Ω −→ C

dotado de la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos, denotada τK en lo
que sigue. Esta topoloǵıa se define mediante una base de entornos de cada f ∈ C(Ω):

Bf =
{
V (f,K, ε) : K ⊂ Ω compacto, ε > 0

}

V (f,K, ε) =
{
g ∈ C(Ω) : ‖f − g‖K < ε

}

donde ‖ϕ‖K = máx{|ϕ(z)| : z ∈ K}.

Un conjunto de funciones A ⊂ C(Ω) es abierto para la topoloǵıa τK cuando para cada
f ∈ A existe V ∈ Bf tal que V ⊂ A. Aśı queda definida en C(Ω) una topoloǵıa separada
para la cual Bf es una base de entornos de f . Es claro que una sucesión de funciones
fn ∈ C(Ω) es convergente en esta topoloǵıa si y sólo si converge uniformemente sobre
compactos. Esta topoloǵıa es metrizable.

Según el ejercicio 2.38, para el abierto Ω ⊂ C existe una sucesión fundamental de
compactos, es decir, una sucesión de compactos Kn ⊂ Ω, que verifica

Ω =
⋃

n∈N
Kn y Kn ⊂ o

Kn+1 para todo n ∈ N.

Si para f, g ∈ C(Ω) se define

ρ(f, g) =
∞∑

n=1

2−nρn(f, g), con ρn(f, g) = mı́n{1, ‖f − g‖Kn}

entonces ρ es una distancia en C(Ω) cuya topoloǵıa asociada es la topoloǵıa de la conver-
gencia uniforme sobre compactos. Además, (C(Ω), ρ) es un espacio métrico completo.

En la caracterización de los subconjuntos compactos de este espacio métrico interviene
la noción de familia equicontinua:

369
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Definición 12.1.1.

Una familia F ⊂ C(Ω) se dice que es equicontinua en a ∈ Ω cuando para cada ε > 0
existe D(a, r) ⊂ Ω tal que

[
z ∈ D(a, r), f ∈ F

] ⇒ |f(z) − f(a)| < ε

Se dice que F es equicontinua si es equicontinua en cada punto a ∈ Ω.

Teorema 12.1.2. Ascoli.

Una familia F ⊂ C(Ω) es relativamente compacta para la topoloǵıa τK de la conver-
gencia uniforme sobre compactos si y sólo cumple las dos condiciones siguientes

a) F es equicontinua;

b) para cada z ∈ Ω el conjunto F (z) = {f(z) : f ∈ F} es acotado.

12.1.2. Familias normales de funciones holomorfas

Dado un abierto Ω ⊂ C, el espacio de las funciones holomorfas H (Ω) ⊂ C(Ω) se
considera dotado con la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos, es decir, la
inducida por la topoloǵıa τK de C(Ω). Esta topoloǵıa es metrizable mediante la restricción
a H (Ω) de la distancia ρ ya definida en C(Ω).

El teorema de Weierstrass (5.1.15) se puede reformular diciendo que H (Ω) es un
subconjunto cerrado de C(Ω) y que el operador de derivación D : H (Ω) −→ H (Ω),
D(f) = f ′ es continuo. Como el espacio métrico (C(Ω,C), ρ) es completo y H (Ω) es
un subconjunto ρ-cerrado de este espacio, se sigue que (H (Ω), ρ) también es un espacio
métrico completo.

Definición 12.1.3.

Una familia F ⊂ H (Ω) se dice que es normal cuando de cada sucesión fn ∈ F se
puede extraer una subsucesión que converge uniformemente sobre compactos, es decir,
F es un subconjunto relativamente compacto de (H (Ω), τK).

Definición 12.1.4.

Una familia F ⊂ H (Ω) se dice que es acotada cuando para cada compacto K ⊂ Ω
se cumple sup{‖f‖K : f ∈ F} < +∞.

Teorema 12.1.5. Montel.

Una familia F ⊂ H (Ω) es normal si y sólo si es acotada. Por lo tanto F ⊂ H (Ω)
es τK-compacta si y sólo si es τK-cerrada y acotada.

Combinando el teorema de Montel con el principio de identidad se obtiene el siguiente
resultado que suele resultar muy útil para demostrar que una sucesión de funciones ho-
lomorfas converge uniformemente sobre compactos. Su demostración utiliza un conocido
resultado de la topoloǵıa de los espacios metrizables que afirma que una sucesión contenida
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en un compacto es convergente si y sólo si tiene un único punto de aglomeración (lo que
significa que todas las subsucesiones convergentes tienen el mismo ĺımite).

Teorema 12.1.6. Vitali.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión acotada que converge
puntualmente en un conjunto M ⊂ Ω con M ′ ∩ Ω 6= ∅. Entonces fn converge unifor-
memente sobre compactos. Su ĺımite f ∈ H (Ω) queda determinado por la condición
ĺımn fn(z) = f(z) para todo z ∈ M .

Si en el teorema anterior se supone que la sucesión fn converge puntualmente en todo
Ω se puede eliminar la hipótesis de conexión ya que las hipótesis del teorema se cumplen
en cada componente conexa de Ω.

La demostración del siguiente resultado, útil para demostrar que una familia concreta
es normal, se puede ver en el ejercicio 12.4.

Proposición 12.1.7.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo. Si F ⊂ H (Ω) verifica

a) existe a ∈ Ω tal que {f(a) : f ∈ F} es acotado;

b)
⋃{f(Ω) : f ∈ F} 6= C

entonces F es una familia normal.

12.1.3. Sucesiones de funciones armónicas

Teorema 12.1.8.

Si una sucesión de funciones armónicas un ∈ A(Ω) converge uniformemente sobre
compactos, la función ĺımite u : Ω −→ R también es armónica.

Teorema 12.1.9.

Para una sucesión creciente de funciones armónicas un ∈ A(Ω) en un abierto conexo
Ω ⊂ C se cumple una de las alternativas siguientes:

a) ĺımn un(z) = u(z) < +∞ para todo z ∈ Ω;

b) ĺımn un(z) = +∞ para todo z ∈ Ω.

En ambos casos la convergencia es uniforme sobre compactos. Cuando se cumple
a) la función ĺımite u(z) = ĺımn un(z) es armónica.

12.2. Ejercicios resueltos

Ejercicio 12.1.

Sea F ⊂ H (Ω) una familia acotada de funciones holomorfas. Demuestre que la fun-
ción ϕ(z) = sup{|f(z)| : f ∈ F} es continua en Ω.
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solución.

Por ser F una familia acotada se cumple que ϕ(z) < +∞ para cada z ∈ Ω. Según
el teorema de Montel la familia acotada F ⊂ H (Ω) es equicontinua: para cada a ∈ Ω y
cada ε > 0 existe D(a, δ) ⊂ Ω tal que si z ∈ D(a, δ) y f ∈ F entonces |f(z) − f(a)| < ε,
luego

|f(a)| − ε ≤ |f(z)| ≤ |f(a)| + ε.

Tomando supremos cuando f vaŕıa en F se obtiene que para z ∈ D(a, δ)

ϕ(a) − ε ≤ ϕ(z) ≤ ϕ(a) + ε.

Ejercicio 12.2.

Sean Ω, U subconjuntos abiertos del plano complejo y F ⊂ H (Ω) una familia tal que
f(Ω) ⊂ U para cada f ∈ F . Se supone que h ∈ H (U) transforma conjuntos acotados
en conjuntos acotados. Demuestre que si F es una familia normal entonces la familia
G = {h ◦ f : f ∈ F} también lo es. Muestre con un ejemplo que el resultado es falso
cuando h no transforma acotados en acotados.

solución.

Según el teorema de Montel basta demostrar que si la familia F es acotada entonces
la familia G también es acotada.

Si F es acotada, para cada compacto K ⊂ Ω el conjunto

F (K) =
⋃{

f(K) : f ∈ F
} ⊂ U

es acotado. Por hipótesis h transforma este conjunto en el conjunto acotado h
(
F (K)

)
=

{g(K) : g ∈ G }, lo que significa que la familia G es acotada.

El siguiente ejemplo muestra que el resultado es falso cuando g no transforma acotados
en acotados: consideremos los abiertos Ω = C, U = C \ {0}, y la función h(z) = 1/z,
definida en U . Es claro que la familia de funciones constantes F = {1/n : n ∈ N} es
normal en H (C), pero la familia de funciones constantes G = {n : n ∈ N} no lo es.

Ejercicio 12.3.

Sea U ⊂ C abierto y F ⊂ H (Ω) una familia tal que f(Ω) ⊂ U para cada f ∈ F . Si
h ∈ H (U) es inyectiva, demuestre que la familia F es τK-compacta si y sólo si la familia
G = {h ◦ f : f ∈ F} es τK compacta.

solución.

En virtud del teorema de la aplicación abierta V = h(U) es abierto y h : U −→ V es un
isomorfismo conforme. Basta demostrar que la aplicación F −→ G definida por f → h◦ f
es un homeomorfismo cuando F y G se consideran con la topoloǵıa de la convergencia
uniforme sobre compactos. Sólo demostraremos la continuidad de f → h ◦ f ya que el
mismo argumento proporciona la continuidad de la transformación inversa g → h−1 ◦ g.
En definitiva, hay que demostrar que si fn ∈ F converge hacia f ∈ F uniformemente
sobre compactos entonces h ◦ fn converge hacia h ◦ f uniformemente sobre compactos.
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Dado ε > 0 y un compacto K ⊂ Ω, como f(K) ⊂ U es compacto, existe α > 0 tal que
Mα = {w ∈ C : d

(
w, f(K)

) ≤ α} está contenido en U . Por la continuidad uniforme de h
sobre el conjunto cerrado y acotado Mα, existe 0 < δ < α tal que

w,w′ ∈ Mα, |w − w′| < δ ⇒ |h(w) − h(w′)| < ε.

Como fn converge hacia f uniformemente sobre K, existe n(δ) ∈ N tal que

n ≥ n(δ) ⇒ |fn(z) − f(z)| ≤ δ para todo z ∈ K.

Sea n ≥ n(δ) y z ∈ K. Como 0 < δ < α y f(z) ∈ f(K) se sigue que fn(z) ∈ Mα, luego

n ≥ n(δ) ⇒
∣∣h
(
fn(z)

)− h
(
f(z)

)∣∣ < ε para todo z ∈ K.

Queda probado que h ◦ fn converge hacia h ◦ f uniformemente sobre K.

Ejercicio 12.4.
Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y F ⊂ H (Ω) una familia que verifica

a) existe a ∈ Ω tal que {f(a) : f ∈ F} es acotado;

b)
⋃{f(Ω) : f ∈ F} 6= C.

Demuestre que F es normal.

solución.

En virtud de b) existe un disco D(b, r) tal que para cada f ∈ F se cumple D(b, r) ∩
f(Ω) = ∅. Si f ∈ F la función R(f) = g, definida por

g(z) =
1

f(z) − b

es holomorfa en Ω y verifica |g(z)| ≤ 1/r para todo z ∈ Ω.
La familia G = {R(f) : f ∈ F} es acotada, y por lo tanto normal (teorema de

Montel), lo que significa que su clausura G en la topoloǵıa τK es compacta para esta
topoloǵıa. Demostraremos que las funciones de G no tienen ceros, lo que permitirá definir
en G la transformación inversa de R,

S : G −→ H (Ω), S(g) = b+
1

g

Veremos luego que S es continua, para las topoloǵıas de convergencia uniforme sobre com-
pactos. Como las funciones continuas transforman compactos en compactos se obtendrá
que S(G ) es compacto en (H (Ω), τK) y con ello que F ⊂ S(G ) es una familia normal.

Para ver que las funciones de G no tienen ceros, observemos en primer lugar que, en
virtud de a), existe B > 0 tal que |f(a)| < B para cada f ∈ F . Entonces, para cada
g = R(f) ∈ G se cumple

|g(a)| =
1

|f(a) − b| ≥ 1

B + |b| = C > 0.

Para g ∈ G , también se cumple |g(a)| ≥ C, y existe una sucesión gn ∈ G que converge
uniformemente sobre compactos hacia g. Como las funciones de G no tienen ceros y Ω es
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conexo, un corolario del teorema de Hurwitz garantiza que, o bien 0 6∈ g(Ω), o bien g es
idénticamente nula. Como la segunda eventualidad no se puede presentar se concluye que
g no tiene ceros en Ω.

Para establecer la continuidad de S basta ver que si gn ∈ G converge hacia g ∈ G

uniformemente sobre compactos entonces 1/gn también converge hacia 1/g uniformemente
sobre compactos.

Si K ⊂ Ω es compacto y 2M = mı́n{|g(z)| : z ∈ K}, existe m ∈ N tal que para todo
n ≥ m y todo z ∈ K se verifica |gn(z) − g(z)| ≤ M , luego

|gn(z)| ≥ |g(z)| − |gn(z) − g(z)| ≥ 2M −M = M

Entonces para todo n > m y todo z ∈ K se cumple

∣∣∣∣
1

gn(z)
− 1

g(z)

∣∣∣∣ =
|gn(z) − g(z)|

|gn(z)g(z)| ≤ 1

M2
|gn(z) − g(z)|

y se sigue de esto que 1/gn converge hacia 1/g uniformemente sobre K.

Nota. Un profundo teorema de Montel-Caratheodory (véase [4], 4.1) afirma que el
resultado de la proposición anterior se sigue verificando cuando la condición b) se sustituye
por la condición más débil:

b’) Existen a, b ∈ C, a 6= b tales que cada f ∈ F omite los valores a y b.

Ejercicio 12.5.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y F ⊂ H (Ω) una familia que verifica

a) existe a ∈ Ω tal que {f(a) : f ∈ F} es acotado;

b) f(Ω) no corta al semieje real negativo para cada f ∈ F .

Demuestre que F es normal.

solución.

Si
√
z es la ráız cuadrada principal, definida en el complemento del eje real negativo,

la condición b) permite definir la familia G = {√
f : f ∈ F} que es normal en virtud del

ejercicio 12.4 (pues {g(a) : g ∈ G } es acotado y g(Ω) ⊂ {z : Re z > 0} para cada g ∈ G ).
Como z2 transforma acotados en acotados, F = {g2 : g ∈ G } también es normal (véase el
ejercicio 12.2).

Ejercicio 12.6.

Sea Ω ⊂ C abierto conexo, a ∈ Ω y F ⊂ {f ∈ H (Ω) : f(a) = 0}. Demuestre que la
familia G = {ef : f ∈ F} es normal (resp. compacta) si y sólo si F es normal (resp.
compacta)

solución.

a) Veamos en primer lugar que si F normal (resp. compacta) entonces G es normal
(resp. compacta). Para ello basta ver que la aplicación f → ef es continua para la topoloǵıa
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natural de H (Ω), es decir, que si fn ∈ H (Ω) converge uniformemente sobre compactos
hacia f ∈ H (Ω) entonces gn = efn converge uniformemente sobre compactos hacia g = ef .

Si K ⊂ Ω es compacto y MK = máx{|ef(z)| : z ∈ K}, para cada z ∈ K se cumple

|gn(z) − g(z)| =
∣∣ef(z)

∣∣∣∣efn(z)−f(z) − 1
∣∣ ≤ MK

∣∣efn(z)−f(z) − 1
∣∣.

Dado ε > 0 sea δ > 0 tal que |ew − 1| < ε/MK si |w| < δ. Por la convergencia uniforme
sobre K, existe nδ ∈ N tal que si n ≥ nδ entonces |fn(z) − f(z)| < δ para todo z ∈ K. Por
lo tanto |gn(z) − g(z)| < ε para todo n ≥ nδ y todo z ∈ K.

b) Veamos en segundo lugar que si G es normal entonces F es normal.

Para obtener que F es normal basta demostrar que para cada b ∈ Ω hay un disco
D(b, ρ) ⊂ Ω tal que la familia de las restricciones F |D(b,ρ) es normal en H

(
D(b, ρ)

)
.

Consideremos el subconjunto Ω0 ⊂ Ω formado por los puntos b ∈ Ω tales que hay un
disco D(b, ρ) ⊂ Ω con la propiedad que se acaba de mencionar. Demostraremos, con el
argumento t́ıpico de conexión, que Ω0 = Ω.

Comenzamos viendo que Ω0 6= ∅. Sea r > 0 tal queD(a, r) ⊂ Ω. Puesto que G es normal
existe α > 0 tal que |ef(z)| ≤ α para cada f ∈ F y cada z ∈ D(a, r). Como |ef(z)| = eRe f(z)

resulta Re f(z) ≤ logα para todo z ∈ D(a, r). Como {f(a) : f ∈ F} = {0} es acotado,
usando el ejercicio 12.4 se obtiene que F |D(a,r) es normal en H

(
D(a, r)

)
y con ello que

a ∈ Ω0.

Se comprueba fácilmente que Ω0 es abierto y basta demostrar que también es cerrado
en la topoloǵıa relativa de Ω, para concluir, en virtud de la conexión de Ω, que Ω = Ω0 y
con ello que F es normal.

En definitiva, hay que demostrar que si b ∈ Ω es ĺımite de una sucesión bn ∈ Ω0

entonces b ∈ Ω0. Efectivamente, sea ρ > 0 tal que D(b, ρ) ⊂ Ω. Fijando un bm ∈ D(b, ρ),
y razonando como antes, se obtiene β > 0 tal que Re f(z) ≤ log β para todo z ∈ D(b, ρ).
Como el conjunto {f(bm) : f ∈ F} es acotado (porque bm ∈ Ω0) con el ejercicio 12.4 se
obtiene que F |D(b,r) es normal, y con ello que b ∈ Ω0.

c) Veamos por último que si G es compacta entonces F también lo es.

Después de lo demostrado en b) basta ver que F es cerrado en H (Ω), es decir, que si
fn ∈ F converge hacia f ∈ H (Ω) uniformemente sobre compactos entonces f ∈ F .

Según hemos visto en a) la sucesión efn ∈ G converge uniformemente sobre compactos
hacia ef y como G es cerrado debe ser ef ∈ G , lo que significa que existe h ∈ F con
ef = eh. Como Ω es conexo y f(a) = ĺımn fn(a) = 0 = h(a) se sigue que f = h ∈ F .

Ejercicio 12.7.

a) Se considera una familia de funciones F ⊂ H
(
D(0, 1)

)
y la familia de sus restric-

ciones F |Ω = {f |Ω :f ∈ F} a la corona Ω = {z :ρ < |z|< 1}. Demuestre que F es
normal (resp. compacta) en H

(
D(0, 1)

)
si y sólo si F |Ω es normal (resp. compacta)

en H (Ω).

b) Sea fn ∈ H
(
D(0, 1)

)
una sucesión que cumple

i) |fn(z)| > 1 para todo n ∈ N y todo z ∈ Ω;

ii) existe ĺımn→∞ fn(x) para todo x ∈ (1/2, 1).
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Demuestre que fn converge uniformemente sobre cada compacto K contenido en
D(0, 1).

solución.

a) La aplicación restricción H
(
D(0, 1)

) −→ H (Ω), f → f |Ω, es continua para las to-
poloǵıas de convergencia uniforme sobre compactos. Como las funciones continuas transfor-
man conjuntos compactos (resp. relativamente compactos) en conjuntos compactos (resp.
relativamente compactos) se obtiene que F |Ω es compacta (resp. normal) si F es compacta
(resp. normal).

Rećıprocamente, si F |Ω es normal (resp. compacta) para ver que F tiene la misma pro-
piedad basta demostrar que cada sucesión fn ∈ F posee una subsucesión uniformemente
convergente sobre compactos hacia una función f ∈ H

(
D(0, 1)

)
(resp. f ∈ F ).

Efectivamente, si suponemos que F |Ω es normal (resp. compacta) entonces existe una
subsucesión fnj |Ω que converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de Ω
hacia una función ϕ ∈ H (Ω) (resp. ϕ ∈ F |Ω). En particular la convergencia es uniforme
sobre cada circunferencia {z : |z| = r} ⊂ Ω con ρ < r < 1 y, usando el teorema del módulo
máximo junto con la condición de Cauchy para la convergencia uniforme, se obtiene que
fnj converge uniformemente sobre cada disco compacto {z : |z| ≤ r} con ρ < r < 1 (y por
lo tanto sobre cada compacto K ⊂ D(0, 1)). Claramente, su ĺımite f es una prolongación
anaĺıtica de ϕ, es decir una función f ∈ H

(
D(0, 1)

)
que verifica f |Ω = ϕ.

Obsérvese que cuando F |Ω es compacta la condición f |Ω = ϕ ∈ F |Ω implica que
para alguna g ∈ F se verifica f |Ω = g|Ω y, con el principio de identidad, se concluye que
f = g ∈ F .

b) Si fn ∈ H (D(0, 1)) es una sucesión de funciones que cumple i) y ii), en virtud
del ejercicio 12.4, la familia {fn|Ω : n ∈ N} es normal en H (Ω) y aplicando el resultado
anterior se obtiene que {fn : n ∈ N} es normal en H

(
D(0, 1)

)
. Como la sucesión fn(x)

converge para todo x ∈ (r, 1), con el teorema de Vitali se concluye que la sucesión fn

converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ D(0, 1).

Ejercicio 12.8.
Sea Ω ⊂ C un abierto acotado, a ∈ Ω y f ∈ H (Ω) tal que f(Ω) ⊂ Ω y f(a) = a.

Demuestre que |f ′(a)| ≤ 1 y que si f : Ω −→ Ω es un isomorfismo conforme entonces
|f ′(a)| = 1.

solución.

Consideremos la sucesión fn ∈ H (Ω) definida por f1 = f , fn = f ◦ fn−1. Para todo
n ∈ N se verifica fn(Ω) ⊂ Ω, donde Ω es acotado, luego la sucesión fn es acotada. Según
el teorema de Montel, fn es una sucesión normal y, por lo tanto, posee una subsucesión
fnk

que converge uniformemente sobre compactos. El teorema de Weierstrass afirma que
la sucesión de las derivadas f ′

nk
también converge uniformemente sobre compactos y en

particular la sucesión f ′
nk

(a) es convergente. Según la regla de la cadena f ′
n(a) = f ′(a)n,

luego la sucesión f ′(a)nk es convergente y por lo tanto |f ′(a)| ≤ 1.
Cuando f es un isomorfismo conforme, aplicando lo que se acaba de demostrar a la

inversa g = f−1 se obtiene que |g′(a)| = 1/|f ′(a)| ≤ 1, luego |f ′(a)| = 1.

Nota. Si en vez de suponer que Ω es acotado se supone solamente que Ω 6= C se obtiene
la misma conclusión pues, en este caso, utilizando el ejercicio 12.4, también se obtiene que
la sucesión fn es normal.
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Ejercicio 12.9.
Dado un abierto conexo Ω ⊂ C, un punto a ∈ Ω y constantes α > 0, β > 0, se

considera la familia de funciones

F =
{
f ∈ H (Ω) : |f ′(a)| ≥ β, |f(z)| ≤ α, ∀z ∈ Ω

}
.

Si K ⊂ Ω es compacto, sea N(f,K) el número de ceros de f ∈ F en K, repetidos según
multiplicidades. Demuestre que

sup
{
N(f,K) : f ∈ F

}
< +∞.

solución.

Cada f ∈ F no es idénticamente nula en el abierto conexo Ω, luego sus ceros son
aislados por lo que, en virtud del teorema del punto de acumulación, no puede haber
infinitos ceros de f en el compacto K, es decir, N(f,K) < +∞.

Supongamos que para algún compacto K ⊂ Ω se cumple

sup{N(f,K) : f ∈ F} = +∞.

En ese caso existiŕıa una sucesión fn ∈ F tal que N(fn,K) > n para cada n ∈ N. Es
fácil comprobar que la familia F es cerrada y acotada y, por lo tanto, compacta para
la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos de H (Ω). Por lo tanto, de la
sucesión fn ∈ F se podŕıa extraer una subsucesión fnk

uniformemente convergente sobre
compactos hacia una función f ∈ F .

El compacto K se podŕıa recubrir con una cantidad finita de discos cerrados K ⊂⋃m
j=1Dj sin ceros de f en sus fronteras. Aplicando el teorema de Hurwitz a la sucesión

fnk
, sobre cada uno de estos discos obtendŕıamos m ∈ N tal que para nk > m las funciones

f y fnk
presentaŕıan el mismo número de ceros en cada Dj. Entonces q =

∑m
j=1N(f,Dj)

seŕıa una cota superior de la sucesión no acotada N(fnk
,K), y con esta contradicción

termina la demostración.

Ejercicio 12.10.
Demuestre que la sucesión fn(z) = (1+z/n)n converge uniformemente sobre compactos

hacia ez.

solución.

Cuando z = x ∈ R es bien conocido que ĺımn fn(x) = ex. La sucesión es acotada pues,
dado un compacto K ⊂ C, si R = máx{|z| : z ∈ K}, para todo n ∈ N y todo z ∈ K se
cumple

|fn(z)| ≤
(

1 +
|z|
n

)n

≤
(

1 +
R

n

)n

≤ eR.

Aplicando el teorema de Vitali con M = R se obtiene el resultado.

Ejercicio 12.11.
Sea f una función holomorfa y acotada en Ω := {z : | Im z| < 1} tal que su restricción

al eje real verifica
ĺım

|x|→∞
f(x) = 0.

Demuestre que la sucesión fn(z) = f(n + z) converge hacia 0 uniformemente sobre sub-
conjuntos compactos de Ω.
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solución.

Como f es acotada la sucesión fn es acotada en H (Ω) y por lo tanto normal (en
virtud del teorema de Montel). Por ello basta ver que si g es un punto de aglomeración
de la sucesión fn, para la topoloǵıa de convergencia uniforme sobre compactos, entonces
g es la función constante 0. Efectivamente, si fnk

es una subsucesión que converge hacia g
uniformemente sobre compactos, en virtud de la hipótesis se cumple

g(x) = ĺım
k
f(x+ nk) = 0 para todo x ∈ R

y, usando el principio de identidad, se concluye que g es idénticamente nula.

Ejercicio 12.12.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión acotada. Se supone que existe

a ∈ Ω tal que para cada m ∈ N∪ {0}, la sucesión
(
f

(m)
n (a)

)
n∈N es convergente. Demuestre

que fn converge uniformemente sobre compactos.

solución.

Basta demostrar que todas las subsucesiones τK-convergentes de fn tienen el mismo
ĺımite. Sean (fnk

)k∈N y (fmj )j∈N dos subsucesiones que convergen uniformemente sobre
compactos hacia g1 y g2 respectivamente. En virtud de la hipótesis y del teorema de
Weierstrass, para cada m ∈ N ∪ {0} se cumple

g
(m)
1 (a) = ĺım

k
f (m)

nk
(z) = ĺım

n
f (m)

n (a) = ĺım
j
f (m)

mj
(a) = g

(m)
2 (a)

lo que garantiza que g1 y g2 tienen el mismo desarrollo en serie de potencias en D(a, r) ⊂ Ω.
Como Ω es conexo, el principio de identidad asegura que g1 = g2.

Ejercicio 12.13.

Dada ϕ : [−1, 1] −→ R continua, con ϕ(0) = 1; para cada t ∈ [−1, 1] se define

ft(z) =
∞∑

n=1

an(t)zn, donde an(t) = nϕ(t/n).

a) Compruebe que estas series de potencias tienen radio de convergencia 1 y que la
familia F := {ft : |t| ≤ 1} es compacta en

(
H
(
D(0, 1)

)
, τK

)
.

b) Justifique la existencia del ĺımite ĺımt→0 ft, en la topoloǵıa de la convergencia uni-
forme sobre compactos y calcule su valor.

solución.

El radio de convergencia de las series de potencias es 1 pues

ĺım
n

n

√
|an(t)| = ĺım

n

n
√
n n

√
ϕ(t/n) = 1.

Si demostramos que es continua la aplicación t → ft, definida en [−1, 1] con valores
en el espacio

(
H
(
D(0, 1)

)
, τK

)
, se obtendrá a) usando que F es la imagen continua
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del compacto [−1, 1]. También se obtendrá la existencia del ĺımite ĺımt→0 ft = f0 en la
topoloǵıa τK , siendo

f0(z) =
∞∑

n=0

nzn = z(1 + 2z + 3z2 + · · · ) =

= z(z + z2 + z3 + · · · )′ = z(z/(1 − z))′ = z/(1 − z)2

Si M = máx{|ϕ(t)| : |t| ≤ 1}, dado 0 < r < 1, para todo z ∈ D(0, r) y todo t ∈ [−1, 1]
se cumple |ft(z)| ≤ M(r), con M(r) = M

∑∞
n=0 nr

n < +∞. Con esto queda demostrado
que la familia {ft : |t| ≤ 1} es acotada en H

(
D(0, 1)

)
y por lo tanto normal, en virtud del

teorema de Montel.

Para establecer la continuidad de la aplicación t → ft hay que demostrar que si tn
es una sucesión en [−1, 1] con ĺımn tn = t, entonces ĺımn ftn = ft uniformemente sobre
compactos. Para ello podemos razonar como en el ejercicio 12.12: utilizando que la familia
F es normal y que ft es el único punto de aglomeración de la sucesión ftn en la topoloǵıa
de la convergencia uniforme sobre compactos. Obsérvese que, para cada m ∈ N se cumple

am(t) = ĺımn am(tn), es decir, f
(m)
t (0) = ĺımn f

(m)
tn

(0).

Ejercicio 12.14.

Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión que verifica:

a) existe a ∈ Ω tal que ĺımn→∞ fn(a) = 1;

b) |fn(z)| > 1 para todo z ∈ Ω y todo n ∈ N.

Demuestre que la sucesión fn converge hacia 1, uniformemente sobre compactos.

solución.

En virtud del ejercicio 12.4 la sucesión fn es normal y basta probar que si fnk
es una

subsucesión que converge uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H (Ω) entonces f es
la función constante 1. Como la subsucesión fnk

sigue verificando las condiciones a) y b),
su ĺımite f debe cumplir f(a) = 1 y |f(z)| ≥ 1 para todo z ∈ Ω.

La función 1/f es holomorfa en Ω y |1/f(z)| ≤ 1 = |1/f(a)| para todo z ∈ Ω. Con el
teorema del módulo máximo se concluye que 1/f es constante en Ω. Obviamente el valor
constante es 1, pues f(a) = 1.

Ejercicio 12.15.

Sea Ω ⊂ C abierto conexo y a ∈ Ω. Si {fn : n ∈ N} ⊂ H (Ω) es una sucesión normal
demuestre que cada una de las siguientes condiciones implica su convergencia uniforme
sobre compactos. Obtenga el ĺımite en cada caso.

a) D(a, r) ⊂ Ω, ĺımn→∞ |fn(z)| = 1 cuando |z − a| = r y ĺımn fn(a) = 1.

b) 0 6∈ fn(Ω) para todo n ∈ N y ĺımn fn(a) = 0.

c) Cada fn es inyectiva, ĺımn fn(a) = 1 y ĺımn f
′
n(a) = 0.
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solución.

Basta demostrar, en cada caso, que la sucesión fn posee un único punto de aglomera-
ción para la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos. Sea f un punto de
aglomeración de la sucesión fn para esta topoloǵıa y sea fnk

una subsucesión que converge
hacia f uniformemente sobre compactos.

a) f(a) = ĺımk fnk
(a) = 1 y, para |z − a| = r, se cumple |f(z)| = ĺımk |fnk

(z)| = 1.
Con el teorema del módulo máximo se obtiene que f(z) = 1 para todo z ∈ D(a, r) y con
el principio de identidad se obtiene que f(z) = 1 para todo z ∈ Ω.

b) La sucesión fnk
está formada por funciones que no se anulan nunca. Como f(a) = 0,

con el teorema de Hurwitz se obtiene que f es idénticamente nula.

c) Según el teorema de Weierstrass la sucesión de las derivadas f ′
nk

converge unifor-
memente sobre compactos hacia f ′. Como las derivadas f ′

nk
no se anulan nunca (porque

las funciones fnk
son inyectivas) y f ′(a) = 0, aplicando el teorema de Hurwitz se obtiene

que f ′(z) = 0 para todo z ∈ Ω. Como Ω es conexo y f(a) = 1 se concluye que f(z) = 1
para todo z ∈ Ω.

Queda demostrado que la sucesión converge uniformemente sobre compactos hacia la
función constante 1 en los casos a) y c), y hacia la función idénticamente nula en el caso
b).

Ejercicio 12.16.
Se supone que fn ∈ H

(
D(0, 2)

)
es una sucesión acotada que verifica

ĺım
n→∞

fn(1/j) = 1/j para todo j ∈ N.

Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) fn se anula en D(0, 2) cuando n es suficientemente grande;

b) la sucesión fn(1/n) es convergente.

solución.

Con el teorema de Vitali se obtiene que la sucesión fn converge uniformemente sobre
compactos hacia la función z.

a) Es consecuencia directa del teorema de Hurwitz.

b) Como fn converge uniformemente sobre el compacto {0}∪{1/k : k ∈ N}, dado ε > 0,
existe n(ε) ∈ N tal que si n ≥ n(ε) entonces para todo k ∈ N se cumple |fn(1/k))−1/k| < ε
y, en particular, |fn(1/n) − 1/n| < ε. Se obtiene aśı que ĺımn(fn(1/n) − 1/n) = 0, luego
ĺımn fn(1/n) = 0.

Ejercicio 12.17.
Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y an ∈ Ω una sucesión que converge hacia a ∈ Ω, tal que

an 6= a para todo n ∈ N. Se supone que fn ∈ H (Ω) verifica:

a) |fn(z)| < 1, para todo z ∈ Ω y todo n ∈ N;

b) ĺımn→∞ |fn(an)| = 1.
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Demuestre que la sucesión de funciones continuas |fn| converge hacia 1 uniformemente
sobre compactos.

solución.

En virtud de a), con el teorema de Montel, se obtiene que {fn : n ∈ N} es una sucesión
normal. Esto significa que la sucesión está contenida en una familia compacta F ⊂ H (Ω).
Como la aplicación (

H (Ω), τk

) −→ (
C(Ω), τk

)
, f → |f |

es continua, podemos asegurar que |F | = {|f | : f ∈ F} es un subconjunto compacto de
(C(Ω), τK). Entonces, para ver que la sucesión de funciones continuas |fn| converge hacia
1 uniformemente sobre compactos basta demostrar que la función constante 1 es el único
punto de aglomeración de la sucesión |fn|.

Sea ϕ ∈ |F | un punto de aglomeración, para la topoloǵıa de la convergencia uniforme
sobre compactos, de la sucesión de funciones continuas |fn|. Es decir una función que es
ĺımite, en esta topoloǵıa, de una subsucesión |fnk

|. Como esta subsucesión de funciones
holomorfas es normal se puede extraer de ella una subsucesión que converge uniformemente
sobre compactos hacia una función f ∈ F , y es claro que ha de ser |f | = ϕ.

Como {an : n ∈ N} ∪ {a} es compacto podemos asegurar que

ĺım
k

|fnk
(ank

) − f(ank
)| = 0

y pasando al ĺımite en la desigualdad

|f(a) − fnk
(ank

)| ≤ |f(a) − f(ank
)| + |f(ank

) − fnk
(ank

)|

se obtiene f(a) = ĺımk fnk
(ank

), luego |f(a)| = ĺımk |fnk
(ank

)| = 1.
Por otra parte, la condición a) implica que |f(z)| ≤ 1 para todo z ∈ Ω y, con el teorema

del módulo máximo, se obtiene que f es constante. Como |f(a)| = 1 se sigue que ϕ = |f |
es la función constante 1. Queda demostrado aśı que la función constante 1 es el único
punto de aglomeración de la sucesión de funciones continuas |fn|

Ejercicio 12.18.
Sea fn una sucesión de funciones holomorfas en un abierto conexo Ω que converge en

un punto a ∈ Ω y verifica

0 < |fn(z)| < |fn+1(z)| < · · · para todo z ∈ Ω y todo n ∈ N

Demuestre que fn converge uniformemente sobre compactos.

solución.

Como fn no se anula en Ω, gn = 1/fn es una sucesión de funciones holomorfas en Ω.
Bastará probar que gn converge uniformemente sobre compactos hacia una función g ∈
H (Ω) sin ceros en Ω, porque esto implica que fn = 1/gn converge hacia 1/g uniformemente
sobre compactos (véase el razonamiento hecho en la última parte del ejercicio 12.4)

La sucesión gn es acotada, pues si CK es una cota de |g1| sobre el compacto K ⊂ Ω,
también es cota de cada |gn| sobre K. En virtud del teorema de Montel la sucesión gn es
normal y, para demostrar que es convergente en la topoloǵıa de la convergencia uniforme
sobre compactos, basta ver que tiene un único punto de aglomeración en esta topoloǵıa.
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Si h1, h2 son puntos de aglomeración, se cumple

h1(a) = h2(a) = 1/f(a) 6= 0 y |h1(z)| = |h2(z)| = ĺım
n

|gn(z)|

para todo z ∈ Ω. En virtud del teorema de Hurwitz las funciones h1, h2 no se anulan
nunca, luego h1/h2 es holomorfa en el abierto conexo Ω y tiene módulo constante. Es
bien sabido que esta condición implica que h1/h2 es constante y teniendo en cuenta que
h1(a) = h2(a) se concluye que h1 = h2.

Ejercicio 12.19.
Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión tal que la sucesión de sus

partes reales converge uniformemente sobre compactos.

a) Si D(a, r) ⊂ Ω y fn(a) converge, demuestre que fn converge uniformemente sobre
D(a, r).

b) Utilice a) para demostrar que si fn converge en algún punto entonces converge uni-
formemente sobre compactos.

solución.

a) Sea ρ > r tal que D(a, ρ) ⊂ Ω y fn = un + ivn. La fórmula de Schwarz para fn − fm

es

(
fn − fm

)
(a+ ρz) =

1

2π

∫ 2π

0
(un − um)(a+ ρeiθ)

eiθ + z

eiθ − z
dθ + i

(
vn(a) − vm(a)

)

Si |z| ≤ t = r/ρ se cumple

∣∣∣∣∣
eiθ + z

eiθ − z

∣∣∣∣∣ ≤ M , con M =
1 + t

1 − t
, luego

|fn(a+ ρz) − fm(a+ ρz)| ≤ M

2π

∫ 2π

0
|un(a+ ρeiθ) − um(a+ ρeiθ)|dθ + |vn(a) − vm(a)|

Como la sucesión vn(a) converge y un converge uniformemente sobre {z : |z−a| = ρ}, de la
última desigualdad se deduce que fn cumple la condición de Cauchy para la convergencia
uniforme sobre D(a, tρ) = D(a, r) y con ello queda demostrada la afirmación a).

Se puede dar otra demostración de a) basada en la teoŕıa de las familias normales.
Razonando como antes, si ρ > r es tal queD(a, ρ) ⊂ Ω entonces un|D(a,ρ) es uniformemente
acotada (porque es uniformemente convergente) y por lo tanto existe un semiplano H tal
que fn

(
D(a, ρ)

) ⊂ H para todo n ∈ N. Según el ejercicio 12.4 {fn|D(a,ρ) : n ∈ N} es una
sucesión normal en H

(
D(a, ρ)

)
. Esta sucesión converge uniformemente sobre compactos

(y en particular sobre D(a, r)) debido a que posee un único punto de aglomeración en la
topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos. En efecto, si g, h ∈ H

(
D(a, ρ)

)
son

dos puntos de aglomeración, g−h tiene parte real idénticamente nula y, por el teorema de
la aplicación abierta, es constante. Como g(a) = h(a) = ĺımn fn(a) se concluye que g = h
y con ello finaliza la segunda demostración de a).

b) Sea C el subconjunto no vaćıo de Ω formado por los puntos a donde la sucesión fn(a)
converge. Demostraremos que C = Ω y con ello que la sucesión fn converge uniformemente
sobre compactos (pues cada compacto K ⊂ Ω se puede cubrir con una cantidad finita de
discos sobre los que hay convergencia uniforme).
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La demostración de la igualdad C = Ω se hace con el argumento t́ıpico de conexión,
viendo que C es abierto y cerrado en Ω (con su topoloǵıa relativa). Después de a) es claro
que C es abierto y sólo queda demostrar que C ∩ Ω ⊂ C. Si a ∈ C ∩ Ω existe una sucesión
an ∈ C con a = ĺımn an. Dado r > 0 tal que D(a, 2r) ⊂ Ω existe an ∈ D(a, r). Como
an ∈ C y D(an, r) ⊂ D(a, 2r) ⊂ Ω, aplicando a) se obtiene que fn converge en todos los
puntos de D(an, r). Como a ∈ D(an, r) queda demostrado que a ∈ C.

Ejercicio 12.20.

Sea un una sucesión de funciones armónicas en un abierto Ω ⊂ C, que converge uni-
formemente sobre compactos hacia la función u.

Demuestre que para cada a ∈ Ω hay un disco D(a, r) ⊂ Ω y una sucesión fn ∈
H
(
D(a, r)

)
que converge uniformemente sobre D(a, r) hacia una función f ∈ H

(
D(a, r)

)
,

de modo que

Re f = u|D(a,r) y Re fn = un|D(a,r) para cada n ∈ N.

Como consecuencia obtenga que si m, j, k ∈ N y m = j+k entonces la sucesión
∂mun

∂xj∂yk

converge uniformemente sobre compactos hacia
∂mu

∂xj∂yk
.

solución.

En virtud de la convergencia uniforme sobre compactos, la función ĺımite u es armónica.
Dado a ∈ Ω se elige r > 0 de modo que D(a, r) ⊂ Ω. Sea ρ > r tal que D(a, ρ) ⊂ Ω. Existe
f ∈ H

(
D(a, ρ)

)
tal que Re f = u|D(a,ρ) y, para cada n ∈ N, existe fn ∈ H

(
D(a, ρ)

)

tal que Re fn = un|D(a,ρ). Podemos suponer Im fn(a) = 0, Im f(a) = 0 y aśı tenemos
garantizado que la sucesión fn(a) = un(a) converge hacia f(a) = u(a).

Según el ejercicio 12.19, fn converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto
de D(a, ρ). Su ĺımite tiene la misma parte real que f y se anula en a y por lo tanto, en
virtud del teorema de la aplicación abierta, es la función f .

Según el teorema de Weierstrass, para cada m ∈ N, la sucesión f
(m)
n converge hacia

f (m) uniformemente sobre cada subconjunto compacto de D(a, ρ), y en particular lo hace
sobre D(a, r). Teniendo en cuenta este hecho y las relaciones

D1fn = f ′
n, D2fn = if ′

n, D11fn = f ′′
n , D12fn = if ′′

n , D22fn = −f ′′
n

se deduce que las sucesiones

D1fn, D2fn, D11fn, D12fn, D22fn

convergen uniformemente sobre compactos (respectivamente) hacia las funciones

D1f, D2f, D11f D12f, D22f.

Tomando partes reales se obtiene el resultado pedido para m ∈ {1, 2} y, razonando de
modo recurrente, se obtiene para todo m ∈ N.
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12.3. Ejercicios propuestos

12.1 Estudie si las sucesiones
1

n
(enz − 1), ze− 1

2
n2z2

son normales en H
(
D(0, 1)

)
.

12.2 Sea F ⊂ H
(
D(0, 1)

)
la familia de las funciones holomorfas en D(0, 1) cuyo desa-

rrollo en serie de potencias es de la forma z +
∑∞

n=2 anz
n donde |an| ≤ n para todo

n ∈ N. Demuestre que F es una familia compacta en H
(
D(0, 1)

)
.

12.3 Utilice el teorema de Vitali para demostrar que la sucesión tg nz converge uniforme-
mente sobre cada subconjunto compacto de {z : Im z < 0} y obtenga su ĺımite.

12.4 Sea fn una sucesión de funciones holomorfas e inyectivas en D(0, 1), que no toman
valores reales. Se supone que existen dos puntos distintos a, b ∈ D(0, 1) tales que
ĺımn fn(a) = ĺımn fn(b) = w 6∈ R. Demuestre que fn converge, uniformemente sobre
compactos de D(0, 1), hacia la función constante w.

12.5 Sea fn una sucesión de funciones holomorfas en un abierto conexo Ω cuyas partes
reales Re fn forman una sucesión que converge uniformemente sobre compactos. Si la
sucesión fn(a) converge para algún a ∈ Ω demuestre que fn converge uniformemente
sobre compactos.

12.6 Sean Ω1,Ω2 ⊂ C abiertos, donde Ω1 es conexo, Ω2 es simplemente conexo y Ω1 ⊂
Ω2 6= C. Se supone que fn ∈ H (Ω1) es una sucesión formada por funciones que
cumplen fn(Ω1) ⊂ Ω2, fn(a) = b (a ∈ Ω1) y que para cada z ∈ Ω1 existe el ĺımite
ĺımn→∞ fn(z) = f(z). Demuestre que f ∈ H (Ω1) y f(Ω1) ⊂ Ω2.

12.7 Demuestre que toda sucesión uniformemente acotada de funciones armónicas en un
abierto simplemente conexo posee una subsucesión que converge uniformemente so-
bre compactos. ¿Se obtiene la misma conclusión cuando el abierto no es simplemente
conexo?

12.8 Sea fn una sucesión de funciones holomorfas en un abierto conexo Ω que converge
en algún punto y tal que la sucesión de sus partes reales es creciente. Demuestre que
fn converge uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω.

12.9 Se supone que un es una sucesión de funciones armónicas positivas en el abierto
Ω = {z : |z| > 1, Re z > 0}, que converge puntualmente hacia una función no
idénticamente nula u. Demuestre que hay una sucesión fn ∈ H (Ω) que converge
uniformemente sobre compactos, tal que Re fn = un. Obtenga que u es una función
armónica que no se anula en ningún punto de Ω.

12.10 Sea Ω ⊂ C abierto conexo y fn ∈ H (Ω) una sucesión que, para todo z ∈ Ω, verifica

0 < |f1(z)| < |f2(z)| · · · < |fn(z)| < |fn+1(z)| < · · ·

Se supone que existe a ∈ Ω tal que |fn(a)| ≤ 1 para cada n ∈ N. Demuestre
que la sucesión log |fn| converge uniformemente sobre compactos hacia una función
armónica en Ω.
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fórmula de los complementos, 354
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ráız n-ésima continua, 75

rama, 74

de arc cos z, 96
de arc tg z, 93, 94

de arg(f(t), 75

de az, 75
de log f(t), 75

principal de az, 75

principal de n
√
z, 75

razón doble, 31

residuo, 213

en ∞, 213
residuos, teorema de los, 243

Riemann, v. también Cauchy-Riemann

conjetura de, 355
esfera de, 30, 109

función ζ de, 355
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