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Capitulo 1

Introduccion a las EDOs

Las Ecuaciones Diferenciales son una de las herramientas mas usadas tanto en Matematicas como
en otras disciplinas como la Fisica, la Biologia, las ingenierias o la Economia, por mencionar algu-
nas. Ayudan a modelizar y resolver problemas que involucran la tasa de cambio de una magnitud,
expresada de manera funcional, con respecto de alglin pardmetro continuo, generalmente el tiempo.
El concepto matemadtico que se encarga de medir el cambio de una funcién respecto de una varia-
ble independiente que la define es la derivada, y es por ello que la palabra “Diferencial’no deberia
sorprendernos. La otra palabra clave es la de “Ecuacion”. Una ecuacién no es mas que una igualdad
entre dos expresiones matematicas, en las que aparecen elementos conocidos e incognitas.

En las ecuaciones polindmicas que se han estudiado hasta ahora, la incégnita, generalmente deno-
tada por x, es un nimero (posiblemente complejo!) y la ecuacién establece una relacion entre algunas
potencias de x; por ejempo

323 — 22 —1=0,

que admite la solucién real x = 1 y las soluciones complejas x = _71 + i%. Obviamente existen

ecuaciones mds complejas que las polindmicas, siendo incluso probable que tal ecuacién tenga una
solucidén pero no seamos capaces de calcularla explicitamente. Un ejemplo es

e’ +logx =0, x> 0.

En este punto de los estudios de Grado, es un ejercicio bastante trivial comprobar que, en efecto, la
ecuacion anterior tiene una tnica solucién para cierto zo € (0, 1).

En las ecuaciones que vamos a tratar este curso, la incégnita es una funcién = = x(t), dependien-
do de la variable independiente ¢, y los términos de la ecuacion podrdn involucrar ciertos elementos
conocidos, a la propia funcién x(t) y alguna de sus derivadas.
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1.1. Definicion de EDO

Comenzamos dando la definicion del objeto central de estudio de esta asignatura.

Definicién 1.1.1. Dado n € N, sea 2 C R"*? abierto y conexo y ® : 2 — R una funcién continua.
Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden n es una expresion de la forma

&(t, z(t), 2’ (t), ..., z™ (t)) = 0, (1.1.1)

donde x : I C R — R es una funcién n veces derivable e I un intervalo abierto. La EDO se dice
auténoma si ¢ no tiene dependencia explicita de ¢,

®(x(t), 2/ (t), ..., 2™ (t)) = 0.

Si la derivada de mayor orden de (1.1.1) podemos despejarla, encontramos el siguiente tipo de
EDOs.

Definicion 1.1.2. La EDO (1.1.1) se dice que se encuentra en forma normal si la derivada de mayor
orden se puede despejar, esto es

2 (t) = F(t,z(t), ..., a" (1)), (1.1.2)
con F : Q ¢ R — R una funcién continua.

Aunque algunas de las definiciones que daremos serdn para EDOs de la forma (1.1.1), en general
a lo largo de este curso supondremos que la EDO siempre se encuentra en forma normal. A la hora de
intentar expresar una EDO en forma normal, debemos tener cuidado al despejar la derivada de mayor
orden. Por ejemplo,
() +x(t)? =1

es una EDO de la forma (1.1.1). Para escribirla de forma normal despejamos su derivada, lo cual nos
lleva a la expresion multivaluada
2 (t) = £/1—x(t)2

Cualquier funcién que resuelva una de estas dos EDOs resuelve la primera, pero el reciproco no es
cierto. En general, escribir EDOs en forma normal requiere de despejar la incégnita 2/ (¢) y en dltima
instancia tomar funciones inversas. Hay que ser cautos en cémo realizar estos despejes y considerar
todos los casos posibles.

El objetivo primario de una EDO es encontrar una funcién x(¢) que la resuelva. Aunque intui-
tivo, esto todavia estd lejos de ser una definicién formal del concepto de solucién de una EDO. A
continuacién damos precision a esta idea intuitiva.

Definicion 1.1.3. Dado un intervalo abierto / C R, una funcién z : I — R es una solucién de la
EDO (1.1.1) si se cumple:

1. z € C™(I),
2. paratodo t € I se tiene (¢, z(t), 2’ (t),...,2™ (1)) € Q,

3. la funcién x satisface ®(t, z(t), z'(t), ..., 2™ (t)) = 0 para todo t € I.
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Unos comentarios acerca de esta definicion.

= No es de extrafiar que se pida x € C", puesto que para poder evaluar z(t) en la expresion de
la EDO debemos derivar, al menos, n veces. La continuidad de esta dltima derivada es algo
estdndar en la teorfa y no restringe los resultados obtenidos.

» La segunda condicién nos dice que dada z:(t), la curva t — (¢, z(t), 2'(t), ...,a™(t)) € Qyen
particular tiene sentido aplicar ¢ sobre esta curva. Ademads, por ser {2 conexo y ¢t € [ siendo [
un intervalo, la curva (¢, z(t), 2’ (t), ..., ™ (t)) no salta entre posibles componentes conexas.

= La tercera condicién es quizds la que menos andlisis merece; simplemente nos dice que x,
efectivamente, satisface la ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.1. Uno de los ejemplos mds sencillos de EDO es

2/(t) = ht),

siendo h : I C R — R una funcién continua. Sabemos por el Teorema Fundamental del Céalculo
que si denotamos por H(t) a cualquier primitiva de h(t) en I, entonces H'(t) = h(t) y por tanto
x(t) = H(t) resuelve la EDO. Mas atn, dados ¢y € I 'y xg € R la funcién

H(t):/tth(s)ds+1:g

0

es la tnica primitiva de h(t) tal que H(tg) = x¢. El Teorema Fundamental del Célculo nos asegura
que todas las posibles soluciones se construyen variando xg. No todas las EDOs de esta forma se
pueden resolver explicitamente. Por ejemplo,

T (t) = et

no tiene solucién explicita en términos de funciones elementales, aunque de nuevo el Teorema Fun-
2 . . e _ 42
damental del Cdlculo nos asegura la existencia de una primitiva de e ~*".

Ejemplo 1.2. La primera EDO que no se reduce al célculo de primitivas y que es la més sencilla de
tratar es
2'(t) = x(t).

Buscamos una funcién cuya derivada sea ella misma. No es dificil comprobar que las funciones
z(t) = e, A eR,
son soluciones. ;Habra mas soluciones? Si estas son las tnicas, ;cémo se demuestra?
Ejemplo 1.3. Consideremos la EDO
2 (t)? +x(t)? = 1.

Esta EDO no se encuentra en forma normal y hemos visto que para despejar la derivada de mayor or-
den tenemos que llegar a una expresién multivaluada. Otra opcidn es derivar la ecuacion, obteniendo

2 (t)x" (t) + x(t)'(t) = 0.

Si 2/(t) # 0 (o lo que es lo mismo, z(¢) no es constante), entonces obtenemos la EDO de segundo
orden
2"(t) + z(t) = 0.
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1. (Es toda solucién de 2 (t) + z(t) = 0 solucién de 2/ (t)? + x(t)? = 1?
2. (Es toda solucién de 2/ (t) + z(¢)? = 1 solucién de 2 (t) + z(t) = 0?
3. (Es toda solucién no constante de z'(t)2 + x(t)? = 1 solucién de 2" (t) + x(t) = 0?

4. Dada x(t) solucién de 2 (t) +z(t) = 0, ;podrias construir una EDO para la expresién 2’ (t)% +
x(t)? que tenga a z(¢) como solucién?

Ejemplo 1.4. Si consideramos directamente la EDO
2" (t) +x(t) =0,

nos damos cuenta que las funciones z(t) = sint, x(t) = cost son soluciones de esta EDO. En
general,
x(t) = Asint + Bcost, A,B € R.

Fijémonos ahora que describimos una serie de funciones que cumplen esta ecuacion en términos
de dos parametros, A, B. ;Tendra algo que ver con que la EDO es de segundo orden? ;Habrda mas
soluciones? ;Son estas soluciones de 2’ (¢)? + x(t)? = 1?

Ejemplo 1.5. Seala EDO
2 (t) = —x(t)?.

Una solucién es x(t) = 0, definida en todo R. Otra funcién que resuelve la EDO es z(t) = 1/t,
pero su dominio de definicién es R — {0} que no es un intervalo. En consecuencia, si consideramos
I ={z <0} e Iy = {z > 0}, entonces z1(t) = z(t)|, y z2(t) = x(t),, son soluciones distintas
de la EDO, puesto que sus intervalos de definicién son distintos.

En particular, incluso siendo ®(¢,u,v) = v + u? una funcién continua definida en todo R? y la
EDO asociada auténoma, algunas soluciones no estdn definidas en toda la recta real. Esto nos dice
que no siempre podemos garantizar que las soluciones estén definidas en todo R, incluso cuando ¢
si estd definida en todo R".

Ejemplo 1.6. Consideremos ahora la EDO

Si vemos esta EDO en forma normal (1.1.2), la funcién que la define es F'(t,z) = 1/x. Esta funcién
es continua y esta definida en €2 U 25, donde

Q= {(t,r) € R*: 2 < 0}, Q4 = {(t,z) € R%: z > 0}.

El dominio de F' no es conexo y por tanto a la hora de considerar soluciones de esta EDO lo tenemos
que hacer restringiéndonos a uno de los dos conjuntos §2;. Por ejemplo, la funcién

x:(—g,oo)—HR, z(t) = V2t + ¢,

cumple que es solucion de la EDO en €. Fijémonos que no podemos extender x(t) a t = —c/2
porque z(t) no es derivable en tal punto. De igual forma, la funcién

x: (—%,oo) — R, z(t) = —V2t + ¢,



1.2. Ecuaciones escalares y vectoriales. Reduccién de orden 5

es solucion en €2_. Las soluciones se comportan como deben, ya que ambas cumplen x(¢) # 0 para
todo ¢, siendo solo x(t) = 0 para t = —c/2, que no estd en el dominio de las soluciones, y donde su
derivada tiende a infinito.

La existencia o no de soluciones a una EDO, asi como su niimero, es muy variado y depende
fuertemente de la estructura de la propia EDO. A continuacion, destacamos algunos casos.

1. Hay EDOs que no tienen solucién, como por ejemplo

" 4 z(t)? = 0.

2. Hay EDOs que tienen una unica solucion, como por ejemplo
o' (t)? + x(t)? =0,
que tiene x(t) = 0 como dnica solucion.

3. Hay EDOs que tienen infinitas soluciones, como las que hemos visto dependiendo de pardme-
tros. O por ejemplo,
() +x(t)? =1

tiene como soluciones z(t) = 1, z(t) = cost y x(t) = sint. Incluso
1 si t<0
x(t) = { cost si t>0
es solucion.

1.2. Ecuaciones escalares y vectoriales. Reduccion de orden

Recordemos que una de las motivaciones de las EDOs provienen de la mecénica cldsica y en
concreto en entender el comportamiento de una cierta particula, por ejemplo plana, cuando sobre ella
actian unas determinadas fuerzas. Es por ello por lo que surge de forma natural el generalizar la
ecuacion (1.1.1) para poder considerar las siguientes soluciones.

Definicion 1.2.1. Una curva parametrizada es una aplicacion
z:ITCR—=RFY  zt) = (z1(t),...,x,(t)) keN
La curva se dice regular si ||2/(t)|| # 0 paratodo t € I.

Para el caso de curvas que sean solucién de una cierta EDO, la ecuacién (1.1.1) tiene la forma

n+1)
——f—
P:OCRXRFXRF.RF SR, ®(t,x(t), 2 (), ..., a™ (1)) = 0, (1.2.1)

y nos referiremos a estas EDOs como vectoriales. El concepto de solucién para (1.2.1) es similar al
dado para funciones escalares. Por tanto, cualquier solucién de (1.2.1) es una curva parametrizada de
clase C" y que resuelve la ecuacion diferencial. Aqui debemos remarcar que en una EDO vectorial
necesitamos resolver k incdgnitas: las coordenadas de la curva x(t).



6 Capitulo 1. Introduccién a las EDOs

Ejemplo 1.7. Un caso de especial interés surge al tomar el codominio como R? y considerar una
curva plana,
a:ICcR—R? a(t) = (x(t),y(t)).

Si « es regular, se define su curvatura como

(a”(t), Jo/(t))
Fa(t) = : (1.2.2)
: |/ @)
donde J : R? — R? es el giro de dngulo 7 /2 dado por J(z,y) = (—y, ). Por ejemplo, un problema
que se abordard en cursos posteriores es determinar las curvas a(t) en R? con curvatura constante,
k € R. La funcién que define 1a EDO es

(a”(t), J/ (1))

Bt a(t), o/(1), 0" (1) = T s

- K, Kk € R.

(Podrias determinar cudles son las curvas con curvatura nula?
En general, si p : I x D C R x R? x R? — R podemos considerar el problema de predeterminar
la curvatura de « de la siguiente forma

ka(t) = o(t, alt),d (1)), vt eI,

lo cual nos lleva a la funcion

B(t, a(t), o/ (1), a” (1)) = W ~ ol a(t). (1),

Es decir, podemos considerar el problema de predeterminar la curvatura de « en términos del tiempo,
o de forma m4s interesante en términos de la propia « y su derivada. Un problema realmente intere-
sante, incluso en la investigacion actual, tiene que ver con curvas planas satisfaciendo la relacién

ka(t) = (Jd/(t), e2), ez = (0,1).

Ya hemos visto que al considerar EDOs vectoriales tenemos k incognitas. Tal y como sucede en
las ecuaciones algebraicas que llevamos estudiando desde siempre, 1o natural es imponer mds de una
ecuacién para poder obtener la solucién de forma satisfactoria. Dados k,n, m € N3, un sistema de
m EDOs de orden n es un sistema diferencial

Oy (t,z(t), 2’ (t),...,a™M(t)) =0,
Oy(t,x(t), 2/ (t), ...,z (t)) =0,

@m(t,x(t),x’kt),...,x”)(t)) =0,

dondez : I C R — RFy ®; : O c R x RF(»*1) 4 R Se dice que z es solucién del sistema si es
solucion de cada una de las m EDOs. Esto se puede resumir de forma vectorial definiendo la funcién

QSR D= (Dy,..., Bp).

Unos cuantos comentarios.
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1. Las funciones ®; podrian a priori estar definidas en dominios distintos, ; C R x Rk(®+1),
No obstante, como para toda solucién x se tiene que cumplir t — (¢, z(t), ..., "™ (t)) € ;, se
debe tomar un dominio comin donde esta condicién se cumpla para todo ¢. Salvo interseccién
finita, se considera () el mismo dominio.

2. Cada funcién que define una ecuacion podria tener un orden de derivacién distinto. No obstan-
te, por ser un nimero finito de ecuaciones, nos podemos quedar con el orden maximo y escribir
de forma general que todas las EDOs tienen dependencia de una derivada méxima n-ésima.

3. Debemos recordar que la incognita es la curva x(t) = (z1(¢),...,xx(t)), es decir tenemos
k incdgnitas que resolver. Por razones que serdn claras mds adelante, s6lo consideraremos
sistemas que contengan el mismo niimero de ecuaciones que de incognitas (m = k), de tal
forma que las ecuaciones sean independientes entre si, es decir, ninguna de ellas se deduzca de
las demas.

Ejemplo 1.8. Dadas z,y : I — R, un ejemplo sencillo de sistema de ecuaciones diferenciales es el
siguiente
{ a'(t) = y(t),
y'(t) = —2(t).

(Podrias identificar este sistema con alguna EDO escalar?

Ejemplo 1.9. Supongamos que un objeto orbita alrededor de la Tierra y suponemos que tal mo-
vimiento se realiza en un plano conteniendo al centro de la tierra. Si el objeto se parametriza por
a(t) = (z(t),y(t)) y el centro de la Tierra se supone con coordenadas (0, 0), la EDO satisfecha por
las coordenadas de « es

won . gRz(t)
T = Gy
y'(t) = — 9R2y(t)

(@(t)? +y(t)%)3/2

donde R es el radio de la Tierra y g la constante de gravitacion. Si «(¢) orbita alrededor de la Tierra
entonces podemos suponer ()2 + y(t)? = r2, para cierto r > 0 y por tanto se tiene

gR?x(t)
S

x// (t) —

i

2
y'(t) = _gRTg(t).

Asumiendo que las funciones z(t) = r cos(wt), y(t) = rsin(wt), w € R son soluciones, determina
el valor de w.

El siguiente resultado prueba que toda EDO, con soluciones escalares o vectoriales, de orden n
de la forma (1.1.1) se puede transformar en un sistema equivalente de primer orden con n ecuaciones.

Proposicion 1.2.2. Sea la EDO (1.1.1), esto es

®(t, x(t), 2 (1), ...,z (t)) = 0,
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con® : Q C R x RFH) 5 R™ continuay z : T € R — RF de clase C™, y definamos
y(t) =2 V(t),  k=1,..n,

entendiendo 1°)(t) = x(t). Entonces, la curva (y,(t), ..., yn(t)) es solucion del sistema de orden 1
con n ecuaciones,

(4 —

N\t =
Ya(t) = ys(t),
: (1.2.3)
Yn—1(t) = yn(t),
O(t, y1(t), -, yn(t), yn (t)) = 0.

Reciprocamente, si la curva (y1(t), ..., yn(t)) es solucion del sistema (1.2.3), entonces x(t) = yi1(t)
es solucion de la EDO (1.1.1) y ademds cada yy,(t) es la derivada (k — 1)-ésima de x(t).

En particular, si consideramos la EDO en forma normal,
2V (t) = F(t,z(t), 2 (t), ..., a" D (¢)),

con F: Q C R x R¥ — RF continua, y los cambios de variable yy(t) = 2"~V (t), k = 1,...,n,
podemos reducirla a la ecuacién vectorial de primer orden

y1(t) y2(t)
ya(t) _ y3(t)
(1) Flt 31 (8), oo (D))

Ejemplo 1.10. Cuando tenemos EDOs de orden 2, es usual abusar la notacién y denotar y; (t) = x(t)
e y2(t) = y(¢). En tal caso, si la EDO es de la forma

O(t,xz(t),2'(t), 2" (t)) =0,

obtendriamos el sistema equivalente

{ z'(t) = y(t),
O(t, x(t), y(1), y'(1)) = 0.

Si la EDO es normal, entonces tendriamos

{ '(t) = y(t),
y'(t) = F(t,z(t), y(t))-

Por ejemplo, si consideramos la EDO de segundo orden
2'(t)+z(t) =0

y el cambio de variable y(t) = 2/(t), entonces esta EDO se transforma en
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1.3. Problema de Cauchy. Ecuaciones diferenciales e integrales

Como hemos visto en la EDO mds sencilla posible 2/(t) = h(t), este problema tiene infinitas
soluciones dadas por z(t) = H(t) + A\, A € R, donde H(t) es cualquier primitiva de h(t). No
obstante, dados tp,z9 € R con tyg € dom(h), si imponemos la condicién z(ty) = xo entonces
este problema tiene existencia y unicidad dada por la funcién z(t) = H(t) + o — H(to). La mera
existencia de estos problemas est4 lejos de ser trivial. Por ejemplo, la EDO 2/(¢)? + x(t)? = 1 tiene
infinitas soluciones, pero no existe ninguna tal que z(0) = 2. Otro ejemplo: la EDO z” () +x(t) = 0
tiene infinitas soluciones, asi como el problema con la condicién z(0) = 2, pero si imponemos
ademds la condicién 2/ (0) = 2, entonces sélo hay una funcién que cumpla este problema.

La siguiente definicién introduce uno de los objetos clave de estudio en la teoria.

Definicion 1.3.1. Un problema de Cauchy, llamado también problema de valores iniciales, es una
EDO de orden n junto con n condiciones iniciales de la forma

O(t,z(t), 2/ (t), ..., 2™ (t)) = 0,
l‘(to) = X,
fL’/(to) =, (1.3.1)

xn_l)(tﬂ) = Tnp—1,
siendo (to, xo, 1, ..., Tn—1) € .

A las n restricciones 2 (to) = x4, i = 0, ...,n—1 se les llama condiciones iniciales. Una solucién
del problema de Cauchy (1.3.1) es una solucién de la EDO que cumple las condiciones iniciales.
Es importante destacar que el instante ¢y para el cual se fijan las n condiciones es el mismo. Si
consideramos instantes distintos estariamos trabajando con un problema de contorno, el cual escapa
los contenidos de este curso introductorio a las EDOs.

En general, para resolver un problema de Cauchy primero se resuelve la EDO asociada y se obtie-
nen soluciones dependientes de una serie de pardmetros. Estos pardmetros se determinardn mediante
las condiciones iniciales.

Observacion 1.1. Un par de observaciones sobre el problema de Cauchy asociado a una EDO.
= No todo problema de Cauchy tiene solucién. Por ejemplo,
()2 + () =0, z(0) =1

no tiene solucién puesto que la tinica solucién de la EDO es x(t) = 0. En general, el problema
de Cauchy
o' (t)? + x(t)? = a, z(0) = b, a,b eR,

solo tiene solucion para a > b.

= Hay problemas de Cauchy que tienen més de una solucién. Por ejemplo, consideremos el pro-
blema
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Claramente z(t) = 0 es solucién pero z(t) = t/4 también lo es si t > 0, al igual que —#2/4
sit < 0.En general, sicj,ca € Rcon —oo < ¢; <0 < g < 00 se tiene que

—(t — 2
(401) si t <
z(t)=12 0 si a1 <t<c
(t — 62)2 .
R t >
1 S1 C9
resuelve el problema de Cauchy. Aqui debemos entender que si co = oo (resp. ¢; = —00)

entonces x(t) = 0 para todo ¢t > ¢ (resp. t < ¢2).
Ejemplo 1.11. Dado el problema de Cauchy
2"(t) + z(t) = 0, z(0) =1, 2/(0) =2,

la dnica funcién de la forma z:(t) = Asint + B cost que es solucién de este problema es z(t) =
cost + 2sin t. ;Habrd mas soluciones?

1.3.1. Integral de Volterra
Supongamos que tenemos una EDO en forma normal ya reducida a primer orden,
'(t)=F(t,z(t)), x:ICcR—-RF keN,

con F': Q c R¥1 — RF continua, y consideramos el problema de Cauchy con condicién inicial
x(tg) = xo, to € I, x0 € RF. El siguiente resultado nos da una caracterizacién de las soluciones de
este problema de Cauchy en términos de una ecuacién integral.

Teorema 1.3.2. Sean F : Q C R x R¥ — R* una funcién continua e I C R un intervalo. Conside-
remos el problema de Cauchy
{ a'(t) = F(t,x(t)),

x(tg) = xo.
ysea x : I — RF. Equivalen:

1. z(t) es solucion del problema de Cauchy.

2. La funcion x(t) es continua, (t,x(t)) € Qy se cumple

x(t) = x(to) —l—/ F(s,z(s))ds.

to

La ecuacioén integral anterior se conoce como ecuacion de Volterra y nos aparecerd en temas
posteriores.

Demostracion. Si x(t) es solucién del problema de Cauchy entonces z € Oy (¢, z(t)) € Q por la
propia definicién. Ademas, por ser solucién del problema de Cauchy se tiene

7' (t) = F(t,z(t)), x(to) = xo.
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Integrando entre ¢( y t y aplicando la regla de Barrow,

t

x(t) = z(to) +/ F(s,z(s))ds,

to

es decir se cumple la integral de Volterra.
Reciprocamente, si z(t) es continua y (¢, z(t)) € € entonces ¢t — F(¢,z(t)) es continua. Por
hipétesis
t

o(t) = (to) + [ Fls.a(s)) ds,
to
y por tanto el Teorema Fundamental del Célculo asegura que x € C'*(I). Si derivamos esta expresion,
obtenemos z/(t) = F(t,z(t)). Ademds, x(ty) = xo y por tanto z(t) es solucién del problema de
Cauchy. O

1.4. Ecuaciones diferenciales a través de funciones implicitas

Por lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que algunas funciones dadas a priori son soluciones
de algunas EDOs concretas. Por ejemplo, toda funcién constante tiene derivada cero, lo que se traduce
en que las funciones z(t) = k, k € R, son soluciones de la EDO 2/ (¢) = 0. O por ejemplo, ya que la
funcién exponencial cumple que es su propia derivada también sabemos que las funciones de la forma
z(t) = Ae', X € R, son soluciones de la EDO z/(t) = x(t). A continuacién vamos a generalizar esta
idea a un contexto algo mas complejo.

Sea H: Q C R? — R una funcién de clase C*, donde en (2 consideramos coordenadas (¢, z).
Dado (tg, ) € €2, nos preguntamos por la existencia de una funcién z : I C R — R de clase C*
tal que z(tg) = xo, se tenga t — (t,x(t)) € Qy ademds H (¢, z(t)) = 0 para todo ¢ € I. En otras
palabras, queremos expresar localmente la curva H (¢, z) = 0 alrededor del punto (¢g, xg) como un
grafo x = x(t).

Ejemplo 1.12. Dado r > 0, consideramos la funcién H : R? — R dada por H(t,z) = t> + 22 — 2.
Sabemos que la curva H (¢, x) = 0 define la circunferencia de centro el origen y radio , C((0,0),r).
Si queremos expresar esta circunferencia como un grafo = xz(t), basta despejar la variable x

obteniendo
r=+Vr? -2,

lo cual define las dos funciones x(t) = ++/r? — t2, cada una de ellas correspondiente a una semi-
circunferencia abierta. Esta funcién es de clase C! en todos los puntos salvo en ¢t = =7, que es
precisamente donde los puntos de la curva H (¢, ) = 0 tienen tangente vertical. No obstante, para
cualquier (¢g,z9) € C((0,0),r) tal que ty # +r, existe exactamente una unica funcion (dependien-
do de si zg > 06 xg < 0) tal que la circunferencia se expresa localmente alrededor de (¢, o) como
el grafo de la funcién z(t) = signo(zo)vr? — t2.

El caso de la circunferencia es excepcional porque podemos resolver explicitamente la ecua-
cion H(t,z) = 0 en funcion de ¢, pero este no es el caso en general; basta considerar por ejemplo
H(t,z) = e* + x + t. La existencia y unicidad de tal funcién x(t) estd garantizada por el Teorema
de la funcién implicita, el cual enunciamos a continuacién para una funcién de dos variables.
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Teorema 1.4.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea Q@ C R? abierto y H : Q0 — R de clase
H

C1. Supongamos que (ty,z9) € Qy a—(to,mo) # 0. Entonces existe I C R intervalo abierto
x

con ty € I, y una tinica funcion x : I — R de clase C' cumpliendo x(ty) = xq, (t,z(t)) € Qy
H(t,z(t)) = 0 para todo t € I.

La unicidad debe entenderse del siguiente modo: si z : J C R — R es tal que z(tg) = zg y
H(t,z(t)) = 0 paratodo t € J, entonces en particular I N.J # & por ser I, J intervalos abiertos con
to € I N J.Ental caso, z(t) = z(t) para todo I N J. En particular, si I # J la solucién se puede
extender de la siguiente forma

o ox(t) sitel,
W)_{ 2(t) site .

En tal caso, seguiremos llamando z(t) a la solucién extendida por simplificar la notacion.

Podemos decir un poco mas de la funcién z(t). Si derivamos respecto de ¢ la relacion H (¢, z(t)) =
0 y aplicamos la regla de la cadena, obtenemos

d OH oOH ,
g HEa(@) = Z -t 2(0) + 5 (8 2(0)a’(t) = 0.

Por tanto, toda funcién definida implicitamente por la relacién H (¢, x(¢)) = 0 es solucién de la EDO

OH OH fn
E(t,m(t)) + %(t, z(t))z'(t) = 0.

Ademds, fijada la condicién inicial z(tp) = xo existe una tnica solucién del problema de Cauchy
asociado. Reciprocamente, supongamos que x : I C R — R es solucién de la EDO

OH OH oy
5 b)) + (L 2(0)2(t) = 0,

d
siendo H : Q C R? — R una funcién de clase C''. Entonces 7 (H(t,z(t))) = 0y por tanto existe

A € Rtal que
H(t,z(t)) = A, vVt e Il

Aqui debemos incidir en que si la solucién x(¢) cambia, entonces también cambiara el valor de \. Si
tomamos la condicién inicial z:(¢g) = ¢ entonces se tiene

H(t,z(t)) = H(to,x0), vVt e I.
Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2. Sea H : 2 C R? — R una funcion de clase C*, con (t,z) € €. Entonces, son
equivalentes:

0OH
1. Dado (to,x0) € 2 con H(tg,z9) =0y 8—(150,3;0) # 0, existe una unica funcion x : I C
x
R — R con ty € I que cumple x(tg) = wo, (t,z(t)) € Qy H(t,z(t)) = 0 paratodo t € I.
Ademds, x(t) es solucion de la EDO

OH oH Lo
=7 (ba(t) + 5 (b ()’ (1) = 0.
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2. Sea x(t) una solucion de la EDO

OH OH Lo
7 (ba(t) + 5 (b ()’ (1) = 0.

Entonces, x(t) estd definida implicitamente por la ecuacion H(t,x(t)) = A, para algiin \ €
R. Mds aiin, dado (to,z9) € €2, la solucion del problema de Cauchy con condicion inicial
x(ty) = xo estd definida implicitamente sin ambigiiedad por la tinica funcion que satisface la
ecuacion implicita

H(t,z(t)) = H(tg, x0).

Ejemplo 1.13. Volvamos al ejemplo de la circunferencia, H (t, z) = t> + 22 — r2. Entonces
OH
ox

la cual se anula si y s6lo si x = 0y en tal caso t = +r. Sea xg # 0y tomamos (tg, o) tal que

H(tg,z9) = 0. Sabemos que existe x(¢) definida en I C R que contiene a ¢ tal que H(¢,z(t)) =0
paratodo t € I. Ademas, x(t) es solucién de la EDO

2z,

z(t)2' (t) = —t.
Ya sabemos que la funcién x(¢) se puede calcular explicitamente como
z(t) = £Vr? — 2.

Ejemplo 1.14. Consideramos la EDO en forma normal

1
(4) —
x'(t) = FOFTR
Si definimos H(t,x) = e* + x — t, entonces es facil comprobar que las soluciones de la EDO

cumplen H (¢, z(t)) = A, A € R. El problema ahora es que z(t) no se puede despejar. No obstante,

ﬁ(t’ x) = —1y el Teorema de la funcién implicita nos asegura la existencia de una funcién ¢ :

J — Rtal que H(t(z),z) = A paratodo x € J. En este caso t(z) se puede despejar explicitamente
como t(z) = e® + x — A, y bastaria imponer una condicién inicial para determinar el pardmetro A.

1.4.1. Familias de curvas como soluciones de EDOs

Otro caso donde aparece la derivacién implicita es el siguiente. Sabemos que dada una EDO,
sus soluciones suelen depender de pardmetros. Por ejemplo, z'(t) = x(t) tiene como familia de
soluciones z(t) = e, A € R. O por ejemplo, 2" (t) + z(t) = 0 tiene como familia de soluciones
z(t) = Asint + Bcost, A, B € R. En general, las soluciones de una EDO de primer orden vienen
dadas por una relacién de la forma

H(t,xz(t),\) =0,

donde las distintas soluciones se obtienen variando el pardmetro A. En este punto, es l6gico plantear-
nos el problema inverso. Sea 2 C R3 con coordenadas (t,z,\) y H : Q@ — R una funcién de clase
C'. Para cada \ € R, consideramos el subconjunto

iy = {(t,r) € R*: H(t,z,)\) = 0}.
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Nos preguntamos si existe una EDO de forma que sus soluciones sean precisamente las curvas de la
familia I' 7 ». Aqui debemos hacer el siguiente inciso importante. La familia de curvas depende de un
pardmetro A, pero estamos buscando una EDO cuyas soluciones definan fodas las curvas de la familia.
De nuevo, es bastante obvio que debemos aplicar el Teorema de la funcién implicita. Fijado A € Ry

dado (tg,z0) € T'm », si a—(to, x0, A) # 0, el Teorema de la funcién implicita asegura la existencia
x

de cierta x € CY(I) tal que z(tg) = zoy H(t,z(t),\) = 0, V¢t € I, o de forma equivalente
(t,x(t)) € T'g, . Para intentar obtener la EDO satisfecha por x(t) derivamos implicitamente esta
expresion y obtenemos

0H OH ) —
S (B 2(6),X) + S (b (t), Na'(t) = 0.

Esto todavia no es una EDO para x(t) por la dependencia de la variable A. Para eliminarla podemos

considerar el sistema
H(t,z(t),A) =0

OH OH
—(t,z(t),\) + —
(430, +
y ayudarnos de ambas ecuaciones para eliminar esta dependencia. Si existe mds de un pardmetro
habra que derivar tantas veces como el nimero de pardmetros que tengamos para intentar despejarlos.

(t, z(t), \)z'(t) = 0,

Observacion 1.2. En el caso particular en el que H sea de la forma
H(t,x,\) = G(t,z) — g(N),
la dependencia del parametro )\ siempre queda descartada. En efecto,

OH oH . 9G G o
E(t’ x(t),\) + %(t, x(t), N)x'(t) = E(t’ x(t)) + %(t,m(t))x (t) =0,

donde la dependencia de A ha desaparecido. Este es el caso por ejemplo de la familia de circunferen-
cias H(t,z,r) = t2 + 2% — r2, donde la EDO satisfecha por estas circunferencias es 2t + 2xz’ = 0.

Ejemplo 1.15. Se considera la familia de curvas

2
H(t,z,\) =e — — =0, x> 0.

X

La condicién = > 0 se toma porque de lo contrario esta ecuacién no tiene solucién. Sea (¢, 7o) € R?,
con zg > 0, tal que H (o, 29, \) = 0. Como
OH

- t — )\1’0
ox ( Oal'Oa)‘) Ae +

2t
5 = 70()\ + tO)a
T o

si A\ # —to garantizamos la existencia de una funcién z(t) cumpliendo e**®) = ¢2/2(t) para todo
t € Icontyg e I CR. ;Quéecuacion diferencial satisface z? Si derivamos implicitamente,

Az (t) .0 2t t? /

o de forma equivalente
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Esto todavia no es una EDO para z(t) pues depende de A. Despejemos las expresiones que acompaiien
a A en términos de ¢, z(t). Por una parte, e**(!) = ¢2/x(t). De esta igualdad despejamos ), obteniendo

—Llo i
ETORSE O

Finalmente, concluimos que x es solucién de la EDO

2x(t)
2

tl t +t
o
0

2 (t) =

1.5. Problemas geométricos

Las Ecuaciones Diferenciales nos permiten describir numerosos problemas que tienen una in-
terpretacién o motivaciéon geométrica o fisica. Hacer un estudio exhaustivo de esta materia se co-
rresponderia con una asignatura propia, asi que vamos a exponer un par de ejemplos que creemos
interesantes.

Un problema geométrico que surge de forma natural es el siguiente. Sea
H:QCR) =R
Dado A € R, supongamos que tenemos definida una familia de curvas de forma implicita,
Ty ={(t,x) € R?: H(t,z,\) = 0}.
Sabemos por el Teorema de la funcion implicita que dado (to, o) € I'g, si se tiene

0H

%(to,ﬂﬁo,)\) # 0,

existe un entorno I C R de ¢ y una funcién x : I — R tal que
H(t,z(t),\) =0,

es decir que z(t) es solucion local de esta familia de curvas pasando por (o, xo). Ademds, sabemos
un método para deducir la EDO satisfecha por x(t): basta despejar A del sistema

H(t,z(t),\) =0

aa—lj(t,:v(t), A) + %—Ij(t,x(t), ANz (t) =0,
siempre que se pueda. Nos preguntamos por la existencia de una familia de curvas U (¢, z, u) = 0
cumpliendo la siguiente propiedad: si v1 € I'y x y 72 € I'w ,, entonces vy 2 siempre se cortan de
forma ortogonal, y eso para todo X\, € R. A la familia definida por la relacion W(t, z, \) = 0 se le
conoce como las trayectorias ortogonales a la familia H (¢, z, A\) = 0. A continuacién, presentamos
un método para calcular V.

1. De la familia H (¢, 2z, \) = 0, obtenemos la EDO satisfecha por z(¢). Supongamos pues
o' (t) = F(t,z(t)).
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2. Geométricamente, la pendiente de la curva (¢, z(t)) en cada instante ¢ coincide con (). Por
tanto, la curva ortogonal pasando por el punto (¢, z(t)) tendra pendiente — 1( 7y- en aquellos

puntos donde 2’(t) # 0. Consideramos pues la ecuacién diferencial

1
Y= Ty
en aquellos puntos que tenga sentido (esto es, donde F'(¢, z(t)) # 0).
3. Resolvemos esta ultima ecuacidn diferencial, obteniendo la familia de soluciones
U(t,xz(t),n) =0,

que definen las trayectorias ortogonales a la familia original H = 0.

Observacion 1.3. Es importante resaltar que cada curva de la familia W es ortogonal a cada curva
de la familia H. Es decir, no es que la curva H(¢,x,\) = 0 sea ortogonal Gnicamente a la curva
U(t,x,\) = 0, es que para todo \, i € R se tiene que H (¢, z, A) = 0 es ortogonal a ¥ (¢, x, u) = 0.

Ejemplo 1.16. Nos planteamos encontrar las trayectorias ortogonales a la a familia de pardbolas
x(t) = A\t2. Para ello, seguimos los pasos anteriormente expuestos.

1. Derivando y despejando A obtenemos

3. cuya solucién es
t2
Geométricamente son elipses centradas en (0, 0) y con semiejes de longitud 2 y 1, respectiva-
mente.

Otro tipo de problemas de interés son los relacionados con la geometria de curvas planas re-
gulares. Existen numerosos problemas que involucran propiedades geométricas de estas curvas y
pretender hacer una minima recopilacion daria para un tema de una asignatura de Grado, como poco.
Nos limitamos a detallar uno de los primeros que se plantean en esta tematica.

Ejemplo 1.17. Hallar, si existe, una curva que cumpla que sus rectas normales pasan todas por un
mismo punto.
No es dificil convencerse de que, salvo una traslacién en el plano, podemos suponer que tal punto
es el origen de coordenadas. Sea pues a(t) = (z(t), y(t)). En cada instante ¢ € I la recta normal en
a(t) tendrd como direccion un cierto vector unitario n,,(t). De hecho, n, (t) se puede tomar como

Jo/
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y por tanto n,(t) es diferenciable. Para que la recta normal de «(t) pase por (0, 0), existe A(¢) tal que
a(t) = A(tna(t) = (0,0).
Primero veamos que asi definida, \(¢) es diferenciable. En efecto,

At) = (a(t), na(t)),

y como a € C? concluimos que A € C'. De hecho,

A = lle@)]] = v{a(t), at)).

Es mds, podemos suponer que existe ¢y € I tal que A\(tg) # 0 ya que de lo contrario «(t) se reduciria
al origen. Restringimos I a I conteniendo a ¢ y salvo renombrar la funcién suponemos A(t) > 0
para todo t € Iy. Ahora bien,

Vo - L@ 0.0)

[la(®)]]

por ser a(t) = A(t)nq(t) y en consecuencia A(t) es constante. Esto nos dice que ||«(¢)|| es cons-
tante y por tanto «(t) estd a distancia constante del origen, lo cual prueba que la imagen «(ly) estd
contenida en una circunferencia. Por continuidad, esta propiedad es cierta para todo t € I.

=0

1.6. Isoclinas y campos de direcciones

Las ecuaciones escalares de primer orden expresadas en forma normal z’(t) = F(t, z(t)) tienen
la siguiente interpretacion geométrica. Si z(t) es solucion de la EDO, entonces podemos representar
la gréfica de z(t) como t + (¢, z(t)). Dado to € I, por ser & € C'! existe la recta tangente a la gréfica
de z(t) en t = t¢, y su pendiente vale exactamente z’(ty) = F'(to, x(t9)). En general, fijado K € R
podemos considerar el subconjunto

My = {(t,z) € R?: F(t,z) = K}.

Puede ser que M = &, o que incluso M se reduzca a un dnico punto (por ejemplo, si F'(¢,x) =
t2 4 22 y K < 0 se tienen los dos casos mencionados). Supongamos que K es tal que My no se
reduce a un punto. En tal caso, si x(¢) es solucién de la EDO y (tg, z(t9)) € Mk, la pendiente de
la grafica de la solucién x(t) tiene pendiente K en t(y. Variando el pardmetro K podemos hacernos
una idea del comportamiento de las soluciones y hacer una representacion gréfica aproximada de las
mismas.

Definicion 1.6.1. Con la notacién anterior, las curvas que forman el conjunto My se les llama iso-
clinas.

Ejemplo 1.18. Estudiemos las isoclinas de las siguientes EDOs.
1. 2/(t) =k, k e R.
La funcién F'(t,z) = k y por tanto
My = {(t,z) € R?: F(t,z) = K}.

Si K # k se tiene My = @,y si K = k entonces M, = R?. Todas las soluciones son rectas
de pendiente k.
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2. 2/(t) = x(t
2

).
Ahora F(t,z) = x y por tanto

My = {(t,z) € R?: F(t,z) = K}.
Distinguimos casos.

= Si K = 0 entonces F'(t,z) = 0 implica z = 0, es decir M es el eje .

= Si K > 0entonces F(t,x) = K solo tiene sentido para z > 0y su solucién es la recta
horizontal z = K.

» Si K < 0entonces F(t,x) = K solo tiene sentido para z < 0y su solucién es la recta
horizontal z = K.

De aqui podemos ver que si x > 0 las soluciones son crecientes, mientras que si z < 0 las
soluciones son decrecientes.

3. 2'(t) = 2 + 2(t)2
Por dltimo, F(t,z) = t? + x2. Observamos que si K < 0 entonces My = @ysi K = 0
entonces My = {(0,0)}. Por tanto suponemos K > 0y se tiene

My = {(t,z) € R*: t* + 2 = K},

esto es la circunferencia centrada en el origen y de radio v K. Variando K obtenemos una
foliacién de R? de forma que isoclinas alejadas del origen se corresponden con puntos de
derivada cada vez mayores.

El concepto de isoclina consta de fijar un valor i € Ry preguntarnos por los puntos de la curva
(t,x(t)) tales que 2/(t) = K. Un problema de cierta forma inverso nos introduce el concepto de
campo de direcciones.

Definicién 1.6.2. Sea x : I — R? una solucién de la EDO 2/ (t) = F(t, z(t)). El campo de vectores
V(t) = (1,2'(t) = (1, F(t,x(t))
se conoce como campo de direcciones de la EDO.

El campo de direcciones tiene la siguiente interpretaciéon geométrica: si z(t) es solucién de la
EDO z/(t) = F(t,z(t)), entonces sabemos que la gréifica de z(t) es la curva en el plano «(t) =
(t,x(t)). La derivada de esta curva planaes o' (t) = (1,2'(¢)) = (1, F(t,z(t))) = V (t). Este campo
pues nos indica en cada instante cudl es el vector tangente de la grifica de x(¢) y obviamente en
particular el valor de z/(t).

Los campos de direcciones son de gran utilidad a la hora de esbozar graficamente las soluciones
de una EDO. En el caso mas general en el que tenemos un sistema auténomo plano de orden 1 dado

por
{ a'(t) = f(z(t),y(1)),
y'(t) = g(x(t),y(t)),
donde f,g : @ C R? — R son continuas, la aplicacién t — (z(t),y(t)) define una curva parame-
trizada en R?, cuyo campo de direcciones se define de manera andloga por V' (t) = (2'(t), /' (t)) =
(f(z(t),y(t)),g(z(t),y(t)). Estudiar las propiedades de este campo de direcciones suele ser una he-
rramienta poderosisima que nos ayuda a deducir las propiedades cualitativas de las soluciones de
estos sistemas auténomos de orden 1.
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1.7. Sistemas planos y ecuacion de las érbitas

Consideremos un sistema plano auténomo

{ 2 (t) = f(z(t),y(t)) (1.7.1)

donde f,g: © C R? — R son funciones continuas. El problema de Cauchy se tiene sin mas que fijar
una condicién inicial (z(tg),y(to)) = (zo,y0) € 2. La interpretacién geométrica de este sistema
es la siguiente: si definimos F'(x,y) = (f(x,y),9(x,y)) y v(t) = (z(t),y(t)), entonces el sistema
(1.7.1) se escribe como

Y'(t) = F(v(t)).

Podemos interpretar F' como un campo de velocidades o de fuerzas, en el que en cada punto F'(z,y)
se mide una magnitud vectorial. La ecuacién 7/(t) = F(v(t)) modela una curva cuya tangente en
cada punto de la curva coincide exactamente con el campo de velocidades actuando sobre tal punto.
Es decir, v(t) modela el movimiento de una particula cuando sobre ella actda el campo F'.

Definicion 1.7.1. Llamaremos drbita a toda solucién del sistema (1.7.1), y la denotaremos cominmen-
te por ¥(t) = (x(t), y(t)).

Por ejemplo, la EDO 2" (t) + 2(t) = 0 nos define el sistema

{ ' (t) = y(t)
y'(t) = —z(t).

Si consideramos una 6rbita y(t) = (z(t), y(t)) entonces se tiene

d 2 2
— t t =0
= (20 +y(t)?)
y por tanto z(¢)? +y(t)? = k, siendo k € R. Obviamente k > 0y k = 0siy s6losi z(t) = y(t) = 0.
Para cada k > 0 las 6rbitas son circunferencias centradas en el origen y de radio v/k. En particular,
las solucién z(t) de la EDO original 2" (t) + 2(t) es una funcién periédica.

Definicion 1.7.2. Se llama plano de fases de (1.7.1) al conjunto de todas sus Orbitas.

Obviamente el plano de fases estard definido en el mismo abierto en el que estén definidas las
funciones f, g. Denotaremos comunmente al plano de fases por O.

Dada una 6rbita v(t) = (z(t),y(t)), se puede ver como una curva descrita en paramétricas sobre
el plano zy. Un problema que surge es preguntarnos si existe una ecuacion diferencial satisfecha
por las coordenadas de las 6rbitas, de manera que una de las funciones, digamos x(t), actde como
variable independiente © = z(¢) y la otra funcién sea una funcién y(x). Esta pregunta pasa por
resolver la cuestion previa de si dado ¢y € I, la rbita y(¢) se puede expresar localmente alrededor
de (zo,y0) = (x(to), y(to)) como un grafo y(x). La respuesta a esta cuestion nos la da el Teorema
de la funcién inversa.

Supongamos z’(tg) # 0, lo cual se traduce en que f (g, yo) # 0. Por ser 2’(ty) # 0 el Teorema
de la funcién inversa nos asegura que existe Iy C I conteniendo a g tal que la funcién x : [y — J
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es invertible. Si denotamos por ¢ = z !

Ademas,

y s = x(t), entonces p(s) = x~1(x(t)) es de clase C.

N 1 1
A PR Io) ROk

para todo s € J. Definimos 9(s) = y(¢(s)). Por ser y(¢) solucién y dado que t = ¢(s),

d d / ) y'(p(s))
2:9(8) = 2-y(e(s)) =y (p(s))¢'(s) 7((5))
_ g(@(p(s)),y(e(s)))
— f(a(e(s)), y(p(s)))
_ 9(s,9(s))
f(s,9(s))

Aqui se ve perfectamente la necesidad de que f(xo, o) # 0 ya que por continuidad f(z,y) # 0 en
un entorno de este punto.

1.7.1. El plano de fases de un sistema autéonomo

El estudio de sistemas planos es uno de los pilares de la teoria cualitativa de las Ecuaciones
Diferenciales. Esta disciplina estudia el comportamiento de las soluciones sin conocerlas explicita-
mente, mediante el andlisis de las 6rbitas. Supongamos que escribimos el sistema plano (1.7.1) como
la ecuacién vectorial

Y'(t) = F(v(1)),

Por ejemplo, sin necesidad de conocer explicitamente la solucién «y(¢), su movimiento en cada ins-
tante viene determinada por el campo de direcciones V' (t) = F'(y(t)) y en dltima instancia por el
signo de las funciones f(x(t),y(t)) y g(x(t),y(t)). El conocimiento del comportamiento cualitativo
nos puede permitir inferir propiedades analiticas de las componentes de (t).

Definicion 1.7.3. Dado el plano de fases © de (1.7.1), llamamos region critica al subconjunto del
plano de fases

R ={(z,y) € ©: f(z,y)g(x,y) = 0}.

Llamamos puntos de equilibrio a aquellos (g, yo) € © tales que f(xo,yo0) = g(zo,y0) = 0.

Los puntos de equilibrio se caracterizan por ser soluciones constantes de (1.7.1). Por ser f, g
funciones continuas, la regién critica R es un conjunto cerrado en © y por tanto © — R es un
conjunto abierto, posiblemente disconexo. En cada componente conexa de © — R las coordenadas
de una 6rbita son funciones estrictamente mondtonas y por tanto el movimiento de una drbita estd
univocamente determinado.

Definicién 1.7.4. Llamaremos regiones de monotonia a las componentes conexas de © — R.
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Ejemplo 1.19. En el sistema plano
{ '(t) = y(t)
y'(t) = —x(t)
se tiene un Unico punto de equilibrio: el origen (0, 0). Ademas, la region critica son los ejes coorde-
nados y por tanto las regiones de monotonia son los cuadrantes abiertos.

Todavia no hemos hecho un estudio exhaustivo de la existencia y unicidad de un problema de
Cauchy general de la forma +/(t) = F(v(t)), estudio que se llevard a cabo de forma sistemadtica en el
tema 4. Sin embargo, si damos por buena esta existencia y unicidad llegamos al siguiente resultado.

Teorema 1.7.5. Supongamos que el problema de Cauchy

{ v'(t) = F(v(t)),
v(to) = (20, yo)

tiene existencia y unicidad para todo to € 1y (xo,yo) € ©. Entonces,

1. Las orbitas definen una foliacion de ©, esto es, dado cualquier punto py € © existe una orbita
pasando por py.

2. Dos orbitas distintas no pueden intersecarse. Esto es, si 1,72 son dos orbitas, v; : I; —
R2, i = 1,2, yexiste tg € Iy N I tal que 1 (tg) = y2(to), entonces y1(t) = y2(t) para todo
tel; = Is.

1.8. Ecuaciones en Derivadas Parciales

En este curso tinicamente veremos ecuaciones cuya incégnita es una funcién dependiendo de una
sola variable y donde aparecen la propia funcién y alguna de sus derivadas (de cualquier orden). Otro
problema, cuya dificultad y abordaje se escapa a los contenidos de este curso, es el de considerar
una ecuacién cuya incdgnita es una funcion de varias variables y donde ahora pueden aparecer las
derivadas parciales de tal funcién.

Antes de nada, necesitamos introducir notacién. Seann € Ny a = (a, ..., ), ag € NU{0} y
definimos || = ), aj. Sean 2 C R”, con coordenadas x = (21, ..., Zn), y u € C™(2). Definimos

o
gy~ O e () oy (1.8.1)

ozt - Qxpn’
donde D es un vector formado por las distintas derivadas 9®u con |a| = k. En particular,

ou ou

Du=(z7—,...,7—
b (a$17 76$n)
no es mds que el gradiente de wu.

Definicion 1.8.1. Una Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP) de orden k& € N es una expresion de

la forma
®(z,u(x), D'u(x), ..., D*u(x)) = 0,

donde ® :  C RP? — R es una funcién continua y u(x) es una funcién de clase C*.
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Las EDPs para funciones de dos variables, u(z,y), aparecen de forma natural en numerosos
problemas de indole geométrica. Como localmente toda superficie puede describirse como un grafo
(x,y,u(x,y)), las propiedades geométricas de la superficie describirdn una EDP satisfecha por la
funcién u. Andlogamente, toda solucién u de una EDP describe el grafo de una superficie cuyas
propiedades geométricas se pueden inferir a través de las propiedades analiticas de la EDP. Esto hace
que exista una relacion muy fuerte entre la Geometria Diferencial y el Andlisis de Ecuaciones en
Derivadas Parciales. Esta rama de las Matemadticas se conoce como Andlisis Geométrico.

Las EDPs de orden 2 satisfechas por funciones u(z,y) tienen un interés especial dentro del
Andlisis Geométrico. La notacién que introducimos a continuacidn tiene su interés propio y serd
(itil para la definicién posterior. Dada u € C2(€2) con Q C R?, definimos

0%u
Ox'oyl’

ou ou i
Diu=2-,  Dau= 5’ Diju = 8"y =

i+j=2.

No confundir con la notacién de la Ecuacién (1.8.1), para la cual se tiene D'w = Du = (D1u, Dau).

Definicién 1.8.2. Supongamos u : Q@ C R? — Ry consideremos EDPs de orden 2. Definimos los
siguientes tipos de EDPs.

1. La EDP es lineal si se escribe como

2
itj=2 i1

2. La EDP es semi-lineal si se escribe como

Z aij(x,y)Diju + b(x,y,u, Du) = 0.
itj=2

3. La EDP es cuasi-lineal si se escribe como

Z a’ij ('CC? Yy, u, DU)DUU + b(x, Yy, u, Du) =0.
i+j=2

4. La EDP es totalmente no lineal si se escribe como
O(x,y,u, DU,DQU) =0,
es decir no tiene ningun tipo de linealidad previamente definidas.
Ejemplo 1.20. Supongamos u = u(t, x). Algunos ejemplos de EDPs interesantes son los siguientes.

1. La ecuacién de ondas. Describe el comportamiento ondulatorio de las ondas fisicas, ya sean
sonoras, mecdnicas o electromagnéticas.

2
Uttt = C Ugy-

2. La ecuacién del calor. Describe la distribucién de la temperatura segin la posicién y el tiempo.

Ut = C2UJ;J;
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3. Ecuacién de transporte. Modela la concentracién de una sustancia que viaja en un fluido a
velocidad constante.
us + cu, = 0.

4. Una EDP geométrica:
2
UpgUyy — U
W =K, KeR.
(1+u2+ uy)
Describe superficies graficas (z,y, u(x,y)) con curvatura constante. Esta EDP es totalmente
no lineal.

5. La siguiente EDP modela las superficies que tienen localmente drea minima entre todas las
superficies con su mismo borde:

Du

div [ ———== | =0,

1+ |Dul?

donde div es el operador divergencia usual en R? y Du = (uy, uy). En general, si Hy € R las
superficies que localmente cumplen la EDP

D
div | ———— | = 2H,,
V14 |Dul?

son superficies que minimizan el drea encerrando un volumen constante. Estas EDPs son cua-
silineales.

La resolucién explicita de EDPs es muchisimo mas dificil que en el caso de EDOs.

1.9. Breve introduccion al Calculo de Variaciones

El Célculo de Variaciones es una disciplina que busca optimizar funcionales; esto es, operadores
definidos en espacios de funciones y con valores reales. Son una vasta generalizacion del cdlculo
elemental de maximos y minimos de funciones reales de una variable real. Sus aplicaciones abarcan
la fisica tedrica, la fisica matemdtica, la biologia, la aerodindmica o la ingenieria, entre otras tantas
disciplinas.

Su estudio especializado formal tuvo lugar durante el siglo XVIII principalmente desarrollado
por Euler y Lagrange, aunque su motivacién original data del siglo XVII cuando Johann Bernoulli
propuso en 1696 el problema de la braquistocrona: dados dos puntos A, B en un plano vertical,
estudiar la curva que traza un punto que va de A a B en el menor tiempo posible, cuando sobre
éste actia unicamente la fuerza de la gravedad. A continuacién, damos un breve recorrido sobre este
problema y su resolucién.

Tanto Johann como su hermano Jakob obtuvieron la misma solucién, pero ésta era incompleta:
Johann tuvo errores en la deducion y Jakob simplificé el problema considerando menos constantes
que las que realmente existen. Johann dio un plazo de seis meses para su resolucién, y sin recibir
ninguna demostracion satisfactoria amplio el plazo un afio y medio mas. En enero de 1697, Isaac
Newton encontré en su buzén una carta de Johann plantedndole el problema de la braquistocrona; lo
resolvié esa misma noche usando su Célculo Diferencial y envi6 la solucién de forma anénima. No
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obstante, al recibir la demostracion, Johann reconocié inmediatamente el estilo de Newton afirmando
se conoce al leon por su garra.

El primer matematico que desarroll6 formalmente una teoria de Calculo de Variaciones fue Euler
en 1733 en su Elementa Calculi Variationum, lo cual dio nombre a la disciplina. Por otra parte, en
1755 y contando con sélo 19 afios de edad, Lagrange envi6 una carta a Euler sobre un problema
de isoperimetria mediante una técnica que involucraba el Célculo de Variaciones. Euler reconocio la
genialidad del método, el cual puso a Lagrange en primera linea entre los mateméticos de su época.

A continuacion, introducimos la piedra angular de esta disciplina: la ecuacion de Euler-Lagrange.
Sea X C CY([a,b]) y L : [a,b] x TX — R, una funcién dos veces diferenciable, donde 7'X denota
el fibrado tangente de X . Definimos el funcional

b
L:X =R, L[f] —/ L(t, f(t), f'(t)) dt.

Denotamos comunmente las variables de L por L(t, p, ). La interpretacion y motivacion fisica es la
siguiente. La funcién L se llama lagrangiano y suele definirse mediante las magnitudes fisicas que
actdan sobre una particula ¢t — (t, f(t)) dependiendo de su posicién (¢, f(t)) y de su velocidad f/(¢).

La pregunta central de esta teoria es: jexiste alguna funcién f € X tal que L[f] < L]g] para
cualquier otra funcién g € X? Es muy comin imponer ciertas condiciones de contorno sobre una
eventual solucidn. Es decir, que junto con la minimizacién del funcional £ se impone que la solucién
f satisfaga f(a) = Ay f(b) = B, por ejemplo. En el caso 1-dimensional, sabemos que si una
funcidn diferenciable f tiene un extremo relativo en algln punto interior z(, entonces necesariamente
f'(zo) = 0.

El siguiente objetivo es dar una caracterizacién necesaria de una funcién f que optimice £ con
las condiciones de contorno anteriores. Redefinimos X imponiendo ademds que para toda g € X se
satisface g(a) = Ay g(b)B = Bysea f € X un extremo de £. Dada 1 una funcién diferenciable
tal que n(a) = n(b) =0y e > 0, la funcién f + en € X y por tanto la funcion real de variable real

b
ple) = LIf +en] = / L(t, (f(t) + en(t), f'(t) + en' (t)) dt,

estd bien definida. Si f es un extremo de £ entonces ¢ tiene un extremo relativo en 0 si € es suficien-
temente pequefio y por tanto ¢'(0) = 0. Vamos a calcular esta derivada real.
dc_d [P

=% = [, M0+ en(t), f'(t) + en' (t)) dt

b
- / iL(t, @) +en(t), f'(t) + en/(t)) dt

de
b
-/ n(t)‘;ﬁ(t, F(t) + en(t). '(8) + enf (6) + nmf;’;@, F(t) + en(t), J(£) + enf (1)) dt.

Si hacemos € = 0 tenemos
b 0L oL
a p q
El problema es que aparece la funcién 7 y su derivada y nos gustaria tener todo dependiendo tnica-
mente de 7. Para tal fin, hacemos uso de la integracién por partes. En primer lugar,

d OL

4 (MOFE IO 70)) = O 5 010, FO) 4000 3 G 0,507 0),

' (€)
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Por otra parte,
oL

/ab;lt (n(t)aq(t,f(t),f’(t))> b0

ya que 77(a) = n(b) = 0. Sustituyendo en la expresion de ¢’ (0) tenemos

b
0= [Cn) (Goe s £0) - Goc 0. @) & as

Y esto se cumple para toda 7 € C*([a, b]) tal que (a) = n(b) = 0. Llegados a este punto, hacemos

uso del lema fundamental del Cdlculo de Variaciones.

Teorema 1.9.1 (Lema fundamental del Célculo de Variaciones). Sea f : (a,b) — R continua tal que

b
| smede=o,
para toda funcion h : (a,b) — R con soporte compacto. Entonces, f(t) = 0 para todo t € (a,b).

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que f no es idénticamente nula. Existe ¢y €
(a,b) tal que f(tp) # 0. Por continuidad, existe € > 0 tal que f(¢) tiene el mismo signo que f(¢) en
(to — €,to + €). Sea h tal que h(t) = 0 para todo ¢ € (a,b)\(to — €, to + €) y h tiene el mismo signo
que f en (to — €, to + €). Entonces,

0= /bf(t)h(t) dt = /twf(t)h(t) dt > 0,

llegando a contradiccidn. 0

Volviendo a la ecuacién (1.9.1) y aplicando el lema fundamental del Célculo de Variaciones
concluimos que una condicién necesaria para que f sea extremo de L es que se cumpla la siguiente
ecuacioén en derivadas parciales

oL d oL

;p(t,f(t)yf’(t)) - %afq(t,f(t),f'(t)) =0. (1.9.2)

Definicion 1.9.2. La ecuacion (1.9.2) se conoce como ecuacion de Euler-Lagrange.

Este resultado es ficilmente generalizable, siguiendo las mismas técnicas, a los siguientes casos
de lagrangianos mds generales. Por agilizar la notacién, se omitird la dependencia explicita de las
coordenadas de L.

1. El lagrangiano L involucra una funcién y derivadas de orden superior. Si
L=t ), f'(t), e V() = L, a1, s ),
entonces integando por partes n veces se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange

%_iai+ﬁai+...+(_1)”£ai_
Op dt Oqp dt? dqa dt™ oqy, -
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2. El lagrangiano L involucra varias funciones con derivadas de primer orden. Si

L = (tv fl(t)v L) fn(t)a f{(t)7 (A f'rlz(t)) = L(taph "'7p’n7 Qb ceey QH)a
entonces obtenemos un sistema de n ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL d L

— = ———=0 k=1..,n.
Opr,  dtog, et

3. El lagrangiano L involucra una funcién de varias variables, con derivadas parciales de primer
orden. Por agilizar la notacion, escribimos t = (1, ..., t,,). Si

Lt F(O, 10, ful) = LD g1, ga). Fult) = gggm,

entonces obtenemos una ecuacién en derivadas parciales

El caso n = 2 es de especial interés por modelizar problemas que satisfacen localmente su-
perficies inmersas en R3. Por ejemplo, sea Q C R? un abierto y v : Q — R una funcién.
Ahora estamos imponiendo u = ¢ en 92, donde ¢ : 92 — R es continua. Si consideramos la
superficie M,, = (z,y, u(z,y)) dada por el grafo de u, su drea viene dada por

A(M,) :/Q\/l%— |Vul2.

Si queremos estudiar qué superficies tienen menor drea teniendo como contorno fijo la curva
(z,y,¢(z,y)), (x,y) € 09, defiinimos el funcional

L] = /Q JIT VP

Todo punto critico de £ es una funcién cuya gréfica define una superficie conocida como
superficie minima. En este caso, la ecuacién de Euler-Lagrange es

o w0 w _div<W>_0
Ox ,/1+u%+u§ Ay ,/1+u§+u§ V14 |Vul? ’

siendo div el operador divergencia.

1.9.1. Aplicacion al calculo de geodésicas en una superficie

Un problema clasico en Geometria Diferencial es el de calcular curvas en una superficie dada que
minimicen, al menos de forma local, la distancia entre dos puntos fijos. Una tal curva se conoce como
geodésica y viene caracterizada de diversas formas, todas ellas equivalentes. Aunque se necesitan
de conocimientos que se adquirirdn en cursos posteriores para poder entender y justificar todo el
planteameniento tedrico que expondremos a continuacion, nos planteamos deducir la expresién local
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del sistema de EDOs que tiene que satisfacer una geodésica en una superficie de R? haciendo uso de
las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Sea M una superficie en R3, consideramos ¢ :  C R? — R3 una parametrizacién, ¢ = ¢ (u, v),
y v : I C R — M una curva. Mds ain, suponemos que 7 (t) € ¥(2) para todo ¢ € [ y por tanto
podemos expresar localmente vy de la forma

para ciertas funciones u(t), v(t). La derivada de - en coordenadas es

V(1) = v () hu(ult), v(t) + 0" (O)Pu(u(t), v(t)).

Por agilizar la notacidn, a partir de ahora omitiremos las variables en las funciones involucradas,
entendiendo sobre qué variable actda cada funcién. Si denotamos

911 = (Yu, Yu), 912 = 921 = (Yu, Yu), 922 = (v, ), (1.9.3)
se tiene que el elemento de longitud, ds2, en M viene dado por
ds? = gridu® + 2g12du dv + goodv?.
En coordenadas, este elemento de longitud es
ds® = (v, 7') = ug11(u, v) + 20 g12(u, v) + v g2z (u, v).

Sean [a,b] C [y A =~(a),B =(b) € M. Lalongitud del segmento de y que une A con B es

b
I(v) = /dS = / Vg (u,v) + 2u'v' gra(u, v) + 12 g (u, v).
vy a

En tal caso, podemos considerar el problema de obtener la curva cuya longitud uniendo los puntos A
y B es minima. Como optimizar una funcidn positiva y su raiz es equivalente, podemos tomar como
lagrangiano

L(t,u,v,u',0") = ug11(u, v) + 20'0 g12(u, v) + v gz (u, v).

En este punto, debemos incidir en que las incdgnitas son las funciones u(t), v(t). Las ecuaciones de
Euler-Lagrange se traducen en el sistema de EDOs

OL _d oL _
0 dtou'
az d(';IL/ (1.9.4)
v dtov

Vamos a estudiar cada uno de los términos de las ecuaciones. Por una parte, las derivadas mds senci-
llas son L /Ou’, OL/Ov', que se traducen en

oL oL

e = 2gn () + 2ga(w ), 5= 20'gaau,v) + 20/ g (u,0).
Para derivar L respecto de u y v, recordemos que los coeficientes de la métrica g;; vienen dados por
(1.9.3).
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Llegados a este punto, debemos expresar las derivadas ., ¥uy, Vv €n la base de R? dada por
{tu, ¥y, N}, donde N es un campo de vectores ortogonal a la superficie M localmente en 1)(€);
basta definir por ejemplo

= b x

[thu X o

En tal caso,
wuu = F%lwu + F%lwv + bllNa

wuv = F%Qwu + P%Qwv + bl2N7
wvv = F%ﬂbu + 1%27/)1) + b22N-

Como 1y, = 1y Se tiene F’fQ = F’;l y b1g = b21. Los coeficientes Ffj se conocen como simbolos de
Christoffel de M y nos dicen como se curva M de forma intrinseca. Los coeficientes b;; se conocen
como los coeficientes de la segunda forma fundamental y nos dicen cémo se curva M cuando la
vemos en el espacio ambiente R3. El lector perspicaz habra percibido una posible contradiccion:
hemos definido los simbolos de Christoffel mediante derivadas en el ambiente, pero afirmamos que
los mismos nos dicen cdmo se curva M de forma intrinseca. Esto es porque tales funciones sélo
dependen de la métrica g;; de M y no de como M se encaja en el ambiente.

Ahora podemos derivar los coeficientes g;; respecto de u, v, obteniendo

0

% = 2(tuu, hu) = 2(T} 911 + I3 1912),

9912 _ — 1l 2 It 2
u (Yuus Vo) + (Vuvs Yu) = 11912 + T11922 + Tiag11 + o912,
15)

% = 2(tbuu, ¥o) = 2(T]9g12 + T'Tag22),

15)

% = 2(tup, Yu) = 2(T'19911 + Mag12),

912 . _1! T2 Il 2
0 (Yuw, Vo) + (Vovs Yu) = Tiag12 + Tag22 + Toggi1 + 5912,
15)

% = 2(thyy, Uo) = 2(T39912 + ['55922).

De aqui podemos justificar que los simbolos de Christoffel s6lo dependen de la métrica g;;. Por
ejemplo, sustituyendo la cuarta ecuacion en la segunda y junto con la primera se tiene el sistema

(911)u

=T + T,

(912)u . (gll)v

5 = Il g12 + I3 gao,

o matricialmente
(9 11 ) w

2 _ (911 912> <Fh>
= )
(912)u — (9121)v g12  g22 11
Aqui los subindices (-)y, (+), denotan la derivada parcial respecto de u, v respectivamente. Como los

coeficientes g;; definen una métrica en una superficie, se tiene det(g;;) > 0y en particular podemos
despejar los coeficientes F’fl en funcion de la métrica y sus derivadas.
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Ya estamos en condiciones para poder derivar L respecto de u, obteniendo
9912 | 0922

8L 28911 'y
2u
ou ou + Ou Tt Ou
= 2u"*(T}1 911 + T3, 912) + 2u'v' (T} g12 + T3 922 + Tlogi1 + Tiyg1a) + 20" (T15912 + T35922),

= 2(I'}, (W2 g11 + u'v' g12) + T3 (w912 + /v gaz) + Tly(u/'v'g11 + v"2g12) + Doy (00 g1a 4 v g20)).

Un razonamiento similar nos permite concluir

oL
ol
Notemos que las derivadas parciales coinciden salvo en los simbolos de Christoftel.

Por otra parte, debemos derivar respecto de ¢ las derivadas parciales OL/0u’, OL/0v' y even-
tualmente derivar respecto de ¢ los coeficientes g;;(u(t), v(t)). Podemos intentar derivar todos estos
coeficientes a la vez, usando la siguiente notacion. Si identificamos simbdlicamente u = 1y v = 2,
entonces 1 = v, Y2 = 9, y asi sucesivamente. Por tanto,

d
dt

2(Tlo (' g114u'v' g12)+T T (0 gro+u'v goo)+T 30 (0 g11+0 g12) + 155 (W0 g12+0"% g22)).

i ), 0(0) = & (0 05)
= (u'th1; + v'"2i, P5) + (W1 4 0", i)
= U,(Fbglj + F%i92j) + U/(F%iglj + F%z‘92j) + Ul(rijgu + F%jg%) + U,(F%jgu + F%jg%)
=o' (T1;915 + TTig2j + T1j91 + Tij921) + 0'(Ta,915 + T3,92; + Thjg1 + T592:)-

Ahora podemos calcular las derivadas respecto de ¢ de las parciales de L respecto de u’, v'.

d OL d ,d ,d
pTr i dt(2u g1+ 20 g12) = 2(u" g1 + prids +v"g12 +v dt912) =2(u"g11 +v"g12

+u/ (W (Thgin + gz + Tign + T3921)) + o' (D911 + 131921 + Toyg11 + T'3,921))

+0'(«/((T11g12 + Thigea + Tiagnn + Tiagor)) + ' (31912 + T31922 + Taagnn + Taagon))),
d oL d ,d ,d
- = 2 2 =2 = = g12) =2
di o dt( v/ gaa + 2u'g12) (V" ga2 + 0 2922 +u"g12 +u dtglz) (V" gag + u” gr2

+ ' (W' (T1a912 + TTa922 + T1ag12 4+ [55922)) + v'(T3912 + 135922 + T3p912 + T39922))
+ /(W' (T11912 + TTg22 + Tlggin + Tag21)) + ' (T1912 + 31922 + Taog11 + T5092:)))-

Finalmente, podemos calcular el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange (1.9.4) sin mas que susti-
tuir cada una de las expresiones calculadas. Un pequefio comentario: llegados a este punto, lo normal
es usar software especializado para que éste calcule por nosotros lo que es cierto que es una cuenta
larga y tediosa. No obstante, merece la pena hacer la simplificacién a mano, al menos una vez en la
vida, sélo por el gustazo de ver como se cancelan los términos y comprobar que, aunque a priori pa-
rezca que el resultado final serd una expresion muy complicada y extensa, todo se acaba simplificando
y se llega al siguiente resultado.

Teorema 1.9.3. Sea M una superficie en R y ¢ : Q — R3 una parametrizacion. Una curva
~v(t) = P (u(t),v(t)) es geodésica en M siy sélo si sus componentes u(t), v(t) resuelven el sistema

1ﬂ+ﬂwﬂ+ﬂﬂwu+g ﬂ:m
V" + T2 u? + 2T u'v' + T30 = 0,

donde Ffj son los simbolos de Christoffel de M.
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Por ejemplo, un plano en R? tiene todos sus simbolos de Christoffel idénticamente nulos y por
tanto toda curva plana que sea geodésica cumple u”(t) = v”(t) = 0 para todo ¢. Esto nos dice que

u(t) = A+tvy, v(t) = B+ tvy, A, B,v1,v3 € R.

Supongamos sin perder generalidad que el plano es z = 0 y una parametrizacion global es simple-
mente ¢)(u,v) = (u, v,0). En consecuencia, toda geodésica tiene la forma

’Y(t) - ?P(U(t),U(t)) = (A, B7 0) + t(vla V2, 0)'

Esta no es méds que la férmula de una recta pasando por el punto (A, B,0) y con vector director
(v1,v2,0).

Ejemplo 1.21. Un ejemplo mads sofisticado es la esfera unidad, parametrizada por
Y(u,v) = (sinwcosv,sinusinv, cosu), u€ (—m/2,7/2), v e (0,2n).

Se llama polo norte al punto N = (0,0, 1) y polo sur al punto S = (0,0, —1). Para esta parame-
trizacién, los simbolos de Christoffel se anulan todos salvo I'Y, = —sinwucosu, I'?, = cotu. En
consecuencia, el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange que satisface cualquier geodésica de la

esfera es
{ uw’ —v?sinucosu =0,

" + 24’V cotu = 0.

Una primera consecuencia inmediata es que las curvas con v(t) = vy constante resuelven la segunda
ecuacion y casi la primera ecuacion. Si u(t) = at + b con a,b € R, se tiene que las curvas ¢ —
W (at+b,vy) son geodésicas. Estas curvas parametrizan meridianos que van del polo norte al polo sur.
Si u(t) = ug es constante entonces v(t) = at + b resuelve la segunda ecuacion. Si tomamos ademds
up = 0, entonces la curva (t) = (0, at + b) es también geodésica. Aqui estamos parametrizando
el ecuador de la esfera.

Podemos decir un poco mds. De la segunda ecuacién se tiene

2
/
— = —2cotuw,
v
e integrando llegamos a la conocida como relacion de Clairaut

c

/

v=——, ceR.
sin® u

Si u es constante ya sabemos que es necesariamente el ecuador, asi que suponemos que u no es
constante en un intervalo y trabajamos ahi. Multiplicando la primera ecuacién por v/, sustituyendo v’
por ¢/ sin? u e integrando explicitamente se llega a

c
u'2:—.2 + d, c,d € R.
sin® u

De aqui se observa que d > 0 necesariamente. Despejando concluimos

2
W =tyfd— —5—.
Sin

Aunque esta EDO se puede integrar explicitamente, no podemos resolver «(¢) como una funcién de
t. Incluso aunque se pudiera, luego tendriamos que integrar v’ = ¢/ sin? w.
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Ejercicios tema 1

1. Considera la EDO
o' (t) = z(t), tel CR.

= Supongamos que x(t9) = 0 para algin ¢y € R. Usando el Teorema del Valor Medio,
probar que x(t) = 0 para todo ¢t < t.

» Probar que z(t) = 0 para todo t > tq. Indicacién: usar la funcion f(t) = x(t) — et
para \ adecuado.

= Deducir que si z(t) es solucion de la EDO, o bien z(t) # 0 para todo ¢, o bien z(¢) = 0
para todo ¢.

= Sean z(t),y(t) soluciones de la EDO con y(t) # 0. Probar que existe A € R tal que
x(t) = Ay(t).

= Concluir que las tnicas soluciones de esta EDO son de la forma z(t) = Aef, A € R. En
particular, () = zoe’ es la dnica solucién del problema de Cauchy

{ 2(0) = (0,

Zg.
2. Probar que si z(t) es una solucién de la EDO
2"(t) + z(t) = 0,
entonces es también solucion de

o' () +x(t)? =k,

para algin k£ € R. Encontrar una solucién de z/(t)? + x(t)?> = k que no sea solucién de
2" (t) + x(t) = 0. Qué tiene que cumplir una solucién de 2’ (¢)? + x(t)> = k para ser solucién

de 2" (t) + z(t) = 0?
3. Se considera el problema de Cauchy

1($\2 2 _ 42
{i(g;;bx(t) ~T az0beRr

= Probar que z(t) = asint es solucién de la EDO.
= Probar que si a < |b| entonces el problema anterior no tiene solucion.
= Usando que z(t) = asint es solucion de la EDO, encontrar una solucién del problema

de Cauchy cuando a > |b].

4. Reducir las siguientes EDOs a un sistema equivalente de primer orden

o :C/ 2
a) 2"(t) = 1x(t)(t) —2H+\/1—2/(t)?, H € R, b) 2"(t) = f(2'(t)x(t),

¢) sinz”(t) +cosa”(t) +tana’(t) = 23(t) — 1.
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5. Se define .

o(t) = alto) + [ tf(s.a(s)ds

to

siendo f una funcién continua. ;Qué EDO cumple x(t)?

6. Encontrar una EDO que admita como soluciones a las siguientes familias de funciones.

a) z(t) = Ae' + Be™, b) x(t) = Ae' + Bte', c) Ae'cost + Be'sint.

7. Se considera la EDO
2 (t) =t + 2.

Se pide:

= Representar de forma aproximada las isoclinas.

= Representar la curva en R? donde las soluciones de la EDO alcanzan un punto critico.

= Estudiar el nimero de ceros de una solucién z(t) en funcién de la condicién inicial
z(0) = xo.

8. Dada la curva
C={(t,x) e R%: t* + 2% + 2t + 2z = 1},
se pide:

= Estudiar cudntas componentes de C' se pueden extraer que se puedan expresar como un

grafo (¢, z(t)).

= Encontrar una EDO de la forma 2/(t) = f (¢, x(t)) que admita como soluciones las fun-
ciones del apartado anterior.

= Usando la expresion de C, reducir la EDO anterior a una auténoma.

9. Sea g la constante gravitacional y L > 0. Consideremos la EDO de segundo orden

2 (t) + %sin (t) =0,
donde x(t) describe la amplitud de un péndulo de longitud L que oscila al actuar sobre €l

Unicamente la fuerza de la gravedad.

= Escribir esta EDO como un sistema de primer orden equivalente. Calcular el campo de
direcciones de este sistema y deducir el comportamiento de cualquier solucién del mismo.

= Probar que si (z(t),y(t)) es solucién del sistema, entonces (x(—t), —y(—t)) es igual-
mente solucion.

= Probar que si (z(t),y(t)) es solucién del sistema, entonces (—xz(—t),y(—t)) es igual-
mente solucién.

= Asumiendo que por cada punto del plano pasa una unica solucién y que éstas estdn de-
finidas para todo valor del pardmetro, deducir que las soluciones del sistema son curvas
periddicas encerrando al origen en el interior del dominio que acotan.
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10. Encontrar la familia de trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas

a) z=e, b) tx =M\, ¢) x =M

11. Se considera la EDO de segundo orden

" 1 _x,(t)z /
x(t):T—QH 1—2/(t)2, a>0,a'(t)e[~1,1], H > 0.
A

= Probar que el punto (1/(2H),0) es solucién constante del sistema.

= Estudiar la curva tal que el campo de direcciones es horizontal (tiene segunda componente
nula).

= Representar de forma aproximada el campo de direcciones del sistema de primer orden
equivalente.

12. Expresar cada enunciado como una ecuacidén diferencial.

= El grafo de z(t) verifica que la pendiente de la recta tangente en un punto es el cuadrado
de la distancia del punto al origen.

= El grafo de z(t) verifica en cada punto que la distancia del origen al punto de corte de
la recta tangente con el eje = coincide con la distancia del origen al punto de corte de la
recta normal con el eje £.

= El grafo de z(t) verifica que la recta normal en cada punto pasa por el origen de coorde-
nadas.

13. Supongamos que esta nevando con intensidad constante. Una maquina quitanieves sale a las 12
del medio dia y recorre 2km en la primera hora, y posteriormente 1km en la segunda hora. ;A
qué hora empez6 a nevar? Indicaciones: 1) la altura de la nieve es directamente proporcional
al tiempo transcurrido; 2) la velocidad de la mdquina es inversamente proporcional a la altura
de la nieve.

14. Una persona, partiendo del origen, se mueve en la direccién del eje x positivo tirando de una
cuerda de longitud L atada a una piedra. Supongamos que la cuerda se mantiene tensa en todo
momento y que inicialmente la piedra se encuentra en la posicion (0, L). La trayectoria que
describe la piedra cuando la persona anda se llama tractriz y es una curva clasica. Encontrar la
ecuacion diferencial satisfecha por la piedra.

= Escribir la trayectoria como un grafo z(¢), suponiendo que la cuerda es tangente a la
trayectoria de la piedra en todo momento.

= Resolver la EDO obtenida.






Capitulo 2

Algunas EDOs integrables. Aplicaciones
a distintos ambitos

Alo largo de este tema y en lo que queda de curso, omitiremos la dependencia de la variable ¢ de la
funcion incognita x(t) de nuestras EDOs. Esta misma notacion se seguira para las derivadas sucesivas
de z, entendiéndose =’ = z'(t), 2 = z"(t), ---, ™ = 2™ (t). No obstante, mantendremos la
dependencia de ¢ de las funciones dadas en la definicién de las EDOs, asi como en la funcién z(t) en
algunos casos concretos donde pueda llevar a confusién su omision.

El principal objetivo de este tema es dar la solucién explicita de ciertas EDOs de primer orden y
dar algunas aplicaciones en diferentes dmbitos en los que estas EDOs aparecen. La mayoria de EDOs
que vamos a integrar y los métodos empleados para ello, eran ya bien conocidos hacia 1740, si bien
su origen se remonta a la propia fundacién del Célculo Diferencial. El interés por estas EDOs surgié
de la necesidad de encontrar nuevos métodos para abordar problemas geométricos que involucraban
el estudio de curvas planas con ciertas propiedades notables.

La forma de entender este tema ha de ser doble. Por una parte, se exponen métodos de resolucién
con rigor matematico, el cual a veces nos hace perder en intuicién y capacidad de cédlculo Por otra
parte, en la prictica suele ser recomendable aplicar los métodos bdsicos de integracion sin preocupar-
se del rigor matematico en todos y cada uno de los pasos (aunque siempre hay que tener cuidado!)
y posteriormente se comprueban que las soluciones obtenidas cumplen con la EDO que queremos
resolver. Esta pérdida de rigor matemético que nos permite obtener soluciones explicitas de nuestras
EDOs, tiene como contraparte la duda de si hemos encontrado todas las soluciones de nuestro pro-
blema o si hemos dejado alguna por el camino. No serd hasta el tema 4 cuando podamos dedicarnos
a fondo en este problema.

2.1. Ecuaciones lineales

Sean ag,a;,b: I C R — R, con ag(t) # 0 para todo ¢t € I, funciones continuas. Se define la
ecuacion diferencial lineal como la EDO de primer orden

ap(t)z’ = ay(t)x + b(t).

Dividiendo por ag(t) y renombrando las funciones podemos suponer que toda ecuacién lineal se
expresa como
' = a(t)z + b(t). (2.1.1)
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Si b(t) = 0 la ecuacion se dice homogénea y en caso contrario completa. Antes de resolver la ecua-
ci6én (2.1.1) en toda su generalidad, vamos a pararnos un poco a estudiar la ecuaciéon homogénea.

2.2. La ecuacion homogénea

Consideremos la ecuacién lineal homogénea,

cona: I C R — R continua. El caso més sencillo no trivial es cuando a(t) = 1 para todo ¢. Si nos
restringimos a este caso y consideramos
=,

sabemos del tema pasado que las funciones z(t) = e son soluciones de esta ecuacién. En concreto,
para A = 0 recuperamos la funcién constantemente cero. El siguiente resultado es una generalizacion
de este hecho para cuando la funcién a(t) es arbitraria.

Teorema 2.2.1. Dada a : I C R — R una funcién continua, consideremos la EDO lineal homogénea
¥ =a(t)x.
1. Siz(tg) = 0, entonces x(t) = 0 para todo t € 1.
2. Las soluciones forman un espacio vectorial real de dimension 1.
3. Las soluciones de la EDO son de la forma xz(t) = \eJ “® X\ e R,

4. Dados ty € I, xg € R, el problema de Cauchy

{ 7 =a(t)z,

w(to) = Xo,

f:o a(s)ds

tiene a x(t) = zpe como tnica solucion.

Demostracion. Vamos a probar todos los puntos de este teorema.

1. Siz(tg) = 0, supongamos que existe t1 > tg tal que x(t1) # 0; podemos suponer sin perder
generalidad z(¢1) > 0. Sea
t« = sup{t < t1: z(t) = 0}.

Este t, es de hecho un maximo por continuidad de x y se tiene x(¢) > 0 para todo ¢t € (t,t1].

En consecuencia existe ¢ tal que
z(t) = e

para todo ¢ € (t,t1]. Por definicion, ¢ es de clase C 1 al serlo también z. Mas atin, como z es
solucién de la EDO lineal homogénea, ¢ satisface la EDO ¢'(t) = a(t), de donde

o(t) = /a(t) dt + .

Por tanto, z(t) = e/ ®® 4+ pero 2(t,) = 0 lo cual es imposible. En consecuencia, (t) = 0
para todo t € I. Aqui es fundamental resaltar que ¢, € Iy a(t) es continua en I, por lo que
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la integral [ a(t) es finita en un entorno de ¢,. Dicho de otra forma, si A(¢) es una primitiva
de a(t) en I, entonces no puede ocurrir que lim;_,;, A(f) = —oo, haciendo que z(t,) = 0.
En efecto, si ¢, es un punto interior entonces existe € > 0 tal que £, — ¢ € I y podemos hacer
este argumento en el compacto [t. — €,¢1], donde a(t) es continua y alcanza su maximo y
minimo. Si ¢, no es interior entonces es frontera y como t, € I necesariamente I = [t., t~),
con to, < 00y denotamos por ) al hecho de que el intervalo puede ser abierto o cerrado en
oo (i too = 00 entonces es abierto necesariamente). De cualquier forma, [t.,¢1] C Iy a(t)
vuelve a alcanzar maximo y minimo en tal compacto.

2. Sean z,y soluciones de la EDO homogénea. Entonces es trivial comprobar que x + y y Ax
con A € R son también soluciones y en particular la funcién nula es solucién. Para ver que la
dimension es 1, sean x, y soluciones con y(t) # 0 para todo ¢ € I. Entonces,

<x>’ _dy—zy _ a(t)zy —a(t)ry

=0,

y y2 y>

y por tanto existe A € R tal que
z(t) = Ay(t), Vtel.

Esto nos dice que dos soluciones diferentes difieren de una constante multiplicativa y por tanto
el espacio vectorial se define mediante una solucién no nula, probando que la dimensién es 1.

3. Como es inmediato comprobar que la funcién el a(t) dt eg solucidn, para cualquier otra solucién
x(t) la estructura de espacio vectorial asegura la existencia de A € R tal que

z(t) = NeJ @t dt,

4. La funcién z(t) = AeJ @t @t eg solucién del problema de Cauchy si y s6lo si z:(tg) = xo. Enla
definicién de z(t) hemos tomado integrales indefinidas, pero nada nos impide tomar la integral
definida

x(t) = /\ef*/to als)ds,
Para esta eleccion, si z(tp) = xo necesariamente A = x, lo que concluye el resultado.

d

Observacion 2.1. En el resultado anterior, la hipétesis de continuidad de a(t) es esencial. En efecto,

si definimos
2 si t<1
a(t)_{1 sit>1,

el problema de Cauchy

{ 7 =a(t)z,

z(1) = é?

no tiene ninguna solucién definida en R. En efecto, si x : R — R es solucidn, en particular lo serd
en el intervalo (—oo, 1]. Como en este intervalo la ecuacién es 2’ = 2z, la solucién del problema de
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Cauchy es x(t) = 2. Si ahora t > 1 la ecuacién es 2’ = z y la solucién del problema de Cauchy es
x(t) = e'*1. No obstante, z(t) definida por

2t :
e si t<1,
z(t) :{ el st 1,

no es derivable en ¢ = 1 ya que sus derivadas laterales no coinciden. De hecho, si
2 si t=1
a(t) = .
1 si t#1,
el problema de Cauchy anterior no tiene ninguna solucion. En efecto, si x es solucién entonces para

todo t # 1 se tendria x(t) = €' y por continuidad z(t) = e' para todo ¢t € R. Pero la EDO
2/ (t) = a(t)x(t) parat = 1 cumple /(1) = a(1)z(1) = 2z(1), lo cual es falso para la funcién z(t).

2.3. La ecuacion completa

Una vez estudiadas en detalle las primeras propiedades de la ecuacion lineal homogénea, asi
como sus soluciones, nos disponemos a estudiar de forma similar la ecuacién completa

¥ = a(t)z + b(t).

Para tal fin, nos ayudaremos de la teoria de espacios vectoriales y afines; a continuacién recordamos
la definicion de los tltimos.

Definicion 2.3.1. Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto no vacio A es un espacio vectorial afin
sobre V si existe una aplicacién
p:AXA—YV,

satisfaciendo:
1. Paracadaa € A, la aplicacion ¢, : A — V, p,(b) = ¢(a,b) es biyectiva.
2. Se cumple la relacién p(a, c) = ¢(a,b) + ¢(b, ¢)

A los elementos de A se les llama puntos, y la aplicaciéon ¢ asocia a dos puntos un vector de V.
Es posible que dados puntos ax, by, € A, k = 1,2, se cumpla ¢(ay, b1) = ¢(az, b2). No obstante, la
biyectividad de ¢, nos permite tomar un punto de A como origen. En efecto, fijado o € A se dice que
el vector ,(a) tiene origen 0 y extremo a. Por ejemplo, R? como conjunto de puntos tiene estructura
de espacio afin sobre el espacio vectorial R? sin mas que definir la aplicacién

¢ :R? x R? —» R, o(a,b) =b—a.

Es inmediato comprobar que, asi definida, o cumple las dos propiedades necesarias que dotan a R? de
estructura de espacio afin. Si fijamos 0 = (x¢, yo), entonces la aplicacion o (z,y) = (z,y)— (x0, o)
define el vector con extremo (z,y) y origen o.

Teorema 2.3.2. El espacio de soluciones de la ecuacion (2.1.1) es un espacio vectorial afin de
dimension 1, cuyo espacio vectorial base es el espacio de soluciones de la ecuacion homogénea
x' = a(t)x. En particular, las soluciones de (2.1.1) vienen dadas por

z(t) =Xl O Lp (1), AeR,
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donde x,(t) es una solucion particular de (2.1.1). Finalmente, el problema de Cauchy

{ ' =a(t)x + b(t),
.%'(t()) = X,

. Lo .. [ a(s)ds

tiene como tinica solucion x(t) = xp(t) + (o — xp(to))e’to .

Demostracion. Sean Sy, S el espacio de las soluciones de la ecuacién homogénea y completa, res-

pectivamente. Entonces,
SOZSCXSC%Shu Sp(x7y):y_$)

estd bien definida y dota a S, de estructura de espacio afin sobre Sp. En efecto, que ¢ estd bien
definida es trivial puesto que dadas x,y € S, se tiene

(x—y)' =2" =y =a(t)z +b(t) — a(t)y — b(t) = a(t)(x — y),

y por tanto x — y € Sp. Por otra parte, probemos que dada x € S, se tiene que la aplicacion
vz(y) = y — x es biyectiva. En efecto, si ¢, (y) = ¢,(z) entonces y = z de la propia definicién
de . Por otra parte, si z € S, entonces x + z € S,y por tanto ,(z + z) = z, probando la
sobreyectividad y finalmente la biyectividad. La segunda propiedad se demuestra de igual forma.

Esta estructura de espacio affn nos permite concluir lo siguiente: sea x, € S, cualquier solucién
particular. Entonces, o, : S — S}, es biyectiva y en conclusién para cualquier otra z € S, existe
una unica zj, € Sy, tal que x = x}, + x,. En consecuencia, fijada z,, € S, se tiene

Sc ={xp +zp: zp € Sp}-

Como conocemos las soluciones de la ecuacion homogénea, a saber xj(t) = Ael @M dt con )\ € R,
las soluciones de (2.1.1) vendran dadas por

z(t) =xel O Lo (1), NeR

Referente al problema de Cauchy, sustituyendo z(g) se tiene que A = zg — zp(to), lo que finaliza el
resultado. U

Como consecuencia de este resultado, para resolver la ecuacion (2.1.1) basta conocer una solucién
particular suya, z,(t). Una forma de buscar una solucién particular x,(¢) es imponer que sea de la
forma

z,(t) = A(t)ed *B

Es decir, estamos considerando una solucién de la ecuacién homogénea, pero permitiendo que la
constante A que la acompafiaba sea ahora una funcién arbitraria. Este método es conocido como
método de variacion de las constantes por motivos obvios y tendra un andlisis tedrico en mayor pro-
fundidad en futuros temas. Si imponemos que asi definida x,(t) sea solucién de (2.1.1), obtenemos

2 (t) = N(t)el Oy \tya(t)el O = a(t)a,(t) + b(t) = a®)A(t)e! *OU 1+ b(t),

lo cual nos lleva a que
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e integrando concluimos

A(t) = /b(t)e_f“(t)dt dt.

Aqui no hace falta afiadir la constante de integracidn, ya que nos basta obtener una solucién particular.
En consecuencia,

ro(t) = el O [ e Se0tar

y por tanto la solucién de la ecuacién lineal (2.1.1) viene dada por
w(t) = el a0 < / e~ S dty (1) a + A) ., MeR. 2.3.1)

Con todo este desarrollo, tenemos el resultado de existencia y unicidad del problema de Cauchy para
la EDO completa.

Teorema 2.3.3. La ecuacion lineal completa (2.1.1) tiene como solucion la familia 1-paramétrica
dada por (2.3.1). Mds aiin, el problema de Cauchy

{ ' =a(t)x + b(t),
l‘(to) = X0
tiene como tinica solucion
t t s
x(t) = et ¥(5) ds < b(s)e Jg e go o a:o> .
to

Demostracion. Que la ecuacién lineal (2.1.1) tiene como soluciéon (2.3.1) se deduce del Teorema
2.3.2, que asegura que el espacio de soluciones de la ecuacién completa tiene estructura de espacio
afin sobre el espacio vectorial del conjunto de soluciones de la ecuaciéon homogénea, y por tanto toda
solucién z(t) de (2.1.1) es de la forma

z(t) =xel “Od Lo (1), NeR,

con () una solucién particular. Tomando la calculada anteriormente,
l’p(t) _ ef a(t)dt / b(t)effa(t) dt dt,

concluimos que cualquier solucion de (2.1.1) es de la forma (2.3.1). Por otra parte, las integrales
involucradas en (2.3.1) son todas indefinidas, pero nada nos impide elegir las primitivas concretas

t S
z(t) = i as) ds </ ¢ Jip o y(s)ds + /\> .
to

Con estas elecciones, para que se dé z(tg) = x( necesariamente A = x. Esto concluye la prueba. [J
Observacion 2.2. Un par de comentarios acerca de este resultado.

1. Las soluciones obtenidas estan definidas en el mismo intervalo I donde estdn definidas las
funciones a(t), b(t). Este resultado de existencia de soluciones es global, lo cual es algo que
esté lejos de ser trivial. Por ejemplo, la EDO 2/ = —z? tiene como soluciones las funciones
x(t) = 1/(t + ¢), que no estdn definidas parat = —c.
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2. Que se tenga una expresion explicita de las soluciones no significa que éstas puedan expresarse
en términos de funciones elementales. Por ejemplo, la ecuacion lineal

 =2%r+1

tiene como solucién
2 42
z(t) = ¢ /e ©at,

t

. . .. 42 .z
y es bien sabido que la primitiva de e~ no se puede expresar como una funcién elemental.

A continuacién, presentamos dos métodos alternativos para calcular soluciones particulares de
(2.1.1) y en tltima instancia abordar la resolucién explicita de esta EDO. Estos métodos tendrdn una
generalizacion y estudio en profundidad tanto en este tema como en otros mds adelante, pero creemos
conveniente introducirlos ya para que el lector se vaya haciendo a ellos desde un planteamiento mas
sencillo.

El primer método es el conocido como método de los coeficientes indeterminados y se puede
aplicar en los casos en que a(t) = a € Ry b(t) es de la forma

b(t) = €™ (pn(t) cos(Bt) + qm(t) sin(Bt)),

donde p,,(t), gm(t) son polinomios de grado n,m, respectivamente. El método, cuyo fundamento
tedrico veremos en temas posteriores, nos plantea buscar una solucién particular de la forma

2 (t) = 99 e (1), (t) cos(Bt) + sp,(t) sin(Bt))

donde d, = 1si @ = oy 0 en caso contrario, y r(t), s(t) son polinomios de grado k¥ = max{n, m}
cuyos coeficientes indeterminados debemos determinar imponiendo que x,,(t) sea solucién particular
de la EDO. Este método se suele usar junto con el conocido como principio de superposicion de
soluciones.

Proposicion 2.3.4 (Método de superposicion). Sean a, by, ...,b, : I C R — R funciones continuas.
Para cada k = 1, ..,n, sea xp, una solucién particular de la EDO lineal completa x' = a(t)x+by(t).
Entonces, T, = xp, + - - + xp, es solucion particular de la EDO x' = a(t)x + b1 (t) + - - - + by, (¢).

El segundo método consiste en multiplicar (2.1.1) por una funcioén p(¢) no nula de forma que el
miembro de la izquierda se escriba como la derivada de p(t)x y poder integrar para eventualmente
obtener la solucién x. Esto es,

()@ — a(t)e) = (u(t)z) = 1 (O)z + p(t)’.
En consecuencia,
—p(t)a(t)e = p'(t)z,

y despejando se llega a 11/ (t) = —a(t)u(t). Como suponemos ji(t) # 0, podemos suponer sin perder
generalidad p(t) > 0, lo cual nos permite dividir por () y llegamos a

——mw:M%Mﬂ——/dﬂ%

o de forma equivalente
N(t) _ effa(t) dt
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Por tanto, (2.1.1) se expresa como

e integrando y despejando se llega a
w(t) = el 2Ot < / b(t)e~ @ gy 4+ A) . MER,

que coincide con (2.3.1).

Observacion 2.3. Realmente, podemos probar un poco més. Si z(t) es solucién de (2.1.1) en un
cierto J C I, entonces necesariamente z es la restriccién a J de alguna de las soluciones dadas en
(2.3.1). La prueba de este hecho tan intuitivo presenta més problemas formales que conceptuales, y
para tal fin debemos introducir alguna notacién.

Denotemos por a(t), b(t) alas restricciones de a(t), b(t) a J, respectivamente. Si A(t) = [ a(t) dt
es una primitiva de a(t) y consideramos la restriccién A(t) de A(t) a J, entonces A(t) es una primi-
tiva de @(t). Evidentemente, si uu(t) = eA®) y fi(t) = A1), entonces fi(t) es la restriccion de yu(t)
a J. Por iltimo, si B(t) = [ p1(t)b(t) dt es una primitiva de j(t)b(t) y consideramos su restriccién

B(t) a J, entonces B(t) es una primitiva de (t)b(t).
Sea pues z(t) una solucién de (2.1.1) en J C I. Entonces, z(t) es de la forma

£(1) = =5 (B(O) + o).
para algin \g € R. Si ahora definimos
#(t) = —(B(H) + do),
u(t)

entonces obviamente z es solucion de (2.1.1) y ademds z(t) es la restriccion de z(¢) a J.

Ejemplo 2.1. Queremos resolver la EDO
x' =5z + t3el.
Vamos a hacerlo por los dos métodos anteriormente descritos.

= Primero, busquemos /(t) adecuado para que u(t)(a’ — 5x) = (u(t)z)’, lo cual nos lleva a que

p(t) = e .

En consecuencia, la solucion es

z(t) = e (/ St at + )\> , AeR.

Esta solucién no es dificil de calcular explicitamente, pero debemos efectuar la integracion de

/ t3e4 dt,
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que sin ser la integral mas complicada a la que nos vayamos a enfrentar no deja de ser algo
tediosa de calcular. De hecho, su solucidn es

—4t
/t3e_4t dt = —6178 (3 + 12t 4 24t + 32¢%) .

Esta integral es la misma que obtenemos si intentamos el método de variacién de las constantes,
suponiendo la solucién particular de la forma z,(t) = A(t)e, e imponiendo que sea solucién
de 2’ = 5z + t3¢!, lo que implica

N(t) = t3e

= Ahora aplicamos el método de los coeficientes indeterminados. Por una parte, a(t) = a = 5
y por otra parte de b(t) = t3e! deducimos o = 1,3 = 0y n = 3y m = 0; en consecuencia
k = 3.Como o = 1y a = 5, buscamos la solucién particular de la forma
zp(t) = el (61 + cot + cst? + C4t3) .
Sustituyendo en la EDO ar:;J = 5xp + t3e! tenemos

et (61 + cot + 03t2 + C4t3) + et (02 + 2c3t + 3C4t2) = be! (01 + cot + 03152 + C4t3) + 3¢t

De esta igualdad polinémica concluimos que los coeficientes son solucién del sistema

dey = ey,

402 = 263,
4c3 = ey,
464 = —1.

De aqui obtenemos los mismos coeficientes que por el método anterior.

2.3.1. Aplicacion a la biologia. Datacion por carbono-14

El método de datacién de acontecimientos por el is6topo de carbono 14 es una técnica ideada en la
década de 1940 por el quimico estadounidense Willard Frank Libby y que le vali6 para ganar el Nobel
de Quimica en 1960. Este método se sustenta en el fendmeno de la radiactividad. Existen ciertos
tipos de atomos que tienen en su nicleo un nimero elevado de neutrones y esto los hace inestables.
Los atomos se desintegran, expulsando neutrones sobrantes y convergiendo a una configuracién mas
estable. Experimentalmente se ha observado que la velocidad de desintegracién de una sustancia
radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia existente. Esto es la conocida como Ley de
desintegracion radiactiva. De forma analitica, si z(t) es la cantidad de sustancia en tiempo ¢, entonces

/
r = —kx,

donde £ > 0 es una constante que depende de la sustancia en si. Por tanto, si zg es la cantidad de
sustancia que se tiene al comienzo (con ¢t = 0), se tiene

z(t) = zoe M.
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Un parametro importante que aparece en el fenémeno de la desintegracion radiactiva es la vida media,
denotada por ¢/, y que indica el tiempo que debe transcurrir hasta que la sustancia se desintegra
hasta la mitad. En concreto, si se comienza con una cantidad xg, la vida media vendra dada por

o _
5= w(tyy) = woe /2,

de donde concluimos
log 2
li2 = 2

y por tanto ?; ;5 depende exclusivamente de la constante de desintegracion k y no de la cantidad de
materia existente. A su vez, la constante de desintegracion puede calcularse sabiendo la cantidad de
materia en dos instantes distintos. Si 1 = x(t1) y x2 = z(t2), entonces

T = xge_ktl, Ty = xoe_kt2,

y el valor de k lo calculamos como

_ logxy —log
=t

k

Generalmente es imposible saber la cantidad de materia existente en dos instantes distintos, asi
que otro método para estimar el tiempo que una sustancia lleva desintegrandose es hacer uso de
la velocidad de desintegracion, la cual se puede calcular de forma instantanea. Si denotamos por
r(t) = 2/(t) = —kwge ¥ ala velocidad de desintegracion de la sustancia y conocemos las velocida-
des r1 = r(t1) y ro = r(t2) en dos tiempos distintos, se tiene

_ logry —logrs
L te—t

k

Supongamos que tenemos un trozo de madera cuya antigiiedad queremos estimar. Sea t = 0 el
instante en el que se cortd el trozo de madera y ¢; > 0 el instante actual en el que se estudia el trozo.
Denotemos por 7 la velocidad de desintegracién en ¢ = 0 (que cortando un trozo similar se puede
calcular) y por r; a la velocidad en ¢ = ¢;. Entonces,
1 To
t, = z log .

Por otra parte, la vida media del carbono-14 es de 5568 afios y por tanto k ~ 1’245 - 10—, con lo que
obtenemos el tiempo ¢; que ha pasado desde que se cortd la madera.

Por ejemplo, unos exploradores afirman haber encontrado el Santo Grial en una incursién en un
antiguo templo que habitaron los Caballeros Templarios. Segin las leyendas, el Grial esta tallado en
la misma madera que hoy dia se encuentra en el Monte de los Olivos. Las mediciones mostraron que
la madera de la copa encontrada se desintegraba a una velocidad de 5’6 4tomos por gramo y minuto,
mientras que la velocidad de desintegracion de un trozo de madera similar era de 6’68 dtomos por
gramo y minuto. En consecuencia, 7 = 668 y r1 = 5,6 y como k =~ 1245 - 10~ basta calcular t;
obteniendo

t1 ~ 141648

Es decir, han pasado unos 1416 afios y medio desde que se corté la madera para construir la copa,
haciendo imposible que sea el Santo Grial que afirmaban los Templarios.
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2.3.2. Aplicacion a medicina forense. Determinar hora de fallecimiento

La ley de enfriamiento de Newton establece que en situaciones en las que la temperatura del
medio permanece aproximadamente constante, la temperatura superficial de un objeto varia propor-
cionalmente a la diferencia entre la temperatura del ambiente y la del objeto. En otras palabras, si x(t)
es la temperatura en el instante ¢ y T}, es la temperatura del medio (supuesta constante), entonces

v = k(Tymp — ),

donde k£ > 0 es una cierta constante de proporcionalidad que sélo depende de la naturaleza del
objeto. La EDO que describe la ley del enfriamiento de Newton es lineal y completa, con a(t) = —k
y b(t) = kTymp, ambas constantes. En efecto, la solucién de la EDO lineal completa que describe la
ley de enfriamiento de Newton es

.%'(t) - Tamb + (TO - Tamb>eik(t7t0)7

para una cierta condicién inicial z(to) = Tp.

Supongamos el siguiente problema que surge en la medicina forense. Un cuerpo sin vida se
encuentra en una habitacién cerrada y se encuentra en tiempo ¢ = 0. El objetivo es determinar el
tiempo de fallecimiento, ¢,, < 0. Si hemos encontrado el tiempo a una temperatura 7y = x(0), la
solucién de la EDO vendra dada por

l’(t) = Tomp + (TO - Tamb)e_kt'

Lo primero que debemos hacer para conocer explicitamente esta funcién es determinar el valor del
pardmetro k. Para ello, medimos la temperatura en otro tiempo ¢; > 0, obteniendo 77 = z(¢1), y
podemos despejar la constante £ como

k— l IOg TO - Tamb
3] Tl - Tamb

Si intuimos que conocemos la temperatura de su muerte 7}, (por ejemplo, no es descabellado suponer
que es aproximadamente 37°C), entonces podemos estimar su hora de fallecimiento como

IOg TO — Tamb
¢ :11gT0_Tamb_t T — Toump
T — Tamb
Por ejemplo, supongamos que el caddver se descubre en ¢ = 0 para una temperatura inicial de

Ty = 29C' y una hora y media después (t; = 1’5) tiene una temperatura de 77 = 25C. Si la habitacién
se encuentra a Ty, = 20y supuesta que esta temperatura de la habitacion ha permanecido constante,

estimamos

1. 29-20 1. 29-20
k= —1 ~039. t,=-1 ~ —162h
15 825 20 ) m= %37 "9 :

lo cual equivale a que la persona fallecié 1h y 37° aproximadamente antes de ser encontrada.
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2.4. La Ecuacion de Bernoulli

A continuacién vamos a estudiar cémo ciertas ecuaciones no lineales de primer orden pueden
reducirse a una ecuacion lineal tras una serie de manipulaciones convenientes, las cuales suelen ser
cambios de variable. La primera ecuacién de este tipo que vamos a analizar es la ecuacion de Ber-
noulli.

Definicion 2.4.1. Una ecuacion diferencial se dice de Bernoulli si es de la forma
7 =a(t)x + b(t)z®, (2.4.1)
donde a,b : I C R — R son funciones continuas y o € R.
Si a = 0 tenemos una ecuacion lineal completa, y si @ = 1 la ecuacion lineal obtenida es

homogénea. Supondremos pues o # 0, 1 para evitar estos casos ya analizados.

El método usado para estudiar sistematicamente las soluciones de esta ecuacion es realizar un
cambio de variable adecuado. En paralelo, realizaremos el estudio del problema de Cauchy asociado.

Teorema 2.4.2. Sea x : I C R — R una solucion de (2.4.1) y supongamos que existe J C I tal que
x(t) > 0 para todo t € J. Entonces, u(t) = x(t)'~* es solucion de la EDO lineal

u' = (1 —a)a(t)u+ (1 — a)b(t). (24.2)

Reciprocamente, si u : J — (0,00) es solucion de (2.4.2), entonces x(t) = u(t)ﬁ es solucion de
(2.4.1). En particular, dados ty € I y xg > 0, el problema de Cauchy

{ a = a(t)x + b(t)z®, (2.4.3)
l‘(to) = Xo, h

tiene existencia y unicidad.

Demostracion. Sea x : I C R — R una solucién de (2.4.1) y supongamos que existe J C I tal que
x(t) > 0 para todo ¢t € .J. Entonces, la funcién u : J — R, u(t) = x(t)'~%, estd bien definida
independientemente del valor de o por ser x(t) > 0 para todo ¢ € J; es mas, es C! por serlo z. Si
derivamos u, obtenemos

v =(1-a)z
= (1 —a)uTe (a(t)z + b(t)z®)
= (1 - a)uT=(a(t)u™s + b(t)ur=a)

= (1 —a)(a(t)u+ b(t)).
Es decir, u es solucién de 1a EDO lineal (2.4.2). Reciprocamente, si u : J C R — (0, c0) es solucion
1
de (2.4.2), 1a funcién z(t) = u(t)T-= estd bien definida independientemente de « por ser u(t) > 0
para todo ¢ y es solucién de la EDO de Bernoulli (2.4.1). En efecto,
1 P
/

-
€T = ul—aqy
11—«
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lo que concluye la prueba. En cuanto al problema de Cauchy (2.4.3), consideremos el problema de

Cauchy
{ = (1= aa(t)u+ (1= a)b(t)
u(to) =

Aqui remarcamos que la condicién inicial xo_ estd bien definida independientemente del valor de
aporser zg > 0. Seawu : I C R — R la solucién tnica de este problema de Cauchy, donde I es el
intervalo de definicion de las funciones a(t), b(t). Definimos

J=A{tel:ut)#0},

el cual es una unién disjunta, posiblemente infinita, de intervalos abiertos. Llamemos Jy C J al
intervalo que contiene a tg y restringimos u : Jo — (0, 00). Si definimos z(t) = u(t)ﬁ, t € Jo,
entonces x estd bien definida, es de clase C'! y es solucién de la EDO de Bernoulli (2.4.1). M4s atn,
x(tp) = xo por lo que resuelve el problema de Cauchy.

Falta probar la unicidad y primero debemos aclarar qué vamos a entender por unicidad de solu-
cion: siy : J — R es otra solucién del problema de Cauchy (2.4.3), entonces z(t) = y(t) para todo
teJonJ. Supongamos que existe y : J — R solucién del problema de Cauchy (2.4.3) distinta a
. Sea J, = Jy N J y supongamos pues que existe ¢; € J, tal que z(t1) # y(t1); digamos t1 > t.
Sabemos que z(t1) > 0 pero podria ser y(t1) < 0. No obstante, si este fuese el caso podemos definir

ty = min{t > to: y(t) = 0}.

En tal caso, existe ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que 0 < y(t. — €) < z(tg) y basta redefinir
t; como este ¢, — e. Haciendo pues J mds pequefio si es necesario, existe t; € Jy N J tal que
z(t1) # y(t1) y ademds la restriccién de y a .J es positiva. Tiene pues sentido definir la funcién
v(t) = y(t)'~*, la cual estd bien definida, es solucién de la EDO (2.4.2) y cumple v(to) = x5~ . Por
una parte, la unicidad del problema de Cauchy para la EDO lineal completa asegura que u(t) = v(t)
para todo ¢ € .Jo N J, pero por otra parte u(t1) # v(t1), lo cual es contradictorio. Esta contradiccién
nos permite asegurar que x(t) = y(t) paratodot € Jy N J. O

Observacién 2.4. El cambio propuesto u(t) = z(t)'~* puede llevar a problemas para determinados
valores de « si la funcién x(t) no es positiva. Esto ocurre, por ejemplo, si & = 1/2. Es por eso
por lo que inicialmente pedimos que x(¢) y u(t) sean funciones positivas. No obstante, se puede
ser menos restrictivos en algunos casos, como veremos a continuacion. Por ejemplo, si « es tal que
l—o= ﬁ, conn € N, entonces u = 21~ estd bien definida incluso si z es negativa o cero.
En tal caso tendriamos garantizada la existencia de soluciones, pero podriamos encontrarnos algin
problema con la unicidad del problema de Cauchy para condiciones iniciales que sean nulas, tal y
como veremos a continuacion.

Ejemplo 2.2. Resolvamos el problema de Cauchy

$/ — $2,
{ z(0) = 1.
Se trata de una ecuacién de Bernoulli con a(t) = 0, b(t) = 1y o = 2. El cambio u = 1/x nos lleva
a considerar el problema de Cauchy equivalente

{valh
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Esta ecuacion lineal se reduce al calculo de una primitiva, obteniendo u(t) = 1 — ¢ como solucién
tnica del problema de Cauchy. Obsérvese que u : R — R, pero debemos restringir u : (—oo,1) — R
para que u(t) > 0. Deshaciendo el cambio obtenemos

cuyo intervalo de definicién es t € (—o0, 1), lo que hace x(t) > 0. Ademds, por el Teorema 2.4.2
sabemos que esta es la tnica solucién del problema de Cauchy.

Ejemplo 2.3. Consideremos el problema de Cauchy similar

{ T = x27
z(0) = xo,
con xg # 0. Sabemos por el Teorema 2.4.2 que si xg > 0 entonces tenemos existencia y unicidad. Si

xo < 0, razonamos de manera similar al ejemplo anterior. En efecto, con el mismo cambio u = 1/x
llegamos al problema de Cauchy equivalente para la EDO lineal

Lo e

Este problema tiene como solucién tnica u(t) = —t + —, y deshaciendo el cambio concluimos
Zo
N 1-— i) t’

x(t)

lo cual estd definido para todo ¢t # 1/xy. Como las soluciones deben estar definidas en intervalos,
tomamos el que contenga a t = 0, que es el instante donde planteamos el problema de Cauchy.
Tenemos

x(t)

N 1—1‘0t’

1
0 t e (—,00)sizy < 0.

1
t e (—oo,—)sixzg >0, z(t) = —,
( 330) 0 (t) —— -

En cuanto a la condicién inicial zg = 0, sabemos que la funcion idénticamente nula es solucion del
problema de Cauchy correspondiente. Si existiese otra solucién no nula, entonces x(¢) # 0 en algin
intervalo J. Ahora el cambio v = '~ nos dirfa que u es solucién de la EDO lineal u' = —1y por

tanto ]
x(t) = —— AeR.
( ) )\ _ t?
Para esta eleccion es imposible z(0) = 0y por tanto si g = 0 el problema de Cauchy tiene como
solucién dnica la funcién idénticamente nula.

Ejemplo 2.4. Consideremos ahora el problema de Cauchy

x' = 32%/3,
z(1) = 1.

Ahora u(t) = z(t)"/? es solucién del problema de Cauchy para la EDO lineal

{vsh,
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por lo que u(t) = ty z(t) = t3, la cual estd definida en todo R aunque el método solo garantiza
a priori la existencia y unicidad cuando x(t) > 0, esto es cuando ¢ > 0. No obstante, podemos
comprobar directamente que z(t) = ¢3 es solucién de la EDO 2’ = 3x2/3 para todo t € R. En cuanto
a la unicidad, el Teorema 2.4.2 nos la garantiza para cualquier otra solucién del problema de Cauchy
que sea positiva.
En este caso concreto podemos decir un poco mds: la funcién z(t) = 3 es la tnica solucién del
problema de Cauchy
1z = 3w2/37
{ a(to) = t3,

siempre y cuando ¢y # 0; incluso para ty < 0. En efecto, dado ¢y # 0 consideremos el problema de

Cauchy
u =1,
{ u(to) = to,

que tiene como dnica solucién u(t) = ¢ definida en R. Por ser ty # 0 necesariamente ¢y > 0 6
to < 0. En el primer caso restringimos ¢ € (0, 00); en el segundo caso ¢ € (—o0,0). En cualquier
caso u(t) # 0y la funcién z(t) = ¢ es la tnica solucién del problema de Cauchy en cada uno de
estos casos. En efecto, si y(t) fuese otra solucion del problema de Cauchy, entonces en un entorno
de tq necesariamente y(to) # 0y el cambio y(t) = v(t)"/? nos llevaria localmente al problema de

Cauchy
v =1,
{ U(to) = to,

cuya solucion vuelve a ser v(t) = t y por tanto z(t) = y(t).

Ahora bien, si ty = 0 sabemos que z(t) = t° es solucién, el cambio u(t) = x(t)/3 = t es C!
y cumple /() = 1, u(0) = 0. Pero si y(¢) es otra solucién distinta tal que y(0) = 0, el cambio
v(t) = y(t)'/3 es C" siempre y cuando y(t) # 0. En particular, en ningiin intervalo que contenga
a tg = 0 podemos garantizar unicidad del problema (y de hecho no se puede garantizar en ningtn
intervalo donde y(t) se anule). De hecho, existen infinitas soluciones de este problema dadas por

(t—c1)? si t<e,
y(t) = 0 si c1 <t <eo,
(t—c2)® si t> o,

con —o0 < ¢; <0<y <o0.

Como se puso de manifiesto al comienzo de este tema, en la prictica se aplica despreocupada-
mente el cambio de variable y a posteriori se verifica que las funciones obtenidas aplicando el método
son, de hecho, soluciones de la EDO. Este enfoque tiene la ventaja de poderse aplicar a situaciones
menos restrictivas que las pedidas en las hipétesis del Teorema 2.4.2. Por ejemplo, consideremos la
EDO

(%) = 22 cost — 23 sint,

la cual estd lejos de ser una ecuacién de Bernoulli. Derivando el miembro de la izquierda tendriamos

2za’ = x? cost — 2 sint.
Vemos que la funcién z(t) = 0 es solucidn, asi que suponemos que x no es idénticamente nula.

Restringimos entonces x a un cierto intervalo J donde 2(¢) # 0 para todo t € J (sin preocuparnos
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por si J es Uinico o si existen varios, incluso infinitos, intervalos de este tipo) simplificamos y llegamos
a

i lx cost — 11’2 sint

2 2 ’

que ahora si es una EDO de Bernoulli. Haciendo el cambio u = 1/x llegariamos a la EDO lineal
asociada. El precio que hay que pagar es que no podemos asegurar que hayamos obtenido todas las
posibles soluciones. Veamos otro ejemplo donde realizaremos los calculos pertinentes sin pararnos
en el rigor matematico.
Ejemplo 2.5. Resolvamos la EDO

= —x + tad.

Tras el cambio v = 22 llegamos a que u es solucién de la EDO lineal
W = 2u — 2t.

La solucién de la EDO homogénea es u(t) = Ae?, mientras que una solucién particular u,(t) se
puede buscar como wu,(t) = A(t)e*, con lo que concluimos A(t) = (¢ + 1/2)e~2 y por tanto
1

En consecuencia,

1
u(t):)\eZt+t+§, A ER,

y deshaciendo el cambio concluimos

1
t) = , AeR.
=(t) (A2t +t+ 1)1/2

A continuacién estudiamos estas funciones en un intervalo adecuado para que estén bien definidas y
para tal fin definimos la funcién z () = Ae? +t+ % Notemos que no podemos resolver explicitamente
la inecuacion z(t) > 0 en términos de ¢ y por eso tenemos que hace un andlisis en mayor profundidad.

= Si A > 0entonces 2/(t) = 2Xe?! + 1. Ademds, lim;_, o 2(t) = —oco y limy o0 2(t) = c0 y
por tanto existe un tnico ¢ tal que z(¢)) = 0. En consecuencia, () estd definida en (¢, 00).

= Si\ < Oentonces lim;—, o 2(t) = —oo. Ademds, 2/(t) = 0 paraty = —1/2log(—2\), donde
z(t) alcanza un maximo absoluto. Por otra parte, z(ty) = t) y z(¢) tomara valores positivos si
y s6losity > 0,lo que equivalea A\ € (—1/2,0). Llamando ¢1, t2 a las soluciones de z(t) = 0,
concluimos que x(t) estard definida en (¢;, t2), donde z(¢) > 0.

24.1. Elcasoa =2

A continuacién estudiaremos con mayor profundidad el caso o = 2 por ser de importancia en la
préxima seccion, y este estudio se realizard en paralelo al del problema de Cauchy

{ 2’ = a(t)z + b(t)2?,

2(to) = 0, (2.4.4)

Como es usual, a,b : I C R — R son funciones continuas. Primero observemos que si zop = 0
entonces la funcion z(t) = 0 es solucién de (2.4.4). De hecho, vamos a demostrar que es su tnica
solucidn.
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Proposicion 2.4.3. Si x es solucion del Problema de Cauchy (2.4.4) y x(ty) = 0, entonces x(t) = 0
paratodot € I.

Demostracion. Sea x(t) solucion de (2.4.4). Por reduccién al absurdo, supongamos que x no es
idénticamente nula, esto es existe t; # t( tal que z(¢1) # 0. Podemos suponer sin perder generalidad
que t1 > to, tomar £ > 0 tal que z(¢; + €) tiene el mismo signo que x (1) y redefinir ¢y como

to = mzix{t <tp: x(t) = 0}

Todo esto asegura que z(t) # 0 para todo ¢t € (to,t; + £). Consideramos ahora el problema de
Cauchy
{ u' = —a(t)u — b(t),
u(ty) = 1/x(t1),

que tiene existencia y unicidad dada por v : I — R definida en todo el intervalo I de definicién de
las funciones a(t), b(t). Como quiera que v(t) = 1/x(t) parat € (to,t1 + €) es solucién igualmente
de este problema de Cauchy, necesariamente

u(t) = x(lt) VE € (to, b1 + €.

Por una parte u(tp) estd bien definida, pero

u(ty) = lim u(t) = lim —— = +o0,
(to) t—td 0 t—td (1)

dependiendo del signo de x(t1). Esta contradiccion surge de suponer x(¢1) # 0y por tanto x(t) = 0
paratodot € R.
O

Observacion 2.5. Un argumento similar se puede usar para probar que el problema de Cauchy

{ ' = a(t)x + b(t)z?,
x(to) = 0,

con a > 1, tiene como tnica solucién a la funcién constantemente nula. Aqui la clave es que para
a > 1, el cambio de variable u = 2'~® = 1/~ por una parte debe estar definida en todo I pero
por otra parte en ¢ tiene limite infinito.

Estamos en disposicién de probar el resultado de existencia y unicidad del problema de Cauchy
(2.4.4).

Teorema 2.4.4. El problema de Cauchy (2.4.4) tiene existencia y unicidad.

Demostracion. Si xg = 0 sabemos que la funcién nula es la dnica solucién de este problema de
Cauchy. Suponemos z(y # 0 y consideremos el problema de Cauchy para la EDO lineal

{ u' = —a(t)u — b(t),
u(to) = 1/.%'0,
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para cierto ty € I. Remarcamos que la condicion inicial estd bien definida por ser zg # 0. Sabemos
que existe una dnica solucién de este problema de Cauchy, u : I C R — R, definida en el mismo
intervalo I que las funciones a(t), b(t). Ahora bien, consideramos

J={tel:ut)#0},

que por continuidad de u es una unién disjunta, posiblemente infinita, de intervalos abiertos, y deno-
temos por Jy C J al intervalo que contiene a to. Entonces, la funcién x(t) = 1/u(t) parat € J estd
bien definida y es solucién de la EDO de Bernoulli

x' = a(t)x + b(t)x>

Mas atin, x : Jy — R es la inica solucién del problema de Cauchy (2.4.4). ]

2.5. La ecuacion de Riccati

Una vez analizadas las EDOs de Bernoulli, a continuacion estudiaremos las EDOs de Riccati.

Definicion 2.5.1. Una ecuacion diferencial se dice de Riccati si es de la forma
2’ = a(t)z? +b(t)z + c(t), (2.5.1)
donde a,b,c : I C R — R son funciones continuas.

Si ¢(t) = 0 obtenemos una ecuacién de Bernoulli con o = 2. Si a(t) = 0 obtenemos una
ecuacion lineal.

La forma de proceder para resolver la ecuacion de Riccati es distinta a la de Bernoulli, pues
para tal fin necesitamos conocer previamente una solucién particular x,(¢). Desafortunadamente, no
existe ningin método general para obtener tal solucién particular y deberemos proceder por tanteo o
intuicion. En el caso en que las funciones a, b, ¢ sean constantes, una solucién particular es alguna de
las raices reales (si existen) del polinomio az? + bz + c.

Teorema 2.5.2. Sean x, x,, soluciones de la EDO de Riccati (2.5.1). Entonces, z = x—x,, es solucion
de la EDO de Bernoulli

2 = (2xp(t)a(t) +b(t))z + a(t) 2> (2.5.2)

Reciprocamente, si x,, es solucion particular de (2.5.1) y z solucion de (2.5.2), entonces x = x,, + z
es solucion de (2.5.1). En particular, el problema de Cauchy

{ i/(tj)a:(ti:i(ﬂz + b(t)z(t) + c(t), (253)

tiene existencia y unicidad.

Antes de probar este resultado hay que remarcar que ), es conocida y por tanto el término que
acompafia a z es una funcién determinada.
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Demostracion. Sea x;, una solucién particular de (2.5.1), tomemos x una solucion arbitraria de
(2.5.1) y definamos z(t) = x(t) — x,(t). Entonces,

= a(t)(z® — zp) + b(t)(z — )
= a(t)(z —xp)(z + xp) + b(t) (2 — p)
=a(t)(z — xp)(x — zp + 2zp) + b(t)(x — xp)
= a(t)z(z + 2zp) + b(t)z

(t)

a(t)2? + (2zpa(t) + b(t))z.

En consecuencia, z es solucion de (2.5.2). Reciprocamente, si z es solucién de la EDO (2.5.2) y x,,
es solucion de (2.5.1), entonces es inmediato comprobar que x = x;, + z es solucion de (2.5.1).

En cuanto al problema de Cauchy (2.5.3), sea x,, solucién particular de (2.5.1). Si z,(tg) = o
hemos terminado. De lo contrario, definimos z1 = x, (o) y en particular x; # x(. Sabemos por el
Teorema 2.4.4 que el problema de Cauchy para la EDO de Bernoulli

2 = (2zp(t)a(t) +b(t))z + a(t)z?,
{ z(to) = wo — w1, (2.5.4)

tiene existencia y unicidad. De hecho, este problema de Cauchy es equivalente al problema para la

EDO lineal
{ u' = —(2zp(t)a(t) + b(t))u — a(t),
u(te) = 7=

ro—x1 "
Aqui el hecho de que zg # 1 es fundamental. Si u es solucidn de este dltimo problema de Cauchy,
entonces u(tg) # 0y en particular existe Jy tal que ¢ty € Jyy u : Jo — R cumple u(t) # 0 para todo
t € Jp. Definiendo z(t) = 1/u(t), que estd perfectamente definida en .Jy tenemos que z es solucion
del problema de Cauchy (2.5.4) y finalmente z = z + x,, es la solucién buscada del problema de
Cauchy (2.5.3), lo que concluye la demostracion. O

Observacion 2.6. De la demostracién del teorema anterior podemos deducir que si x,, es solucién
particular de (2.5.1) y x es tal que x(¢) # x,(t) para todo ¢t € J, entonces x es solucion de (2.5.1)
siy sélo si u(t) = Tz, ont € J, es solucion de la EDO lineal completa u = —(2zpa(t) +
b(t))u — a(t).

Ejemplo 2.6. Considérese la ecuacion diferencial

v :t3x2+%—t5.

Una opcién en este tipo de ecuaciones es buscar soluciones polinémicas. Sea pues z(t) = t* y
forcemos a que sea solucién de la EDO.

Si k = 1 esta igualdad se da y por tanto x,(t) = t es solucion particular. Definiendo z(t) = x(t) —
xp(t), sabemos que z es solucién de la EDO de Bernoulli

1
2= (2t + E)Z + 322,
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Realizando el cambio v = 1/z se tiene que u es solucion de
! 4 1 3
u = —(2t +E)u—t ,

la cual es ya una EDO lineal que sabemos integrar. En efecto, la EDO homogénea

1
u = -2t + ;)u

tiene como solucién )
u(t) = /\gef%ts, AreR.

Si buscamos una solucién particular de la forma

—1
tenemos que A(¢) viene dada por A(t) = 5 st y en consecuencia u,(t) = 5+. La solucién de la
EDO lineal es 1 .
245
t)=A-e 5" — — AeR.
u(t) = Aje 57
Deshaciendo el primer cambio v = 1/z(t) llegamos a
2t %
e s
2(t) = ——=, AeR.
2t5
A—es

Por ultimo deshacemos el cambio final © = z + x,,, obteniendo

o) = —— 4+t AeR.

25

Quedaria por ver cudndo estas funciones estan bien definidas y para ello llamemos z(t) = A —e 5 .
Si A <0, se tiene que z(t) < 0 paratodo t € R. Si A > 0, entonces z(t) = 0 para

1/5
te = <; log )\) .

Por tanto, x(t) estd bien definida para todo ¢t € R — {¢.}.

2.5.1. Aplicacion al crecimiento de poblaciones. Modelo de Verhulst

El modelo de Verhulst, llamado también modelo logistico, es una formulacién matemética que
describe el crecimiento de una poblacion cuando existe un conocido como /limite ambiental maximo
sostenible, también conocido como capacidad de carga. Por ejemplo, en el desarrollo de un embrién
el 6vulo fecundado comienza a crecer doblando en cada iteracion el nimero de células, lo cual da
inicialmente un crecimiento exponencial. No obstante, este crecimiento estd obviamente acotado por
un tamafio que el dtero materno pueda soportar, lo cual hace que la tasa de crecimiento disminuya
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con el tiempo; aunque sigue creciendo, éste 1o hace cada vez menos. Introducimos a continuacion el
modelo en cuestion.

Sea P(t) la cantidad de una determinada poblacion en tiempo ¢, sea r > 0 la tasa intrinseca de
crecimiento y K > 0 el limite ambiental o capacidad de carga del medio. Por ejemplo. Entonces, la
tasa de crecimiento de la poblacién se modela por la EDO

P
Pl=rP(1-—].
(%)

Esta EDO es de tipo Riccati y por tanto podemos usar toda la teoria que hemos desarrollado para de-
ducir la expresion explicita de su solucidn, asi como algunas propiedades de unicidad. Generalmente,
las constantes r, K se ajustan mediante algin argumento de inferpolacién, usando datos pasados de
crecimiento para intentar ajustar lo méximo posible la solucion y poder deducir comportamientos
futuros. Algunos comentarios sobre esta EDO antes de proceder a resolverla explicitamente.

= Si P(t) es pequefio en comparacién con K, esto es se tiene P(t)/K ~ 0, entonces P’ =~ rP
y el crecimiento es casi exponencial. No obstante, si P(t) — K se tiene P'(t) ~ 0y el
crecimiento se frena.

= Si P(t) comienza siendo mayor que K entonces P’(t) < 0y la poblacién decreceria hasta
converger a su valor limite K.

= Supongamos que existe ¢y tal que P(tp) = K. Entonces, P(t) = K para todo ¢; esto es, o
bien P(t) nunca llega a su valor limite en tiempo finito, o bien la solucién es constantemente
la capacidad de carga. Para probarlo, observemos que la funcion constante K es trivialmente
solucién de la EDO y en particular del problema de Cauchy

o P
pr=rp (1 N K) ’ (25.5)
P(ty) = K.

Este problema de Cauchy tiene existencia y unicidad, como probamos en el Teorema 2.5.2, y
por tanto si P(tg) = K necesariamente P(t) = K para todo t¢.

Una vez realizadas estas observaciones, resolvemos explicitamente el problema de Cauchy. Su-
pongamos que la poblacion inicial es P(0) = Py # K y escribamos la EDO de la forma usual

,
P'=——P*+rP.
K +r
Es decir, con la notacion de la ecuacién (2.5.1), se tiene a(t) = —r/K, b(t) = ry c(t) = 0.
Sabemos que una solucién particular de esta EDO es x,(t) = K y por tanto mediante el cambio
z(t) = P(t) — K podemos considerar el problema de Cauchy para la EDO de Bernoulli

2 =—rz— %2
Z(to) = Po — K.
Mediante el cambio de variable u(t) = 1/z(t), este problema de Cauchy se reduce al problema para
la EDO lineal
{ u =ru+ %,

u(tO) = pOI,K-
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La solucidn de este problema de Cauchy es

Fo er(t—to) _ 1

W= Km - K’

y por tanto
K(FPy— K
2(t) = Fo ~ X)
K + Py(ert—to) 1)
es solucién del problema de Cauchy para la EDO de Bernoulli. Finalmente, concluimos que la solu-
cién del problema de Cauchy (2.5.5) es

K Pyer(t=to)
K+ Py(erlt=to) — 1)

P(t)

2.6. Ecuaciones en variables separadas

Las ecuaciones que hemos visto hasta ahora son todas reducibles a lineales, pero este no es el
escenario légico (ni deseable, jde lo contrario la asignatura careceria de interés!). Las ecuaciones
diferenciales mas sencillas que no son reducibles a lineales, al menos de forma general, son las de
variables separadas.

Definicion 2.6.1. Una ecuacidn diferencial se dice de variables separadas si se puede expresar de la
forma

2'(t) = f(t)g(z(t)), (2.6.1)

conf:ICR—=R, g:JCR — R funciones continuas.

Para resolver esta ecuacion, una idea preliminar que hemos empleado alegremente en el primer
tema de esta asignatura, y como veremos totalmente acertada, es dividir por g(x(t)) e integrar a
ambos lados, usando en el de la izquierda la regla de la cadena. No obstante, debemos cuidar la
formalidad de estos pasos y para ello necesitamos introducir notacién. Definimos

Jo={z e J: g(x) #0}.

Por ser g continua en J, se tiene que .Jy es un conjunto abierto en J. Es mds, Jy no puede tener
puntos aislados y por tanto si xy € Jy entonces existe € > 0 tal que (zg — €,z + &) C Joy (si xg
es frontera entonces se tiene [xg, xo + €) C Jy 6 (zg — €, 29] C Jo). En consecuencia, Jy es unién
disjunta (tal vez infinita) de intervalos abiertos, donde por abiertos se entiende en la topologia relativa
de Jp. Tiene pues sentido considerar una primitiva de 1/g(x) en Jp, a la cual denotaremos por G(x).
Igualmente, denotamos por F'(¢) a una primitiva de f. Por dltimo, definimos

H:IxJy—R, H(t,z) = G(z) — F(t). (2.6.2)
El resultado principal de esta seccidn es el siguiente.

Teorema 2.6.2. Sea x : Iy C I — R de clase C' y tal que x(Ip) C Jo. Entonces, x es solucion de
la EDO en variables separadas (2.6.1) si y solo si estd definida implicitamente por la ecuacion

Htz(t) =),  AeR, (2.6.3)
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donde H (t, ) viene dada por (2.6.2). Mds aiin, dados ty € Iy xo € Jy, el problema de Cauchy

{f@:ﬂmmwx (2.6.4)

z(to) = wo,
tiene existencia y unicidad dada por la vinica solucion implicita de
H{(t,x(t)) = H(to, o).

Demostracion. Sea Iy C I unintervaloy x € C(I) tal que 2(Iy) C Jo. En particular g(z(t)) # 0
para todo ¢ € Iy y tiene sentido considerar en (2.6.1) el cociente

Integrando en ambas partes respecto de ¢ y usando la regla de la cadena en el miembro de la izquierda
se tiene

Gz(t)) = F(t) + A, AeR,

En otras palabras, si definimos la funcién H (¢, z) por (2.6.2), entonces z(t) es solucion de (2.6.1) si
y s6lo si x es solucidn de la ecuacién implicita (2.6.3) para algin A € R. Por otra parte, si x viene
definida por la relacién implicita (2.6.2), derivando a ambos lados concluimos que z es solucién de
la EDO (2.6.1).

Vamos a probar existencia y unicidad de cada problema de Cauchy. Tomemos tg € I 'y xg € Jp.
Como Jy es una unién disjunta de intervalos abiertos, denotamos por J; a la componente conexa de
Jo que contiene a x¢. Suponemos g(z) restringida a J; y por tanto G/(x) es una primitiva de 1/g(x)
una vez restringida a J;j. Consideremos de nuevo H (t, z) dada por (2.6.2) y definamos

~

H:IxJi =R, H(tx)=H(tz) — H(to,z).
Observemos que se cumple

N oH
H = — =
(thxO) 07 ax (thxO)

1
7 0,

9(zo)

y por tanto el Teorema de la funcién implicita garantiza la existencia de abiertos U C I x Jj e Ip C I
tales que (tg, o) € U, tg € Iy, y de una funcién = : Iy — R de clase C'! satisfaciendo x(ty) = zg y
(t,x(t)) € Uy ademds

H(t,z(t)) =0, vt € Io.

Nétese que como U C I x J§y (t,x(t)) € U en particular = : Iy — J§ y por tanto 1/g(x(t)) esta
perfectamente definida. Como quiera que H (¢, x(t)) = H(t,z(t)) — H(to,xo) concluimos que la
solucién z(t) dada por el Teorema de la funcién implicita estd caracterizada por cumplir la relacién

H(t,z(t)) = H(to, x0).

Finalmente, la unicidad del Teorema de la funcién implicita garantiza la unicidad del problema de
Cauchy. O
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Observacion 2.7. Sea xg € J — Jp, esto es g(xo) = 0. Entonces, la funcién z(t) = xg es solucioén
de (2.6.1). En relacién con el problema de Cauchy (2.6.4) para la condicién inicial x(tg) = =z,
tenemos garantizada la existencia pero no podemos asegurar la unicidad. Por ejemplo, consideremos

los problemas de Cauchy
7 =22, o = g%/3
{ $(t0) =0, { :L‘(to) = 0.

Sabemos por el Teorema 2.4.4 que () = 0 es la tinica solucién del primero, mientras que el segundo
problema de Cauchy tiene infinitas soluciones dadas por las funciones

(t—cl)?’ sit<ey,
0 si ¢ <t<co,
(t—c2)® si t>ca,

con —o0 < ¢ <tg < g < o0

Ejemplo 2.7. Resolvamos

Con la notacién anterior, f(t) = cost, g(z) = 755 ¥

Jo={z €R: g(x) #0} =R - {0}.

Como la condicién inicial es 2(0) = 1, nos quedamos con la componente conexa J; C Jy que
contiene al valor 1. En consecuencia, J; = (0, 00), restringimos ¢g : J; — Ry una primitiva de
1/g(x) en J§ viene dada por

1+ 222
G(x):/ R dx =logx + z°.
x

Como primitiva de f(t) = cost tomamos F'(t) = sint. Sabemos entonces que z es solucion de la
EDO si y sélo si x es solucién implicita de H (¢, z(t)) = G(z(t)) — F(t) = A\, XA € R, donde

H(t,z) = logx + 2 — sint,

lo cual implica
log z(t) + z(t)? = sint + A, AeR.

Finalmente, la solucién del problema de Cauchy se obtiene al tomar A\ = H(0,1) = 1,
log z(t) + z(t)? = sint + 1.

Notemos que log x(¢) estd perfectamente definido puesto que hemos restringido a J§ = (0, c0) y por
tanto x(t) > 0.

Observacion 2.8. Supongamos la ecuacion implicita

log z(t) + x(t)? = sint + 1, (2.6.5)
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definida como H (t, z(t)) = 0, con H(t,z) = log x+x?—sint—1. El Teorema de la funcién implicita
asegura la existencia de una solucién local z(t) alrededor del punto (0,1), yaque H(0,1) =0y

oH
55 (0D =3#0.

Del tema pasado sabemos que z(t) es solucion de la EDO obtenida al derivar la ecuacién (2.6.5)
respecto de ¢ y aplicar la regla de la cadena, obteniendo
/

€z /
— 4 222" = cost,
x

y despejando z’ se tiene
, rcost

T T T2
obteniendo (como no podia ser de otra forma) la EDO original.

2.7. Ecuaciones homogéneas

Un tipo de ecuaciones que son siempre reducibles a variables separadas son las denominadas
homogéneas. Recordemos que una funcién f : R? — R se dice homogénea de grado o € R si

fQz, Ay) = A% f(z,y).
Definicion 2.7.1. Una ecuacidn diferencial se dice homogénea si se puede escribir como

) Mt x)
T N(t,z)’

(2.7.1)

con M, N funciones homogéneas del mismo grado

La resolucién de (2.7.1) pasa por realizar un cambio de variable. Concretamente, tenemos el
siguiente resultado

Teorema 2.7.2. Sea x una solucion de la EDO homogénea (2.7.1). Entonces, u = x/t, cont # 0, es
solucion de la EDO en variables separadas

, 1 (M(1,u)
u = n (N(l,u) —u). 2.7.2)

Reciprocamente, si u es solucion de (2.7.2) y definimos x = tu, entonces x es solucion de la EDO
homogénea (2.7.1). En particular, dados to # 0y xg tales que N (to, o) # 0y

M (to,x0) , o
— £ — (2.7.3)
N(to,z0) = to
el problema de Cauchy
) Mt x)
N(t,z)’ (2.7.4)
x(ty) = xo,

tiene existencia y unicidad.



60 Capitulo 2. Algunas EDOs integrables. Aplicaciones a distintos 4mbitos

Demostracion. Sea z solucion de (2.7.1) y consideremos u = x/t con ¢t # 0. Derivando,

=551 (1)1 ()

donde en la dltima igualdad se ha usado que M y NN son homogéneas del mismo grado. Anédloga-
mente, si u es solucién de (2.7.2) y x = tu, entonces
M(1,u) t*M(1,u)  M(t,tu)  M(t,x)

N(Lu) " toN@1u) N(ttu) Ntaz)

r=u+tu =u+

lo que concluye la prueba. Referente la existencia y unicidad de (2.7.4), consideremos el problema

de Cauchy
oL (MO
t \ N(1,u)

Lo
u(to) = —.
to
Si definimos g(u) = %((11;”)) — u, entonces este problema tiene existencia y unicidad siempre que

g(up) # 0 en virtud del Teorema 2.6.2, lo que se traduce a que (2.7.3) se cumpla. Ahora definimos
x = tu, que cumple (2.7.1) y la condicién inicial z(ty) = x¢ y por tanto es solucién del problema de
Cauchy (2.7.4). O

Observacion 2.9. Sity # 0y xq son tales que se cumple

M(t()v .%'(]) — @
N(to,xz0) to’

entonces de manera similar al caso de las ecuaciones en variables separadas podemos garantizar
existencia del problema de Cauchy pero no unicidad. En efecto, es inmediato comprobar que la
funcion x(t) = txg/to es solucién de la EDO homogénea (2.7.1).
Ejemplo 2.8. Resolvamos la EDO
, t+x
x = .
t—x
El numerador y denominador son funciones homogéneas de grado 1 y por tanto podemos hacer el
cambio de variable z(t) = tu(t), siempre que ¢ # 0, obteniendo la EDO en variables separadas

, 1 (1+u 11+ u?
= —u) =- .
1—u t1—u

t

Integrando se tiene
1
arctanu — 3 log(1 + u?) = log [t| + A, A eR,

y deshaciendo el cambio u = 2/t obtenemos la solucién implicita

t) 1 t)?
arctan xi) — —log(1 + 2(t)

5 ) = log|t| + A, A ER,

o de forma equivalente

x(t)

1
arctan ~ 3 log(t? + %) = A, AER,
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2.8. Ecuaciones exactas

Sea Q C R? un abierto y H : Q — R una funcién de clase C'*. Supongamos que x(t) es una
funcién definida implicitamente por H (¢, z(t)) = A para un cierto A € R. Sabemos que z es solucién
de la EDO obtenida al derivar la relacién H (¢, z(t)) respecto de ¢, obteniendo

OH oH, .,

Reciprocamente, consideremos la EDO
M(t,z) + N(t,z)z’ =0, 2.8.1)
donde M, N :  — R son continuas, y supongamos que existe H = H (t,z) € C1(Q) tal que

OH OH
O\ o) =M
o (t:2) = M(t, ),

5y (&) = Nt z). (2.8.2)

d
Siz : I — R es solucién de (2.8.1), entonces es inmediato que %H (t,z(t)) = 0y por tanto

existe A € R de manera que H(t,z(t)) = A para todo ¢ € I. En otras palabras, = estd definida
implicitamente por la expresion H (¢, z(t)) = A.

Definicién 2.8.1. Una EDO se dice exacta si es de la forma (2.8.1) y existe H de clase C'* cumpliendo
el criterio de exactitud (2.8.2).

Es comin escribir el criterio de exactitud (2.8.2) en términos del gradiente de H. En efecto, si
definimos F' : Q@ — R, F(t,xz) = (M(t,z), N(t,x)), entonces (2.8.2) se escribe como la ecuacién
vectorial

VH(t,z) = F(t,z).

En la literatura, se suelen llamar a los campos F’ satisfaciendo esta ecuacién campos gradientes y si
su dominio de definicién es conexo entonces se habla de campos conservativos. En ambos casos, a
la funcién H se le suele llamar potencial. El siguiente paso légico es dar un criterio que nos permita
asegurar cuando una EDO de la forma (2.8.1) es exacta y en tal caso cémo calcular la funcién H
cumpliendo (2.8.2).

Teorema 2.8.2. Supongamos que M, N admiten derivadas parciales continuas en I X J, con I,J
intervalos abiertos. Entonces, son equivalentes en I X J:
1. La ecuacion (2.8.1) es exacta;
oM ON
2. —(t,x) = —(t,x).
Ox (t,2) ot (t,2)

En tal caso, fijados tg € 1, xg € J y definiendo

t T
H(t,z) = M(s,w)ds—i—/ N(to, ) du,
o

to

la solucion de (2.8.1) viene dada por

H(t,z(t) =)  AeR.
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Ademds, si N (to,zq) # 0, el problema de Cauchy

{ M(t,z) + N(t,z)z’ =0,
x(to) = X,

tiene solucion vinica dada de forma implicita por
H(t,z(t)) = 0.

Demostracién. Supongamos que se cumple /. Entonces, existe H de clase C'! cumpliendo (2.8.2).
De hecho, H es de clase C? al ser M , N de clase C L Por el lema de Schwarz, las derivadas segundas
cruzadas de H coinciden, esto es

O*H () = O*H (t.2)
otox " " dwort "
oM ON
Asi pues, a—(t, x) = E(t’ x) y hemos probado que /. implica 2.
x

Supongamos ahora que 2. es cierto. Queremos probar que (2.8.1) es exacta y para tal fin debemos

0H
encontrar H(t,x) de clase C* tal que E(t,m) = M(t,z). Sean tg € Iy xp € J. Si integramos

t
H(t,z)= | M(s,x)ds+ H(tg,x). (2.8.3)

to

entre tg y t obtenemos

Para deducir la expresién de ¢(z) = H (to, x) derivamos ahora respecto de z, aplicamos los teoremas

de derivacion bajo el signo integral y usamos que a—(t, x) = N(t,z), obteniendo
x
OH oM LON
- t — _ d / —_ e d /
500 = [ G adst @) = [ T adst o)

de donde deducimos
¢'(x) = N(to, z).

Integrando entre zg y x se tiene
x
H(t(), .I) = / N(to, u) du + H(to, .T()).
o

Sustituyendo en (2.8.3) se tiene

t T
H(t,x) = M(s,az)ds—i—/ N(to,u)du+ H(to, xo).
to xo
L 2 o . oOH
Esta funcién es de clase C* y cumple el criterio de exactitud (2.8.2); que E(t’ x) = M(t,z) es
trivial y por otro lado
OH oM LON
a—j:(t, x) = 5 E(s,m) ds+ N(to,x) = \ E(s,x) ds + N(to,x) = N(t,z),
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concluyendo la veracidad del punto /. Mds atn, como H (¢, x) estd definida médulo una constante
aditiva, podemos tomar como potencial de la EDO exacta la funcion

t T
H(t,z) = M(s,m)der/ N(tg,u) du.
o

to

Ademads, por ser exacta, las soluciones de la EDO (2.8.1) vienen dadas implicitamente por la relacién
H(t,z(t)) = A, AER,

donde se vuelve a poner de manifiesto la independencia de la constante elegida en la definicion de

OH
H(t, x). Por tltimo, en relacién con el problema de Cauchy, como H (to,xo) = 0y a—(to, xo) =
x

N(to,zp) # 0, la afirmacion es consecuencia del Teorema de la funcién implicita. O

El Teorema 2.8.2 se ha enunciado para funciones definidas sobre rectangulos, y esta consideracién
es de vital importancia para poder definir correctamente las integrales y no salirnos del dominio de
integracion. Este resultado se podria probar para dominios mds generales como son los dominios
estrellados, o de forma mds general atn los simplemente conexos (véanse los ejercicios 16, 17 y 18
de la relacion).

Teorema 2.8.3. Sea Q C R? un dominio simplemente conexo y sean M, N: Q — R de clase C"

M N
tales que aa(t, x) = aat(t, ). Entonces, la EDO (2.8.1) es exacta, esto es existe H € C*(Q) tal
x
0H 0H
_ = M —_— - N .

A continuacién, probaremos que el resultado no es cierto para un dominio no simplemente cone-
x0. Considérense las funciones

—T

Mt z) = 2 + 22’

N(t,z) = ORI

definidas en R? — {(0,0)}. Por una parte,

OM(t,z) ON(t,x) z? — 12

Ox ot (124 x2)2
Sin embargo, la EDO
M(t,x(t)) + N(t,z(t))2'(t) =0
oOH o0H
no es exacta; es decir, no existe ninguna H de clase C! tal que il My e N. Para
x

convencernos de esta afirmacién, definimos

T
arctan — si t>0,

9(t,$) = x .

T + arctan 7 si t<0.

00 00
Es inmediato comprobar que a(t, x)=M(t,x)y %(t, x) = N(t,x) y por tanto

A(H — 0)
ot

A(H — 0)

(t,%) =0, Oz

(ta $) =0,



64 Capitulo 2. Algunas EDOs integrables. Aplicaciones a distintos 4mbitos

para todo (¢,x) con t # 0. Esto nos dice que la diferencia H — 6 es constante en cada componente
conexa de su dominio. Existen pues constantes A, A_ tales que

O(t,x) = H(t,x) + A4, t>0,

O(t,x) = H(t,x) + A_, t<0.
Ahora bien, como 6(t, z) puede extenderse por continuidad a la semirrecta (0, x), > 0, tomando
el valor 6(0,z) := 7/2y ya que H(t,z) es continua en R? — {0}, necesariamente A\y = A\_ = \.

Esto nos dirfa que 0(¢, ) se puede extender por continuidad a toda la semirrecta (0, z) con x < 0,
pero esto es imposible. En efecto, si xg < 0y t, — 0,

Otn, 20) = —= si t, >0,

3o

3
e(tn,l'o) — ? si tn < 0.

2.9. Factor integrante

Realmente, el concepto de ecuacién diferencial exacta es ambiguo. Podria ocurrir que la EDO
(2.8.1) no sea exacta, pero que exista (¢, x) # 0 continua tal que

u(t,x)M(t,x) + p(t,z)N(t,z)z’ =0

si que lo sea. Advertimos que estamos hablando de la misma ecuacién debido a que u(t,x) no se
anula. En este punto, estd mds que justificado el estudio de funciones pu(t,z) que hagan exactas
ecuaciones que originalmente no lo son.

Definicion 2.9.1. Dadala EDO (2.8.1), se dice que una funcién p(¢, x) no nula es un factor integrante
si al multiplicar (2.8.1) por u(t, x), ésta se convierte en exacta.

En lo que sigue, supondremos adicionalmente que (¢, z) es de clase C'*. En general, encontrar
factores integrantes es una labor dificil. Una primera aproximacion es imponer la condicién de que
u(t, z) sea factor integrante, obteniendo

o

u(t, :U)aa—]xw(t, x) + M(t, x)%(t, x) = ult, a:)aa—];r(t, x) + N(t, x)aa—l:(t, x).

En consecuencia, ha de satisfacerse la ecuacion en derivadas parciales

N(t,x)aal];(t,x) — M(t, a:)g';(t,a;) = u(t, x) (aaj\j(t,x) - aajj(t, x)) .

La teoria de EDPs asegura que esta ecuacioén siempre tiene existencia local y por tanto toda EDO
(2.8.1) es exacta salvo multiplicar por un factor integrante. Otro problema radicalmente distinto es
encontrar tal factor integrante, tarea que puede ser incluso mds complicada que resolver la ecuacién
original.

A continuacién, daremos algunos tipos concretos de factores integrales que serdn con los que se
tendran que probar antes de nada.
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1. Supongamos que N (t,z) # 0y que p(t, x) solo depende de la variable ¢. Entonces, Ou/0x =

0y se tiene
oM ON
W) _ ar 0T )
pt) N(t,z) ’

la cual es una EDO en variables separadas. Una forma de verificar si es admisible tal factor
integrante es comprobar a priori si la funcién

oM ON
or 00 g 00
N(t,2)

s6lo depende de la variable .

2. Andlogamente, si M (¢, x) # 0 podemos buscar un factor integrante (¢, z) = p(z). En efecto,
tal factor integrante ha de satisfacer la EDO

i) _ g~ )
plz) M(t, )

La admisibilidad de tal factor integrante es similar, comprobando si

ON oM
o)y (00
M(t,)

s6lo depende de .

2.9.1. Aplicacion al Calculo de Variaciones. La braquistocrona

El problema de la braquistocrona ya ha aparecido en estas notas, concretamente en la introduccién
al Calculo de Variaciones al final del Capitulo 1. La formulacién, de nuevo, es la siguiente: dados dos
puntos A, B € R?, encontrar la trayectoria que une A y B de forma que el descenso de una particula
sobre tal trayectoria se realiza en el menor tiempo posible, asumiendo que sobre la particula sélo
actia la fuerza de la gravedad.

Sean A = (0,z0) y B = (%o, 0) con g, xo > 0. La naturaleza del problema invita a pensar que la
trayectoria, si existe, se podrd expresar como un grafo vertical y horizontal al mismo tiempo. Por otra
parte, lo natural es pensar que inicialmente la particula desciende de forma vertical para que adquiera
inicialmente la mayor velocidad posible. En consecuencia, si denotamos por (¢, z(t)) a tal grafo se
tendria 2’ (0) = —oo y por este motivo es por el que es mejor expresar la solucién como una funcién
t = t(z). El problema pues es determinar una funcion t : [0, xo] — R tal que t(0) = to, t(z9) =0
y que el tiempo de recorrido sea minimo. La primera cuestién es determinar como se calcula el
tiempo recorrido por una particula. Por una parte, el espacio que la particula recorre viene dado por
el elemento de longitud, /1 + /()2 dx. Por otra parte, de la conservacién de la energia sabemos
que la particula tiene inicialmente una energia potencial £, = mgx. En cada altura ¢(x), la energia
total viene dada por

1
mgro = FEr = E.+ E, = §mv2 + mg(zo — z),
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y en consecuencia v = \/2¢g(xo — ). Dada una funcién ¢(x) con t(0) = tg y t(z9) = 0, el tiempo
transcurrido por una particula recorriendo el grafo (t(x), z) por la accién de la gravedad viene dado
por

1+t (x)?
9(xo — )
El lagrangiano de este problema variacional es L(z,t(x),t'(z)) = 21;(;/0@;, cuya ecuacién de

Euler-Lagrange es
oL doL  doL

ot dedt’ dzot

y en consecuencia
oL t'(x) 1

o V14t ()2 \/29(x0 — )

Observemos que el sistema de referencia escogido hace que ¢’ (x) < 0 localmente alrededor de zz = 0,
en consecuencia k < 0y por tanto ¢’ (x) < 0 paratodo x € [0, 2:9]. Denotando A\ = 29% y despejando

se tiene
To— X
t(x) = =y o
A—zo+x
Finalmente, integrando concluimos

t(r) = Vo —xo+ AMWaxg—x — Aarctan —Y20 T +ec,

A — (xg — )

=k, ke R.

donde c es tal que ¢(0) = to.
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Ejercicios tema 2

1. Se considera la EDO
o' = f(t,2),
con f : Q C R? — R continua. Supongamos que el conjunto de todas las soluciones de esta

EDO es un espacio vectorial real. Probar que la EDO es lineal homogénea.

2. Sean a,b : R — R funciones continuas tales que existe ty € R con a(t) > ¢ > 0 para todo
t > to. Supongamos ademads que
lim b(t) = 0.

t—o00

Probar que las soluciones de la EDO z’ + a(t)x = b(t) tienden a cero cuando ¢ — 0.

3. Considérese la ecuacién
o' = f(t ),
siendo f € C°°(2) definida en cierto abierto {2 C R?. Probar que sus soluciones son también
ce.
4. Razonar las siguientes preguntas.
a) (Puede la funcién o(t) = t2, para todo ¢ € R, resolver una EDO lineal de primer orden
homogénea? ;Y una EDO lineal de primer orden completa?

b) (Pueden las funciones ¢(t) = e',1)(t) = e~*, para todo t € R, resolver una misma EDO
lineal de primer orden homogénea? ;Y una EDO lineal de primer orden completa?

¢) Seax : [1,2] — R una solucién del problema de Cauchy
' =t+2?
z(1) = 2.
(Puede ser z(2) = 1?

d) ;Existe alguna constante 1 € R tal que la EDO 2’ = (u + cos®t)z tenga soluciones
m-periddicas no triviales?

e) Sea a : R — R una funcién continua y supongamos que existe tp € R tal que a(t) <
1/t? para todo t > to. Probar que cualquier solucién de la EDO 2’/ = a(t)z cumple
limy 00 (t) < 00. (Es cierto si se impone a(t) < 1/t?

5. Dadas f, g funciones derivables, en general es falso que se cumple la identidad
(f(®)g(®) = f'()g'(?).
Fijando f(t) = e’ T2t determinar las funciones g(t) que satisfacen tal identidad.

6. Resolver las siguientes EDOs usando el método que convenga en cada caso.
a) 3tr’ — 2z = t3/2? dy 2’ =2 —tzr+1

b) 2’ =elax” + 2z e) ' =1/t — 2% conz, =1/t — 1/t?
¢) o'+ x/t =logt/ta? f) o =1/t —x/t + 2*
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Q) o =/t + t3z2 — {5 i) 2tx + 3z + (2 +3t)a’ =0
h) o' =1—1/2tx + 1/222

7. Encontrar las soluciones de las siguientes EDOs buscando (si procede) factores integrantes de
la forma que se indica.
a) sin(tz) + tx cos(tx) + 2 cos(tz)z’ = 0.
b) 3tx® — 4x + (3t — 4t%z)2’ = 0, con u(t, x) = t"z™.
¢) (t+1)2+ (1+ %)’ =0, con p(t,z) = pt + ).
d) t+ 22 +22? +x+t—1)2" =0,con u(t,z) = u(ed+br).
e) 2txx’ =2 + 22 + 1, con u(t, x) = p(t? — z?).
f) 2?4z —2tr+ (2 +t —2tx)z’ =0, con u(t,r) = pu(t + ).
g) 322 —t + (22° — 6tx)a’ = 0, con p(t,z) = p(t + z2).

8. Dada h : (a,b) — R una funcién continua, con —oco < a < b < 0o, se considera la EDO

r—h(E
m—h<t>, t # 0.
a) Probar que
) Mt x)

N(t,x)’
con M, N homogéneas del mismo grado, son un caso particular de esta EDO.

b) Dado (t,x) € R?, obtener la relacién entre t y = para que f(t,x) = h(x/t) esté bien
definida y sea continua. Determinar el dominio de la EDO z’ = h(x/t).

¢) Probar que el cambio v = x/t con t # 0 transforma esta EDO en una de variables
separadas.

d) Probar que si —co < a < b < coy h : [a,b] — R no tiene puntos fijos, entonces el
problema de Cauchy
(#=r(0).

x(to) = 2o,
tiene existencia y unicidad.

e) Se considera el sistema de ecuaciones

at +bx +c =0,
At+ Bx+C =0.

Determinar la existencia y unicidad de soluciones en funcién de a, b, A, B.

f) Si existe una tnica solucién (¢, xg), probar que el cambio de variable

{t:s+m
y(s) = x(s+tg) — xo
transforma la EDO

o at +bx+c
- \At+Bx+C

en una homogénea.

), a,b,c,A,B,C € R
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g) Si no existe solucidn, probar que el cambio de variable
y(t) = at + bx(t),
transforma la EDO

, h( at +bx + ¢

— - A B R
T At—i—Bx—i—C)’ a,b,c,A,B,C €

en una de variables separadas.

h) Aplicar lo anterior para resolver la EDO

,  Stt+ax—2

v 1—=x

9. Sean tg, o € R con ty # xg.

a) Resolver el problema de Cauchy

, t+=x
T = ,
{ t—x
z(to) = xo.

(Cudando se puede garantizar la unicidad de soluciones?

b) Realizar un esbozo de la solucion con condicién inicial z(0) = 1. ;Se puede extender la
solucién de forma C! ent = 0?

10. Encontrar un factor integrante de la forma y(t2 + 22) para la EDO
r+t+ (z—t)x =0,

y resolverla. Comparar con la solucion obtenida en el ejercicio anterior. {Existe algin tipo de
contradiccion?

11. Sea z solucién del problema de Cauchy

2 = et@th) _ cost,
z(0) = 0.

Probar que z tiene un minimo relativo en ¢t = 0.
12. Probar que el problema de Cauchy

te' = ta? + ,
z(0) = 0.

tiene infinitas soluciones distintas definidas en R.

13. Dadas f : ] CR —- Ryg:J CR — R funciones continuas, supongamos que |g(z)| < |z|
en un entorno de x = 0. Probar que dado ¢y € I, la tnica solucién del problema de Cauchy

{ z' = f(t)g(x)
x(to) = 0,

es z(t) = 0 paratodo ¢t € I.
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14. Consideremos la EDO M (t,z) + N(t,z)z’ = 0.

a) Probar que si existe un factor integrante u(t,x) tal que u(t,x)"™ es también factor inte-
grante, entonces la EDO original es exacta.

b) Dar una relacién entre M, N y p de tal forma que si la EDO original es exacta, yu sea
factor integrante.

¢) Probar que si p, £ son factores integrantes, entonces j + £ es también factor integrante.

d) Probar que si i, son factores integrantes, entonces H (t,x) = ’gé:i)) es constante a lo

largo de las soluciones de la EDO.

15. Probar que no existe ninguna funcién z : I C R — R de clase C! tal que su gréfica (¢, z(t))
pase por el origen y las rectas normales a cada uno de los puntos de la grafica también pasen
por el origen.

16. Sea « : [a,b] — R? una curva C*.

a) Probar que ¢ : [a,b] — [a,b], ¢(s) = —s + a + b es un difeomorfismo.

b) Probar que
Bila, bl =R, B(s) = alp(s))

es una curva C'! cuya imagen 3([a, b]) (también llamada traza) coincide con la traza de
«. Intuitivamente, la curva /3 recorre los mismos puntos en R? que la curva o pero en
sentido contrario, y se llama reparametrizacion de o recorrida hacia atrds.

17. Integracion curvilinea. Sea Q) C R? abiertoy conexoy F': Q — R?, F(t,x) = (M (t,z), N(t,z)),
un campo vectorial. Dada +y : [a, b] — R una curva con coordenadas v(s) = (¢(s),z(s)) y tal
que y([a, b]) C €, se define

LF:LQHﬂmmw»

a) Probar que si o es una reparametrizacion de y recorrida hacia atrds, se tiene

AF:—AF

b) Probar que si existe H € C1(2) tal que 0H /0t = M, 0H/dx = N, entonces
[ F=H66) - HOwW)
N

¢) Concluir que si existe una curva cerrada vy en €2 (esto es, y(a) = (b)) tal que

LOF#O,

entonces no puede existir H € C*(Q) tal que 0H /0t = M, OH/dx = N.
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18. Sea 2 C R? un dominio estrellado, esto es existe pg = (to,zo) € 2 tal que para todo p =
(t,z) € Q el segmento que une py con p estd incluido en 2. Fijado py = (o, zo), denotemos
por Do p a tal segmento. Sean M, N € C() tales que OM/0x = ON/Ot. Probar que la
funcién

H(p):/ F(ta),  F(tz)= (M(tz),N(ta), pe(ta)eQ,

cumple el criterio de exactitud

OH

oOH
o =M

— = N.
ox
19. Sea (2 abierto y conexoy F': Q € R? — R?, F(t,z) = (M(t,z), N(t,z)), un campo vec-
torial. Supongamos que existe py € {2 con la siguiente propiedad: toda curva cerrada -y conte-
niendo a py cumple
/ F=0.
gl

H(p)z/ F. p=(t)eq
Tp

a) Probar que la funcién

donde 1y, es cualquier curva uniendo py con p estd bien definida. En otras palabras, si
Ya+ 7y son dos curvas uniendo po y p, entonces

b) Si OM/0x = ON/0ot, probar que H cumple el criterio de exactitud

o,  0H_
Ox

BT N.






Capitulo 3

Ecuaciones lineales

En el tema pasado nos centramos en el estudio de EDOs que se podian integrar para obtener una
expresion, en general implicita, de las soluciones. Incluso sin poder obtener una férmula explicita
en términos de funciones elementales, se pueden deducir propiedades cualitativas de las soluciones a
través de la derivacion implicita y el uso de técnicas analiticas elementales.

Aunque en el tema pasado nos dedicamos exclusivamente a EDOs de orden 1, esto es, la derivada
de mayor orden es 1, este estd lejos de ser el escenario real. Ya en la que posiblemente es la obra
cientifica mas importante de la historia, el famoso Philosophice naturalis principia mathematica de
Isaac Newton (1686-1687), se trata, entre otras muchas, la EDO de segundo orden

2+ kx =0, (3.0.1)

cuando se estudia el movimiento de un punto atraido por otro con una fuerza proporcional a la dis-
tancia. Esta ecuacién aparece igualmente en la ley de Hooke del movimiento de un muelle o resorte
elastico, bajo la hipdtesis de rozamiento nulo. Newton también observé que dada f : I C R — R
continua, las soluciones de la ecuacion

) = f(t),
dependen de n parametros arbitrarios. Otra EDO similar a (3.0.1) es
2"+ k?sinz = 0, 3.0.2)

que describe la amplitud angular respecto del reposo de un péndulo (de nuevo, sin rozamiento). Para
amplitudes pequeiias, se suele realizar la aproximacién sinx =~ x y volvemos a la EDO (3.0.1).
Llegados a este punto, es importante resaltar una diferencia fundamental entre las ecuaciones (3.0.1)
y (3.0.2); las soluciones de la primera forman un espacio vectorial real, al contrario que las segundas.
Estos pocos ejemplos ponen de manifiesto el interés natural de estudiar EDOs de orden superior.
Una forma de abordar este estudio, vista en el tema 1, es reducir una EDO escalar de orden n a un
sistema equivalente de orden 1 con n ecuaciones. En efecto, si tenemos la EDO en forma normal

a = F(taz,2, .., 2"Y), F:QcR" SR, (3.0.3)
introduciendo las funciones y;, = 2*~1 para k = 1, ..., n, se tiene que la EDO anterior es equivalente
al sistema

Y1 = Y2,
y;z—l = Yn,

yn = F(t, 90, Y1, Yn)-
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Este hecho motiva el estudio de los sistemas de orden 1, ya que toda solucién y = (y1, ..., ¥, ) cumple
que la funcidén z = y; es solucidn de (3.0.3). Con el mismo esfuerzo se puede estudiar un sistema de
EDOs de la forma
) = fi(t,x),
: x = (T1,.., Tp), (3.0.4)
xl, = fu(t,x),
que son equivalentes al estudio de EDOs vectoriales de primer orden de la forma =’ = f(t,z) con
f:QCRxR" = R" f=(f1,..., fn) Enelcaso particular pero de suma importancia en que la
funcién f(¢,x) es lineal en z, esto es f(t,x) = A(t)z +b(t),con A : I - M,(R)yb:1 — R"
continuas, el sistema (3.0.4) se escribe matricialmente

1'/1 = an(t)azl + -+ a1n<t)1'n + by (t),
: At) = (aij()ig, () = (01(t), -, ba (D))"
xl, = ap1(t)x1 + -+ app(t)zy + by (t),

Este serd el objeto de estudio principal en el presente tema.

3.1. Ecuacion lineal de orden uno n-dimensional

En esta seccion trabajaremos con sistemas lineales n-dimensionales expresados de la forma
' = A(t)z + b(t),

donde A(t) es una matriz n X n, b(t) es un vector (columna) de n componentes y las aplicaciones
t— A(t)yt— b(t),cont € I C R, son continuas. Esto dltimo equivale a que cada una de las
componentes a;;(t) y b;(t) de A(t) y b(t), respectivamente, sean funciones continuas. Dado un vector
xp € R", el problema de Cauchy con condicién inicial o € R" en el instante ¢y no es mas que el

sistema A) o
2 = A(t)z + b(t),
{ 2(to) = 0. 3.1.1)

Antes de enunciar el resultado fundamental de existencia y unicidad de este tema, necesitamos
recordar unas definiciones que serdn de utilidad.

Definicion 3.1.1. Dado un intervalo I C Ry una funcién f : I — R", definimos
[ flloo = sup [[f(B)]],
tel

donde la segunda norma || - || es cualquier norma en R"™.

Definicion 3.1.2. Una sucesion de funciones f,, : I — R"™ se dice que converge uniformemente a
f I — R" sise cumple
[ fn = flloo = 0.

En otras palabras, para cada € > 0 existe ng € N sdlo dependiendo de € tal que para todo n > ngy
paratodo ¢t € [ se tiene

[ fn(t) = )] <
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La convergencia uniforme de funciones tiene algunas propiedades muy interesantes, enunciadas
a continuacion.

1. Convergencia puntual no implica uniforme, incluso cuando la sucesién estd definida en un
compacto. Por ejemplo, f,(t) = t", t € [0, 1] converge puntualmente a la funcion f(t) = 0
sit €[0,1)y f(1) = 1. Sin embargo, esta convergencia no puede ser jamds uniforme porque
fn(t) es tan cercano a 1 como queramos si ¢ es suficientemente proximo a ¢t = 1.

2. Si fp, : I — R™ es continua paracadan 'y f, — f, entonces f es continua en /. Observemos
C.U.

que no hay hipétesis adicionales sobre la topolégia de I.

3. Sifa,b] C Iy f, — fenlI,entonces
Cc.Uu.

/abfn—>/:f.

Esto se puede probar, por ejemplo, usando el Teorema de la convergencia dominada.

Ojo! No va tan bien con las derivadas. Se puede probar que

fn(t> =

pero la sucesién de las derivadas, f,,(t), no puede converger ni siquiera puntualmente a una funcién
ya que f] (m) = cos(n) no tiene limite.

in(nt
sin(nt) o,
n c.u.

Definicién 3.1.3. Dada una matriz A € M,,(R), se define la norma del supremo como

Av n ‘ n
[l Al —sup{HHvHH: v eR", U#O} = max{||Av||: v € R", ||v]| = 1}.

3.1.1. Existencia y unicidad del problema de Cauchy

El resultado principal de esta seccidn es probar el resultado de existencia y unicidad del problema
de Cauchy (3.1.1).

Teorema 3.1.4. El problema de Cauchy (3.1.1) tiene una tinica solucion definida en todo 1.

Demostracion. Comenzaremos observando que x es una solucién del problema de Cauchy (3.1.1) si
y s6lo si se cumple

t

x(t) = o + / A(s)x(s) + b(s) ds, (3.1.2)
to

donde la integral se debe entender componente a componente,

/:z:(t)dt: </a:1(t) dt,/xg(t) dt,...,/xn(t) dt).

Andlogamente al caso n = 1, la integral (3.1.2) es conocida como integral de Volterra. Procedemos
a definir por recurrencia la sucesién de funciones

zo(t) = o,
Tpa1(t) = zo + t A(s)zk(s) + b(s) ds.
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La sucesion {zy} se conoce en la literatura como iterantes de Picard. La idea detrés de esta definicion
es comprobar que la sucesiéon xj converge a una funcién que serd de hecho solucién de la EDO.
Fijemos [a, b] C I tal que ¢y € (a,b) y sean

| Alloo = méXHA(t)H, [1blloo = midx [[b(t)]]
tela,b te(a,b]

c= max/ HA()I[ H]zol[ + [lb(s)[| ds = mix |1 (t) = 2o ()],
t€la,b t€fa

donde los méximos anteriores estdn bien definidos por ser A(t), xk(t) continuas y [a, b] compacto.
Entonces, para ¢ € [a, b] se tiene

t
|z2(t) — z1(8)][ = || t A(s)(@1(s) — zo(s)) ds|| < [|Al]cc|t — tol-
0
Andlogamente,
! A][2c 2
|z3(t) — z2(8)|[ = || t A(s)(2(s) — 21(s)) ds|| < ===t —tol”.
0
Por induccidn,
Ic>o
w0 — an@l] < LAl g

y en cualquier caso
[1A4]|5c

max ||zx41(t) — zx(1)]] < 7It tol".
t€la,b]

Consideremos la sucesion de funciones ao(t) = zo y ax(t) = xk(t) — xx—_1(t) para k > 0. Como

la serie formada por los términos HAH‘” €|t — to|* converge, por ejemplo aplicando el criterio del

cociente, la serie funcional ) ;- ax (t) converge absoluta y uniformemente en [a, b], sin mas que
aplicar el criterio de Weierstrass para series de funciones vectoriales. Ahora bien, una serie funcional
converge uniformemente si la sucesién de sus sumas parciales

converge uniformemente. Como las sumas parciales cumplen S (t) = z(t), la propia sucesion {xy, }
converge de manera uniforme en [a, b] a una cierta funcién z : [a, b] — R. Es mas, por ser z(¢) limite
uniforme de la sucesion {z} y siendo cada xj continua, tenemos que z(t) es continua para cada
t € [a,b]. Como el intervalo [a, b] se cogié en I de forma arbitraria, sin mas que suponer to € [a, b],
tenemos que xz(t) es continua para todo ¢ € I. Mds atin, el buen comportamiento de la convergencia
uniforme respecto de la integral nos permite deducir lo siguiente

x(t) :klilgo T4 ()

= lim (a;0+ tA(s)a:k(s) +b(s) ds) ds

k—o00 to

—zo + /t " lim (Als)ai(s) +b(s) ) ds

o k—00
t
=z9+ [ A(s)z(s)+ b(s)ds,

to
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y esto para todo t € I. En consecuencia, z(t) es de clase C! por el Teorema Fundamental del
Cilculo y es solucién de 1la EDO (3.1.1). Como ademads z(tp) = x¢ hemos probado que el problema
de Cauchy tiene una solucién en [a, b].

Ahora probamos que x(t) es la tnica solucion en [a, b]. Supongamos que existe otra solucién
y(t) del problema de Cauchy (3.1.1) en [a, b] y demostraremos que x(t) = y(t) para todo t € [a, b].
Denotemos

¢ = méx [[z(t) — y(t)|].
te(a,b]

Como y(t) satisface la ecuacion integral de Volterra (3.1.2) por ser solucién, se tiene la siguiente
estimacion para cada t € [a, b],

2(t) — y(t)]] < ||Ar|oo/ () — y(s)]| ds, (3.1.3)

y en particular
|z(t) =y < ||A]|ooclt — tol.
Si se sustituye la estimacidén anterior en (3.1.3), se tiene

e (t) — H<K/ 2(s) = y(s)| ds < ||A|% /‘s tol s — JALBeC Hoo P

Repitiendo el proceso n veces concluimos

Jatt) — wio))) < A

|t —to|™.
Como la sucesién <2l H°° |t —to|™ tiende a cero cuando n — oo independientemente de ¢, concluimos
que z(t) = y(t) para cada t € [a,b].

Ojo! Hemos probado que existencia y unicidad de solucion en cada intervalo de la forma [a, b] C
1. Para extender la existencia y unicidad a todo el intervalo I, consideramos una exhaucién [
lan, by), n > 1, de I por intervalos compactos con tg € I1;estoes, I, C L1y Urey In = 1.

Probemos primero la unicidad en I. Sean z,y : I — R"™ dos soluciones de (3.1.1) cons1derernos
t. € I arbitrario. Entonces existe ng tal que ¢t. € I,,. Como la restriccién de = e y a I, son
soluciones de (3.1.1), se tiene x(t.) = y(t«). Ya que ¢, era arbitrario, se tiene =(t) = y(t) para cada
tel.

Para finalizar, probaremos que existe una solucién en I. Si aplicamos el resultado de existencia
sobre cada I, se tendrd una solucién z,, del problema de Cauchy (3.1.1). Ademads, por unicidad si
n < m se tiene x,,(t) = x,,(t) para cada ¢t € I,,. En concreto podemos definir la funcién

x: I —R", x(t) = zp(t), sit € I,.

Esta funcién estd bien definida, de nuevo por unicidad. Dado ¢ € I podemos encontrar n grande tal
que t € I, por tanto x = x,, en I, y en particular en un entorno de . Entonces, x es derivable en ¢ y
se tiene

2 (t) = 2 (t) = A@t)zn(t) + b(t) = A(t)z(t) + b(t).
Deducimos que z € C(I) y cumple (3.1.2), es decir z es solucién del problema de Cauchy (3.1.1)
en /. O
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3.1.2. Ecuacion homogénea. Estructura de espacio vectorial y matrices fundamenta-
les

Tal y como hicimos en el tema 2, comenzaremos estudiando el sistema lineal homogéneo
' = A(t)z, (3.1.4)

dondet € I C Ry A: I — M,(R) es continua. El primer resultado de esta seccion es probar que las
soluciones de (3.1.4) forman un espacio vectorial, lo cual no deberia ni sorprendernos ni presentarnos
dificultad en su prueba. En cuanto a la dimension, si que tendremos que hacer un desarrollo algo més
elaborado. Antes de enunciar el resultado debemos dar una definicién.

Definicién 3.1.5. Se dice que z1,...,z, : I — R” son linealmente independientes en I si dados
A1, s Ap € R tales que
)\11’1@) + -+ /\nxn(t) =0

paratodot € I, setiene A\ = ... = \,, = 0.

Debemos remarcar que en la definicidn anterior los escalares Ap, ..., A, son fijos; no varian cuando
t se mueve en I. Ahora si podemos enunciar el resultado deseado.

Teorema 3.1.6. El conjunto de las soluciones de (3.1.4), Sy, es un espacio vectorial de dimension n.

Demostracion. Que el conjunto de las soluciones tiene estructura de espacio vectorial es trivial y se
deja como ejercicio. Para deducir la dimensién de este espacio vectorial, fijemos vy, ...v,, una base
de R" y tg € I. Sean z1, ...,z las tnicas soluciones de (3.1.4), en virtud del Teorema 3.1.4, con
condiciones iniciales xy(tg) = v para cada k = 1, ..., n. Si probamos que las funciones x1, ..., z,,
forman una base de soluciones, habremos concluido.

Para empezar, sean Ay, ..., A, € R tales que

Az + - Az, = 0.
Sustituyendo en ¢ se tiene
AU+ -+ Apu, =0,

y como vy, ..., v, forman una base de R™ concluimos que A\; = --- = )\, = 0, por lo que las
funciones x1, ..., x, son linealmente independientes. Sea ahora z una solucién de (3.1.4) y denotemos
z(tg) = v. Existen A1, ..., \, € R tales que

V=AU + -+ AUp.

Definimos z = \jx; + - - - + A\pxy, que cumple z(tg) = v. Por la unicidad del problema de Cauchy
para la condicién inicial z(¢y) = v concluimos que z = x y hemos probado que z1, ..., 2, forman un
sistema generador. O

Definicion 3.1.7. Un sistema fundamental de (3.1.4) es cualquier base de su espacio de soluciones.
En tal caso, si x1, ..., ,, forman un sistema fundamental de (3.1.4) y definimos la matriz

St)y=|z1 x2 -+ T

cuyas columnas son las funciones x1, ..., £, diremos que ® es una matriz fundamental de (3.1.4).
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Antes de avanzar, nos parece interesante hacer un par de aclaraciones que serdn ttiles en lo
sucesivo. Dado un sistema fundamental {z1, ..., z,, }, denotaremos sus funciones coordenadas con el
siguiente convenio,

T11 L1k T1in
21 T2k Ton

xl e 5 DY xk e 5 DY xn fr— 5
Tnl Tnk Tnn

y asi la matriz fundamental ®(¢) en coordenadas es

r1i1 T12 - T1in

r21 X222 - T2n
o(t) =

Inl Tp2 - Tnn

Sea ahora A = (A1, ..., A\,)T. Dado que el producto de una matriz por un vector es hacer la combi-
nacion lineal de las columnas de la matriz segin las coordenadas del vector, el producto ®(¢)\ no es
mas que el vector

T11A + T12A2 + -+ + T

: 11 Tin
. o1 Ton
TA + TpAo -+ T A [ =M L [t A L [ = et A
: Tnl Tnn
TniAl + Tpada + -+ TpnAp
Si expresamos A(t) en coordenadas
an(t) alg(t) v aln(t>
as1(t) aga(t) -+ agn(t
Ay = [ et e
anl (t) an2 (t) T ann(t)
el hecho de que cada =, = (x4, ...,:cnk)T sea solucion del sistema homogéneo (3.1.4), esto es

z) = A(t)zy, se expresa como el sistema de ecuaciones diferenciales

/ n
Ty = anxig + o+ Qnng = Y0 1%k,

/ n
T, = j1%1, + 0+ Qjndnk = Yoy QjiTiks

/ n
Tpp = 0nl1T1k + -+ GunTnk = Zizl AniLik-

Esto se resume matricialmente de la forma

O (t) = A(t)D(t).
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Sabemos que si {z1,...,x;} es sistema fundamental de (3.1.4), entonces por definicion estas
funciones son linealmente independientes. Es por tanto esperable que toda matriz fundamental tenga
determinante no nulo, en virtud de la independencia lineal de sus columnas en todo instante ¢, pero
seria también deseable que este hecho caracterizase a las matrices fundamentales. En otras palabras,
que dada una matriz cuyas columnas sean solucién de (3.1.4) y ademads tenga determinante distinto
de cero, tal matriz nos proporcione automdticamente un sistema fundamental de (3.1.4). El siguiente
resultado da respuesta a estas cuestiones.

Proposicion 3.1.8. Sea ®(t) una matriz cuyas columnas son soluciones de (3.1.4). Equivalen:
1. ®(t) es una matriz fundamental.
2. Paratodot € I se tiene det ®(t) # 0;

3. Existe ty € I tal que det ®(tg) # 0.

Demostracion. Denotemos por z1, ..., T, a las columnas de ®(¢).

Primero probemos 1 = 2. Sean zy, ..., z,, las columnas de ®(t), las cuales son una base del
espacio vectorial de soluciones de (3.1.4) y en particular linealmente independientes. Por reduccién
al absurdo, supongamos que existe ¢y € I tal que det ®(¢g) = 0. En tal caso, existen Ay, ..., A, € R,
no todos nulos, tales que

121 (to) SR /\nxn(to) =0.

Definimos la funcion x = \jz1 + - - - + A\, 2. Obviamente x es solucion de (3.1.4) y cumple z(ty) =
0. Por la unicidad del problema de Cauchy se tiene que x es idénticamente nula, lo que contradice la
independencia lineal de las funciones 1, ..., ;.

Que 2 = 3 es trivial. Finalmente para probar que 3 = 1 debemos demostrar que las columnas
de ®(t) son una base del espacio de soluciones. Si definimos

v =x1(to), w2 =ux2(to), -+ vn=2xn(to),

entonces {v1, ..., v, } es base de R™ por ser det ®(tg) # 0. Que x1, ..., z,, son linealmente indepen-
dientes se prueba tomando una combinacién lineal A\jx1 + - - - + A\px, = 0, sustituyendo en ¢ = #g
y usando que vy, ..., v, es base de R™. Sea ahora z una solucion de (3.1.4) y sea v = z(t(). Existen
AL, -y Ap tales que v = A\quy + - - - Apup. Por unicidad del problema de Cauchy en t = ¢,

2= MZT1+ -+ App,

lo que prueba que x1, ..., x,, generan el espacio de soluciones y por tanto ®(¢) es matriz fundamental.
O

Ejemplo 3.1. ;Pueden ser las funciones

1 (t) = C) , o m(t) = (C%St> :

soluciones linealmente independientes de algtin sistema con coeficientes continuos en R? ;Y en un
intervalo mas pequefio? En caso afirmativo, deducir el sistema del que 1, x2 son soluciones.

(1) = (}5 C?)

Si lo fueran,
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serfa una matriz fundamental, pero su determinante es det p(t) = —t cost, el cual se anulaent =0y
paratodo t = 5 + km, con k € Z. En consecuencia, €l sistema diferencial no puede estar definido en
todo R. Si nos restringimos a intervalos que no contengan estos puntos, entonces pueden ser solucién
de un sistema diferencial, el cual viene caracterizado por

' (t) = A(t)D(t).
Ahora bastaria despejar A(t), obteniendo

tant
—tant

~+ | =

Notese que si ®(¢) es una matriz fundamental, la solucién general de (3.1.4) viene dada por
r=Mz14 Mz =), A=A, eRY

Dicho de otra forma, para generar el espacio de soluciones del sistema homogéneo (3.1.4) basta
multiplicar cualquier matriz fundamental ®(¢) por vectores de R™. Esto generaliza de cierta forma
el caso de la EDO lineal homogénea de orden 1; dada una solucion, cualquier otra es proporcional.
El siguiente resultado relaciona las matrices fundamentales y nos dice que, en esencia, todas son un
cierto multiplo matricial de una matriz fundamental dada.

Teorema 3.1.9. Sea ®(t) una matriz fundamental de (3.1.4). Entonces, ¥(t) es otra matriz funda-
mental de (3.1.4) si'y sélo si existe una matric C € M,,(R) con det C # 0 tal que ¥ (t) = ®(t)C.

Demostracion. Comenzando recordando un resultado bésico de la teoria de espacios vectoriales. Si
V' es un espacio vectorial de dimensioén n, tomamos una base vy, ...v, de V, consideramos vectores
wi, ..., Wy y los expresamos respecto de la base vy, ..., v, como w; = A1;v1 + - - - + Api¥Un, €Ntonces
wy, ..., Wy forman base de V' si y sélo si

A1 A2 o A
A2t A2 - Ao

det | . | .| #0.
)\nl )\n2 et )\nn

Sea pues C' = (c;;) una matriz con det C' # 0 y definamos W(¢) = ®(¢)C. Entonces si las
columnas de W(¢) son z1, ..., 2, s claro que zp = ¢y, + « -+ + Cpp®n y cada zg es solucion de
(3.1.4). Como det C' # 0 las funciones z1, ..., z, vuelven a formar una base del espacio de soluciones
de (3.1.4) y hemos probado que ¥(t) = ®(¢)C' es matriz fundamental.

Reciprocamente, si ¥(t) es una matriz fundamental y sus columnas son 21, ..., 2, entonces para
todo k = 1,...,n se tiene 2z = c1,T1 + - - - + Cpkxy, para ciertos cji, j = 1,...,n (por ser x1, ..., Ty
base). Matricialmente se escribe como ¥ (t) = ®(¢)C, donde C' = (c;;). Ahora bien, como W (t) es
matriz fundamental entonces det U(¢) # 0 lo que necesariamente implica det C' # 0. U

Si ®(t) es una matriz fundamental de (3.1.4) el Teorema 3.1.9 garantiza que ®(¢)®~!(ty) es de
nuevo matriz fundamental para cualquier £y € I. De hecho, esta matriz fundamental es la identidad
en el instante ¢y. Tenemos pues el siguiente corolario que concierne al problema de Cauchy.
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Corolario 3.1.10. El problema de Cauchy

aj(to) = Xy.

tiene como solucion
xr = (I)(t)q)_l(to)xo.

La dificultad de resolver el problema de Cauchy radica en obtener n funciones independientes de
su espacio de soluciones para formar su matriz fundamental asociada.

Ejemplo 3.2. Consideremos el problema de Cauchy

m’*()lx
T \=-1 0/

Si denotamos por z = (x1,x2), entonces el sistema anterior es :c’l = X9, x’2 = —x1, lo cual es
equivalente sin mas que derivar la primera ecuacién a

r{ +21=0.

Esta ecuacion es lineal homogénea de segundo orden y por tanto su espacio de soluciones tiene
dimensién 2. Como las funciones sin ¢, cos ¢ son linealmente independientes (jpruébese!), se tiene que
forman un sistema fundamental de soluciones. En consecuencia, usando que x5 = x| construimos la

matriz fundamental
sint cost
d(t) = . .
( ) (cos t —sin t)

Por tanto, dado A = (Aq, )\2)T € R?, 1a solucién de la ecuacién homogénea es

sint cost
z(t) = P(H)A =\ <cost> + Ao (_ sint> .

Para calcular la solucién del problema de Cauchy, calculamos

o1(1) = <sin1 cos 1 )

cosl —sinl

La solucién pues del problema de Cauchy es
_ 1 1\ [ cos(t—1)+sin(t—1)
z(t) = o) (1) (1 - \—sin(t—1)+cos(t—1))°

3.1.3. Ecuacion completa. Método de variacion de las constantes

En esta seccién nos dedicamos al estudio de las soluciones de la ecuacién completa
= A(t)x + b(t), (3.1.5)

donde ahora el vector b(t) = (by(t),...,b,(t))T no es idénticamente nulo. Al igual que en el caso
de dimension 1, las soluciones del sistema homogéneo (3.1.4) y del completo (3.1.5) guardan una
estrecha relacién. La demostracion de este resultado es totalmente andloga al Teorema 2.3.2 dada en
el Tema 2 y por eso se omite.
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Teorema 3.1.11. Sean Sy, y S. los conjuntos de soluciones de las EDOs homogénea (3.1.4) y comple-
ta (3.1.5), respectivamente. Entonces, S, tiene estrcutrua de espacio afin sobre el espacio vectorial

Sh.

De manera similar al caso n = 1, basta conocer una solucion particular x,;, del sistema completo
para concluir que cualquier otra solucién x es de la forma

T=Tp+ MNx1+ -+ ATy,

con Ay, ..., A, € Ry xp,...,x, una base del espacio de soluciones del sistema homogéneo. En
términos de matrices fundamentales, si ®(¢) es matriz fundamental de (3.1.4) con columnas el sistema
fundamental 1, ..., x,,, las soluciones de (3.1.4) vienen dadas por ®(£)\, con A = (A1,...,\,) 7,y
por tanto las soluciones de (3.1.5) son de la forma

x=xp+ D(t)A, A eR™

La obtencién de una solucién particular de (3.1.5) tiene su inspiracion en la resolucién de la
ecuacion lineal completa para n = 1, tal y como vimos en el pasado tema. Para tal fin, debemos
conocer una matriz fundamental ® de (3.1.4), cosa que como estamos incidiendo esta lejos de ser una
cuestion trivial (o incluso f4cil...). Supongamos conocida una matriz fundamental y busquemos una
solucién particular ), de (3.1.5). La forma de proceder estd inspirada por el método de variacion de
las constantes introducido para el caso n = 1, y por tanto suponemos ,, de la forma

2y = B(OA(1),
donde ahora \() es un vector variable. Por una parte,
xy, = P ()A(t) + ()N (1) = A(t)P(E)A() + D)X (1),
y si imponemos que x,;, sea solucién particular se tiene
xp, = A(t)zp + b(t) = A(t)D(t)A(t) + b(t).

Igualando ambos términos concluimos

A(t) :/<I>‘1(t)b(t) dt.
Asi pues,
T, = @(t)/(I)l(t)b(t) dt.

Por dltimo, la solucién general del sistema completo (3.1.5) viene dada por
2= BN+ (1) / SUDbE)dt, AR

En relacién al problema de Cauchy, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.12. El problema de Cauchy
{ ' = A(t)z + b(t),
J}(to) = X,

tiene como solucion .

z =) (to)zo + @(t)/ O (s)b(s) ds.

to
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Ejemplo 3.3. Resolvamos el problema de Cauchy
o - 0 1 - sint
- \-1 0 cost)’
1
z(1) = <1> .

Sabemos que una matriz fundamental es

_ [ cost sint)
() = (— sin t) cost> '

La matriz inversa es
cost —sint
)= ("
() <smt cost > ’

y el producto ®~1(s)b(s) no es més que
-1 __ [coss —sins) (sins)\ (0
O (s)b(s) = <sins oS 8 > <cos s) - <1) ’
con primitiva (0,¢ — 1)7. La solucién es pues

v cost sint cosl —sinl 1 n cost sint
~ \—sint cost/) \sinl cosl 1 —sint cost

J(2)

Llegados a este punto, debemos advertir que no existe un método general para calcular una matriz
fundamental del sistema homogéneo. A continuacién, destacamos algunos casos concretos en los que

este célculo si que es posible y de cierta forma efectivo.

1. La matriz A(t) es diagonal. En efecto, si a;;(t) = 0 para todo i # j entonces el sistema

x' = A(t)x se expresa como n EDOs lineales homogéneas
37; == akk(t)xk, k= 1, ey 1,

cuya solucion general para cada k es xj, = ckef ar (t)
n soluciones linealmente independientes,

0
Tk = Tk = ef akk(t) dt s
0
y una matriz fundamental es
e a1 (t)dt 0 e 0

0 efagz(t)dt . 0

: : . 0
0 0 ceo efann(®)

B(t) =

dt siendo ci € R. En particular, tenemos

dt
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2. La matriz A(t) es triangular. Por ejemplo, triangular superior

au(t) alg(t) R - Gln(t)

0 a9 (t) R <o a9 (t)

A(t) — 0 0 ass (t) e A3p (t)
0 0 0 am®)

En este caso podemos integrar la tltima ecuacién
/
Ty = ann(t)xna
obteniendo z,, = e/ 9 ()t Ahora subimos de fila y consideramos la ecuacién

‘/L{n—l = anfl,nfl(t)xnfl + anfl,n(t)xn-

Como la solucién z,, es conocida, podemos resolver la ecuacidn lineal completa anterior obte-
niendo x,,_1. [teramos este proceso y vamos obteniendo soluciones x hasta llegar a la primera
ecuacion

oy = a11(t)x1 + aa(t)xe + - + a1 (t)xp,

donde las funciones z2, ..., ,, son conocidas por los pasos previos. Ahora solo restaria resolver
la ecuacion completa 2} = aq1(t)x1 +b(t), con b(t) = a12(t)za+- - -+ a1, (t)x, y tendriamos
resueltas todas las ecuaciones escalares.

Notemos que para cada k = 1, ..., n, la aplicacién vectorial
0

0
t— x(t)
Tp+1(t)

Ta(t)

es solucién de la EDO, y son todas linealmente independientes. Por tanto, una matriz funda-
mental viene dada por

r, 0 -+ 0
To To e O
o(1) =

3. La matriz A(t) es de coeficientes constantes. Esto lo veremos en la siguiente seccion

3.2. Ecuacion lineal de orden n uno-dimensional

Sean ag, a1, ...,a,_1,b € C(I). La EDO lineal de orden n es la EDO

2™ 4 an 1 (02" + L+ ar (D)2 + ao(t)z = b(t). (3.2.1)
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Si b = 0 la ecuacidn se dice homogénea, y si b # 0 se dice completa.

Todos los resultados tedricos de resolucién de EDOs desarrollados en el tema 2 han sido para el
caso de orden uno. Llegados a este punto, podemos hacer uso del resultado teérico del pasado tema
de que toda EDO de orden n se puede reducir a un sistema equivalente de n ecuaciones y orden 1.
El cambio de variable usual z, = 2=V, k = 1, ..., n, transforma la EDO (3.2.1) en el sistema de
primer orden equivalente

‘7;1 — :L‘27
fUQ — .1‘3,
x;w—l = Tn,
xl, = —ap—1(t)xn — ... — a1 (t)za — ag(t)xy + b(t).
Ahora bien, este sistema se puede escribir matricialmente como ' = A(t)z + b(t), con x =
(z1, .., mn) Ty
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
ap=| ° ! O win=lo RN IR
: : : - - 0 0
b(t
0 0 0 0 . 1 ®)
—ao(t) —al(t) —(Ig(t) s —an,Q(t) —anfl(t)

(3.2.2)
Aqui hemos abusado de la notacién e identificado la funcién b(¢) con el vector cuyas n— 1 componen-
tes son nulas y la dltima es precisamente b(t). El siguiente resultado es consecuencia de la reduccion
de orden dada por (3.2.2) y nos permite relacionar soluciones de las EDOs escalar y matricial.

Teorema 3.2.1. Sea S}’ el espacio de soluciones de la EDO homogénea (3.2.1). Entonces, S} tiene
estructura de espacio vectorial. Mds aiin, si denotamos por S}, al espacio vectorial de soluciones del
sistema x' = A(t)x para A(t) dada por (3.2.2) y consideremos el operador lineal

T:C"(I,R) — CHI,R™), Tz=(z,2, .. a"" T, (3.2.3)

entonces T : S}' — S} es un isomorfismo de espacios vectoriales y se tiene dim S = n.

Demostracion. Que el conjunto S7' de soluciones de la EDO homogénea es un espacio vectorial es
algo trivial. Dado el operador lineal T definido en (3.2.3), consideremos la restriccion 1" : S} — Sy,
y probemos que es un isomorfismo de espacios vectoriales. Para probar que 7' es inyectivo basta
observar que ker T" = {0}. En efecto, sea x € S tal que Tz = 0. Por la propia definicién Tz =
(z,2’,...,z"~ 1) y por ser esta funcién vectorial nula en particular su primera componente es nula y
por tanto 2 = 0. Para probar que T es sobreyectivo, tomemos (1, ..., Z,) € S}. Por ser (z1, ..., )
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solucién de 2/ = A(t)x, para A(t) definida por (3.2.2), se tiene

0 1 0 0 0
, 0 0 1 0 0
T . 1
_ 0 0 0 1 . 0
Tn 0 T,
0 0 0 0 . 1
—a()(t) —al (t) —ag(t) cee —an_g(t) —an_l(t)
o expresesado en coordenadas,
x), = ap1, k=0,.,n—1, &), = —ag(t)er — ar(t)a) — - — ap_ray
Ahora bien, definiendo = z; concluimos z, = zF~1 para k = 1,...,n y por tanto Tz =
(21, ...,y ). Para concluir, debemos probar que efectivamente x € .S, pero esto es inmediato sin mas
que derivar z,, y usar que z, = 2" 1),
2l = (a" VY =2 = —ap(t)x1 — a1 ()} — - — an_l(t)a:?_l).
Esto implica que = € S}/, probando la sobreyectividad de T'. O

Una consecuencia de este resultado es la estructura de espacio afin de la ecuacién completa.

Corolario 3.2.2. El espacio de soluciones, S}, de la EDO completa (3.2.1) tiene estructura de espa-
cio afin sobre el espacio vectorial S} de soluciones de la EDO homogénea. En particular, dada x,,
solucion particular 'y {x1,...xn} una base de Sy, cualquier solucion de la EDO completa es de la
forma

T=xp+c1x1+ -+ Cpn.

Mas aiin si T es el operador (3.2.3) y denotamos por S.. al conjunto de soluciones de la EDO
matricial completa ' = A(t)x + b(t), con A(t),b(t) dados por (3.2.2), entonces T : S — S.,
es una biyeccion.

Demostracion. Sea S} el espacio de soluciones de la EDO completa (3.2.1). Entonces la aplicacién
p:SEx ST =Sy, plwy)=r-y

estd bien definida e induce una estructura de espacio afin en S7'. En efecto, si x,y € S/ entonces la
linealidad de la derivada y de la propia EDO nos permite concluir que x — y € 57, por lo que ¢ estd
bien definida. Que ¢ cumple las propiedades de aplicacién que induce estructura de espacio afin es
trivial.

Consideremos la restriccién T' : S' — S.. Primero veamos que 7" estd bien definido, es decir
dada x € S” probemos que T’z € S.. Por una parte,

(Tz) = (&, 2", ... = (', 2", ..., —ap(t)x — ay()x' — -+ — ap_1(H)z" D 4+ b(t))".
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Por otra parte,

"

—ag(t)x — a1 (t)x’ — - — ap_1(t)x" Y + b(t)
lo que prueba que Tz € S.. Que T es biyectivo se prueba de la misma forma que en el Teorema

3.2.1. g

Del corolario anterior deducimos que si (z1,...,x,) € S/ entonces x = 1 € SI. Esto tiene
como consecuencia la existencia y unicidad del problema de Cauchy para la EDO (3.2.1).

Corolario 3.2.3. El problema de Cauchy

2™ + a1 ()2 + .+ ay ()2 + ao(t)x = b(t)
x(tO) = ui,
.%'I(t()) = U2,

2"V (tg) = up,
conty € I yup € Rparak =1, ..., n, tiene existencia y unicidad.

Demostracion. Basta definir el problema de Cauchy andlogo

o’ = A(t)z + b(t),
51

T
= (x1,....,2n)",
l‘(to) = ) ( ! n)

Un,

el cual sabemos por el Teorema 3.1.4 que tiene existencia y unicidad. En vista del operador T' dado
por (3.2.3) podemos afirmar que 2 = z; es solucién de (3.2.1) y cumple zF1(tg) = x4 (to) = uy,
paratodo k =1,....n. O

Por analogia con todo lo visto hasta ahora, llamaremos sistema fundamental de soluciones de
(3.2.1) a cualquier base {z1, ..., x,} de su espacio de soluciones. Ahora bien, dado un sistema fun-
damental de (3.2.1), las funciones vectoriales dadas por el isomorfismo 7',

r1 {5 In
/ / /
L1 ) T,
Tz = : , Txoy = : , e, Tz, = : ,
n—1) n—1) n—1)
x Tqy Tn

forman un sistema fundamental del sistema x’ = A(¢)x, lo cual equivale a que la matriz

Tl {5 In

Ty @ Ty,
D(t) = : .

n—1) n—1) n—1)
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sea una matriz fundamental. Sabemos por el Teorema 3.1.9 que las matrices fundamentales tienen
determinante no nulo y de hecho esta propiedad las caracteriza. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.2.4. Dadas x1, ..., z,, € C"1(I), se define el wronskiano como la funcién

T X9 e T
/ / /
"El $2 e I‘n
W(z1,...,x,)(t) = det : : :
n—1) n—1) n—1)

Ahora la Proposicion 3.1.8 se enuncia como sigue.

Teorema 3.2.5. Sean x1, ..., xy soluciones de (3.2.1). Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. x1,...,x, es un sistema fundamental de (3.2.1); esto es, x1, ..., Xy son linealmente indepen-
dientes.

2. Existe to € I tal que W (x1, ..., xy)(to) # 0.
3. Paratodot € I se tiene W (x1,...,x,)(t) # 0.

Observacion 3.1. Si x1,...,x, son funciones linealmente dependientes, su wronskiano es idénti-
camente nulo ya que encontramos columnas linealmente dependientes entre ellas. Ahora bien, el
reciproco no es cierto (salvo que impongamos ademds que x1, ..., T, son soluciones de la misma
ecuacion lineal homogénea con coeficientes continuos). En efecto, sean

() £0, s te[0,3),  m) =0, si te[s1],

) 2
1 1
p(t)=0, si tel0,5),  aa()#0, si ten1,

donde se impone que las funciones sean C'' (de hecho se pueden definir para que sean C>). Clara-
mente ambas funciones son linealmente independientes, pero sin embargo su wronskiano es idénti-
camente nulo.

3.2.1. Ecuacion completa. Método de variacion de las constantes

Para finalizar, estudiamos cémo resolver la ecuacién completa

2™ 4 an 1 (02" + 4 ar (D)2 + ao(t)z = b(1).

Supongamos conocido un sistema fundamental x1, ..., z,, de la ecuacién homogénea. Entonces,
toda solucién de la ecuacién homogénea es de la forma

T=cr1+ -+ cpTn, cr € R.

De la misma forma que en el caso de orden 1 y para sistemas diferenciales completos, bastard conocer
una solucioén particular x,, de la ecuacién completa. Para encontrar una solucion particular usamos la
idea de la variacion de las constantes, es decir buscamos x,, de la forma

xp =ci(t)rr + -+ cn(t)zp,
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conc; : I — R de clase C'. Sabemos que si z, € S, entonces Tz, € S,y viceversa, y por
tanto bastard encontrar una solucién vectorial particular del sistema matricial ' = A(t)x + b(t) para
posteriormente quedarnos con su primera coordenada como solucién particular de (3.2.1). Sea pues
la matriz fundamental

xl x2 ... xn
(1) =
n—1) n—1) n—1)

Sabemos que una solucién particular de la forma ®(t)c(t), con c(t) = (c1(t), ..., ca(t))T, satisface
®(t)c/(t) = b(t). El sistema de ecuaciones lineales obtenido es

cy(t)wy + cy(t)xe +o+ )z, = 0,
cy () + cy(t)ah +o+ ), = 0,
GV 4Bt 44 AV = b,

donde debemos incidir en que las incégnitas son las funciones c(t). Como la matriz de coeficientes
®(t) tiene determinante no nulo al ser una matriz fundamental, la regla de Cramer nos da la solucién

_det D ()

1) = Jora()

b(t),
donde P (t) es la matriz obtenida al sustituir en ®(¢) la columna k-ésima por el vector (0, ...,0,1).

En términos del wronskiano,
Wi (1)

donde W (t) = W(z1,...,xy)(t) y Wi(t) = det ®(t). Finalmente, integrando ¢} (t) tenemos que
una solucion particular es

Wi (t) Wa(t)
a;pz/ Wl(t) b(t)dt:c1+~-+/ W0 b(t) dt ..

Para concluir, la solucion de la ecuacién completa (3.2.1) es
z(t) = 11 + -+ - + cpy + Tp, (c1y..y0n) € R™

Ejemplo 3.4. Consideremos la ecuacion

x”—%x’—i—%xth%—t, t € (0,00).
Para resolver esta ecuacion, primero necesitamos un sistema fundamental de soluciones. Como la
EDO es de segundo orden, necesitaremos dos funciones linealmente independientes que resuelvan la
EDO homogénea. Ademds, por la naturaleza de la ecuacion no parece descabellado intuir que posibles
soluciones sean polinémicas. Supongamos pues z(t) = t* y sustituimos en la EDO homogénea,
obteniendo
E(k — 1)tF2 — 3kt" 2 4 3tF2 = 0,
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de donde concluimos
K —4k+3=0=k=1,3.

Por tanto, las funciones 1 = ¢, xo = t> son soluciones de la EDO homogénea y claramente son
linealmente independientes. En consecuencia,

o0 = (] )
es matriz fundamental y la solucién de la EDO homogénea es
Tp = cit + czt?’, c1,c0 € R.
Para resolver la EDO completa, primero calculamos
W(t) =det ®(t) = 2t3,  Wy(t) = -3, Wa(t) = t.
Si buscamos z,, = ¢1(t)t + ca(t)t3, sabemos que cada cx(t) es solucién de la EDO

W (t) 1

Wl(t) 1
L) = b(t) = —=(82 + ¢ L) = b(t) = — (82 + ¢
de donde concluimos

h=-C_C =L g

alb) =g~y @z gTyst

Tras sustituir y simplificar, concluimos que la solucion general de la EDO es de la forma
4 3 3
m(t):§—z+§logt+clt+02t3, c1,c0 € R.

Finalmente, si se nos diesen condiciones iniciales x(to) = zo y 2'(to) = x1, bastarfa sustituir en la
expresion anterior y obtener los valores ¢, c3 adecuados.

3.3. Ecuacion lineal de orden uno n-dimensional con coeficientes cons-
tantes

Hasta ahora el poder resolver la ecuacion (3.1.5) depende fuertemente de poder encontrar un
sistema fundamental de la ecuacién homogénea 2’ = A(t)x. A final de la seccién 3.1 vimos que un
caso concreto de matriz A para la que podiamos resolver el sistema homogéneo correspondiente es
el caso en que A es una matriz diagonal,

A(t) = diag(ar (1), an (1)).
En tal caso, x}, = a(t)xy, tiene como solucién xy, = el ax(t) dt Una matriz fundamental es por tanto
D(t) = diag(efal(t)dt’ - efan(t)dt)_

Podriamos definir de forma simbdlica, sin ningin tipo de rigor matematico por ahora, la exponencial
de una matriz diagonal A = diag(ay, ..., a,) como

e = exp(diag(ai, ..., an)) = diag(e®, ..., ™).
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Es decir, la exponencial de una matriz diagonal la definirfamos como la matriz diagonal formada
por la exponencial de las entradas en la diagonal principal. Con esta notacidn, insistimos informal,
tendriamos que una matriz fundamental del sistema 2’ = A(t)x para A(t) diagonal seria

(I)(t) _ efA(t)dt‘

Notemos que toda matriz fundamental cumple ®'(t) = A(t)®(t) y en este caso concreto es como si
la propia exponencial de la matriz recuperase esta propiedad al derivarla de manera informal.

Supongamos que la matriz A(t) es constante. Si A fuese diagonalizable, existiria P invertible tal
que A= PDP~! = Pdiag(\1, ..., \,) P~ L. Si llamamos y = P~!x el problema original es

y' =P '’ = P7'PDP 'z = Dy.
Este problema ya sabemos resolverlo, obteniendo la solucién general
y(t) = diag(eM?, ..., eMY)e, ceR™
Ahora basta deshacer el cambio, obteniendo
T = Pdiag(e)‘lt, - e)‘”t)c, ceR™

Como P es regular en particular se puede ver como un isomorfismo de R™ en si mismo y por tanto
podemos sustituir ¢ por P~ !¢, reescribiendo la solucién como

x = Pdiag(e™t, ..., e’ P, ceR”

Observemos que esta solucién solo depende de cierta forma de la parte semejante diagonal de A y
no tanto de las matrices de paso P, P~'. Con la notacién informal e'” = diag(eM'?, ..., eM?), la
solucion seria

z = PetP P e, ceR™

Como quiera que tA = P(tD)P~1!, es como si la solucién rompiese la semejanza y solo se quedase
con la parte diagonal. Si finalmente definiésemos de manera informal

et = PetP Pl = Pdiag(eM, ..., M) P (3.3.1)
tendriamos que la solucién del sistema x’ = Ax es
z(t) = ete, ceR"™
En particular, la solucién del problema de Cauchy x(tg) = z, que viene dada por
z(t) = Pdiag(eM (1) eMt-to)yp=lg,
se escribirfa con esta notacion informal como
z(t) = et g,

Esto no deberia extrafiarnos, puesto que en el caso de dimensién 1 estudiado en el pasado tema, la
solucién del problema de Cauchy 2’ = az, x(tg) = o, con a(t) = a € R, es z = e*(t=10)z. En
lo que queda de tema daremos formalidad a esta idea de exponencial de una matriz, proporcionando
una forma de calcular soluciones del sistema homogéneo cuando A es de coeficientes constantes y
que, al menos, satisfaga que la exponencial de una matriz diagonal es la matriz diagonal formada por
la exponencial de sus coeficientes diagonales.
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3.3.1. Solucion general. Exponencial de una matriz

Sea A € M,,(R). Fijada una norma en R", por ejemplo la usual, recordemos que se define la
norma uniforme de A como

Al = max{||Az[|: [[z]| <1} = max{[[Az]]: |Jz|| = 1}.

Asi definida, la norma uniforme cumple todas las propiedades que debe satisfacer cualquier norma.
Mas atn, se tienen las siguientes propiedades especificas.

Proposicion 3.3.1. Sean A,B € M, (R) y x € R™. La norma uniforme satisface las siguientes
propiedades.

L || Az]] < [[A[[ ||[]-
2. [[AB]| < [|A[[1]BIl.

3. ||A¥|| < ||A|%, para todo k € N.

Demostracion. 1. Si z = 0 no hay nada que probar. Si z # 0 entonces consideramos el vector
unitario x/||z||. Por la definicién de norma uniforme,

@ 1
1Al = gyl < 141 = llAz]l < 1Al 2]

||
2. Dado x € R" con ||z|| < 1, en virtud del apartado anterior se tiene
[[ABz|| < [|A][||Bz|| < [|A[[|[B]| ||=]| < [|All]|B]]-
Ahora se concluye tomando el maximo entre todos los z con ||z|| < 1.

3. Sik =0,1,estrivial. Si £ > 1, es una consecuencia del apartado anterior sin mas que aplicarlo
k veces.

O]

Estamos en condiciones de introducir el concepto de exponencial de una matriz.

Definicién 3.3.2. Dada A € M,,(R), se define la exponencial de A y se denota por e” o exp(A)

como o
A
e = exp(A) := T

k=0

donde la suma se entiende componente a componente y A° es la matriz identidad I,, de orden n.
Vamos a probar que la exponencial de una matriz estd bien definida.
Teorema 3.3.3. Dada A € M, (R), la matriz e estd bien definida. Mds aiin, la serie
kD
k=0

converge absolutamente.
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Demostracion. Recordemos que dada una sucesion {ay};>1 en un espacio normado (X, || - ||), se
. . oo ; . oo

dice que la serie ) |~ ; aj, es absolutamente convergente si la serie ) - ; ||a|| es convergente. Por

la propiedad 3. de la Proposicion 3.3.1 se tiene

k k
1A% _ 1lAll
Ko~ kD
. AllF . .. .
Como la serie Y 72 I k|!| es convergente (precisamente converge a ellAll, el criterio de comparacion
prueba la convergencia absoluta de la serie que define e?. O

Observacion 3.2. De la demostracién anterior deducimos

— Ak = |45 _ 4
HZ?HSZTSG .
k=0 k=0

En consecuencia, tomando limite cuando n — oo en el miembro de la izquierda se tiene

le]] < el

El siguiente resultado es un lema técnico que es analogo a la férmula del producto de Cauchy
para series numéricas.

Lema3.34. Sean A =) ;2 Ay y B = E;io Bj dos series de matrices absolutamente convergen-
tes. Para cada l > 0 se define

Ci= Y AiB;
k+j=l

Entonces, la serie C = _° C} es absolutamente convergente y C' = AB.

Una vez conocido el lema que concierne al producto de Cauchy para series numéricas, enuncia-
mos el resultado que recopila las propiedades mas importantes de la exponencial de una matriz.

Teorema 3.3.5. Dadas A, B € M, (R), se tienen las siguientes propiedades.

1. €% = I,,, donde 0,, denota la matriz cuadrada nula.

2. Si AB = BA, entonces eAtB = ¢AeB,

A

3. e 4= (eA)*l. En particular, e* es invertible.

4. Si P es invertible y B = PAP™1 entonces e? = PeAP1,

5. Seanp,q € Nconp+q=ny A € Mp(R)y Ay € My(R). Se define A = diag{A;, Az}
como la matriz cuyas primeras p X p entradas forman la matriz Ay, cuyas iltimas q X q son la
matriz Ao y el resto de entradas son cero. Entonces

e = diag{e??, e42}.

6. Si v € R™ es vector propio de A con valor propio )\, entonces v es vector propio de e®

correspondiente al valor propio e*.
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Demostracion. La propiedad /. es consecuencia de la propia definicién de exponencial de una matriz,
mientras que 3. es consecuencia inmediata de 2. y del hecho de que A y — A conmutan. Probemos la
propiedad 2. La conmutatividad de A y B aseguran que se cumple la férmula del binomio de Newton,

l
l Ak Bi
(A+B) = <>A’“Blk:l!
2 T

Ahora bien,
(A + Bl & Ak B
A+B _
D P S P
1=0 1=0 k—+j=I
y en virtud del Lema 3.3.4,

2k > pi

A+B __ _ JA_B

e = (Zk') 27 =€ e .
k=0 7=0

La propiedad 4. es consecuencia de las identidades evidentes P(A + B)P~! = PAP~! +
PBP~ 'y (PAP~ )k = PA*P~1, de las que se deduce

" (tB)* N (tPAPT)E "L (tA)R L
3o UB) s (epAl >=P<zf2}>P<

k=0 ) k=0

Tomando limites cuando n — oo, se tiene 4.
Referente a la propiedad 5., podemos ver A como la suma directa

_ (A 0 _
A—(O A2>—A1€BA27

y usamos la propiedad (A; & Ag)k = A'f @ A’Z“, obteniendo
n n n
) (Ay @ Ag)F Avo Al 1 (AF 0 edr 0 A A
Shm ) s T s ) 5 () )~ (o en) = diestet e
k=0 k=0 k=0

Para finalizar con la prueba de la propiedad 6., sea v € R™ vector propio de A con valor propio
)\, esto es Av = Av. Como quiera que A¥v = A\Fu,

no Ak noyk
v = lim A% = lim Ao = e,
concluyendo la prueba. O

Observacion 3.3. El resultado anterior nos facilita el cdlculo de la exponencial de una matriz de la
siguiente forma.

1. La propiedad 4. nos asegura que basta expresar A respecto de una base adecuada. En concreto,
si A= PDP~! con D diagonal, su exponencial es

= Pdiag{e™,...,e*} P71,

lo cual concuerda con la definicién informal (3.3.1) que nos proporcionaba una matriz funda-
mental del sistema 2’ = Ax.
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2. La propiedad 5. nos asegura que si A no es diagonalizable pero tiene una expresion A =

PJP~! siendo
J1

Ja

Jk

una matriz con bloques .J; cuyas exponenciales e’ son conocidas o calculables, entonces la
exponencial e” es inmediata de calcular.

Hasta ahora hemos definido la exponencial de una matriz de coeficientes constantes, pero de
igual forma que sucede con la exponencial real podemos definirla para una matriz con coeficientes
variables.

Definicién 3.3.6. Sea A : I C R — M,,(R). Se define la exponencial de A(t) como

— A(t)"
A(t) _
€ _Z Ll
k=0

k
Observamos que para cada ¢ € I fijo, la serie ) - A(k—t!) converge puntualmente a e, Mis
aun, sea ' C I compacto y definimos

M = mix||A(0)]]

donde ||A(t)|| es la norma uniforme de cada matriz A(t). Si denotamos ay(t) = %’?k, para cada
t € K se tiene i i
A(t ) | A" o M
law(o)l = 20 < TR < 20

M At)*

Como la serie Y 7> M k /k! converge a eM, se tiene que la serie Yoo 5w~ converge absoluta y

uniformemente en K a una cierta funcién matricial limite, que llamamos eA®) sin més que aplicar
el criterio de Weierstrass. Mds atn, para todo ¢t € K se tiene

n

uz i w_z”*“. z”A, zk._

Tomando limite n — oo concluimos |[eA®)]| < eM

El siguiente paso es estudiar cémo se comporta la exponencial de una matriz respecto de la
derivacion. Es esperable que reproduzca de cierta forma las propiedades de la derivada exponencial
para funciones reales. No obstante, impondremos una hipétesis de conmutatividad a priori muy fuerte.
En la prueba del resultado, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.3.7. Sean f, : [a,b] — R™ aplicaciones C' que convergen puntualmente a f : a,b] — R™.
Si {f]} — g uniformemente, entonces f es derivable y f' = g.

Demostracion. Sea f : [a,b] — R™ la funcién limite puntual. Por ser f,, de clase C?, el Teorema
Fundamental del Calculo asegura

t

fu(t) = fu(to) + [ fr(s)ds.

to
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Ademds, como f], son continuas, la convergencia uniforme asegura la continuidad de g. Tomando
limite cuando n — oo en la igualdad anterior y usando que la convergencia uniforme de f}, a g nos
permite intercambiar derivada y limite, se tiene

f(t) = f(to) -l—/t g(s)ds.

Esto nos dice que f es de clase C! por ser g continua, y ademds f’(t) = g(t). O

Ahora si, enunciamos y demostramos el resultado de derivacion de la exponencial de una matriz.

Teorema 3.3.8. Sea A : I — M, (R). Si A(t) es de clase C* en I, entonces e*!) es de clase C' en
I. Mds aiin, si A(t) y A'(t) conmutan, entonces

(eA(t)>/ _ A'(t)eA(t).

Demostracion. Como la derivada es una cuestion local, fijamos tg y trabajamos en un intervalo com-
pacto Iy = [tg — €, to + €] C I (suponemos [tg,to + €] 0 [to — €, to] si to es uno de los extremos del
intervalo I). El objetivo es demostrar que la serie

o0 A t k /
(A8 332
k=0 )

converge absolutamente. Hay que destacar que esta suma realmente comienza para k = 1, porque
para k = 0 se tiene A(t)? = I,, y la derivada de la identidad es nula al ser una matriz constante.
Primero, observemos que se tiene

i)
AR S A A - A(t)
( k! > :; k! ’

donde estamos indicando que derivamos el término i-ésimo en el producto A(t)* (recordamos que
todavia A(t), A(t)’ no se han supuesto conmutativas). Sean ahora

M = At N = At
x| A(D)] | mix || 4'(0)

los cuales existen por ser A(t) de clase C! en I. Ahora bien, para cadan € N,
1A®) IA’E)H"-HA(t)II ~EMMIN s MEN M
SIS »> <SR S A e,

! ! k!
k=1 i=1 k k=1 k=0

2 (%

y por tanto la serie (3.3.2) converge absolutamente; de hecho, por ser Iy compacto la convergencia es
también uniforme.

Ahora podemos aplicar el Lema 3.3.7 a la sucesion de sumas parciales de la serie (3.3.2) y con-
cluir que la funcién e*(®*) es derivable y su derivada es precisamente el valor de la suma

(AOy =3 (A,(f,)k>

k=0
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Finalmente, si A(t), A’(t) conmutan entonces la suma anterior puede evaluarse como

00 kN o0 / k—1
(A0Y =3 <A(t) ) = kA'(1)A()

k! k!
k=0 k=1
B 2 A (t)A(t)k 1 B A (H)A(t)k o "
I sy e Dy e U

O]

Estamos ya en condiciones de poder aplicar los resultados obtenidos a la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales. El siguiente resultado es consecuencia de todo lo estudiado hasta ahora.

Teorema 3.3.9. Consideremos el sistema lineal homogéneo

y sea [ A(t) dt una primitiva de A(t). Supongamos ademds que A(t) y [ A(t) dt conmutan. Enton-
ces,

CD(t) _ efA(t) dt

es una matriz fundamental del sistema &' = A(t)z y la solucién viene dada por z(t) = e/ AW die ¢ ¢
R?’L

En particular, si A es constante entonces e es matriz fundamental del sistema homogéneo
¥ = Az yx(t) = etde, ¢ € R™, es la solucion general. Mds aiin, la solucién del problema de

Cauchy
7 = Az,
{ .’E(t(]) = To,

tA

(t—to)A

viene dada por x(t) = e xo.

El problema de resolver un sistema matricial de la forma
' = A(t)z + b(t)

se reduce pues al calculo de la exponencial de la matriz A(¢). En la siguiente seccion nos dedicaremos
a esta empresa cuando A es constante; es decir, calcularemos e, No obstante, podemos calcular
matrices fundamentales de sistemas mds generales siempre y cuando podamos calcular e*(). Por
ejemplo, considérese el sistema 2’ = A(t)x, donde

A(t) = <_tl 01) .
)

la cual satisface A(t)B(t) = B(t)A(t). Vamos a calcular e?() y as anticiparemos algunos métodos
para el calculo de la exponencial de matrices constantes. Para empezar, obsérvese que

- 2) 9

Una primitiva de A(t) es
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Como ambas matrices conmutan, se tiene

B(t) _ -t 0 0 0
e exp(0 —t) exp(tzz 0)

La primera es la exponencial de una matriz diagonal y por tanto

—t 0\ (et 0
“Plo —) "o et)

Por otra parte, de la definicidon de exponencial se tiene

eXp(o 0) (1 0>+<0 0)+1<o 0)+ <1
2 = 2 — e = 2
50 0 1 5 0) 2\00 £
—t —t
B e 0 1 0 e 0
e (t):<0 e_t> (22 1>:<t;€_t ot

es una matriz fundamental del sistema
x = -0 T
S\t —-1)7

Es inmediato comprobar que, en efecto, las funciones

z1(t) = (5;) ;o m(t) = (e(—)t>

En resumen,

son soluciones de este sistema lineal homogéneo y que ambas son linealmente independientes, por lo

que definen un sistema fundamental.

3.3.2. Calculo la matriz exponencial en algunos casos concretos

A continuacion, detallamos el célculo explicito de la exponencial de una matriz A € M, (R)
para algunos casos concretos. El caso general no obstante serd el objeto de estudio de la siguiente

seccion.

1. Caso A diagonalizable en R. Si A es diagonalizable en R entonces existen Aq, ..., A, € R
valores propios de Ay B = {v1, ..., v, } C R™ una base de vectores propios, Avy, = \gvg, k =

— oMt

1,...,n. En tal caso, xy(t) vy es solucién de ' = Ax. En efecto,

At

Ty, = e oy = v = M Av, = Axy,.

Ademds, {x1, .., z, } son funciones linealmente independientes, puesto que

det(eMtuy, ..., eMty,) = ePrttAn)t det(vy, ..., vn) # 0,

por ser vy, ..., v, elementos de una base. En consecuencia, la matriz

O(t) = (e’\ltvl e’\“tvn) ,
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con columnas formadas por 1, ..., ), es matriz fundamental del sistema 2’ = Axz. Como
sabemos que e/ es también matriz fundamental y dos matrices fundamentales se diferencian
por el producto de una matriz regular C, se tiene e/ = ®(t)C'y por tanto si denotamos por
P ala matriz del cambio de base de B a la base canénica, se tiene C = ®(0)~! = P71, 0 de
forma equivalente,

eth = (e)‘ltvl cee e/\"tvn) pL.

Finalmente, observemos que
e)\lt
D(t) = (eMivy enty,) = P ,
eAnt
con lo que concluimos
6)\1t
A p p-t
e)\nt

Esto se podria haber razonado equivalentemente a través de la propiedad 4. del Teorema 3.3.5.

En particular, si A es diagonal entonces la propia base canénica es una base de vectores propios
y P = P~! = I, obteniendo

. Caso A diagonalizable en C. Supongamos que A es diagonalizable pero tiene valores propios

reales y complejos
{)\17 vy Ak K1y ey Mﬂm“'am}a

con k+2r = n. En tal caso serd conveniente considerar soluciones complejas, « : I — C", del
sistema 2’ = A(t)x. Ahora bien, si llamamos u, w : I — R™ a las partes reales e imaginarias
de x = u + 1w, se tiene

u +iw =12 = Alt)z = A(t)u +iA(t)w,

es decir las partes reales e imaginarias de una solucién compleja son soluciones reales.

Sea pues p valor propio complejo y z € C™ un vector propio, el cual se descompone como
2z = Rz + i3z, Nz, Jz € R™. Razonando como en el caso real se tiene que = ez es
solucién compleja. Ademas, por ser A real entonces [z es igualmente valor propio con vector
propio Z y la funcién T = e#'% es solucién. Si expresamos . = a + bi tenemos

x = ez = e (cos(bt)Rz — sin(bt)Iz) + e (sin(bt)Rz + cos(bt)z).
En consecuencia, cada valor propio complejo y su conjugado definen las soluciones reales

u(t) = e™ (cos(bt)Rz — sin(bt)Jz) w(t) = e (sin(bt)Rz + cos(bt)Iz).
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Finalmente, bastaria comprobar que estas soluciones son linealmente independientes. Para ello,
observemos que los vectores Rz, 3z son linealmente independientes. De lo contrario, si exis-
tiese una constante o € R tal que 3z = aRz, de la condicién Az = pz tendriamos

Az =A(l+io)Rz = p(1 + ia)Rz = (A — pul,)(1 + ia)Rz =0,

de lo que concluimos Afz = pRz, lo cual es imposible por ser A real. Ahora la independencia
lineal de las funciones u, w se concluye sin mas que tomar una combinacién lineal de éstas y
usar la independencia lineal de Rz, 2. Omitimos los detalles.

Con todo esto hemos probado lo siguiente: si A es diagonalizable en C entonces existe una
base de C" de la forma

{1, ooy Uy 215 eeey Zpy 21y oey 21 b
n . . n .
con v; € R™ vectores propios de valores propios reales y z; € C" vectores propios de valores

propios complejos. En consecuencia, las siguientes funciones son soluciones reales

Aty uj = eat((cos(bt)?R(zj)—sin(bt)%(zj))), w; = eat<sin(bt)?R(zj)—kcos(bt)%(zj))),

Tj=¢€
y por tanto podemos considerar la matriz solucién
P(t)=(z1 - xH w o u Wi o W)

Para que esta matriz sea fundamental es suficiente probar que det ®(0) # 0. Pero justo en
t = 0 se tiene

det ®(0) = det(vy, ..., vk, R(21), .oy R(21), S(21)5 -0y S(21)) # 0.

En esta dltima igualdad se ha usado que si {v1, ..., vk, 21, ..., Zr, 21, ..., 2r } €s base de C", en-
tonces {v1, ..., vg, R(z1), ..., R(2r), S(21), ..., F(21) } es base de R", cuya prueba es inmediata
y se deja como ejercicio.

Por dltimo, es claro que Av; = Ajv; y por otra parte con la descomposicién usual z; =
R(z;) +i3(2;) se tiene
Azj = pzj = (a + bi)z; = AR(z5) +1AS(25) = aR(z;) — b (z;5) + i(bR(z5) + aS(25)).
Es decir,

AR(z;) = aR(zj) — bS(z5), A (z5) = bR(z5) + aS(z5).

Si finalmente consideramos la base ordenada B = {vy, ..., vk, (21), R(21), ..., S(21), R(2r) }s
la matriz de A en B es

A

Ak
R =S
S R

Rur =Sty
Sur R,
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Observemos que D no es diagonal como tal, pero es diagonal por bloques, donde cada va-
lor propio complejo y su conjugado generan un bloque 2 x 2. Si ahora definimos la matriz
fundamental ordenada de la forma

q)(t):(:xl e Xp Wi UL Wy e Ur),

y llamamos P a la matriz cuyas columnas son los vectores de B, concluimos como en el caso
real
e =a(t)PL

Ejemplo 3.5. Consideremos el sistema ' = Az, donde

0 -1
A= (1 . ) |
Los valores propios son z = a & ib = 4-i y una base de vectores propios en C2 es {(i, 1), (—i,1)}.
Estudiamos tnicamente 1 = ¢ y por tanto tomamos a = 0,b = 1. Si descomponemos z = (i,1) =

(0,1) +4(1,0) y consideramos la base ordenada {3z, Rz} = {(1,0),(0,1)} se tiene que P = Is.
Por otra parte, las funciones

w = (cost,sint), u = (—sint, cost)

son soluciones y forman un sistema fundamental. La matriz pues
cost —sint
O(t) =1 .
sint cost

es matriz fundamental y se concluye

tA _ [cost —sint
et =1 .
sint cost
Ejemplo 3.6. Sea ahora el sistema 2’ = Ax, donde

11 1
A=10 0 -1
1 2 -1
El polinomio caracteristico es

PN =1-X=1-NA\2+Ar+1),

que tiene como raices

A=1, Ao L3
2773

Vamos a distinguir casos real y complejo.

» Consideremos A = 1. Como m, () = 1, necesariamente m4(A) = 1y una base del subespacio
propio V; = ker(A — I3) es v = (4, —1,1). En consecuencia, una solucién del sistema viene
dada por

z(t)=¢ | —1
1
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= Sea ahora y = —% + z@ En particular, a = —1/2y b = \/3/2 Ahora calculamos una base

compleja de ker(A — pul3), obteniendo z = (—1,1,1/2 — iy/3/2). Ahora bien, teniendo en
cuenta

se tiene que las funciones

u:e_t/2( \/§t \/§t )a

cos — Rz — sin — Sz
2 2

V3t )’

yaf . V3t
w=e t/2<sm—§Rz + cos — &z
2 2
son soluciones reales. Por dltimo, la matriz en columnas

D(t) = (x(t), w(t), u(t))

es matriz fundamental y definiendo la base B = {v, 3z, Rz} y la matriz en columnas P =
(v, Sz, Rz) concluimos
e =a(t)PL

Finalmente, la expresion de A en la base B es la matriz

1 0 0
3
ol M B §
0 % -3

3.4. Laforma canonica de Jordan

Hemos calculado la exponencial de A € M,,(R) y una matriz fundamental del sistema 2’ = Az
para los casos en que A es diagonalizable tanto real como complejo, pero este estd lejos de ser el
escenario real. Incluso en el caso diagonalizable complejo, no estd del todo claro como calcular la
exponencial de e”? sin conocer un sistema fundamental de soluciones. En efecto, en el ejemplo 3.6
se tenfa
0
V3

A=PDP7', D= v3
1
2

o O =
Il

Si queremos calcular ' entonces sabemos que basta calcular e*”, pero la exponencial de esta matriz
no es calculable usando las propiedades basicas de exponenciacién, al menos de forma trivial.

El objetivo de esta seccién es explicitar el cdlculo efectivo de e* sea cual sea la matriz A. La
idea basica es intentar expresar A de forma adecuada respecto de una base y usar las propiedades de
la exponenciacién matricial para simplificar el cilculo de e*4 al calculo de exponenciales de matrices
mads sencillas, como las diagonales. Antes de nada, necesitamos definir algunas matrices que seran de
importancia, y por la estructura que éstas tienen a lo largo de esta seccion vamos a tomar el siguiente
convenio: si en una matriz aparece alguna entrada vacia, se entiende que se completa con un cero.
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Definicion 3.4.1. Seann € N, A € Ry = a + bi € C. Se definen

A Er(p)
LA Iy Er(p)
1

Da(\) = L E1<u>=<‘; ‘b>, Bu(y) = Lo By

1 A I

Se entiende que D1(A\) = Ay que cada entrada de F,,(x) es un bloque 2 x 2 dado por E1(u), la
matriz identidad I5, o la matriz nula Oy. Asi definida, F,, () € Mo, (R).

Obsérvese que D,,(\) se puede escribir como D,,(\) = AI,, + N,,, donde

N, = 0 = (Nij) = (0ij+1),  d,5=1,...,n. (3.4.1)
o
Igualmente, podemos expresar de forma simbdlica
En(p) = Ex(p)In + 12 Nn,

donde se debe entender que cada una de las entradas no nulas de la matriz de orden n X n se sustituye
por el bloque 2 x 2, haciendo eventualmente la matriz resultante de orden 2n x 2n.

A continuacioén, introducimos uno de los conceptos principales alrededor del cual gira el desarro-
llo de esta seccidn.

Definicién 3.4.2. Una matriz A € M,,(R) se dice nilpotente si existe k € N tal que A¥ = 0,,. Al
menor k£ € N que cumple esta propiedad se le llama indice de nilpotencia y se tiene

A A£0,, Vi<k, AF=0,.

A la vista de cuando se ha introducido la definicién anterior, el siguiente resultado no deberia
sorprendernos.

Proposicion 3.4.3. La matriz N,, dada por (3.4.1) es nilpotente, con indice de nilpotencia n, y la
llamaremos bloque nilpotente elemental.

Demostracion. Vamos a estudiar las potencias sucesivas de V,,. Si denotamos en coordenadas N,, =

(Nij) = (8ij+1) y paracada k € N, N = N5, entonces

n n
2
Nj; = ZNikaj = Z5z‘,k+15k,j+1~
k=1 k=1
De aquf se infiere que ¢ = k + 1, £ = j + 1 para que esta suma no sea idénticamente nula, lo que

. . . . . 2 o . .. .
implica ¢ = j + 2y en consecuencia N;; = d; jt2. Por una parte es claro que si ¢ < j entonces
Nizj = 0y por tanto la estructura triangular superior se mantiene nula. Mds atn, la primera diagonal

E1(p)
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inferior NV JQ +1,; es ahora también nula y los tdnicos términos que aparecen son los de la segunda

. . . 2
diagonal inferior, esto es N\, ;
abajo. Por induccién es ya facil ver que N,’f # 0,, para todo k < n, habiendo desplazado en cada
potencia la diagonal no nula hacia abajo de forma que Ni’} = 0; j+k Yy desapareciendo exactamente

para k = n, es decir N} = 0Oy, O

= 1. Lo que hemos hecho es desplazar la diagonal no nula hacia

Estamos en condiciones de definir el concepto de matriz de Jordan.
Definicion 3.4.4. Dada J € M,,(R), diremos que J es una matriz de Jordan si

J1
Ja

Jk

donde para cada m = 1,...,k existen 7, € Ny o bien )\,, € R o bien p,, € C tales que
Jm = Dy, (Am) 0 Jp, = E,. (). Llamaremos blogues elementales de Jordan a cada una de
las submatrices J,,, dadas por D, (\) o E,_ (p).

Observacion 3.4. Un par de comentarios.

1. En la definicién anterior es posible que el mismo valor propio aparezca en distintos bloques
elementales de Jordan. Por ejemplo, bastaria considerar la matriz

A

1 A
A
1 A

para concluir que tiene dos bloques de Jordan de la forma Da(\).

2. En el importante caso 2 X 2, las matrices de Jordan han de ser de los siguientes tipos:

0 )G 8 o). - )

con A, 0,a,b € R. En el primer caso podria ser A = 6.

El siguiente resultado es uno de los resultados centrales del Algebra Lineal y nos asegura que
toda matriz es semajante a una matriz de Jordan.

Teorema 3.4.5. Toda matriz A € M, (R) es semejante a una matriz de Jordan, J, llamada forma
canonica de Jordan de A, la cual es tinica salvo reordenacion de los bloques elementales que la
conforman. Concretamente, si \1, ..., \x € R son los valores propios reales y py, ..., iy, iy, ..., iy €
C los valores propios complejos de A, entonces

J(A1)
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Drn()\j)()‘j) Ern(uj)(uj)

Mds aiin, si 0 es valor propio de A, real o complejo, y denotamos por mq(0) y mg(6) a las multipli-
cidades algebraica y geométrica, respectivamente, se tiene

ma(0) =11 + o TrE), mg(6) = n(9).

Es decir, el niimero de bloques de Jordan para un valor propio coincide con su multiplicidad geométri-
ca, y la suma de los ordenes de los bloques de Jordan es la multiplicidad algebraica.

Observacion 3.5. Como A es real, si p es valor propio de A entonces necesariamente 7z también lo
serd. No obstante, en el Teorema 3.4.5 dnicamente se hace mencién a una mitad de los valores propios
complejos, sin referirnos a sus conjugados. En lo que sigue, siempre que tengamos que calcular algin
bloque elemental de Jordan para algin valor propio complejo p, supondremos Su > 0.

3.4.1. La exponencial de un bloque elemental de Jordan

Como quiera que
J=JM) @ JA) @ J (1) @ -+ S T (),

y en vista de las propiedades 4. y 5. del Teorema 3.3.5, para el célculo de ' bastard expresar A
en su forma candnica de Jordan y calcular la exponencial de cada uno de los bloques elementales
de Jordan, tD; (\;j) o tE, (u;). El siguiente resultado muestra la sencillez del célculo de la matriz
exponencial de un bloque de Jordan.

Teorema 3.4.6. Con la notacion anterior, se tienen las siguientes propiedades.

1. La exponencial de la matriz t D,,(\) viene dada por

1
t 1
t2
gD _th |5t
tn'—l t2.
ey o F ot 1

2. La exponencial de la matriz t E,, (1), con = a + bi, viene dada por

I
tl I
etEn(N) — ola <C9S(tb) _Sin(tb)> %IQ tls I
sin(tb)  cos(tb) ) )
t"_.l 2

il EL tl, I

donde el producto de las matrices se debe entender en el sentido de que la primera se debe
multiplicar por cada una de las cajas 2 X 2 que conforman la segunda.
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Demostracion. Para verificar 1., usamos que D,,(A\) = AI,, + N,. Ya que t\I,, y tN,, conmutan, se
tiene

Pn ) = I ttNn — I tNn — (AT tNn

y basta evaluar la exponencial de la matriz e*’¥». Como hemos probado que N, es nilpotente también
es inmediato que ¢V, lo es y en consecuencia la serie que define la exponencial de tNV,, es finita.
Habiendo deducido igualmente la estructura triangular de N* para todo k < n, se tiene

o ¢l
N 2
tNp __ k-'n __ 5 t 1
M=) =] 2
k=0 : DU
tn—l t2
=17 7 t 1

De aqui concluimos 1.

La comprobacién de 2. es algo mds laboriosa. Comenzamos con el caso n = 1 y para ello
consideramos el subconjunto de Ms(R) de las matrices de la forma

a —b

MQ(a7b): <b a>7 (l,bER,

el cual es un subespacio vectorial de M2 (RR) y es cerrado para el producto de matrices; de hecho
tiene estructura de cuerpo puesto que la dnica matriz en M3 (a, b) con determinante nulo es la matriz
nula. Definimos la biyeccion natural entre Mo(a, b) y el cuerpo de los nimeros complejos C dada
por

U : Ms(a,b) — C, xp(‘g _ab> = a + bi.

Esta aplicacion es un isomorfismo de cuerpos, donde el producto en M3 (a,b) es el producto usual
de matrices y en C es el producto complejo. De hecho, su inversa es

Ey(a+ bi) = (Z _b> ,

a

introducida en la Definicion 3.4.4. Por ser Ma(a, b) un subespacio vectorial de M3 (RR) en particular
es cerrado’ y por tanto contiene los limites de sus sucesiones. En particular, e*Z1(") ¢ Mos(a,b)y
podemos aplicarle ¥ sin ningun tipo de problema. Usando que ¥ es continua y homomorfismo de

"Esto es porque todo subespacio vectorial de un espacio vectorial es el niicleo de una aplicacién lineal. Como toda
aplicacidn lineal entre espacios vectoriales finito dimensionales es continua, su nicleo es siempre cerrado.
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cuerpos se tiene

\Il(etEl(a+bi)) T} (

= ¥ (Bila+ bi))*
k=0

— MV atb) — Hetb) — o1 (cos(tb) + isin(1h)).
La inyectividad de ¥ asegura
B () _ ta cos(tb) —sin(tb)
sin(tb)  cos(tb) ) -

Para el caso general, descomponemos E,, (1) = Ey(p)l, + E,(0) donde E,,(0) = IoN,, es la matriz
2n x 2n por bloques

I, 0
De nuevo tEq ()1, y tE,(0) conmutan y en consecuencia
etBn(1) — otE1(1)In otEn(0)

etEl (w)
etEl (») 0 tk‘

etEr(u)

_ ta (cos(th) —sin(tb) X ¢k
N <Sin(tb) cos(tb) )k::o EEn(O)k

La prueba finaliza tras comprobar por induccién que si 1 < k < n con k € N entonces las entradas
de E,,(0)¥ son los bloques identidad I desplazados a los bloques diagonales & — 1-ésimos inferiores.
En consecuencia, F,,(0)" = 0g,, la matriz £, (0) es nilpotente y su estructura y la de sus potencias
es similar a IV,, definida en (3.4.1). ]
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Finalmente, enunciamos el siguiente resultado acerca de la estructura de las soluciones de un
sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes. Su demostracion es consecuencia del Teorema
3.4.5, que asegura que toda matriz es semejante a su forma canénica de Jordan, y del Teorema 3.4.6
mediante el cual se calcula la exponencial de cada uno de los bloques elementales de Jordan.

Corolario 3.4.7. Sea A € M, (R) y x una solucion del sistema homogéneo x' = Awz. Entonces,
cada una de las coordenadas de x es una combinacion lineal de funciones de la forma

ke cos(bt), ket sin(bt),

donde a + bi recorre el conjunto de valores propios de Ay 0 < k < n (admitimos b = 0 para
contemplar el caso real). Mds aiin, para cada valor propio a + bi, el exponente k debe ser menor que
r, siendo r el tamario del mayor bloque elemental de Jordan D, (a) ¢ E,(a + bi) correspondiente a
a + bi en la forma candnica de Jordan de A.

3.5. Calculo de la forma canonica de Jordan

Dada A € M, (R), el camino que hemos seguir para el célculo de e!4 estd bastante claro: si
identificamos A con el endomorfismo A : R™ — R™ tal que su matriz en la base candnica de R" es
precisamente la matriz A, debemos encontrar una base B tal que la matriz del endomorfismo A en
BB sea su forma canodnica de Jordan, J. Llamando P a la matriz del cambio de base de B a la base
candnica, entonces A = PJP~! y por la propiedad 4. del Teorema 3.3.5 se tendrd

eld = pet/ p~1.

Por otra parte, si J = J; @ - - - @ J, entonces la propiedad 5. del Teorema 3.3.5 nos permite expresar

e’ como

et = diag{e!t, ..., !},

donde cada una de las exponenciales e!’* son conocidas y calculables en virtud del Teorema 3.4.6.
Finalmente, recordamos que a la hora de calcular la matriz fundamental

D(t) = ! = Pel/ P,

no hace falta calcular la inversa P~!. Esto es porque si ®(¢) es matriz fundamental, entonces ®(¢)C'
sigue siendo matriz fundamental para cualquier matriz C' con det C' # 0. En particular, se puede
tomar como matriz fundamental

B(t) = et = Pet’

y obviar el (casi siempre) tedioso cdlculo de P,

3.5.1. Valor propio real

Supongamos A € R valor propio de A y sean m,(A), mgy(A) las multiplicidades aritmética y
geométrica de \. El objetivo es encontrar vectores linealmente independientes {v1, ..., v, (1)} tales
que al completar a una base B de todo R", 1a matriz de A en B sea de la forma

)
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siendo A’ una matriz cuadrada de orden n — mg(\) que tiene a todos los demds valores propios de
A. Sabemos por el Teorema de Jordan que J(\) esta formada por mg () cajas de la forma D,.()), es
decir

J(\) = . : (3.5.1)

Drmg< ) (N
con 7 + -+ + T (n) = Ma(A). La construccion de esta base se basa en el estudio del operador
A — \I,. La discusion que sigue es mas propia de un curso de Algebra Lineal, pero su inclusién en
estas notas se cree importante y necesaria para justificar el algoritmo del calculo de la base B.
Consideremos la siguiente sucesion de espacios vectoriales de R,

{0} C ker(A — A,) C ker(A — AI,)2 C -+ C ker(A — M,)F C -+ 3.5.2)

Como R" es finito dimensional, la torre anterior no puede crecer indefinidamente y por tanto existe
un menor p € N tal que ker(A — AI,,)? = ker(A — AI,,)P*!. De hecho, una vez que la torre se
estabiliza en una etapa esta no vuelve a crecer. En efecto, supongamos que se tiene

ker(A — AI,)P = ker(A — A,)P C ker(A — A\I,)PT2,

y sea v € ker(A — AI,)P2. Entonces, 0 = (A — A\,)P™20 = (A — \I,)P (A — \I,,)v, en
consecuencia (A — \I,,)v € ker(A — \I,,)PT! y por hipétesis (A — A1, )v € ker(A — \I,,)P, esto es
v € ker(A — AP = ker(A — \I,,)P.

Definicion 3.5.1. Sea p € N el valor minimo para el cual se estabiliza la torre (3.5.2). Se define el
subespacio propio generalizado correspondiente a A como el subsepacio vectorial de R"

E(A,\) = ker(A — \I,)P.

En particular, el operador A — A\, restringido a E(A, \) es nilpotente con indice de nilpotencia
exactamente p.

Una de las propiedades clave en la demostracién del Teorema de Jordan es la descomposicién
que admite E(A, \) como suma directa de subespacios muy sencillos de tratar, que introducimos a
continuacion.

Definicion 3.5.2. Sea V espacio vectorial y N : V' — V aplicacion nilpotente con indice de nilpo-
tencia p. Un subespacio W de V se dice ciclico para N si existe v € W tal que W estd generado por
los vectores N*v, k = 0, ..., p- En tal caso, denotaremos a W por Z(v).

Noétese que la longitud de N*v es a lo sumo p, puesto que NP = 0, y que en cualquier caso
depende de v. Por ejemplo, si v € ker N entonces Nv = 0y Z(v) = span(v). Por tanto, para cada
v € V existe un entero minimal denotado por nil(v) tal que N i)y = 0y NFv # 0 para k <
nil(v). Los subespacios ciclicos para una aplicacion nilpotente se describen a partir de la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.5.3. Sea N : V. — V una aplicacion nilpotente y v € V. Entonces, dim Z(v) =
nil(v) y
{v,Nv, ..., Nnﬂ(“)*lv}

es una base de Z(v).
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Demostracion. Que los vectores v, Nv, ..., N*(®)=1y generan Z (v) es trivial por la propia definicion
de Z(v). Si fuesen linealmente dependientes existirian ay, ..., (il (v)—1 DO todos nulos tales que

nil(v)—1

Z OszkU =0.

k=0
Sea j el menor indice tal que ; # 0. Entonces,

nil(v)—1
0= Nnil(v)—j—l Z OékaU _ Oéanﬂ(U)_l’U,
k=0

lo cual es contradictorio. OJ

Notemos que si restringimos N a Z(v), la representacién de N en la base {v, Nv, ..., N*1(*) =1y}
viene dada por
0
10
10 : (3.5.3)
1 0
y en particular N™(*)=14 ¢ ker N. Estos son los unos que aparecerdn bajo la diagonal principal en

la forma canoénica de Jordan.
El siguiente resultado es uno de los pilares en la demostracién del Teorema de Jordan.

Lema 3.5.4. Sea N : V. — V una aplicacion lineal nilpotente. Entonces existen vy, ...,v, € V tal
que
V=Zv)® - ®Z(v).

Ademds, tal descomposicion es esencialmente tinica, es decir si existen w1, ..., Wg tales que
V=Zw)® - & Z(ws),

entonces r = sy los vectores wy, se pueden reordenar de forma que nil(vy) = nil(wy) para todo
k=1,..,r.

Demostracion. Primero observemos que podemos suponer p > 1, porque de lo contrario Nv = 0
para todo v € V' y N seria el operador nulo. Bastaria entonces tomar {vy, ..., v, } una base de V/,
definir Z(v) = span(vy) y se tendria trivialmente V' = Z(v1) @ - - - @& Z (v, ). Supondremos pues
p>1.

Por ser IV nilpotente, existe p > 1 su indice de nilpotencia tal que NPv = (O para todo v € V.
Ahora bien, por ser p el indice de nilpotencia existe v; € V tal que NP~v; # 0. En tal caso, la
Proposicién 3.5.3 asegura que el conjunto {vy, Nvi, ..., NP"1v;} es un conjunto linealmente inde-
pendiente; mds atin, es una base del subespacio ciclico Vi = Z(v1). Vamos a probar el siguiente
hecho: V) tiene un complemento N -invariante en V.

Supongamos que lo tenemos probado y llamemos W a tal complemento N-invariante de V1, es
decir V.=V, @ Wy = Z(v1) & Wi. En este punto, la restriccion NN, W, €S nilpotente con indice de
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nilpotencia p; < p. En particular, existe vy € W tal que NP1~ 1vy # 0 y argumentando como en el
parrafo anterior el subespacio Vo = Z(v2) es ciclico y tendrd un complemento N invariante en W7,
llamémoslo Wa. Por tanto, V = Vi & VodWo = Z(v1) B Z (v2) & Wa. Como V es finito-dimensional,
repitiendo este argumento un nimero finito de pasos llegaremos a obtener una descomposicion de V'
como suma finita de subespacios ciclicos, como queremos probar.

Sea w € W arbitrario y supongamos, por reduccion al absurdo, que Nw € Z(v1). Si Nw =0 €
W hemos terminado, asi que supongamos Nw # 0. Existen por tanto a, ..., &, no todos nulos tales
que

Nw = aiv; + asNvy + -+ + aprflvl.

Afirmamos que oy = 0. De lo contrario, aplicando a la ecuacién anterior V- P=1 3 ambos lados se

tiene
NPw = ay NP~ Loy #0,

y por tanto el indice de nilpotencia de N seria mayor que p, contradiccién. En consecuencia,
Nw = agNvy +--- + Oépr_lm = N(agv1 + agNvy + -+ + apr_Zvl)

Como se suponia p > 1 el tltimo miembro N?~2v; estd bien definido. Llegados a este punto, recor-
damos el siguiente resultado que es propio de un primer curso de Algebra Lineal y cuya demostracién
pondremos por hacer estas notas lo mds autocontenidas posibles:

Si W C V es subespacio vectorial y T : V. — V es aplicacion lineal, entonces T~ (T(W)) =
W +kerT.

Por ser W subespacio vectorial, 7'(W) es también subespacio y de nuevo T~ (T'(W)) es
subespacio; todas estas conclusiones son triviales. Ahora bien, si W es subespacio de V,
entonces 71 (T(W)) contiene a W y también contiene a ker T'. En efecto, dado w € W,
si llamamos v = T'w se tiene w € T~(v) y por tanto W C T—Y(T(W)). Que contiene
a ker T' se prueba de forma similar. Como T'(W) es subespacio vectorial en particular
0 € T(W) y por tanto ker T' = T~1(0); en cualquier caso, ker T' C T~Y(T(W)) y por
ser T—1(T(W)) subsepacio vectorial se tiene W+ker T C T~1(T(W)). La implicacién
contraria se prueba de forma similar. Dado u € T—1(T(W)), existe v € T(W) tal que
Tu = v. Pero v € T(W) significa a su vez que existe w € W tal que v = Tw 'y
concatenando igualdades concluimos 7w = T'w. Por linealidad T'(u — w) = 0y se tiene
u—w € ker T'. Ahora es claro que podemos escribir v = w + (u — w), donde el primero
pertenece a W'y el segundo a ker T', completando la prueba.

Volvamos a la prueba de nuestro lema, y en concreto al estudio de la igualdad
Nw = N(agvy + asNvy + -+ - + apr’Qvl).

Si llamamos v = agvy + agNvy + - + @, NP"2v; € Z(v1), se tiene v # 0 (porque se suponia
Nw # 0), Nw = Nv y en consecuencia w = N~ }(Nv), por lo que w € N"Y(N(Z(v1)) =
Z(v1) 4+ ker N. Como se suponia Nw # 0 se tiene w ¢ ker N y necesariamente w € Z(v1), lo cual
es contradictorio. Esto nos dice que N (W) C W y W es invariante por N. Repitiendo este proceso
obtenemos la descomposicién deseada,

V=2Zw)®d - &Z(v).
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Que la descomposicion es tnica salvo reordenacién es consecuencia de que esta descomposicion esta
determinada por el indice de nilpotencia de [V cuando se restringe a cada subespacio invariante, y por
tanto s6lo depende del vector vy, con nil(vg) igual al indice de nilpotencia de N. O

Vamos a aplicar esta discusion al operador A — AI,, el cual es trivialmente nilpotente una vez
restringido a F(A, A). En concreto, entender el siguiente resultado nos permitira extraer las ideas
principales para el calculo de una base adecuada respecto de la cual la matriz de A una vez restringida
a E(A, \) sea de Jordan.

Proposicion 3.5.5. Existen vy, ...,v, € E(A,\) tales que
EAN)=Z(n)®- - & Z(vy).
Ademds, dada {vy, ..., (A — )\In)“ﬂ(”’f)*lvk} una base de Z(vy,), el conjunto
B={v,..,(A- /\In)nil(vl)flvl, ey Upy ooy (A — )\[n)nﬂ(”)*lvr},
es una base de E(A, \). Mds aiin:

1. El subespacio E(A,\) es invariante por A, esto es A(E(A,\)) C E(A,\). En particular,
podemos considerar la restriccion A : E(A,\) — E(A,\).

2. Si denotamos por P a la matriz cuyas columnas son los vectores de la base B, se tiene
A, A = PJP~! donde J viene dada por los bloques diagonales

J()\) = diag{Dnﬂ(vl)()\), veey Dnil(vT)()‘)}v

y cada Dy (y,) (M) es un bloque elemental de Jordan definido en 3.4.1. Matricialmente,

1 A

nil(vy) xnil(vy)

1 A

nil(vy) xnil(vyr)

3. 8i mg(A) denota la multiplicidad geométrica de N, se tiene mg(\) = . Si mq () denota la
multiplicidad algebraica de )\, se tiene mg,(\) = nil(vy) + - - - nil(v,).

4. Elindice de nilpotencia de A — \I,, restringido a E(A, \) es ny = max{nil(vg)}.
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5. La diferencia dim ker(A — \I,,)* — dim ker(A — \I,,)*~! coincide con el miimero de bloques
elementales de Jordan de orden al menos k. En consecuencia, el niimero de bloques de Jordan
de orden exactamente k es

2dimker(A — A,)* — dimker(A — AL,)F* — dimker(A — AL,)* L.

Demostracion. 1. Inmediato porque A conmuta con cada potencia (A — \I,,)*.

2. Consideramos la base {vy, ..., (A — X,,)"(*»)=1y,.} de cada espacio ciclico Z(vy,) y por co-
modidad la enumeramos como {v1, ...Unji(,) }» de donde se tiene vj 1 = (A — Alp,)v; para
j =1,...,nil(vg) — 1. Entonces,

AUj = (A — )\In)vj =+ /\Uj = Vj+1 + )\’Uj, j = 1, ...,nil(vk) — 1, A’Unil(vk.) = )‘Unil(vk)a

y la representacién de A una vez restringida a Z(vy) en la base {vg, ..., (A — AI,)"10s) =1y}
es Dyii(vy,) (A). Como E(A, A) es suma directa de los subespacios ciclicos, la representacion de
A en B es la concatenacion diagonal de las representaciones matriciales de A en cada Z(vy,).

3. Llamemos d = dim E(A, \), descompongamos R = E(A, \) @ E(A, \)* y sea B’ una base
de R" obtenida al concatenar B con una base By de E(A, \)*. La matriz de A en B’ viene
dada por los bloques cuadrados diagonales

(8

donde la matriz B no nos interesa y C € M,,_4(R). El polinomio caracteristico de A es
p(z) = det(A — x1,,) = det(J(\) — zly)det(C — xI,,_q) = (A — x)%q(z), para cierto
polinomio ¢(z). De aqui se deduce m () > d. Supongamos m(A) > dy por tanto g(A) = 0.
Esto nos dice que A es valor propio de C'y existe v € E(A,\)* no nulo tal que Cv =
Av. Ahora bien, definimos el vector o = (0, .d.)., 0,v) € R™, el cual es no nulo y satisface
Ay = Cv = Av = A0, y por tanto ¥ es vector propio de A para el valor propio A. En
consecuencia, 0 € ker(A — A\I,,) C E(A, \), lo cual es imposible ya que v ¢ E(A,\) y se
tiene mq(A) = d. Como la dimension de E(A, \) coincide con la suma nil(vq) + - - - nil(v,)
de los subespacios ciclicos que lo generan, se tiene m,(A) = nil(vy) + - - - nil(v,). Ademads,
mg(A) = dimker(A — AI,,) coincide exactamente con dim ker(J () — I,,,,(»)) de nuevo por
no poder ser A valor propio de C. Como en J(\) — Ay, () existen exactamente r columnas
nulas, una por cada bloque elemental de Jordan, concluimos m4(A) = 7.

4. Observemos que la matriz de A — \I,, en BB estd formada por r bloques nilpotentes elementales
de la forma (3.5.3). Cada potencia de A — Al baja en una las subdiagonales de cada uno
de estos bloques elementales. El dltimo en quedar nulo serd el de mayor orden, y este serd
precisamente el indice de nilpotencia de A — Al,,.

5. La demostracién de este resultado no radica en su dificultad, sino en entender (e intentar trans-
mitir) la estructura del operador A — \I,, y sus potencias. Recordemos que (A — AI,)"™* es
el operador nulo una vez restringido a E(A,\) y (A — A\I,)¥ # 0 para k < n,. Como la
representacion de A — AI,, en B es una diagonal por bloques, siendo cada uno un bloque nil-
potente elemental (3.5.3), cada potencia de A — AI,, baja una unidad la subdiagonal de cada
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uno de estos bloques nilpotentes elementales. Esto se repite hasta llegar a la potencia ny — 1,
donde todos los bloques de Jordan de 6rdenes menores que ), han desaparecido y s6lo quedan
los bloques de orden maximo n ). Finalmente, en la potencia n) desaparecen exactamente los
bloques de orden maximo.

Comenzamos estudiando la diferencia de dimensiones de ker(A — \I,,)™ y ker(A — A\IL,,)™ !
y para ello recordemos que (A — AI,,)"* es el operador nulo y que por tanto la representacion
matricial de (A — A\I,,)™~! consta de todos los bloques de Jordan de 6rdenes menores que 7
siendo ya nulos, y quedando exactamente un unico valor 1 en la posicion j,, 1 en cada uno
de los bloques de Jordan de orden maximo 7). En consecuencia, la diferencia dim ker(A —
A,)™ — dimker(A — AI,,)™ ! proviene exactamente de descender una unidad el dltimo
elemento de los bloques de Jordan de orden n), haciéndolos desaparecer y en consecuencia el
ndmero de bloques de Jordan de orden maximo n ) es esta diferencia de dimensiones.

Sea ahora k < n, y estudiemos la potencia (A — AI,,)*~!. Aqui los bloques de Jordan de
ordenes menores que k ya han desaparecido y sélo quedan bloques de érdenes al menos k.
En consecuencia, la diferencia de dimensiones dim ker(A — AI,,)¥ — dimker(A — AI,,)*~1
proviene de hacer descender una unidad la subdiagonal de los bloques de Jordan de orden al
menos k y por tanto el nimero de bloques de Jordan de orden al menos k es dimker(A —
A,)F — dimker(A — AL, L

Finalmente, como el nimero de bloques elementales de Jordan de orden exactamente k se
calcula como el numero de orden al menos k& menos el ndmero de orden al menos k + 1,
concluimos que el nimero de bloques de orden exactamente k es

2dimker(A — M,,)¥ — dimker(A — AL,)F! — dim ker(A — AI,,)* 1.
O

A 1la vista de la Proposicion 3.5.5, los pasos a seguir para calcular la base B del subespacio
generalizado deberian estar ahora claros. Partimos del subespacio generalizado

E(A,\) = ker(A— \,,)™,

donde el exponente n) lo podemos deducir del hecho de que dim E(A, \) = m4(A), o bien de que
E(A,)\) se estabiliza por primera vez en la potencia ny. Sea d; = ker(A — A\[,)™ — ker(A —
)\In)”k_l, el cual nos dice el nimero de bloques de Jordan de orden médximo 7. Tomamos vy, ...vg,
vectores linealmente independientes en ker(A — AI,,)™\ ker(A — AI,)™ ! y a cada uno de estos
vectores le aplicamos el operador A — \I,,, obteniendo d; vectores en ker(A — AI,,)™ 1. Estos
vectores son linealmente independientes entre si en virtud del Lema 3.5.4 y de la Proposicion 3.5.5.
Repetimos este proceso y aplicamos A — A1, un total de n) — 1 veces a cada v; € ker(A — AI,)"™,
obteniendo.

ker(A — A1) ker(A — \I,,)? e ker(A — AI,)™ "1 ker(A — AI,)™
(A — )\In)n’\_lvl (A — )\In)n)‘_Q’Ul <o (A — )\In)vl U1

(A — )\In)r”‘flvg (A — )\In)n/\72v2 cee (A — )\In)vg V9

(A — )\In)n)‘fl'l)dl (A — )\In)m*%dl e (A — )\In)vdl Vd,
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Todos estos vectores (A — A,)fvj parak = 1,...,n) — 1y j = 1,...,d; formaran parte de la base
B; de hecho cada cadena

{vj, (A = Mg, ooy (A — ML) ™ oy, j=1,..,di,

define un conjunto linealmente independiente respecto del cual la matriz de A — A\I,, es un bloque de
Jordan de orden maximo ny; equivalentemente, son la base del subespacio ciclico Z(v;) que tendra
longitud maxima n).

Pasamos ahora a estudiar la diferencia do = dimker(A — \I,,)"* ! — dimker(A — \I,,)™ 2.
Esta diferencia nos dice el nimero de bloques elementales de Jordan de orden al menos ny — 1.
Como ya sabemos que existen d; bloques elementales de orden n), existen dos posibilidades: o bien
ds > dy obien dy = dy. Supongamos primero que dy > dj y definimos ez = dy —d;. Sabemos por el
punto 5. de la Proposicién 3.5.5 que €3 coincide con el nimero de bloques elementales de Jordan de
orden exactamente 1, — 1. Tomemos vectores wy, ..., we, en ker(A — \I,,)™ ~1\ ker(A — AI,,)™ 2
linealmente independientes con los previamente calculados (A — Al )v

ker(A — A1) ker(A — \I,)? e ker(A — A\[,)™ 1 ker(A — \I,)™
(A — )\In)nAflvl (A — )\In)nkf%)l s (A — )\In)vl U1
(A — )\In)n’\_lvg (A — )\In)nA_Q’UQ <o (A — )\In)Ug V9
(A=) )n,\ Ly Vd, (A=A, )n/\ 2y Vd, cee (A— )\In)vdl Vd,
w1
w2
We,y

Ahora aplicamos A — AI,, a cada uno de estos vectores w; un total de n) — 2 veces, hasta llegar a
elementos de ker(A — AI,,).

ker(A — A1) ker(A — \I,)? e ker(A — AI,)™ 1 ker(4 — \I,)™
(A — )\In)nkflvl (A — )\In)nkf%q s (A — )\In)’Ul U1
(A — )\In)n)‘_lvz (A . )\In)nA_QUQ cee (A - )\In)vg V9
(A — )\In)nk_lvdl (A A )TD‘ 2 Vd, cee (A — )\In)vdl Vd,
(A — )\In)nx—le (A - )\In)nk_:swl cee w1
(A — )\In)nA_zwg (A — )\In)nA_BwQ cee wWo
(A— M\, )"A 2we, (A — \L,)™ Bw,, We,

Igualmente, los vectores (A — )\In)kwj conk =1,....,ny —2yj = 1,..., e formaran parte de la
base . De hecho, cada conjunto linealmente independiente,

{wj, (A — )\[n)w]‘, . (A — /\In)kfle}, 7=1,.. €,
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es la base de un subespacio ciclico respecto del cual la matriz de A — A, es un bloque de Jordan de
orden k.

Si do = d; entonces la cantidad de bloques de orden al menos n) — 1 coincide con la cantidad de
bloques de orden n) y no estamos afiadiendo ningtin bloque de orden n) — 1. Sea k < ny el mayor
natural tal que dj, = dimker(A — \,,)¥ — dimker(A — AL,)*! cumple d, > dj_; = - = dy
y definimos ¢, = dy — di Ahora tomarfamos wy, ..., w,, en ker(A — AI,,)*\ ker(A — AI,)*1
linealmente independientes con los previamente calculados (A — A1, )vy y aplicarfamos A — \I,, a
cada uno de estos w; un total de k — 1 veces hasta llegar a ker(A — AI,,).

ker(A — A1) ker(A — M,)%2 -+ ker(A — AR ker(A — AL)F oo ker(A—AL,)™!  ker(A — A\I,)™
(A — AIn)nA_lvl (A — )\In)n)‘_21)1 s s (A — )\In)vl U1
(A — )\In)n)‘_lvz (A — )\In)n’\_QUQ s cee (A — )\In)'UQ V2
(A=) oy, (A= ML)™ 20, e . (A — \,)vg, Vg,
(A — )\In)k 1w1 (A — )\In) w1 (A — )\In)wl w1
(A — )\In)k w9 (A — )\In)k w9 (A — )\In)wg w9
(A — \I,)F 1w, (A — \I,)F2w,, (A= A)we, We,

En general, cada fila que sale del subespacio ker(A — A\I,,)* desde un vector v; nos define el
subespacio ciclico Z(v;) de dimensi6én exactamente k y por tanto un bloque elemental de Jordan de
orden k. Repitiendo este proceso hasta llegar finalmente a ker(A — AI,,), acabariamos por completar
la base B. Aqui surgen tres preguntas que responderemos tras formularlas.

1. (Cémo sabemos que hemos acabado? Pues existen varias maneras, una de ellas por ejemplo
es recordar que dimker(A — Al,) = mgy(A) y por tanto necesariamente el proceso acabard
cuando tengamos m () filas en este diagrama.

2. (Qué pasa si al finalizar el proceso se tiene un nimero de filas menor que m4(\)? Basta com-
pletar a una base de ker(A — AI,,) con vectores propios de A que no sean los que previamente
hemos obtenido.

3. ({Como se construye la base 5 para obtener la forma de Jordan? Se colocan en orden de derecha
aizquierda y de arriba a abajo. Es decir,

B = {’Ul, (A — AIn)’Ul, ey (A — AIn)nkil’Ul,wl, (A — )\In)wl, }

Una vez se entienden las propiedades del subespacio generalizado y la estructura nilpotente de
A — M, cuando se restringe a E'(A, \), estamos listos para demostrar el Teorema de Jordan 3.4.5.
Antes, un lema previo.

Lema 3.5.6. Sea A € M, (R) y supongamos que sus valores propios son todos reales. Existe un
polinomio m 4(t) monico con las siguientes propiedades:

1. ma(t) es el polinomio de menor grado tal que m4(A) = 0.
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2. Si X es valor propio de A, mx(\) = 0.

3. Si jx es el orden del mayor bloque de Jordan correspondiente la valor propio )\, entonces

r

ma(t) =[]t = x)™,
i=1
donde M1, ..., A\ € R son todos los valores propios de Ay cada j) es el orden del mayor blogue
de Jordan correspondiente a cada valor propio .

Demostracion. Dado en general un polinomio
p(t) =t" tan1t" '+ Fait+ag, ap €R,
se define p(A) como el operador p(A) : R™ — R™ dado por
p(A)v = A" + a1 A" Y+ - 4 ag Av + agv.
Demostremos punto por punto.

1. Sea R]t] el anillo de los polinomios en la variable ¢ y consideremos I = {p(t) € R[t]: p(A) =
0}. Entonces, I # @ y es cerrado para suma y multiplicacion por cualquier polinomio y por
tanto I es un ideal de R[t]. Como R[t] es un Dominio Euclideo, en particular es un Dominio de
Ideales Principales y por tanto I estd generado por un tinico elemento, el cual se puede suponer
monico sin perder generalidad,

I'=(ma(t)) ={ma(t)q(t): q(t) € R[t]}.
Que m 4 (t) tiene grado minimo es consecuencia de que genera tal ideal.

2. Sea \ un valor propio de A y sea v un vector propio no nulo. Como quiera que A*v = Mo,
sustituyendo en la expresion de p(A) se tiene p(A)v = p(A\)v. En particular, 0 = m4(A)v =
ma(A)vy como v es no nulo, necesariamente m 4 () = 0.

3. Del punto anterior se tiene que si A es valor propio, entonces existe jy € N tal que m4(t) =
(t — A2 q(t), con g(\) # 0. Més atin, como (t — A\)? y q(t) son coprimos, la identidad de
Bezout asegura la existencia de polinomios a(t), b(t) € R[t] tales que

a(t)(t —N)™ +b(t)q(t) = 1,

y en particular
a(A)(A = M)™ + b(A)g(A) = I,.

Si aplicamos la igualdad anterior a v € E(A, \) se tiene b(A)g(A)v = v. Si ¢(A)v = 0 enton-
ces se concluye v = 0 y por tanto si v es no cero, necesariamente q(A)v # 0. En consecuencia,
para todo v € E(A, ) se tiene (A — \I,,)*v = 0, y esto sucede exactamente cuando j coin-
cide con el orden del mayor bloque elemental de Jordan definido por el subespacio ciclico en
E(A, \) de mayor longitud. Repitiendo este proceso en un nimero finito de pasos acabariamos

de descomponer
.

ma(t) = JJ(t = x)™.

=1
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Ahora si, damos el resultado con el que concluye la prueba del Teorema 3.4.5.

Teorema 3.5.7. Sea A € M,,(R) y sean A1, ..., \, € R sus valores propios. Entonces,
R"=E(AMN)®---®E(AN).

Demostracion. Fijemos A = A; € R valor propio de A y sea m4(t) el polinomio minimo de A.
Sabemos por el Lema 3.5.6 que m4(t) = (t — A\)?* y que se cumple

a(t)(t — X +b(t)q(t) = 1,
para ciertos a(t), b(t) y siendo ¢(t) tal que g(\) # 0. Definiendo p(t) = b(t)q(t) se tiene

I, — p(A) = a(A)(A — ML),

Veamos que asi definido, el operador p(A) es una proyeccion, esto es p(A)? = p(A). Para ello,

calculemos p(t)? — p(t).

p(t) = p(t) = p(t)(p(t) — 1) = p(t)(—a(t)(t — X)™).

Por otra parte,
(t = X)Pp(t) = (t = X)P0(t)q(t) = b(t)ma(t),
y por tanto
p(t)? = p(t) = —a(t)b(t)mal(t).
Sustituyendo finalmente ¢+ = A se tiene p(A)? = p(A) y por tanto p(A) es una proyeccion.
Aunque es conocido el hecho de que para toda proyeccidn se tiene la descomposicion

R"™ = ker p(A) ® imp(A),

lo probamos por completitud de las notas. Por una parte, por ser p(A) proyeccion se tiene que I, —
p(A) es también proyeccion. Para cualquier v € R" se tiene v = p(A)v+*(I,,—p(A))v y en particular
p(A)v € im p(A). Por otra parte, p(A) (I, — p(A))v = 0y por tanto (I,, — p(A))v € ker p(A). En
consecuencia, R” = ker p(A) + im p(A). Falta probar que la suma es directa y para ello tomemos
v € kerp(A) Nimp(A). Por una parte, existe w € R” tal que v = p(A)w. Como v € kerp(A) se
tiene

0 =p(A)v = p(A)*w = p(A)w = v,

lo que implica v = 0.

El paso final es estudiar los subsespacios ker p(A) e im p(A). Lo primero es observar que como
p(A) es un polinomio en A se tiene que p(A)A = Ap(A) y por tanto ker p(A) es A-invariante. En
cuanto a la imagen, veamos que imp(A) = E(A, \). De la factorizacién m 4 (t) = (t — X\)?*q(¢t) se
tiene

(£ = APp(t) = (£ — NPb(E)a(t) = bE)(E — \YPa(t) = b(E)ma(t).

Sustituyendo en A y usando que m4(A) = 0 llegamos a (A — AI,,)”*p(A) = 0. En consecuencia,
para cada v € R se tiene p(A)v € ker(A — AI,,)?* y por tanto im p(A) C E(A, \). Como por otra
parte p(A) es la identidad en E(A, A) concluimos que im p(A) = E(A, \).
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Con todo esto, tenemos la descomposicién
R"=FEANaV,

siendo V' = ker p(A) un subespacio A-invariante. Sea ahora el operador A, : V' — V. Su polinomio

minimo es precisamente
,

ma, (8) =[]t =)

i=2
Fijando A = )y, descompondriamos V' = E(A, A2) @ V4, siendo otra vez V; un subespacio A-
invariante. Repitiendo este proceso llegamos a la descomposicion final

R"=E(AMN)®---®E(AN).
g

La forma ahora de obtener la base B de R™ est4 clara. Cada subespacio E (A, \) nos proporciona
una base By, y tras concatenarlas obtendriamos una base de R™ respecto de la cual la matriz de A en
tal base es su forma canénica de Jordan.

Ejemplo 3.7. Vamos a calcular la forma canénica de Jordan de

Su ecuacién caracteristica es (A + 1)2(1 — \) = 0, lo que nos proporciona valores propios A = 1
simple y A = —1 doble. Empezamos con el valor propio simple, puesto que mg4(1) < m,(1) =1y
por tanto coinciden. En particular, solo hay un bloque de Jordan correspondiente a A = 1. Calculamos
un vector propio para A = 1y para ello estudiemos ker(A — I3).

-2 1 =2
ker(A—I3) =ker | 0 -2 4 ],
0 0 O
de lo que deducimos ker(A — I3) = {(0,2z,z2): z € R}. Un vector propio pues es v; = (0,2,1).
Para el valor propio A = —1 estudiamos andlogamente ker(A + I3).
01 -2
ker(A+I3) =ker {0 0O 4 |,
00 2

de lo que deducimos ker(A + I3) = {(2,0,0): x € R} y en particular dimker(A + I3) =1 < 2 =
ma(—1). En consecuencia hay un bloque de Jordan correspondiente a A = —1, necesariamente de
orden 2. Para hallar una base de vectores propios generalizados, comenzamos calculando (A + I3)2.

(A+ ;)% =

o O O

0 0
0 8],
0 4
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y se tiene ker(A + I3)? = {z = 0}. Tomamos vy € ker(A + I3)*\ ker(A + I3), por ejemplo
vy = (0,1,0) y posteriormente vs = (A + I3)vy = (1,0,0). En particular, v3 es vector propio para
A = —1. Obtenemos pues la base {vi,ve,vs3} de R3, respecto de la cual la matriz A vista como
endomorfismo satisface

Avy = vy, Avg = —vg +v3, Avg= —wv3.

Si tomamos P como la matriz cuyas columnas son vy, v2, v3, concluimos

1 0 0 001
A=PJjpt J=l0 -1 0 |, P=1210
0 1 -1 100

tA

Si queriamos resolver el sistema =’ = Az, sabemos que ®(t) = e’ es matriz fundamental del
sistema. En otras palabras,
®(t) = Pet’ P71

es matriz fundamental, donde sabemos que podemos obviar el cilculo de P~'. Para calcular €'/,

calculamos la exponencial de cada uno de sus bloques elementales de Jordan. El primer bloque de
Jordan consiste tnicamente de ¢, obteniendo e’. En cuanto a la exponencial del segundo bloque
elemental de Jordan,

—t 0\ _ t 0 0 0\ et 0\/1 O\ (et 0
P Uy ) TP o )P e 0) T Lo et \t 1) T et et)

Concluimos que una matriz fundamental del sistema es

et 0 0 0 tet et
P(t)y=P0 et 0 |=|2 et 0|,
0 tet et et 0 0

y por tanto las columnas forman un sistema fundamental de soluciones.

Ejemplo 3.8. Sea ahora

Se tiene p(\) = det(A — A\3) = A3 — 6% + 12\ — 8 = (X — 2)3 y por tanto la tnica raiz real es
A = 2 con mg(A) = 3. Ahora bien, si calculamos ker(A — 213) se tiene

-2 -1 1
3 2 =2

0
=|0] =2=0, y=-=z.
-1 0 O 0

INIENSI

En consecuencia, ker(A — 2/3) = span(0,1,1) y mg4(2) = 1. Existe por tanto un tinico bloque de
Jordan de tamafio maximo 3 y la torre de subespacios toma la forma

ker(A — 2I3) C ker(A — 2I3)? C ker(A — 2I3)% = R,
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La matriz (A — 213)% es
0 0 O
(A-203)?%=(2 1 -1,
2 1 -1
y se tiene ker(A — 2I3)? = span((0, 1, 1), (1,0, 2)). Tomamos v, € ker(A — 213)3\ ker(A4 — 213)?,
por ejemplo v; = (1,0, 0) y definimos

vy = (A —2I3)v; = (—2,3,1), v3 = (A — 2I3)%0) = (A — 2I3)vy = (0,2,2).

Si definimos la base B = {v1,v2,v3} y la matriz por columnas P = (v1,v2,v3), se tiene A =
PJP~1, donde

1 -2 0 2 0 0
p=10o 3 2|, J=[120
0 1 2 0 1 2

Finalmente, el sistema diferencial 2’ = Ax tiene como matriz fundamental

e 0 0
d(t)=Pel =P | te** e 0

2
%6215 tth 6215

3.5.2. Valor propio complejo

A lo largo de esta seccién suponemos que i = a + ib € C es solucién de det(A — ul,) = 0,
con b # 0 para no caer en el caso real anteriormente estudiado. Ademas, al igual que en el caso
real, consideraremos indistintamente A como matriz y a su vez como el endomorfismo tal que su
representacion en la base candnica de R"™ es precisamente la matriz A. Como A € M, (R), su
polinomio caracteristico es de coeficientes reales y por tanto & es igualmente solucién de det(A —
ul,) = 0. Ahora bien, ;qué significa que . € C sea valor propio de una matriz A de coeficientes
reales? Obviamente no puede significar Aw = pw para algin vector w € R™, porque esta ecuacion
carece de sentido ya que Aw € R", pero pw € C". La interpretacion de que p sea valor propio de A
puede entenderse extendiendo de cierta forma el endomorfismo A a un operador lineal A¢ : C* —
C", de manera que dotamos de sentido a la relaciéon Acw = pw. Como todo vector w € C” se puede
descomponer como w = u + v, con u, v € R™, una forma de extender A es la siguiente,

Ac : C" — C™, Acw = Au + i Av, w=u-+iveC"

el cual es un operador C-lineal sobre C". Todas estas ideas se pueden abstraer mediante el concepto
del complexificado de un espacio vectorial real £/ y un operador R-lineal en E.

Definicion 3.5.8. Dado E un espacio vectorial sobre R, definimos su complexificado como el espacio
vectorial

n
E@:{Zakvk:neN, ag € C, UkGE}.
k=1

En esta definicidn estamos considerando sumas formales, puesto que a priori no tiene sentido
matemdtico el producto av con o € Cy v € E. Esto se puede reescribir como

Ec ={u-+iv: u,v € E},
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siendo ¢ € C la unidad imaginaria. Asi definido se tiene que E¢ es un espacio vectorial sobre C.
Ademas, si B es una base de F, entonces B es una base de Fic como espacio vectorial complejo. En
efecto, si B = {v1,...,v,} con vy, € E'y tomamos w = u + iv, entonces existen as, ..., &y, B1, .., Bn

tales que
n n
u = § Qg U, ’U:ZBkvk-
k=1 k=1
Por tanto,
n n n n n n
w=u+iv= E Qg + i Zﬁkvk = § gy + Ziﬁkvk = Z(ak + 1Bk )v = E Pk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

lo que prueba que B es sistema de generadores de E¢c. Como son linealmente independientes en
F también lo son trivialmente en E¢, lo que concluye el resultado. Como consecuencia, £y E¢
tienen la misma dimensién pero con un matiz: el primero como espacio vectorial real y el segundo
como espacio vectorial complejo. Obsérvese igualmente que E es un subconjunto de F¢, pero no es
subespacio vectorial (visto E¢ como espacio vectorial complejo; si que lo es si E¢ es visto como
espacio vectorial sobre R). Para el caso particular £ = R", el complexificado R no es mas que
C" ={u+iv: u,v € R"}.

Definicion 3.5.9. Dado un operador lineal T : E — F, se define su complexificado Tt : Ec — E¢
como el operador dado de las dos formas equivalentes siguientes,

n n
Tc Zakvk ZZO%TUk:, a, € C, v, € E, Te(u+iw) =Tu+iTv, wu,v € E.
k=1 k=1

Asi definido, T es un operador C-lineal. Ademas, se cumple la siguiente propiedad fundamental.
Si B una base de F (e igualmente de E¢) y denotamos por A € M,,(R) a la representacién matricial
de T en la base B, entonces la matriz de T¢ en B coincide con A. Esto es inmediato al ser B =
{v1,...,0,} con vy € E'y por tanto Trvg, = Tvg. Ahora bien, sea p(u) = det(T — pl) el polinomio
caracteristico del operador real 7'. Entonces, p(u) es igualmente el polinomio caracteristico de T¢,
ya que el polinomio caracteristico se obtiene a través de una representacion matricial de un operador
y en nuestro caso A es representacion matricial de 7'y T. Como p es valor propio de Tt si 'y sélo si
w es raiz del polinomio caracteristico de T, esta discusion justifica la siguiente definicién.

Definicion 3.5.10. Decimos que i € C es valor propiode T : E — E si y s6lo si i es valor propio
del operador complexificado I, es decir existe w € C" tal que Tecw = pw.

Un problema de interés es determinar cudndo un subespacio de E¢ es el complexificado de un
subespacio de E. Es decir, sea W un subespacio vectorial de F¢. (Existe V subespacio vectorial de
E tal que Vo = W? La misma cuestion la planteamos para operadores. Dado L : Ec — Ec un
operador C-lineal, dar condiciones que aseguren que L = 1, siendo 1" : £ — F lineal. Para tal fin,
definimos la aplicacién conjugacion

o:Ec— Eg, o(u+iv) =u —iv, u,v € E.

Es inmediato comprobar que para cualesquiera w € Ecy u € C se tiene o(pw) = fio(w). En
particular, o no es lineal. Cuando apliquemos la conjugacion sobre un vector w € E¢ emplearemos
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la notacion reducida o (w) = w. Una vez introducida la aplicacién conjugacion se puede comprobar
que si w € C™ es vector propio de ¢ para el valor propio p, entonces w es vector propio de T para
el valor propio . En efecto, si w = u + v se tiene

Tcw =Te(u—iv) =Tu—iTv=Tu+iTv=Tew =W = Gw.

Ademds, la multiplicidad de w coincide con la de w. El siguiente resultado responde a la cuestion de
cuando subespacios y operadores complejos son los complexificados de andlogos reales.

Proposicion 3.5.11. Sean W un subespacio vectorial de Ec y L : Ec — Eg lineal.
1. W es el complexificado de un subespacio V de E si'y sélo si c(W) C W.

2. L es es complexificado de un operador lineal T de E si y solo si Lo = oL, es decir L'y o
conmutan.

Demostracion. 1. Supongamos W = V¢, siendo V' subespacio vectorial de W, y tomemos w €
W. El objetivo es verificar que w € W. Por ser W = V[, existirdn v, v € V tales que
w = u + v. Entonces, W = u — v = u + i(—v) y como V es subespacio vectorial en
particular —v € V y se tienew € W.

Reciprocamente, supongamos que o (W) C . Debemos encontrar algtin subespacio vectorial
V de E de manera que Vo = W, y para ello definimos

V={Rw: we W}

Que V es subespacio vectorial real de F es inmediato. En efecto, si u,v € V entonces u =
Rw, v = RNz y por tanto u + v = R(w + z). Como w + z € W se tiene que u + v € V.
Igualmente, si A € R entonces A\v = ARw = R(A\w) y como Aw € W se tiene A\v € V. Falta
probar que Vo = W. Primero, dado u + iv € V¢ se tiene u = Rw, v = Rz conw,z € W.
Como quiera que se tienen las igualdades

w+w 2+ Z

Rw = 5 Rz = 5

y w, z € W por hipétesis, entonces u, v € W y en consecuencia u + v € W. Por otra parte,
dado w € W se tiene w = u + iv. Perou = Rw € V yv = —R(iw) € V y concluimos
w=u+iv € V.

2. Si L es el complexificado de T' entonces dado w = uw + v € E¢ se tiene
Lo(w) =Tc(u — i) = Tu — iTv = o(Tu + iTv) = o Lw.

Como w es arbitrario se tiene que L y o conmutan.

Reciprocamente, si L y o conmutan entonces dado w = u + iv € Fg laigualdad Lo(w) =
o(Lw) implica Lu = Luy Lv = Lv de donde concluimos Lu, Lv € E. En particular, la
restricciéon L : E — E estd bien definida. Ahora es claro que definiendo 1" : E — E dado por
Tu = Lu laigualdad L = Tt es trivial.

O
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Una vez introducidos estos conceptos de dlgebra lineal, seguimos con la bisqueda de la forma de
Jordan real de A correspondiente a un valor propio p € C. De igual forma al caso real, el objetivo es
encontrar un cierto subespacio de R™ y una base BB suya de manera que al restringir el operador A a
tal subespacio, su matriz en la base B3 sea

Er (1)
J(p) =
B (1)

Mimetizando el caso real, se tiene dim ker(Ac — puly,) = my(p) y la cadena de subespacios
{0} C ker(Ac — pl,) C ker(Ac — pul,)? C - C ker(Ac — pl,)* € -

se estabiliza para cierto p para el cual dim ker(A¢ — uly,)P = mq(u). Definimos de forma andloga
al caso real el subespacio propio generalizado de Ac correspondiente a ;. como

Ec(Ac, p) = ker(Ac — plp)P.

La peculiaridad es que si u es complejo con b # 0, Ec(Ac, i) no es el complexificado de ningtin
subespacio vectorial real, basicamente por el hecho de que si i es valor propio de A entonces [ es
también valor propio. Sin embargo, la suma directa Ec(Ac, 1) @ E(Ac, ) si que es el comple-
xificado de algin subespacio vectorial real, ya que en virtud de la Proposicién 3.5.11 basta probar
que esta suma directa es invariante por la operacién conjugacion. Como quiera que o (Ec(Ac, 1)) =
Ec(Ac, ), se tiene que la suma directa anterior es el complexificado de algin subespacio vecto-
rial real V,,. Mds aun, la dimension de Ec(Ac, 1) ® Ec(Ac, i) como espacio vectorial complejo
es 2m, () y por tanto la dimensién de V,, como espacio vectorial real, es igualmente 2mq(1). El
problema se reduce pues a calcular una base del subespacio real V,,. Detallamos a continuacion los
pasos.

1. La primera parte es totalmente andloga al caso real, con la diferencia fundamental que ahora
estamos considerando Ac como endomorfismo de C" y no de R™. Entonces, Ec(Ac, ) se
descompone como una suma directa de subespacios ciclicos,

Ec(Ac, ) = Z(w1) @ -+ ® Z(Wpny (),
CON W, -, Wiy, () € C. De hecho, cada Z(wy) tiene como base ciclica
By, = {wi, (Ac — pln)w, ..., (Ag — pl)"™ 8 Ty},

y (Ac — pd,)"wk) =1y, € ker(Ac — pul,,). Concatenando estas bases obtendriamos una base
B respecto de la cual la matriz del operador Ac es de la forma

Drmg(u) (:u) 1 ,U

Esto no puede ser la representacion de Jordan real, puesto que i es complejo. De hecho,
Ec(Ac, 1) no es el complexificado de ningtin subespacio real puesto que ni siquiera Z (wy,) lo
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es. Ahora bien, Z(wy) @ Z(wy,) si que es complexificado de algin subespacio real puesto que
la aplicacion conjugacién cumple

o(Z(wy) ® Z(wy)) = Z(wg) ® Z(wg) = Z(wg) © Z(wg).
En consecuencia, Ec(Ac, 1) ® Ec(Ac, ) es complexificado de algiin subespacio real.
Consideremos una base ciclica {w1, ..., w, } de cierto bloque D, (), donde wy+1; = (Ac —
wly)wy para k = 1,...,7 — 1, o expresado de otra forma, Acwy, = pwy + wiy1 para k =

1,...,7 =1y Acw, = pw,. Si descomponemos wy = uy + Vg, con ug, vy € R", se tiene

Acwy, = Aug, + iAvg = (a + bi) (ug + ivg) + (g1 + 10k11)
= (aug — bog, — ugy1) + i(avg + bug + vg41),

donde ahora enfatizamos que A es endomorfismo real actuando sobre uy, vy € R", y en con-
secuencia

Aug = aug — bug — ug41, Avi, = avg + bug +vgr1, k=1,...,r—1
Ademads, Acw, = pw, implica
Auy +iAv, = (a + bi)(uy + iv,) = (au, — bu,) + i(av, + bu,).

Por tanto, la matriz de A en {v1, u1, v, u2, ..., vy, Uy } €8

O | 2

O = 2

Mas aun, el subespacio real V' = span({v1,u1, va, ug, ..., v, u, }) cumple Vo = Z(wy) &
Z(wr).

. Con esto hemos representado un bloque arbitrario D, (1), obteniendo un bloque del doble de

tamafio F,, (1) que representa tanto a ;1 como 7. Repitiendo este proceso para cada bloque y
concatenando las bases, se tendra una base 5 de 2n vectores respecto de la cual la matriz de A
en B es precisamente

By (1)
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Ejemplo 3.9. Consideremos la matriz

1 0 1 1
2 3 -2 -1
A= 2 2 1 0
-2 0 2 3

El polinomio caracteristico de A es
p(A) = det(A — Ay) = 25 — 40X\ + 2602 — 8A% + A = (A(\ — 4) 4 5)2,

cuyas raices son A = 2 ¢ con m4(2 + ¢) = 2. Como A tiene valores propios complejos, nece-
sitamos trabajar con el operador complexificado Ac en C*, en el cual consideramos coordenadas
w= (z,y,2,t) € C*yw = u + iv con u,v € R*. Calculamos ker(Ac — (2 + i)I4), obteniendo el
sistema de ecuaciones complejas

—1—1 0 1 1 x 0
2 1-i -2 -1 |[y]| [0
5 9  _1-i 0 1= 1ol x,...,.t € C.
—2 0 2 1—2 t 0

Este sistema tiene como solucién el espacio de dimensién 1 generado por (1 — i, —1 + 4,0,2). En
consecuencia, my(2+4) = 1y la matriz no es diagonalizable en C. Calculamos pues ker(Ac — (2 +
i)13)*,

€T 21 2 —21 —2 T 0

- owlyl | —2-4i —a—2i 4 9% y| o
(Ac—QE+DL)" [T = _4 4 249 0 21 7 o
¢ 4+ 4i 4 —2—4i —2-92i) \t 0

Resolviendo este sistema nos queda el subespacio de dimensién 2 definido por las ecuaciones
r=—i(y+t), z=-y—(1+i}

Una base de este subespacio es ker(Ac — (2 +4)14)? = span((1,0,1 — i,4), (1,4,2,0)). Ademas,
notemos que wy = (1,4,2,0) € ker(Ac — (2 + i)I4)*\ ker(Ac — (2 + i)14) y podemos definir
wy = (Ac — (24 1)Iy)wy = (1 —i,—1+14,0,2). En consecuencia,

E(c(A(C - (2 + i)I4) = kel“(A(C — (2 + i)]4)2 = Z(wl).

Si tomamos como base de C* el conjunto B¢ = {w1, we, W1, ws} se tiene que la matriz de Ac (visto
como endomorfismo de C*) en Bc es

2+1 0 0 0
1 244 0 0
0 0 2-2 0
0 0 1 2—4

= diag(D2(2 + 1), D2(2 — i)).

En particular,
C* = Ec(Ac — (24 i)11) @ Ec(Ac — (2 —i)1y).
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Sabemos que esta no es la forma canénica de Jordan real de A, y para calcularla necesitamos definir
la base de R* dada por
B = {%wl, §Rw1, %wz, §Rw2}.

Ahora definiendo P como la matriz cuyas columnas son los vectores de 3 podemos concluir que
A= PJP~!, donde

2 210 0 01 -1 1
1 2 0 0 . 10 1 -1
J=11 o 2 1| =2@+D,  P=lyo5 o
01 1 2 00 0 2

3.5.3. La forma candnica de Jordan de matrices 3 x 3

A continuacién vamos a realizar un estudio en profundidad de la forma candnica de Jordan de
matrices 3 x 3, dependiendo de los valores propios y sus multiplicidades.

1. A tiene tres valores propios distintos. Se tiene uno de los siguientes casos.

= Los tres valores propios son reales, \1, A2, A3 € R. Necesariamente, dim ker(A—\;I3) =
1y A es diagonalizable. Tomando vy, € ker(A — A\;I3), como base B = {v1,va,v3} y
P = (v1,v9,v3) se tiene

A1
A=Pjpt J = Ao
A3
La exponencial '/ viene dada por
6t>\1
etA —p etx\g P—l
et)\g

= Los valores propios son A € R, p, 7 € C. Igualmente A es diagonalizable en C3. Toma-
mos v € ker(A — Al3), que necesariamente vuelve a tener dimension 1. Ahora bien, si
W= a4 bi y w es vector propio para u, entonces descomponemos w = wj -+ 1wy y se
tiene
Aw = awy — bwa, Awg = bwy + aws.

Tomando como base B = {v, wa, w1}y P = (v, wa, wy) se tiene

A
A=PJjp1 J= a —b
b a
La exponencial e/ viene dada por
ot
A =p e cos(bt) —esin(bt) | P71

eYsin(bt) e cos(bt)

En el caso 3 x 3 no pueden salir valores propios complejos fuera de este caso.
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2. Dos valores propios reales, A1, A2, con multiplicidades algebraicas mq(A1) = 1, my(A2) =
2. El valor propio A1 no presenta problemas. Tomamos v; € ker(A — A1l3), el cual tiene
dimension 1. Ahora estudiamos ker(A — A\213), pudiendo tener dos posibilidades.

= dimker(A — AoI3) = 2. En este caso A es diagonalizable y tenemos dos bloques ele-
mentales de Jordan. Se tomarian vo, v3 € ker(A — A\yI3) linealmente independientes, la
base B = {v1,v2,v3} y lamatriz P = (v1, va, v3), obteniendo

A1
A=PJpPH, J = Ao
A2
La exponencial e/ viene dada por
etAl
etA —p et)\g P*l
etAQ

» dimker(A — AaJ3) = 1. En este caso necesitamos considerar el subespacio generali-
zado ker(A — M2I3)2, el cual necesariamente tiene dimensién 2. Sea vy € ker(A —
AoI3)?\ ker(A — A\oI3) y definimos vz = (A — Aol3)ve. Entonces, vo,v3 € ker(A —
A213)?2, son linealmente independientes y en particular v3 € ker(A — A\2I3). Por dltimo,
definiendo de forma usual P = (v1, ve, v3), se tiene

A1
A=PJjp J = Ao
1 A
La exponencial e viene dada por
etA1
etA —P et)xg P—l
ter? et

= Un tnico valor propio A. Si dim ker(A—AI3) = 3, 1a matriz es un miltiplo de la identidad
y hemos acabado. En efecto, calculando P se tendria

A=PJP ' =PO\L)P L=\, 4 =e
Por tanto suponemos dim ker(A — Al3) < 2, teniendo que estudiar los subcasos siguien-

tes.

e dimker(A — AI3) = 1. Existe un tnico bloque de Jordan y por tanto la torre de
subespacios (A — AI3)¥ es de la forma

{0} C ker(A — A\I3) C ker(A — A3)% C ker(A — \I3)° = R.

Sea pues v1 € ker(A — \3)3\ ker(A — \I3)? y definimos vy = (A — \3)vq, vg =

(A — AI3)vy. En particular v3 € ker(A — Al3) y es vector propio de . Si definimos
P = (v1,v9,v3) se tiene

A

A=PpPJpPH, J=11 X

1 A
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La exponencial ¢4 viene dada por

et)\

A = p| tetr e P
2
%et)\ te)\ et)\

¢ dimker(A—\I3) = 2. En este tltimo caso se tienen dos bloques de Jordan. Sea pues
v € ker(A — MI3)?\ ker(A — AI3) y definimos vy = (A — AI3)v;. Estos dos vec-
tores nos darén el primer bloque elemental de Jordan. Para el segundo bloque, basta
completar a una base de ker(A — \I3) mediante algin vs linealmente independiente
con vy. Definiendo P = (v, v, v3) se tiene

A
A=PJjpt J=1|(1 X
A
La exponencial e/ viene dada por
ot
=P |ter e pL
ot

3.6. Solucion de la ecuacion completa x' = Ax + b(t)

Consideremos ahora el problema no homogéneo,
2 = Az + b(t), (3.6.1)

con A € M,(R)yb: I CR — R continua. Este problema ya fue estudiado en la seccién 3.1.3
cuando A era una aplicacion A(t). La diferencia ahora es que conocemos un método para obtener
una matriz fundamental, a saber ®(t) = e'4. En consecuencia, la solucién general del sistema no
homogéneo con A constante es

z = e\ 4 et / e b(t)dt, A eR™

Mas aun, para la condicién inicial z(¢y) = xg € R"™ sabemos que una matriz fundamental que cumple
®(ty) = I, es ®(t) = elt=0)4 con lo que concluimos que la tinica solucién del problema de Cauchy
es

t
z = etz 4 e(tto)A/ e~ 4p(s) ds.

to

Existe una alternativa para encontrar soluciones particulares de (3.6.1) si el término b(t) tiene una
expresion concreta: el método de los coeficientes indeterminados, cuya prueba se omite.

Teorema 3.6.1. Supongamos que b(t) es de la forma
b(t) = e (p(t) cos(bt) + q(t) sin(bt)) , (3.6.2)

donde p,q : I — R son polinomios en cada una de sus componentes de grado a lo sumo k > 0. Sea
w=a -+ bi.
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1. Si p no es valor propio de A, entonces (3.6.1) tiene una solucion particular de la forma
xp(t) = e™(r(t) cos(bt) + s(t) sin(bt)),
donde r,s : I — R" son polinomio en cada una de sus componentes de grado a lo sumo k.

2. Si p es valor propio de A, sea Di(a) o Ej(a + bi) el bloque elemental de Jordan de mayor
tamario en la forma candnica de Jordan de A. Entonces, (3.6.1) tiene una solucion particular
de la forma

z,(t) = e™(r(t) cos(bt) + s(t) sin(bt)),
donde r,s : I — R" son polinomio en cada una de sus componentes de grado a lo sumo k + .

Ejemplo 3.10. Resolvamos el problema de Cauchy
1 2 cos(2t)
[
r= (—2 1> v <—sin(2t)> :

mediante el método de los coeficientes indeterminados y el del célculo de la matriz exponencial.

1. Si lo hacemos mediante el cdlculo de la exponencial, lo primero es calcular la exponencial de
At. Los valores propios de A son 1 = 1 + 2i y por tanto buscamos w = (wy,ws) € C? tal
que Aw = pw. Esto nos da un espacio de dimensién compleja 1, generado por el vector (1, 7).
Ahora bien, tomando la base real

{(0,1),(1,0)},
0 1 . . . .
1 O>' Esta matriz no es mds que la operacién de permutacién de filas
para matrices 2 x 2 y por tanto se tiene que A = P.JP~! = J. Esto nos dice que A coincide
con su forma de Jordan respecto de esta base. Por tanto, una matriz fundamental del sistema
homogéneo es

definiriamos P = (

0= = (G2 ).

g — ot cos(2t) —sin(2t)\ (1) [ €' cos(2t)
0= sin(2t)  cos(2t) 0)  \—e'sin(2t)) "
Por otra parte,

L) Ap(5) — ot <cos(2(t—s)) —sin(2(t—s))> < cos(2s) > _ <ets cos(2s) )

sin(2(t — s))  cos(2(t — s)) —sin(2s) —e!l™%sin(2s)

Por una parte,

En consecuencia,

[ = [ (R0 a0 ()

Concluimos que la solucién del problema es

2(t) = (26t — 1) (f;ﬁ%) .



132 Capitulo 3. Ecuaciones lineales

2. Si lo hacemos mediante el método de los coeficientes indeterminados, observamos el término
independiente b(t) y comprobamos que es de la forma (3.6.2) para los valores a = 0, b =
2, p(t) = (1,0), ¢(t) = (0,1). Como 2i no es valor propio de la matriz de coeficientes,
concluimos que una solucién particular es de la forma

Tp = <§> cos(2t) + <g) sin(2t),

con A, B,C,D < R. Si forzamos a que x,, sea solucion particular obtenemos A = —1, B =

C =0, D =1, concluyendo
S — cos(2t)
P\ Usin(2t) )7

o(t) = DA+ z,(t),  AER",

La solucién general del sistema es

siendo ®(¢) la matriz fundamental (3.6.3). Por tanto,

0= (G amion ) () * (ot )+ dmem

Si imponemos la condicién de Cauchy z(0) = (1,0), obtenemos el vector A = (2,0) y la tnica

solucién es () = (2¢! — 1) <_C foj%) '

3.7. Ecuacion lineal de orden n uno-dimensional con coeficientes cons-
tantes

Un caso particular surge al tomar funciones constantes ay, ..., a,—1 en la EDO (3.2.1), esto es
2 4+ ap12" Y+ 4+ a2’ + agr = b(t), (3.7.1)

con an—1,...,a9 € Ryb: I — R continua.

Supongamos inicialmente b(t) = 0, es decir estudiamos la EDO homogénea. Como otras tantas
cuestiones matemadticas, Leonhard Euler abordé el estudio de esta EDO, y para ello buscé soluciones
de la forma = = e para cierto A € R. Teniendo en cuenta que z¥) = A\¥eM, obtenemos

apeM + atheM + -+ an_ AV TN 4+ AeM = 0.

At At

Como e es solucion si y sélo si A es solucion del

polinomio

no se anula, se tiene que la funcién z = e

ao+ a1+ 4 an AL A" = 0.
Toda raiz real de esta ecuacién proporcionara una solucién exponencial de la EDO, pero es posible

que encontremos raices complejas A = a =+ bi. En tal caso, Euler observé a raiz de la identidad

e = cost +isint
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que las funciones e cos(bt) y % sin(bt) son igualmente soluciones de la EDO. Vamos a formalizar
esta brillante idea de Euler para obtener todas las soluciones de (3.7.1) y comprobar que Euler estaba

bastante bien encaminado.

Comenzamos destacando que la EDO (3.7.1) sabemos resolverla perfectamente sin mas que trans-
formarla en el sistema 2’ = Ax, con A dada por (3.2.2), obtener la forma canénica de Jordan de A
y calcularle la exponencial. No obstante, en este caso concreto de coeficientes constantes, no va a ser
necesario el pasar al sistema matricial equivalente y realizar el cdlculo de la exponencial. Sea pues

0 1 0 0
0 0 1 0
A— 0 0 0 1
0 0 0 0
—ap —aip —a

—an—2

0
0
0
0

1

, (3.7.2)

—Aan—1

y calculemos su polinomio caracteristico, det(A — AI,,). Para ello, desarrollemos el determinante de

A— M,

det(A — \I,) =

por la dltima fila, obteniendo

1 0 0 0
X 10

(=)™ (=a0)| 0 —A 1 0

-

0 0 0 -\ 1

A 1 0 0

0 -A 1 0
+odan2 0 0

0O 0 0 0

—-A 1 0
0 -A 1
0 0 -
0 0 0
—ag —a] —as
—A
0
+(71)n+1a1 0
0
0
0| = (an—1+A)
1

—0n—2
0
0
1
0 -
1 0
-2 1
0 -
0 0

0
0
0
1
—p_1 — A
0 A1
0 -\
ol + (=) (=az)| 0 o
0 :
1 0 0
0 0
0
1
0 -\

Ahora bien, observemos que el primer determinante vale 1, el segundo vale — )\, el tercero vale \? y

asi sucesivamente. En general, el determinante k-ésimo vale (—1)

k;)\k

Concluimos pues

det(A — \I,,) = (—1)"2 (ao +a A+ a 2+t ap oA\ 2, AT+ )\") )

El desarrollo anterior motiva la siguiente definicién
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Definicion 3.7.1. Dada la EDO lineal homogénea de orden n, (3.7.1), se define su polinomio carac-
teristico como el polinomio

P(A) = ao+ a1 A+ agA’ + -+ ap oA 2+ ap A"+ AT (3.7.3)

Referente a la forma candnica de Jordan de A, podemos calcularla sin necesidad de realizar
célculos de matrices de paso ni de subespacios de operadores nilpotentes. En efecto, como las raices
de p(A) coinciden con los valores propios de A dada por (3.7.2), observamos que cada raiz A = a+bi
de p(\) define una tnica caja D, (\) 6 E,()\), dependiendo de si A es real o complejo, en la forma
canonica de Jordan de A. Para ello notemos que el operador A — \I,, tiene rango al menos n — 1, ya
que la submatriz obtenida al suprimir la dltima fila y la primera columna tiene determinante

1 0 0 --- 0
-2 1 0 :
0 —-Xx 1 . o/=1#0,
0 0 0 =X 1

y por tanto el rango de A — AI,, es al menos n — 1. Ahora bien, no puede ser n por ser A valor propio
y en consecuencia dimker(A — AI,,) > 1. Esto nos dice que la multiplicidad geométrica de \ es
1 y s6lo hay una caja de Jordan, precisamente de tamafio m,(A). Como quiera que el subespacio
generalizado F(A, \) tiene dimensién m, (), concluimos que la cadena de subespacios

ker(A — AI,,) C ker(A — A\I,)* C --- C ker(A — AI,,)P = ker(A — \[,)P™! = ...

se estabiliza exactamente para p = my()\) y en cada salto ker(A — AI,,)* C ker(A — AI,)F*!
la dimensién aumenta exactamente en 1. Para obtener una base de F/(A, \) que represente a la caja
Dy()\) 6 E,()\), basta tomar v; € ker(A— \I,,)™eM\ ker(A — AI,,)™=(N)~1y definir por recurrencia

vg = (A — Ap)vg_1, k=2 ..mgN\).

Por dltimo, si A es complejo entonces tendriamos que tomar {Svg, Rvy } como base para obtener la
forma real del bloque E,.()).

El siguiente resultado es consecuencia del Corolario 3.4.7 y de la existencia de un tinico bloque
de Jordan para cada valor propio A.

Teorema 3.7.2. Un sistema fundamental de soluciones de la EDO homogénea (3.7.1) estd formado
por
{tkea cos(bt), t* e sin(bt)}, (3.7.4)

con a + bi, b > 0, recorriendo el conjunto de los valores propios y siendo k = 0, ..., mg(\) — 1.

Demostracion. Sean A1, ..., A, los valores propios de A. Si A; es real, entonces b = 0 y tenemos un
total de m, () funciones independientes entre ellas. Si \; es complejo entonces necesariamente )\7
es también valor propio de A, las multiplicidades de \; y )\7 coinciden y su suma es el doble de la
multiplicidad de ;. En particular, se puede imponer b > 0, ya que las funciones para b < 0 son
dependientes con las de b > 0. Esto nos da un total de 2m,(\;) funciones, sin contar con las que
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definen el valor propio A;. Como la suma de las multiplicidades es precisamente n, en total tenemos
n funciones linealmente independientes.

Falta comprobar que, en efecto, son soluciones de la EDO (3.7.1). Fijemos un valor propio A =
a + bi de A dada por (3.2.2), o de forma equivalente una raiz del polinomio caracteristico (3.7.3),
y sea mg () su multiplicidad algebraica. Para cada k = 0, ..., mq()\) — 1 definimos x5 (t) = tFe.
Para k = 0 es inmediato que se tiene

(1) = Naot),  j=0,..m,
y por tanto al sustituir en la EDO homogénea (3.7.1) concluimos
2o(t) (A" + a1 A"t 4 -+ N'ay + ag) = 20(t)p(A) = 0.

Estudiemos ahora 2 (t) = te**. Es inmediato comprobar que se cumple x{) (t) = jN LA Ny (2).
Sustituyendo z1 (t) en la EDO homogénea y agrupando convenientemente se tiene

teM(ag + ar A+ ap g AT EN) +eM(ag + 2a9) + -+ (n— Dag 1 N2 H A" =0,

donde el segundo paréntesis vale cero por ser \ raiz de multiplicidad mq () —1y por tanto p) (X) = 0
para todo j = 0,...,mq(A) — 2. Por induccién es ahora facil ver que x(t) es solucién para todo
k=0,..mg\) — 1 O

Ejemplo 3.11. Consideremos la EDO
2™ + 42" + 52" + 42’ + 4z = 0.
Su polinomio caracteristico es
p(A) = A+ 4N + 502 4\ +4 =0,
el cual tiene como raices —2 (doble) y £:. Su solucién general es de la forma

T = cle_Qt + czte_2t + c3cost 4 cysint

3.7.1. Ecuacion completa. Método de los coeficientes indeterminados

Queda sélo pendiente considerar de forma particular la EDO completa
2 +ap 12"V 4t a2 +aor = b(t). (3.7.5)

Poco hay que contar. De la ecuacién homogénea podemos calcular el polinomio caracteristico y obte-
ner n funciones independientes, z1, ..., x,,. Para obtener una solucion particular x,, bastaria aplicar el
método de variacidn de las constantes explicado en 3.2.1, ya que conocemos una matriz fundamental
del sistema correspondiente. No obstante, se puede aplicar igualmente una versioén del método de los
coeficientes indeterminados introducido en 3.6.

Teorema 3.7.3. Supongamos b(t) = e (p(t) cos(bt) + q(t) sin(bt)), donde p, q son polinomios de
grado a lo sumo k > 0. Sea A = a + bi.
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1. Si X\ no es raiz del polinomio caracteristico (3.7.3), entonces (3.7.5) tiene una solucion parti-
cular de la forma
e™(r(t)cos(bt) + s(t) sin(bt)),

con r, s polinomios de grado a lo sumo k.

2. Si X es raiz del polinomio caracteristico (3.7.3) de multiplicidad , entonces (3.7.5) tiene una
solucion particular de la forma

the® (r(t) cos(bt) + s(t) sin(bt)),
con r, s polinomios de grado a lo sumo k.

Para finalizar, enunciamos un principio de superposicion de soluciones que serd de utilidad pa-
ra aplicar el método de los coeficientes indeterminados. La prueba se deja como ejercicio por su
simpleza.

Teorema 3.7.4. Consideremos la EDO
2™+ an (2" 4 ar ()2 + ao(t)z = by(t) + ba(t) + - + by(t), (3.7.6)
conby,....b. : I CR — R continuas. Para cada k = 1, ..,r, sea xy, solucion particular de
2™ a1 (2" 4 a ()2 + ag(t)z = be(t).
Entonces, x, = x1 + - - - + x, es solucion particular de (3.7.6).
Ejemplo 3.12. Consideremos la EDO
x" — 4o’ =t + 3cost +e 2.

Su polinomio caracteristico es
p(A) = A® — 4,
que tiene como raices 0, 2, —2. Su solucién general es de la forma
x=cy + Cye® + 636_2t.

Para hallar una solucién particular, aplicamos el principio de superposiciéon dado por el Teorema
3.7.4. Por tanto, debemos encontrar soluciones particulares de las EDOs

n / " / n / -
" —4x =1, " —4x’ = 3cost, 2" — 42’ = e 2.

= En el primer caso b(t) =ty portanto a = b = 0, p(t) =t y ¢(t) = 0. Como 0 es raiz de p(\)
de multiplicidad 1, debemos buscar la solucién particular de la forma

zp, = t(At + B).
Sustituyendo en la EDO se tiene A = —1/8 y B = 0, por lo que z,, = —t?/8.

= Aqui b(t) = 3costyportantoa =0, b =3, p(t) = 3y ¢(t) = 0. Como 3i no es raiz de p(A),
la solucién particular serd de la forma

Zp, = Acost + Bsint,

y sustituyendo en la EDO concluimos A = 0, B = —3/5.
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= Por dltimo, b(t) = e 2! y se tiene a = —2, b = 0. Como —2 también es raiz de p(\), la
solucién particular serd de la forma

Tpy = Ate™ .
Sustituyendo en la EDO concluimos A = 1/8.

Tras estas discusiones podemos afirmar que la funcién

t? : t
xp:—g—gsmt—l—ge

2t

es solucién particular.
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Ejercicios tema 3

1. Encontrar funciones a,b € C(I) de modo que ¢, t? sean soluciones de la EDO lineal

"+ a(t)z’ + b(t)z = 0.
(Puede el intervalo ser toda la recta real?

Construir un sistema de ecuaciones diferenciales que tenga como soluciones a las funciones

z1(t) = ((1)> 7 xo(t) = (al”itiin t>

(Es este sistema el resultado de reducir el orden de una EDO lineal de orden superior?

. Dada®: I C R — M,(R) de clase C", probar que si det ®(t) # 0 para todo ¢ € I entonces

®(t) es matriz fundamental de algtin sistema homogéneo de la forma 2/ = A(t)z.

. Se consideran las funciones sin ¢, e!, e~!. Determinar el menor entero positivo n para el cual

tales funciones sean solucién de una EDO lineal de orden n. ;Es tnica la EDO? ;Y si se
impone que el dominio de definicién sea R?

. Sean z1, ...,z € C™(I) tales que

W(t;x1,...,xpn) # 0, vt e I

Demostrar que existe una tinica ecuacion lineal homogénea de orden n y con coeficiente 1 para
la derivada n-ésima,
-1
2™ 4 an_1 ()" + - Fag(t)z =0,

ue tiene a x1, ..., £ como soluciones. Dar una expresion de los coeficientes ay (t) en términos
Y Y n k
de xy.

Consideremos la EDO lineal de orden n homogénea,
2"+ an_1(t)a" Y + -+ ar (82’ + ag(t)z = 0,

y sea x una solucion no trivial. Probar que los ceros de x son aislados.

. Sea A: R — M, (R) continua y supongamos que existe M > 0 tal que

Al <M,  VteR
Sea x solucién de ' = A(t)x.

a) Dado ) € R, obtener la ecuacién diferencial satisfecha por yy(t) = e Mz(t).

b) Probar que la funcién o(t) = ||y, (t)||? es derivable y que

—(M+XNe(t) < S¢'(t) < (M = Ne(t),  VteR.

1

2

¢) Deducir del apartado anterior la existencia de intervalos de valores de A para los que
limy—, o ||yx(t)]| es o bien 0 o bien oco.
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8. Consideremos la EDO lineal de orden n homogénea,
2™ + a1 (2" + - 4 a1 ()2 + ag(t)z =0,
definida en cierto I C R, y sea 1 una solucién que no se anulaen J C I.

a) Probar que el cambio de variable z(t) = z(t)z1(t) reduce la ecuacién en J a una EDO
lineal homogénea de orden n — 1 en la variable w(t) = 2/(t).

b) Si tal EDO homogénea en w tiene a wo, ..., w, como sistema fundamental y definimos
2k(t) = [ wg(t), probar que 1, 2921, ..., 2,1 es sistema fundamental en J de la EDO
de partida.

¢) Consideremos el cason = 2,
2" +ai(t)z’ + ap(t)z = 0.
Si x1 es solucién de esta EDO que no se anula en J, probar que z1 y

1
2o(t) = 21(1) / e

son un sistema fundamental de la EDO en x5.

d) Como aplicacidn, encontrar la solucién general de

a) (1+t3)z" — 2ta’ + 22 =0,
b) (1 +t)2" + (t—2V1+12)2' +2 =0, z(t) = e¥h®) e solucion,
¢) " — 2tanhtz’ + (1 — 2/ cosh? t)z = 0.
9. Se considera el sistema 2’ = A(t)x + b(t), donde A(t), b(t) son periddicas de periodo 7" > 0.

a) Probar que si x es solucién, entonces z(t) = x(t + T') es también solucidn.

b) Probar que una solucién x es T-periddica si y s6lo si x(tg) = x(t9 + T') para algin
to € R.

10. Consideremos el sistema =’ = A(t)z.
a) Si A(t) se descompone como
A(t) = f()In + g(t) B,

con f,g: I C R — Ry B diagonalizable en R, encontrar una expresion para la solucién
de ' = A(t)x en términos de f(t), g(t) y la exponencial de B.

b) Usar lo anterior para resolver el sistema

= (t — etz + ey,
y = etz + ty.

11. Resolver el sistema 2’ = Az, donde la matriz A viene dada en cada caso por:
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12.

13.

14.

15.

16.

-2 1 -1 1 -1 3

0 16

0 —-14

7 -1 6 0 2 -1
a) |10 4 -—12 b [-1 3 o 0)
0
-1 —2 -1 e) (1)
2

19 1 3 1 h)

|
[a—
— =0 O
[an}
O O W O© o MO N~ O
ORLr NERHR O+, OO
—_
—
(@)
N O =

)

e e )

Resolver las siguientes EDOs.

a) 2" — 32 + Tz = 5te?. b) 2"+ 4z = 5sin(3t) + cos(3t) + sin(2t).
¢) o — 22 + 3z =13+ sint. d) 2" — 62" — 6z + 11 = 2te".
e) 2" + 42’ + 4 =t"2e 2, f) 2" —32' +2x=1/(1+et).

Supongamos que A € My(R) satisface

2,2,0,0)7T,
2,1,1,3)T,
1,1,1,3)7,
1,1,2,0)7.

A(1,2,0,0)T =
A(1,0,0,0)T

A(1,1,1,3)T =
A(1,1,2,0)7 =

~—~~ ~~ —~

Resolver el sistema 2’ = Az sin calcular explicitamente la matriz A.

Sea A € M,,(R). Si A tiene algtin valor propio imaginario puro, deducir que existen soluciones
periddicas no triviales del sistema ' = Ax. Calcular dicho periodo en términos del valor
propio.

Dar una condicién sobre los valores propios de A € M, (R) para que el sistema 2’ = Az
tenga alguna solucién polinémica. Dar una cota 6ptima del grado de tal polinomio.

Sea A € M7(R) con valores propios {1, +i}. Sabemos ademds se tiene la cadena de subespa-
cios

{0} C ker(A —il;) C ker(A — iI7)? C ker(A — il7)3,

donde todas las inclusiones se entienden estrictas. Hallar e, donde .J es la forma candnica de
Jordan de A. Deducir que el espacio de soluciones periddicas de ' = Az tiene dimension 2.
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17. Sea A € M+~(R), con valores propios A\; = 1, A2 = 2, A3 = 3 con multiplicidades algebraicas
y geométricas satisfaciendo

ma(1) =2,  my(1) =1,
me(2) = 4, mg(2) = 2,
me(3) =1, mg(3) =1

(Se puede deducir de manera univoca la forma canénica de Jordan de A? Indicar la informacién
necesaria para determinar J en términos de sus subespacios propios generalizados.

18. Dada S una superficie en R3, se definen la curvatura de Gauss y la curvatura media de S como
1
Kzﬁlﬁg, HZQ(/{1+/€2)7

donde k1, ko son las curvaturas principales de S. Sea
a:ICR—R3, a(t) = (z(t),0,2(t)), =(t)>0,Vtel,

una curva plana en R? y sea S la superficie obtenida al rotar « alrededor del eje z. Si a/(t) estd
parametrizada por el arco, esto es ||/ (t)|| = 1, las curvaturas principales de S vienen dadas
por las funciones

/
rn " z

8 |

a) Usando la condicion de estar parametrizada por el arco, escribir k1, ko Unicamente en
términos de x y sus derivadas.

b) Clasificar las superficies rotacionales con curvatura de Gauss constante K = Ky € R, en
términos de K.

¢) Clasificar las superficies rotacionales con curvatura media = 0.






Capitulo 4

Teoria fundamental

En los capitulos anteriores hemos realizado un estudio acerca de la integracion de ecuaciones
diferenciales ordinarias. No obstante, y tal y como se ha puesto de manifiesto, el niimero de EDOs
cuya solucién se puede obtener, incluso inicamente de forma implicita, es mas bien reducido. Sin ir
més lejos, sabemos por el Teorema Fundamental del Célculo que la EDO

o’ = f(t),

siendo f : I C R — R continua, tiene existencia, aunque en la mayoria de las veces el cdlculo de
una primitiva explicita de f se antoja imposible. En general, dada una EDO

x = f(t, .%'),

nos gustaria poder garantizar existencia y unicidad para el problema de Cauchy asociado a una con-
dicion inicial x(tg) = x¢. Salvo en casos muy concretos estudiados en el tema 2, como las EDOs
lineales (o reducibles a éstas), o en EDOs que se pueden tratar invocando el Teorema de la funcién
implicita, no disponemos de herramientas para garantizar la existencia y unicidad de un problema
de Cauchy. En el tema 3 dimos el primer resultado de existencia y unicidad para una EDO lineal
matricial de la forma

' = A(t)x + b(t),

pero poco més sabemos si de nuevo abordamos una EDO arbitraria 2/ = f(¢, ). El dltimo tema
de la asignatura se centra en la teoria cldsica fundamental de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias y pretende dar respuesta a estas cuestiones.

4.1. Existencia y unicidad local

A lo largo de este tema, y salvo que se especifique lo contrario en algin caso particular, denotare-
mos por {2 C R x R™ a un abierto, por (¢, z) € €2 a sus coordenadas y por f : @ — R™ a una funcién
continua. Dado (%o, zg) € €2, el objeto de estudio de este tema es el problema de Cauchy

{ o' = f(t, ) 4.1.1)

x(ty) = xo.

Si denotamos por f = (f1, ..., fn), con cada fi : © — R continua, entonces (4.1.1) es realmente un
sistema de n ecuaciones con vector incégnita de n componentes, x = (1, ...,x,). Enel cason = 1
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obtenemos simplemente una EDO en forma normal. Ya sabemos del tema 1 que toda EDO escalar de
orden n,
™ = F(t,z, 2, ..., 2" V),

se puede reducir a un sistema equivalente de primer orden. Asi pues, el problema de Cauchy (4.1.1)
pretende considerar la situacion mdas general posible dentro de toda la casuistica ya estudiada.

En el tema 1 probamos que el problema (4.1.1) admite una versién integral que serd de gran
utilidad, la cual recordamos.

Lema 4.1.1 (Condicién integral de Volterra). Una funcion continua x : I C R — R" es solucion de
(4.1.1) si y solo si para todo t € I se tiene (t,x(t)) € Qy

x(t) = zp + t f(s,z(s))ds,

donde la integral anterior se entiende componente a componente de forma vectorial,

/ab f(s,2(s))ds = </ab f1(8,x(s))ds,...,/ab fn(S,x(s))ds> '

El siguiente resultado es més propio de un curso de Andlisis y se incluye para hacer las notas lo
mads autocontenidas posibles.

Proposicion 4.1.2. Si denotamos por || - || a la norma euclidea usual, y f : [a,b] — R™ es continua,
entonces se satisfacen las siguientes propiedades.

1[0 reeyar|| < SR ae

2 |

f7 &) at|| <11 lloclb =

, siendo || f||co = max{||f(¢)||: t € [a,b]}.

Demostracion. 1. Lademostracion de la primera propiedad hace uso de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, escrita en forma de producto escalar como

(@, 9% < [l2lPllyll%,

o de forma equivalente en coordenadas, si (1, ...%y), (Y1, ..., yn) € R™,

(E) =(54) ()

La norma de la integral de f es

’/abf(t)dt

donde en la ultima igualdad hemos llamado 2, = fab fr(t) dt y usado la aditividad de la inte-
gral. Por otra parte, la desigualdad de Cauchy-Schwarz asegura

IEVIUERDSEND AT
k=1 k=1

k=1

2 n

- ; </abfk:(t) dt>2 =Y bfk(t) dt/abfk(t) dt = /bizkfk(t) dt,

k=179

[ 0 o 101
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abf(t) dtH < /ab\lf(t)l .

2. La segunda propiedad es inmediata de la primera y del hecho de que por definicidn,

HF@I < 1 £ oo

Ahora basta tomar integrales en ambos lados y observar que el de la derecha es constante para
concluir con lo deseado.

y en consecuencia

O]

Respecto de la primera desigualdad, un comentario. Podemos sustituir la norma euclidea por
cualquier norma de R", puesto que son todas equivalentes. El motivo de hacer la prueba para la
norma euclidea es mds bien para recordar al alumno la desigualdad de Cauchy-Schwarz y mostrar
este tipo de argumentos que se repiten en multitud de argumentos 16gicos. En particular, si la norma
|| - || usada en R™ es la del méximo,

|2loo = méx{[za[, ... lznl}, @ = (21,0, 20) € R,

entonces la primera desigualdad es inmediata de demostrar. En efecto,

/abf(t) dtHoo = mix {

b

= [ mix {1A(0)) = /Hf .

a

Obviamente la segunda siempre es consecuencia trivial de la primera.

Por dltimo, necesitamos la siguiente versién del Teorema del Valor Medio para aplicaciones vec-
toriales.

Lema 4.1.3 (Teorema del Valor Medio para aplicaciones vectoriales). Sea f : [a,b] — R" de clase
C! en [a, b]. Entonces, existe c € (a,b) tal que

1£(0) = fF(@)I] < If'()]I(b— a).
Demostracion. Definimos ¢(t) = (f(b)— f(a), f(t)), la cual es una funcidn real de variable real, de-
finidaen ¢ € [a, b], diferenciable por serlo f. El Teorema del Valor Medio usual asegura la existencia
de ¢ € (a,b) tal que
p(b) —pla) = ¢'(c)(b—a).
Ahora bien, (b) — ¢(a) = [|f(b) — f(a)lI*y ¢'(c) = (£(b) — f(a), f'(c)), lo que implica
1) = F(@I* = (f(b) = f(a), ['()) (b —a) < [I£(b) = F(@)ll If ()b~ a).

donde en la tltima desigualdad hemos usado Cauchy-Schwarz. Si f(b) = f(a), la desigualdad se da
de forma trivial. En caso contario, dividimos por || f(b) — f(a)|| y concluimos

1£(®) = f(@)l| < 11 ()b -
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4.1.1. El Teorema del punto fijo de Banach

Existen diferentes formas de probar el resultado principal de existencia y unicidad de (4.1.1), y la
que nosotros vamos a dar en este curso estd basada en el Teorema del punto fijo de Banach. Antes de
recordar este resultado, y dar una demostracion para hacer estas notas lo mas autocontenidas posibles,
necesitamos unas definiciones previas.

Definicion 4.1.4. Se dice que f : Q@ — R" es lipschitziana respecto a la segunda variable en §2
si existe una constante positiva llamada constante de Lipschitz y denotada por Ly tal que para todo
(t,x), (t,y) € Q se tiene

1F @t x) = (&)l < Lyllz —yll.

Si Ly < 1, se dice que f es contractiva.

Una condicién menos restrictiva para una funcidén y que nos seguird siendo de utilidad en las
demostraciones de los resultados sucesivos es la lipschitzianidad local.

Definicion 4.1.5. Se dice que f : 2 — R"™ es localmente lipschitziana respecto a la segunda variable
en () si para cada (t,x) € ( existe un entorno U, ) C € tal que la restriccion de f a U,y es
lipschitziana respecto de la segunda variable.

El siguiente resultado da una condicion suficiente para que una funcién sea localmente lipschitzia-
na que es inmediata de comprobar.

Proposicién 4.1.6. Sea f : Q C R x R® — R" continua y de clase C* respecto de la segunda
variable. Entonces, | es localmente lipschitziana.

Demostracion. Denotemos D,, f (¢, x) a la matriz Jacobiana correspondiente, es decir

al — a(f17"'7fn)

D,f(t,z)= 8:1:(t’x) m(t,x)

Para cada (tp,z9) € € podemos tomar como entorno contenido en €2 un compacto de la forma
K = [ty — &,t9 + €] x B(xg,r), con ¢, r suficientemente pequefios. En particular, fix €8 Cly
|| Dy f|| alcanza su maximo en K; llamemos L ¢ a tal maximo.

Laidea es aplicar el Teorema del Valor Medio para funciones vectoriales a una funcion de variable
real adecuada. Para ello, observemos que para cada t € [to—e, to+¢] se tiene que B(x, ) es convexo
y en consecuencia dados (¢, z), (t,y) € K, el segmento y(s) = (¢, (1 —s)z + sy), s € [0, 1] cumple
v(s) € K paratodo s y ademds v(0) = z,y(1) = y. En particular, la funcién vectorial g : [0, 1] —
R™ dada por g(s) = f(t,7v(s)) estd bien definida y cumple g(0) = f(¢t,x) y g(1) = f(t,y). El
Teorema 4.1.3 asegura ||g(1) — g(0)|| < ||¢'(c)|| para cierto ¢ € (0,1). Sustituyendo se tiene

1/t y) = f& @) < [|Daf(t,v())Y (O < IDaf vy — 2l < Lylle — yll,

donde en la pentltima desigualdad hemos usado que v'(¢) = y — x y que ||Av|| < ||A||||v]| para
toda matriz A y todo vector v. De aqui se concluye que f es lipschitziana en su segunda variable. [

Observacion 4.1. La proposicion anterior se puede generalizar para obtener lipschitzianidad global
de la siguiente forma. Denotemos por 7m; : R x R® — R a la proyeccién en el primer factor dada
por mi(t,x) = t, y para cada t € () definimos ; = {x € R": (t,z) € Q}. Por ejemplo,
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siQ =1xQ entonces m () =Ty = {x € R": (t,z) € Q} = Q. Supongamos que
existe D, f(t,x), que estd acotada en £ y €2 es convexo para cada t € m1(2). Entonces f(t,x) es
lipschitziana en {2 respecto a su segunda variable. En efecto, para cada t € m1(€2) y dados z,y € €,
consideramos v(s) = (1 — s)z + sy, s € [0, 1] el segmento que une x con y, el cual estd incluido
en ), para todo s € [0, 1] por ser convexo. Defininendo g(s) = f(¢,7(s)), la cual estd bien definida,
terminamos como en la demostracién de la Proposicién 4.1.6.

El siguiente es uno de los resultados fundamentales en la teoria del Andlisis Funcional y que
tiene incidencia en practicamente todas las disciplinas de las Matematicas. Incluimos una prueba del
mismo.

Teorema 4.1.7 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio de Banachy T : X — X
una aplicacion contractiva. Entonces, existe un vinico x € X tal que Tx = x. Ademds, tal punto
fijo es atractor de T en el siguiente sentido: si para cualquier p € X definimos por recurrencia
Po =D, Pn = T'pn—1 = T"p, entonces

lim p, = lim T"p = z.

n—oo n—o0
Demostracion. Por ser T' contractiva, existe k& € (0, 1) tal que d(Tz, Ty) < kd(x,y). Seap € X
arbitrario y definamos la sucesiéon pg = p, p, = Tpn—1 = T"p. Si probamos que {p,} es una

sucesién de Cauchy, la completitud de (X, d) implicard que {p,, } converge a un cierto € X. Dados
n, m € N arbitrarios, se tiene

d(pn+m7pn) = d(Tpn+m—17Tpn—1) < kd(pn—i—m—lapn—l) < k2d(pn+m—2apn—2) <... < knd(pmaPO)‘

En particular, para cada j = 0, ...,m — 1 se tiene d(pj+1,p;) = k?d(p1,po) y en consecuencia por la
desigualdad triangular deducimos

m—1 m—1
, . 1
d(Pm,po) < Z d(pj+1.pj) = Z K d(p1,po) = (14+k+k>+ - +k' 1) d(p1, po) = 1 % kd(P1,P0)~
= i=

Juntando ambas desigualdades concluimos
n
d(PrtmsPn) < ﬁd@hPO)-

Como lim,,_, k™ = 0y n,m se escogieron arbitrarios concluimos que {p,} es de Cauchy y por
completitud de (X, d) es convergente a un cierto z € X. Como 7T es contractiva en particular es
continua y por tanto

Tx=T ( lim pn) = lim Tp, = lim p,1 =z,
n—oo n—oo

n—0o0

es decir z es punto fijo de T'. Finalmente, probemos que x es el tnico punto fijo de T". Por reduccién
al absurdo, si existiese y € X tal que Ty = y con y # x, entonces

d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y) < d(z,y),

lo cual es absurdo. O
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El siguiente corolario tiene su propio interés y nos serd de utilidad en la demostracion del resul-
tado principal de esta seccion.

Corolario 4.1.8. Sea (X, d) un espacio de Banachy T : X — X una aplicacion continua y tal que
para algiin n € N el operador T™ es contractivo. Entonces, T’ posee un tinico punto fijo que coincide
con el vinico punto fijo de T".

Demostracion. Por ser T™ contractiva, el Teorema del punto fijo de Banach asegura la existencia de
un Unico z € X tal que T"x = =z, el cual ademds es atractor de 7™. Ahora bien, de la ecuacién
T"x = x se tiene

T =T""2 =T"(Tz),

de donde deducimos que 7'z es igualmente punto fijo de 7. Por la unicidad del punto fijo, necesa-
riamente Tz = . O

4.1.2. El Teorema de Picard-Lindelof

El objetivo de esta seccién es demostrar uno de los principales resultados en la teoria de Ecuacio-
nes Diferenciales Ordinarias, el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 4.1.9 (de Picard-Lindelof). Sean e,r > 0y definamos K = I.(ty) x B(wg,7) C R x R,
donde I.(tg) = [to — &,tp + €. Sea f : K — R continua y Lipschitziana respecto a la segunda
variable en K y tomemos M = méx{||f(t,z)||: (t,x) € K}. Entonces, existe una vinica solucion
del problema de Cauchy

{ x = / (tv :c),

.%'(to) = 2o,

definida en el intervalo 1, (to), siendo o = min{e,r/M}.

Antes de probar el teorema, debemos hacer unos comentarios.

1. La norma respecto de la cual se calcula la bola B(zg, ) en R™ es arbitraria; realmente da igual
puesto que todas las normas en R” son equivalentes. Fijada una norma || - || en R”, en R x R"
usaremos la norma ||(¢, z)|| = max{|¢|, ||z||}.

2. La eleccidn del radio «v del intervalo de definicion, aunque pudiera parecer extrafa, es total-
mente normal. Por una parte necesitamos o < € para que la primera variable de f(¢, z) pueda
ser correctamente evaluada. De manera similar, la condiciéon o« < r/M surge de la siguien-
te discusion. Dada x : I,(t9) — R™ solucién del problema de Cauchy, se tiene ||2/(t)|| =
||f(t,z(t))|| < M. En consecuencia, el Teorema 4.1.3 asegura la existencia de { € (tp,t) si
t>ty,6& € (t,tg) sit < to, tal que

l2(t) — z(to)l] < [l&"(E)II [t — tol = [If(§, x| |t —to] < M|t —to] < Ma <.

En particular, z(t) € B(zo,r) parat € I,(to) y f(t,z(t)) estd bien definida en su segunda
variable.

3. Siguiendo con la eleccién de «, se ha tomado como el minimo entre £ y /M pero nada impide
tomar valores menores que este minimo. Esto nos dice que el problema de Cauchy (4.1.1) tiene
existencia y unicidad en cada intervalo I, (t9) con @ < min{e, /M }. El tomar « de esta forma
nos garantiza el mayor intervalo posible en estas circunstancias.
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4. Si por algin casual se toma K = [tg, tg+e| 6 K = [to— ¢, tp], el resultado sigue siendo cierto;
es decir, el Teorema 4.1.9 también da existencia y unicidad local en los extremos de un intervalo
compacto. No obstante, la prueba se realizard para tg interior y serd el lector interesado el que
tendrd que ir cambiando en cada etapa de la demostracién el comportamiento de frontera que
podria tener £.

Demostracion. Con la notacion I, (tg) = [to — o, to + a, sea X = CY (I4(to), B(zo,7)) el es-
pacio de las funciones continuas del intervalo I, (ty) con imagen en la bola cerrada B(zg,r). Si
consideramos en X la distancia asociada a la norma uniforme,

doo(7,y) = |2 = ylloo = sup{[|z(t) —y(®)[|: ¢ € La(to)},

se tiene que (X, d) es un espacio de Banach. Dada ¢ € X, definimos la funcién 7'¢ mediante

(T9)(t) =z + t f(s,0(s))ds.

Asi definido, T es un operador T : X — C%(I,,(to)), puesto que cada T'¢ es continua de forma trivial.
No obstante, podria pasar que la funcién T'¢ no tuviese su imagen contenida en B(zg, 7). Veamos
que no es este el caso y de hecho 7" es un operador de X en si mismo. Para ello basta comprobar que
T(X) C X.Dada ¢ € X hay que probar que (T'¢)(t) € B(zo,r) para todo t € I,(t). Ahora bien,

t
[(T9)(t) = wol| < t 1 (s, ¢(s))[l ds < Mt —to| < Mo <,

y concluimos (T'¢)(t) € B(xo,r) paratodo t € I,(to), probando T'(X) C X.

A continuacion probamos que 7' es un operador continuo y que alguna potencia 7™ es contrac-
tiva. Esto nos daré la existencia de un tinico punto fijo y en consecuencia de una tnica solucién del
problema de Cauchy. Sean z,y € X y t € I,(t¢) arbitrario.

t

[(Tz)(t) — (Ty) ()] = ’ (s,2(s)) — f(s,y(s)) ds

< [ (s x(s)) = f(s,u(s)l] ds

< / Ly lla(s) — y(s)]] ds

< Lyt —tol ||z = Ylloo < Lyallz — ylloo-
Como t € I,(tg) se escogié de manera arbitraria se tiene ||[Tx — Ty||cc < Lyallz — y||e y en
particular T' es un operador continuo. Ahora probaremos por induccién sobre p € N la siguiente
desigualdad para ¢ € I,(to) arbitrario:

LRt —to|P
1(TP2)(t) — (TPy)(8)]| < fp*!“ux — y/]oo- 4.1.2)
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El caso base para p = 1 ha sido ya probado. Supuesta cierta para p y dado de nuevo ¢ arbitrario,
t

(TP ) (t) — (TP y) (2)]] 2’ t f(s, (TPx)(s)) = f (s, (T"y)(s)) ds

< | 1F (s, (TP)(s)) = f (5, (T79)(s))]] ds

< [ Lyllara)s) - @) ds

to
L ' p Lt — o]+
SLiy—llz —ylloo [ |s—tofPds =
p: to

WW ~ Yloo-
Lhap
Asi se tiene (4.1.2) y como ¢ era arbitrario en I, (to) concluimos ||7Pz — TPy||o < J;? |z — yl|oo-
Lhap
Como lim,,_, % = 0, existe pg suficientemente grande tal que

1Tz = T"ylloo < |2 = Ylloo

y en virtud del Corolario 4.1.8 al ser 77° contractivo concluimos que 7' tiene un tnico punto fijo en
X, es decir x = T'z. Esto implica que para todo ¢ € I,(t() se tiene

x(t) = (Tx)(t) = zo + t f(s,z(s)) ds.

En particular x € C1(1,(9)) y es soluci6n del problema de Cauchy, lo que concluye la demostracion.
O

Observacion 4.2. Un par de observaciones.
1. En la demostracién de la continuidad de 7', se concluye
1Tz = Tylloo < Lyaflz = ylloo-

En este punto ya podriamos finalizar la demostracidon sin mds que tomar « con la condicién
adicional v < 1/L. Aunque este argumento nos da la existencia en un intervalo I, (ty) posi-
blemente menor que el 6ptimo construido en la demostracion del teorema, esto no es restrictivo
como veremos en el apartado de prolongacion y existencia de soluciones maximales.

2. En la prueba del Teorema 4.1.9 se encuentra implicita la misma idea de definir iterantes de
Picard, tal y como se hizo en la demostracién del problema de Cauchy del sistema lineal 2’ =
A(t)x + b(t) en el tema 3. En efecto, por ser 7" un operador contractivo en el espacio completo
X = CY (Ia(to), B(zo,r)), el dnico punto fijo de T es atractor de cualquier funcién de X. Si
comenzamos con la funcién zo(t) = z¢p € R", entonces la sucesiéon {x,} en X definida de
forma recursiva por

t
Tpi1(t) = (Tan)(t) =20+ [ f(s,20(s))ds
to
cumple que converge uniformemente en el compacto I, (to) a una funcién limite = que resulta
ser la solucién de (4.1.1). Esta es una demostracion alternativa del Teorema 4.1.9 y las ideas
principales ya se desarrollaron en el mencionado teorema de existencia y unicidad del problema
de Cauchy para el sistema diferencial 2’ = A(t)x + b(t).
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Sabemos que la hipdtesis de lipschitzianidad no se puede rebajar a que f(¢,x) sea tnicamente
continua. En efecto, consideremos el problema de Cauchy

{ x = 3x2/3,
x(to) = X0.

Si zy # 0 la funcién f(t,z) = 322/3 es lipschitziana en un entorno de ¢ = ¢ y por tanto el problema
tiene existencia y unicidad local dado por la funcién z(t) = (t+ x[l)/ i to)3. Ahora bien, justo para el
. 1/3 . . .

instante ¢, = tg — x,' " la funcidn se anula y observamos que igualmente la funcién constantemente
cero es solucién del problema de Cauchy, perdiendo la unicidad. El motivo es que f(t,z) = 3z2/3
no es localmente lipschitziana en ningin entorno que contiene a 0. De hecho, el problema de Cauchy

&' = 32%/3,
:C(t(]) == 0,

tiene infinitas soluciones dadas por la familia 2-paramétrica en términos de ¢; < 0 < ¢g por

(t—c1)® si t<e,
x(t) = 0 sioc1 <t <ey,
(t—c9)® si t>eo.

En la mayoria de ocasiones la funcién f(t,x) estard definida en un abierto arbitrario 2 y en
particular no tenemos directamente una estructura de producto Q = I.(to) x B(xg,r) con ambos
factores compactos.

No obstante, podemos suponer que la funcién f(t,x) es localmente lipschitziana (Definicion
4.1.5) y obtener el siguiente resultado de existencia local en cualquier abierto.

Corolario 4.1.10 (Teorema de Picard-Lindelof en un abierto). Sea 2 C R xR"™ un abiertoy f : 8 —
R™ una funcion continua y localmente lipschitziana respecto de la segunda variable. Entonces, para
todo (to, o) € Qexistene,r > 0 suficientemente pequeiios de forma que Vi, ..y = I=(to) x B(xo,1)
estd contenido en () y tal que el problema de Cauchy

{ o' = f(t x),

Z‘(to) = X,
tiene una tinica solucion x : I.(tg) — B(xo,T).

Demostracion. Sea K entorno compacto de (tg, o) en 2. Entonces, J|x s lipschitziana. En efecto,
sea U;crU; recubrimiento por abiertos de Ky sea Ly, la constante de Lipschitz de f‘Ui. Por ser K
compacto, existe un subrecubrimiento finito U}, U;. Sea Ly, = mdx;—1, . Ly,. Entonces, para todo
(t,x), (t,y) € K se tiene

£t 2) = f& )l < Lyl =y,

lo que prueba la lipschitzianidad de f, .
Por otra parte, sea M = méx; ,)ex ||f (¢, 2)|| y tomemos € suficientemente pequefio para que el

entorno Vg, ») = I:(to) X B(xo,eM) esté contenido en K. Ahora bastarfa aplicar el Teorema de
Picard-Lindelof (Teorema 4.1.9) en V( ]

t0,%0)"
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Notemos que en los resultados anteriores hemos probado la existencia de una solucién del pro-
blema de Cauchy (4.1.1) siempre y cuando la funcién f estuviese definida en un conjunto de la
forma I.(ty) x B(zo,). En tal caso, la solucién z(t) estd definida en el entorno compacto I, (o)
de la condicion inicial ¢, siendo v = min{e, /M }. En particular, la condicién o« < r/M es fun-
damental para garantizar que z(t) € B(wo,r) para todo t € I,(tp). En el caso particular en que
Q = [a,b] x R™, la segunda condicién se da siempre de manera trivial y podemos probar el siguiente
resultado global; a cambio, necesitamos imponer una condicién mds fuerte sobre la funcién f.

Teorema 4.1.11 (de Picard-Lindel6f en una banda). Sean I C R un intervaloy f : I X R™ — R" una
funcion continua y (globalmente) lipschitziana respecto a la segunda variable. Entonces, el problema

de Cauchy
{ o' = f(t,2),

.’E(to) = 2o,

posee una tnica solucion globalmente definida en I.

Demostracion. Dado ty € I, el primer paso es probar la existencia y unicidad del problema de
Cauchy en cualquier intervalo compacto [a,b] C I tal que ¢y € [a, b]. Para ello, podemos rehacer la
demostracion del Teorema 4.1.9 considerando ahora el operador T definido en el espacio normado
X = C(]a, b],R™) de funciones continuas de [a, b] a R” dotado de la norma uniforme || - ||, €l cual
es también un espacio completo. En primer lugar, observemos que no es necesario que f sea acotada,
puesto que la imagen 7'z vuelve a ser un elemento de X al tener como codominio todo R™ y no tener
que restringirnos a una bola. Ahora bien, por ser f globalmente lipschitziana en la segunda variable,
existe Ly > 0 tal que

F @t x) = f(& )l < Lyllz —yll,

para todo z,y € R". Aqui la clave es que la constante L es uniforme en todo R". En particular,
dadas z,y € X y t € [a, ], se tiene

(T2)(t) — (Ty) ()] = }

t fs,2(s)) = f(s,y(s)) ds

<. £ (s, 2(s)) — f(s,y(s))]| ds (4.13)

t
< [ Lillate) = (o)l ds
0
< Lylt —tol [z = ylloo < Ly (b= a)l|z = Yl|oo-
Igual que en la prueba del Teorema 4.1.9 se prueba por induccién

) ) L?(b—a)p
1 TPz = TPy||o < TH»T—ZJHW

Existe por tanto pg suficientemente grande tal que el iterado 77° es contractivo, lo que en virtud del
Corolario 4.1.8 implica la existencia y unicidad de una solucién del problema de Cauchy en [a, b].
Sea ahora K, = [ay, b,] una exhaucién de I por intervalos compactos tales que ty € K, esto es
K, C Ky41y Up>1K, = I. Sabemos que existe una unica solucién z,, : K, — R" de (4.1.1).
Basta ahora definir z : I — R™ mediante z(t) = z,(t) si t € K, la cual estd bien definida por
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unicidad en cada K, y cumple que de clase C'' en I, por serlo cada x,, en K, y ser la derivabilidad
un concepto local. Finalmente, dado ¢ € I se tiene ¢t € K, paracierton € Ny

'(t) = 2, (t) = f(t, 2 (1) = f(t,2(2)),
concluyendo que x es solucién de (4.1.1) en .
Llegados a este punto, creemos que es constructivo dar otra demostracién que serd util para co-
menzar a entender conceptos de prolongacion que se veran posteriormente. De la tltima desigualdad

en (4.1.3) concluimos
Tz = Tylloo < Ly (b= a)|z = ylloo-

Tomando [a, b] tal que Ly(b— a) < 1 se tiene que 1" es contractivo. En particular, para cada intervalo
con esta longitud tenemos existencia y unicidad. Sea tg € I y definimos h = b — a. Entonces, existe
una tnica solucién z : [tg, to+h — R™. Seat; = to+h/2y x1 = x(t1) y consideremos el problema

de Cauchy
{ x = f (tv .CIL’),
T (tl ) =x.

Este problema de Cauchy tiene existencia y unicidad en el intervalo compacto [t1, ¢ + k], llamémosla
y : [t1,t1 + h] — R™. Ahora bien, [to, to + h| N [t1,t1 + h] = [t1,t0 + h] = [t1,t1 + h/2] y por tanto
x = y en esta interseccion por unicidad. En consecuencia, hemos extendido la solucién x al intervalo
[to, to + 3h/2]. Repitiendo este proceso acabariamos de extender x a todo [tg, co) N I. El argumento
a la izquierda de ¢y es similar.

O

Observacion 4.3. Un par de comentarios referentes a este resultado.

1. Aunque esta prueba nos debe recordar a la dada en el Teorema 3.1.4 del tema 3 para el sistema
diferencial lineal 2’ = A(t)x + b(t), hay que enfatizar que tal resultado no es un corolario
del Teorema 4.1.11. En efecto, aunque la aplicacion f(t,2) = A(t)x + b(t) estd definida en
f I xR" — R" no tiene por qué ser globalmente Lipschitziana, puesto que la norma
matricial || A(¢)|| podria hacerse arbitrariamente grande. No obstante, esta funcién cumple una
acotacion sublineal de la forma

17 2)|| < a(t) + B(#)]]]],

lo cual es suficiente para probar la definicién global en I de las soluciones de la EDO corres-
pondiente; véase el ejercicio 16.

2. Lahipétesis de lipschitzianidad global es, como no puede ser de otra forma, clave. Por ejemplo,
es sabido que el problema 2’ = 22 con condicién inicial z(0) = 1 tiene como tnica solucién

1
z(t) = 17
y sin embargo f(t,x) = 2 estd definida para todo ¢t € R. El problema radica en la cadena de
desigualdades (4.1.3) y en concreto en no poder tomar de manera uniforme una constante L s
para todas las funciones =,y € X. De hecho, en este ejemplo concreto f(t,z) = z2, lo que
sucede es que cuando la norma de x crece asi lo hace la constante de Lipschitz, debido a que
se cumple

t € (—o0,1),

2 —y?| = |z +ylle —y| < Lglz —yl,

siy sélosi |z +y| < Ly, lo cual no es cierto globalmente en R.
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4.2. Existencia local

Cuando la funcién f(t,z) es sélo continua sin hipétesis adicionales sobre la lipschitzianidad,
las conclusiones del Teorema de Picard-Lindelof 4.1.9 y sus consecuencias local y global, Corolario
4.1.10 y Teorema 4.1.11 respectivamente, no son ciertas. Sin centrarnos en la unicidad, la mera exis-
tencia de una solucion depende fuertemente de la lipschitzianidad de f(¢, x). Por ejemplo a la hora
de definir los iterantes de Picard

t
Tny1 = (Txyp)(t) = o + t f(s,zn(s))ds,
0
y probar que éstos convergen uniformemente a una funcién limite que serd eventualmente la solucién
de la EDO; o equivalentemente, para probar que un cierto iterado 7™ es contractivo.

El objetivo de esta seccion es presentar el Teorema de Peano, que garantiza la existencia de so-
luciones del problema de Cauchy (4.1.1) bajo la hipétesis de continuidad de la funcién f(¢, z). Este
resultado se obtiene sin dificultad como una sencilla consecuencia del Teorema de Picard-Lindelof
4.1.9 y dos importantes resultados del Andlisis Matemadtico: los Teoremas de aproximacion de Stone-
Weierstrass y de Ascoli-Arzela. La dificultad pues de probar el Teorema de Peano radica en la de-
mostracion de estos dos ulitmos resultados.

4.2.1. Los Teoremas de Stone-Weierstrass y Ascoli-Arzela

El primer resultado de esta seccidén nos permite aproximar uniformemente por polinomios cual-
quier funcién continua definida en un compacto. De éste, omitimos su prueba.

Teorema 4.2.1 (de aproximaciéon de Stone-Weierstrass). Sean K C R" compactoy f : K —
R* una aplicacion continua. Entonces, existe una sucesion {p,} de polinomios que la aproxima
uniformemente. Esto es, para todo € > 0 existe no(e) € N tal que para todo n > ny se tiene

|lpn(z) — f(2)]| <e, Vz € K.

Para poder enunciar el Teorema de Ascoli-Arzela se necesitan una serie de conceptos previos.
Enunciaremos estos resultados para un intervalo I C R cualquiera, aunque en general se pueden sus-
tituir el dominio y codominio de las funciones involucradas por subconjuntos adecuados de espacios
métricos arbitrarios.

Definicion 4.2.2. Una sucesién de funciones o, : I — R"™ se dice equicontinua en t( si para todo
e > 0 existe § > 0 tal que para todo m € Ny paratodot € I con |t — ty| < J se tiene

lom(t) = em(to)]] < e.

La sucesion se dice equicontinua en [ si lo es en cada uno de sus puntos. Més atin, la sucesion se dice
uniformemente equicontinua en [ si para todo € > 0 existe un § > 0 uniforme para todo ¢,¢ € I.

Obsérvese que la equicontinuidad es una condicién de uniformidad: el valor de § tnicamente
depende de t( y de €, pero no de la funcion de la sucesion. En particular, toda sucesién equicontinua
en t( es continua en ty. M4s ain, la equicontinuidad va bien con la convergencia puntual, como se
exhibe en el siguiente resultado.
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Proposicion 4.2.3. Sea v, : I — R™ una sucesion.

1. Si{pn} es equicontinua en ty € Iy converge puntualmente a @, entonces P, es continua
en t.

2. Si{pn} es equicontinua y converge puntualmente a oo, entonces {pn} U {pso} es equiconti-
nua.

Demostracion. 1. Fijemos tg € I y sea e > (. Sabemos que existe § > 0, dependiendo de tg y
e tal que para cualquier t € I con [t — tg| < J se tiene ||¢,(t) — ¢n(to)|| < €. Como {py}
converge puntualmente a ¢, en I, basta tomar limite en la desigualdad anterior para concluir
|00 (t) — @oo(to)|| < €, lo cual implica la continuidad de ¢ en to.

2. Es similar a la anterior. Sea tg € I fijo. Por equicontinuidad en tg, dado € > 0 existe § > 0 tal
que para todo t € I con [t —tg| < & se tiene ||¢y, (t) — ¢n(to)|| < €. Si se toma limite otra vez
se tiene ||¢oo(t) — @oo(to)|| < €. Leyendo entre lineas observamos pues que la funcion ¢
cumple el criterio de equicontinuidad en ty, el cual era arbitrario, y por tanto {¢, } U {¢oo} es
equicontinua.

O]

Sabemos que en general, si una sucesion de funciones definidas en un compacto converge pun-
tualmente, la convergencia no es necesariamente uniforme. El siguiente resultado prueba que afiadien-
do la hipétesis de equicontinuidad entonces si se garantiza la convergencia uniforme, y ademaés la
equicontinuidad también adquiere la uniformidad.

Proposicion 4.2.4. Toda sucesion de funciones equicontinuas definidas en un compacto es unifor-
memente equicontinua. Si ademds la sucesion converge puntualmente, entonces la convergencia es
uniforme.

Demostracion. Sea {x, : K — R"} sucesién equicontinua definidas en K compacto. Fijemos ¢ > 0
y consideremos el recubrimiento por abiertos de K

U={B(ttec/2)/2): t € K},

donde (¢, £/2) > 0 es el valor de § dependiendo de ¢ y £/2 dado por la condicién de equicontinuidad
en t, pero que no depende de ninguna de las funciones ,,. Por compacidad de K, podemos extraer
un subrecubrimiento finito, obteniendo ¢1, ...,t, y valores §(t1,£/2),...,0(tp, c/2). Definimos § =
ml’nk:17_._7p{5(tk, 6/2)/2}.

Sean ahora ¢,t' € K tales que |t — t'| < § y fijemos n € N arbitrario. Existe un indice k €
{1,...,p} tal que t € B(tx,(tx,c/2)/2), es decir |t — ti| < I(tx,c/2)/2. Ahora la desigualdad
triangular implica

[t/ —tr] = [ —t+t—tp| < |t —t|+|t—tr] < 0+0(tr,e/2)/2 < 6(tr,e/2)/2+(tr,€/2)/2 = 6(tr,e/2),

y por tanto t' € B(ty, d(tx,£/2)). Es decir, podemos aplicar la condicién de equicontinuidad de la
sucesion {(p,, } en ty para los valores t, t’, obteniendo

ea® = enl®)l] = llen() = ent)ll + lleats) = enl)l| < 5 +5 =,
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lo que implica la equicontinuidad uniforme.

Para probar que convergencia puntual implica convergencia uniforme, llamemos x,(t) a la fun-
cién limite puntual de x,,(t) para cada t € K. Sabemos por 4.2.3 que {x,} U {z~} sigue siendo
equicontinua y de hecho es uniformemente equicontinua. Fijemos € > 0y sea 6 > 0 el valor depen-
diendo unicamente de £/3 dado por la equicontinuidad uniforme. Consideremos el recubrimiento por
abiertos de K,

U={B(td):te K}.

Extraemos un recubrimiento finito, obteniendo 1, ...,t, € K tales que K = UleB (t;,d). Ahora
bien, como x,,(t) — xo(t) puntualmente en particular lo hard en cada t;. Por ser una cantidad finita,
existe ng € N tal que para todo n > ng se tiene

2 (tr) — Too(ti)]| < £/3.

Por otra parte, por ser U un recubrimiento de K, para todo ¢t € K existe k € {1,...,p} tal que
t € B(ty,0), lo que implica por equicontinuidad uniforme

[z (t) — zn(te)]| < /3,
para todo n € N U {oo}. Finalmente, para cualquier ¢ € K y para todo n > ng se tiene
|z (t) = Too ()] < [|2n(t) = zn(tr)] + [[2n(th) — Zoo (t)|] + [z (tr) — 2oo(B)]| <e.
O

Definicion 4.2.5. Una sucesion de funciones ¢,, : I — R" se dice puntualmente acotada si para cada
t € I'lasucesion {¢,(t)} estd acotada, esto es existe M; s6lo dependiendo de ¢ tal que ||¢y, (¢)|] < My
para todo n € N. Més adn, si existe M > 0 tal que ||, (t)|| < M paratodot € Iy paratodon € N,
la sucesion se dice uniformemente acotada.

Notemos que incluso si I se escoge compacto y ¢y, : [a,b] — R son continuas y puntualmente
acotadas, no necesariamente {,, } ha de ser uniformemente acotada. En efecto, para cada n € N con
n > 2 definimos la familia ¢y, : [0,1] — R por

n sit<1/n,
onlt) = { 0 site[2/n,1],

y extendemos de forma continua tal que ¢, (t) € (0,n) para todo t € (1, 2). As{ definida, ¢, (t)
esta puntualmente acotada. En efecto, para cada ¢ € [0, 1] se tiene que existe ng € N de forma que
7710 < t 'y por tanto para todo n > ng obtenemos ¢,,(t) = 0. Para una cantidad finita podemos tomar
M; = maxao<n<n, |¢n(t)] = no y se tiene la acotacién puntual. No obstante, ¢, no puede estar
uniférmemente acotada puesto que toma valores arbitrariamente grandes.

Estamos ahora preparados para enunciar el Teorema de Ascoli-Arzela. Este resultado se puede
introducir de distintas formas equivalentes y segin el contexto cada vez mds general. A nosotros nos

basta la siguiente version.

Teorema 4.2.6 (de Ascoli-Arzela). Sea ¢, : [a,b] — R™ una sucesion equicontinua y puntualmente
acotada. Entonces, existe una parcial {gpg(n)} que converge uniformemente a una funcion continua
Voo & [a, b] = R™.
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Por intentar que estas notas cubran lo maximo posible dentro de las limitaciones del curso, enun-
ciamos una versién del Teorema de Ascoli-Arzela para espacios métricos generales. La notacién
F C C(E,F) denota una familia arbitraria de funciones continuas entre espacios métricos F, F'.
Ademds, tal familia se dice relativamente compacta si para toda sucesioén {p,} C F, existe una
parcial convergente a un elemento de F.

Teorema 4.2.7 (de Ascoli-Arzela). Sean (E,d) compacto y (F,d") completo. Una familia F C
C(E, F) es relativamente compacta respecto a la distancia d, de E si 'y solo si se verifican

1. F es equicontinua,

2. para cada x € F, la familia F (x) = {¢(x): ¢ € F} es relativamente compacta en F.

4.2.2. El Teorema de Peano

En esta seccién vamos a probar que podemos garantizar existencia del problema de Cauchy
(4.1.1) bajo la dnica hipétesis de que f : €2 — R”™ sea continua. La relajacion de esta hipétesis
en detrimento de dejar de exigir lipschitzianidad local nos impide seguir garantizando la unicidad de
soluciones.

Teorema 4.2.8 (de Peano). Sea K = I.(ty) X B(zo,r) y supongamos que f : K — R™ es continua.
Sea M = max{||f(t,x)||: (t,z) € K}. Entonces, existe una solucion del problema de Cauchy

{ o' = f(t x),

x(t()) = 2o,

definida en 1,,(to), donde o = min{e, r/M}.
Sea ahora Q) abiertoy f : Q0 — R" continua. Entonces, el problema de Cauchy tiene una solucion
en I.(to), para € > 0 suficientemente pequerio.

Antes de probar el resultado, repetimos uno de los comentarios que antecedieron a la prueba del
Teorema 4.1.9 de Picard-Lindel6f: podemos tomar igualmente K = [to,to +¢] 6 K = [to — ¢, to],
es decir la condicion inicial se puede encontrar en uno de los extremos del intervalo.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema de aproximacion de Stone-Weierstrass (Teorema 4.2.1),
tomamos {p,, } una sucesién de polinomios que aproxima uniformemente a f en K. Ademas, sal-
vo una parcial no es restrictivo suponer sup{||pm (¢, z)||: (t,z) € K} < M para cada m. Por el
Teorema de Picard-Lindelof 4.1.9, el problema de Cauchy

{ ' = pm(t, ),
1’(t0) = o,
tiene existencia y unicidad x,, : I,(t9) — R", con @ = min{e,r/M} uniformemente en m. En
particular, la imagen de cada z,,(t) estd contenida en B(xzq,r) para todo t € I,(ty) y para todo m,
es decir

zm (O] < |20l + 7,
y deducimos que {z,, ()} estd uniformemente acotada; en particular, puntualmente. Por otro lado, la
cota uniforme ||p,, (¢, z)|| < M nos permite afirmar que dados ¢, t2 € I,(to) se tiene

/ ? (5, 2m(5)) d

1

< Mty — to].

e (t2) — 2m(t2)]]| = \
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Fijado ahora ¢ > 0 basta definir 6 = ¢/M y en consecuencia ||z, (t1) — zm(t2)|| < € siempre
que |t; — t2| < 4, lo que garantiza la equicontinuidad de {x,} (de hecho uniforme). El Teorema de
Ascoli-Arzela (Teorema 4.2.6) implica la existencia de una parcial de {x,, }, que seguimos denotando
por comodidad {z,,}, que converge uniformemente a una funcién z : I,(tg) — R continua y con
valores en B(zq, 7).

Ahora bien, las funciones {p, (¢, x,,(t))} convergen uniformemente a la funcién f (¢, z(t)). En
efecto, fijemos ¢ € 1,(ty) y sea e > 0. Consideremos la estimacion

pm (8, 2m (£)) = f (& (@) < [lpm(E, 2m(t) = f (& 2m (O] + £ & 2 () — f(E 2(0))]]-

Para el primer miembro de la derecha existe mg € N tal que ||py, (¢, 2 (t) — f(t, zm(t))|| < € para

todo m > my, puesto que {p,, } converge uniformemente a f. De igual forma, existe m; € N tal que

|| f(t, zm(t)) — f(t,x(t))|| < € para todo m > m, esta vez por la convergencia uniforme de z,, a x

y la continuidad uniforme de f, ésta dltima garantizada por ser f continua en un compacto.
Teniendo en cuenta que cada x,,, cumple la ecuacién integral

t

Tm(t) = 20 +/ Pm (8, Tm(s)) ds,

to

la convergencia uniforme de {x,,} a x nos permite tomar limites para obtener

xz(t) = zp + t f(s,z(s)) ds,

y finalmente concluir que x es solucién del problema de Cauchy. O

De igual forma que en el Teorema de Picard-Lindel6f, existe una versién global del Teorema
de Peano para f(t,z) definida en una banda, pero en este caso hay que exigir la acotacion de f
como hipétesis adicional. A continuacion, presentamos una demostracién basada en el conocido co-
mo método de Tonnelli, Ia cual puede resultar algo complicada. No obstante, cuando veamos los
apartados de prolongacién y de comportamiento de las soluciones maximales, daremos pruebas mas
sencillas.

Teorema 4.2.9 (de Peano en una banda). Sea f : I x R™ — R" continua y acotada, con I C R un
intervalo arbitrario. Entonces, para cada (to,zo) € I x R™ el problema de Cauchy

{ v = f(t ),

x(tg) = xo,
tiene una solucion definida en I.

Demostracion. Probaremos el resultado en el caso I = [a, b] usando un argumento conocido como
método de Tonnelli. Para el caso en que [ es arbitrario, probaremos este teorema como una conse-
cuencia de los resultados de prolongacién de soluciones. Para cada n € N consideremos la particién
del intervalo [a, b] dada por tg = a, t = a + k:b*Ta, para k = 0, ..., n. Denotando h = b;—a se define
la sucesién

(t o si a<t<ty,
z = _
" :Co—i-f; hf(s,a:k(s))ds si ty <t <tpit,
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Antes de continuar la prueba, veamos el comportamiento de estas funciones. Si se tiene n = 1
entonces la particion es el propio intervalo [a,b] y x1(t) = xo paratodo t € [a,b]. Sin =2y h =
(b—a)/2 entonces tg = a, t; = a+ hesel punto medio y to = b. Sit € [a, t1] entonces x2(t) = xo,
pero si t € [t1,b] entonces debemos estudiar el comportamiento del pardmetro s € [a,t — h]. En
efecto, para t = ¢ se tiene s = a, mientras que si ¢ = ¢ entonces s € [a, t1]. En cualquier caso,
s € [a,t — h| C [a,t1] y se tiene la funcion

(t) Zo sioa<t<ty,
x = _
i $0+fat hf(s,xo)ds si t; <t<b.

Sin =3yh = (b— a)/3 entonces se tiene la particion tg = a < t; < t2 < t3 = by de nuevo
x3(t) = xo parat € [a,t1]. Sit € [t1,t2] entonces s € [a,t — h] C [a,t1] vuelve a implicar
que z3(s) = xo y deducimos z3(t) = o + fj_h f(s,xo) ds. Ahora, si t € [ta,b] entonces s €
l[a,t — h] C [a,ts], siendo s = ty precisamente para ¢ = b. En este punto hay que distinguir casos.
Fijado t € [t2, b] se tiene s € [a,t — h| C [a, t2] y por tanto

t—h t t—h
xo + f(s,z3(s))ds =z + f(s,z3(s))ds + f(s,z3(s))ds.

a a t1

En la segunda integral se tiene s € [¢1, t2] y aqui ya sabemos que z3(s) = 330+fj_h f(s,x0) ds. Con-
cluyendo, x3(s) = ¢ si s € [a, t1], pero cuando s € [t1, 1] se tiene x3(s) = xo + f;_h f(u, z3(u)),
donde ahora hemos vuelto a retardar el tiempo y u € [a, t1], por lo que z3(u) = z(. Se tiene pues

o sioa<t<ty,
x3(t) = To + f;_h f(s,z0)ds si t1 <t <to,
xo + f;l f(s,x0)ds + ﬁ;hf(s,:cg(s))ds si to <t <b,

xo si a<t<t,

_ 2o+ [ f(s,x0) ds si t <t <ty

a:0+f;1 f(s,xo)ds—i—fttl_hf (s,mo—i—f;_h f(u,zo) du) ds si ty<t<hb.

Sean ahora ¢,t" € [a,b]. Para cada n € N se tiene ||z, (t) — z,(t')|| < M|t — t'| y por tanto es
uniformemente equicontinua sin mds que tomar § = /M para cada ¢ > 0 dado. Por otra parte, dado
t € [a, b] arbitrario se tiene

t—h
zn(OI] < [lzol| +/ 1 (s, 2 ()l ds < [|zol| + M(b - a),

y por tanto {x,, } es uniformemente acotada. El Teorema de Ascoli-Arzela asegura la existencia de una
parcial uniférmemente convergente de {x,}. Sea = : [a,b] — R” su limite uniforme, el cual es una
funcion continua por ser limite uniforme de funciones continuas. Si denotamos por h,, = (b — a)/n
se cumple

t

t—hn t
xn(t) = x0 —i—/ f(s,zn(s))ds =z + / f(s,zn(s))ds — f(s,2n(s))ds.

t—hn
Por un lado, la convergencia uniforme de z, a x permite permutar integral y limite, obteniendo
f; f(s,zpn(s))ds — f; f(s,z(s)) ds. Por otro lado estimamos la integral sobrante, concluyendo

/ F(5,2a(s)) ds

b—a

<M — 0
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cuando n — oo. Esto nos dice que la funcién limite cumple la integral de Volterra

z(t) = xg +/ f(s,z(s))ds

y por tanto z € C1([a, b]) es solucién. O

4.3. Prolongacion de soluciones

En la seccién anterior hemos probado existencia de soluciones del problema de Cauchy (4.1.1)
cuando la funcién f estd definida en un dominio compacto de la forma I, (tg) x B(z¢, 7). Salvo en los
Teoremas 4.1.11 y 4.2.9 en los que f estd definida en una banda I x R™ — R™ y sus soluciones estdn
definidas en todo I, la existencia de soluciones estd limitada a intervalos de definicién compactos.
El objetivo de esta seccidn es estudiar cudndo podemos garantizar que una solucién de un problema
de Cauchy estd definida en el mayor intervalo posible, y dar condiciones a priori que nos permitan
conocer la topologia de dicho intervalo.

Definicion 4.3.1. Una solucién x : I C R — R" del problema de Cauchy (4.1.1) se dice prolongable
si existe otra solucion y : J C R — R™ de (4.1.1) tal que I C J e y;; = . En caso contrario, la
solucién z se dice maximal.

Otro problema de interés que surge al prolongar soluciones es la posible pérdida de unicidad
de la solucién al extenderla. El Teorema de Picard-Lindelof asegura la unicidad de soluciones en el
entorno donde garantiza la existencia, pero podria pasar que al prolongar una solucién llegdsemos a
un intervalo donde el Teorema de Picard-Lindelof deja de ser aplicable y entonces nos preguntamos
si en caso de poder prolongar la solucion hasta una no prolongable, ésta serd también tnica. Aqui
podemos volver a mencionar el problema

7 = 3%2/3,

z(0) = xo.
Si o # 0 entonces la tnica solucién alrededor de t = 0 es x(t) = (t + x(l)/ 3)3, la cual estéd definida
en todo R. El problema es que en el momento en que x se anula, en el instante ¢, = —wé/ 3, perdemos

unicidad de la solucién. Este es un ejemplo de un problema de Cauchy con las siguientes propiedades.

1. Alrededor de cada punto (tg, 79) € R2, con x¢ # 0, pasa una dnica solucién de manera local.

2. Si zg # 0, la solucién tinica local se puede extender a infinitas soluciones maximales, todas
definidas en R.

El contexto en el que trabajaremos serd el de un problema de Cauchy para una EDO 2’ = f(t, ),
con f :  — R™ y Q abierto. Si €2 no es abierto entonces los resultados que vamos a enunciar y de-
mostrar pueden no ser verdad. Resumiendo, los tres problemas que vamos a tratar son los siguientes:

1. Si existe una unica solucién de cada problema de Cauchy en un pequeiio entorno de la condi-
cién inicial, ;existe una Unica solucion global para cada problema de Cauchy? En otras pala-
bras, ¢unicidad local implica unicidad global? Veremos que si, y el procedimiento para probar
este resultado serd un argumento de pegado de soluciones.
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2. Dada una solucién x : I C R — R”, ;existe un intervalo J con I C J y una solucién
y : J — R" tal que y, = 2? Es decir, nos preguntamos si la solucion x es maximal o si
por el contrario es prolongable. Veremos que si {2 es abierto entonces una solucién que no
sea maximal siempre puede ser prolongada, obteniendo eventualmente una solucién maximal
definida sobre un intervalo abierto.

3. (Coémo saber si una solucién es maximal? Bédsicamente vamos a probar que la solucién maxi-
mal se aproxima a la frontera del abierto donde esta definida la ecuacién tanto como se desee.

4.3.1. Primer problema. Unicidad local y global

Teorema 4.3.2. Sea () un abierto y supongamos que que cumple la siguiente condicion: para cada
(to,zo) € Q existe un intervalo I(ty, xo), entorno de to, tal que el problema de Cauchy

{ o' = f(tx),

x(tg) = o,

tiene existencia y unicidad sobre 1(tg, x¢). Sean, x : I — R",y : J — R" son dos soluciones de
la EDO ©' = f(t,z) y supongamos que existe to € I N J tal que x(ty) = y(to). Entonces, ambas
soluciones coinciden en I N J.

En el caso particular en que f(¢,z) sea localmente lipschitziana en el abierto €2, las hipétesis
de este resultado se tienen inmediatamente. En el caso del Teorema de Peano donde sélo tenemos
garantizada existencia del problema de Cauchy, la unicidad local debe ser impuesta como hipdtesis
adicional.

Demostracion. Sean x,y dos soluciones de la EDO 2/ = f(¢, ), teniendo cada una como dominio
de definicién I, J, respectivamente. Notemos que no sabemos nada mas de las funciones z, y, como
por ejemplo qué condicién inicial cumplen. Sélo sabemos que sus dominios tienen interseccién no
vacia por la existencia de ¢y € I N J tal que z(to) = y(to). El objetivo es demostrar que x(t) = y(t)
paratodot € I N J y para tal fin definimos

T={telInJ:z(t) =yt

Claramente Z # @ por ser to € Z. Ademas, Z es un intervalo por ser interseccién de dos intervalos y
por tanto es conexo. Para probar que Z = I'NJ basta probar que Z es abierto y cerrado en la topologia
de I N J. Que Z es cerrado se tiene inmediatamente por ser x,y funciones continuas. En efecto, si
{tn} C Z cumple t,, — to € I N J, entonces x(t,) = z(y,) y tomando limite y por unicidad del
mismo se tiene z(t~) = Y(too). Dado ahora ¢y € Z, el objetivo es probar que existe un entorno de ¢
en la topologia relativa de I N J y contenido en I N J; es decir que existe un entorno de ¢y donde = e
y coinciden. Por ser ¢y € Z de la propia definicion se tiene zo := x(t9) = y(to). Si por algin casual
I'NnJ = {tp}, hemos acabado de forma trivial. De lo contrario, ¢ es interior a I N .J en la topologia
relativa. Por hipdtesis, existe un intervalo (%o, z¢), entorno de ty, tal que el problema de Cauchy

{ x = f(t,:E),
x(to) = 2o,

tiene una tnica solucién sobre I(tg, z(). Ahora bien, I(tg,zp) N I N J es un entorno de ¢ en la
topologia relativa de 7 N J, y como x,y son soluciones de 2’ = f(¢,x) que coinciden en ty, deben
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coincidir sobre todo I(tg, xo) N I N J. Asi pues,

o
—

tg € I(to,ﬂ:‘o) NnNinJciz,
y to es interior a Z en la topologia relativade I N J. O

Corolario 4.3.3. En las condiciones del Teorema 4.3.2, sean x : I — R™ ey : J — R" soluciones
de 2’ = f(x,y) tales que I N J # &y x(tg) = y(to) para algin ty € I N J. Entonces,

[ ox() si tel,
dﬂ_{y@ si ted,

estd bien definida y es solucion de ' = f(t, x).

Demostracion. Que z(t) estd bien definida y es continua se tiene por el Teorema 4.3.2. Basta ver
que z € C! y que es solucién de la EDO 2’ = f(t,z). Si I N .J no se reduce a un punto, entonces

dado ty € I N J o bien ty es interior a I o bien es interior a J; supongamos que o € .CT) . Entonces, z
restringida a un entorno de ( coincide con x, la cual es solucién de la EDO y en particular C'*.

El caso no trivial a tratar es si I N'J = {to}. Como el problema de Cauchy tiene existencia y
unicidad local, llamamos zo = z(tg) = y(to) y consideramos 2 : [ty — ¢, to + €] — R™ la solucién
de la EDO con condicién inicial Z(tg) = xo. De hecho, no es restrictivo tomar € > 0 suficientemente
pequefio para que el intervalo [to — £,to + €] sea el que satisface la hipétesis del Teorema 4.3.2 de
unicidad local alrededor de (. Por unicidad, en [ty — €,%9] N I se tiene £ = z, e igualmente en
[to, to + €] N J se tiene £ = y. Esto nos dice que para todo t € [ty — &, o + €] las funciones 2 y z
coinciden y de nuevo por unicidad necesariamente 2 = z. O

La respuesta al problema de unicidad local implica unicidad global se responde mediante el si-
guiente resultado.

Teorema 4.3.4. Supongamos que el problema de Cauchy

{ﬂ=f@@,

x(tg) = xo,

tiene existencia y unicidad local para cada condicion inicial y sea x : I — R una solucion maximal.
Siy : J — R" es solucion de ©' = f(t,z) y existe to € J tal que x(ty) = y(to) entonces
necesariamente J C Iy x|, =y.

Demostracion. Como tg € I N J, el Corolario 4.3.3 asegura que la funcién
[ ox(®) st tel,
dﬂ_{y@ si ted
estd bien definida y es solucién del problema de Cauchy. Como x es maximal necesariamente [ UJ =

I y en particular J C I. En tal caso, el Teorema 4.3.2 asegura que x, y coincidenen I N J = J y en
consecuencia |, = y. O
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4.3.2. Segundo problema. Existencia de soluciones maximales

Como hemos puesto de manifiesto en el comienzo de esta seccion, las soluciones cuya existencia
viene dada por los Teoremas de Picard-Lindelof o de Peano en sus versiones locales estdn definidas
en un intervalo cerrado I, (t9) = [to — «,tp + «]. En particular, en el caso de la versién local en
un abierto (2, la grafica de la solucién cumple (¢, z(t)) € €2 paratodo t € I,(to) y en particular los
puntos extremos cumplen (¢g & o, (g = «v)) € . Esto nos permite volver a considerar el problema
de Cauchy 2/ = f(t,x) con estas condiciones iniciales, para las cuales existirdn nuevas soluciones.
Lo interesante de esta cuestion es que estas soluciones necesariamente coinciden con x en un entorno
de los instantes ¢y + «, obteniendo una prolongacién de nuestra solucién original.

En general, a partir de ahora enunciaremos los resultados de prolongacién a la derecha del inter-
valo, pero esta situacion debe entenderse de igual manera siempre por la izquierda (en caso que sea
posible). Recordamos, e incidimos, que el conjunto €2 donde esté definida la funcién f (¢, z) es abier-
to de R x R™. Ademads, salvo que se especifique lo contrario, la inica hipétesis sobre f : 2 — R™ es
su continuidad.

El siguiente resultado nos dice que si una solucién esta definida en un intervalo abierto y acotado
y tiene limite en sus extremos, ésta se puede extender hasta los extremos.

Lema 4.3.5. Sean f : Q — R" continua y z : (a,b) — R™ una solucion del problema de Cauchy

{ o' = f(t x),

z(tg) = xo.

Supongamos que limy_,, x(t) = x1 y ademds (b,x1) € €. Entonces, la extension continua T :
(a,b] — R™ dada por

o | ox(t) si te(ad),

x(t)_{ x1 si t=0b,

es también solucion del problema de Cauchy.

Demostracion. Sabemos que Z es solucion si y sélo si para cada t € (a,b] se cumple la ecuacion
integral

Z(t) = xo + t f(s,2(s)) ds.

Observemos que para cada ¢t € (a,b| la funcién ¢t — f(t,Z(t)) es continua por ser f(t,x) y &
funciones continuas. Ademds, si ¢t # b la ecuacién integral es cierta por ser Z(¢) = x(t) solucién.
Ahora bien,

b
Z(b) = lim Z(t) = zp + lim t f(s,z(s))ds=z0+ [ f(s,Z(s))ds,
to

t—b t—=b Ji,

por ser ¢t — ftz f(s,%(s)) ds una funcién continua (es de hecho C! por el Teorema Fundamental
del Cdlculo). Como Z satisface la ecuacion integral en todo ¢ € (a,b], es solucién del problema de
Cauchy. 0

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta fundamental para poder extender solu-
ciones. Lo interesante del mismo es su dualidad: bien podemos pegar dos soluciones que coinciden
en un punto, o extender una solucién dada sin necesidad de tener otra solucion candidata a pegar.
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Lema 4.3.6. Sean f : Q@ — R" continua y x : [a,b] — R™ una solucion de la EDO ' = f(t, ).
Entonces, x es prolongable a un intervalo [a,b + €| para cierto ¢ > 0.

Demostracion. Por ser (2 abierto, se tiene (b, x(b)) € 2. Podemos considerar pues el problema de

Cauchy o)
= f(t,z),
{ x(b) = xo.

Sabemos por el Teorema de Peano que existe una solucién de dicho problema y : [b—e,b+¢] — R™.
Consideremos la funcién
fox(t) st telab],
2(t) = { y(t) si tebb+el,

la cual estd bien definida y es continua. Es evidente que z extiende a x al intervalo [a, b + €] y que
z es de clase C'! en todos los puntos salvo quizds en ¢t = b. Si calculamos las derivadas laterales de
z(t) ent = by usamos que f(t, ) es continua y que x,y son soluciones del problema de Cauchy,
obtenemos

lim 2/(t) = lim 2/(t) = f(b,x¢) = lim ¢/'(t) = lim 2/(¢).

t—b— ( ) t—b— ( ) f( 0) t~>b+y ( ) t—bt ( )
Por tanto, 2'(t) tiene ambos limites laterales iguales y se tiene z'(b) = f(b, z(b)). Concluimos que la
funcién 2’ es continua en ¢t = by por tanto z es de clase C! en [a,b + ¢]. O

En particular, hemos probado que si x : [a,b] — R™ e y : [b,c¢] — R™ son soluciones de 2’ =
f(t, x) tales que x(b) = y(b), entonces ambas soluciones pueden ser pegadas en ¢ = b para obtener
una extension z : [a,c¢] — R™. Con estos resultados podemos dar una demostracion alternativa del
Teorema 4.2.9 de Peano en una banda.

Demostracion del Teorema 4.2.9 de Peano en una banda. Supongamos primero I = [a, b]. Sea pues
f @ [a,b] x R™ — R™ una funcién continua y acotada y denotemos M = sup{||f (¢, z)||: (¢,z) €
[a,b] x R™}. Dado ty € [a, b], primero construiremos una solucién en el intervalo [to, b] y posterior-
mente otra solucion en el intervalo [a, to] para posteriormente pegarlas en virtud del Lema 4.3.6. Ob-
viamente, si tg = a, b entonces nos ahorramos una de las etapas. Supongamos pues ty < by constru-
yamos una solucién en [to, b]. Seane = b—tyy r = Me y consideramos f : [to, to+€] x B(zg, ) —
R", la cual esta bien definida, especialmente en su segunda variable, ya que en ésta su dominio es to-
do R™. El Teorema de Peano 4.2.8 asegura la existencia de una solucién 1 : [tg, to +a] — B(wo,7),
siendo &« = min{e,r/M} = e = b — to y en consecuencia x; : [to,b] — R™. Ahora construimos
xy ¢ [a,to] — B(wo,r) otra solucién y concluimos por el Lema 4.3.6 que el pegado de estas dos
funciones en ¢ define una solucién z : [a, b] — B(xo, 7).

Consideremos ahora I C R arbitrarioy f : I x R™ — R"™ continua y acotada. De nuevo, dado
to € I el objetivo es construir dos soluciones; una a la derecha de £y y la otra a la izquierda de %
para posteriormente pegarlas. Haremos el caso a la derecha. Supongamos [tg,00) N I = [tg,b) con
to < b < oco. Vamos a tomarnos una sucesion {t,}n,>0 C [to,b) tal que ¢, " b. La idea es ir
construyendo soluciones en cada intervalo [t,,, t,+1] € ir pegdndolas en sus extremos gracias al Lema
4.3.6.

Si llamamos g9 = t1 — to y ro = €0M, entonces oy = min{eg, ro/M} = g9 y podemos aplicar
el Teorema de Peano 4.2.8 para construir una solucién del problema de Cauchy ¢ : [to,t1] — R"
globalmente definida en [to, 1] y con imagen en B(zq, o). En este punto, la hipétesis de acotacién
global de f es clave, ya que estamos definiendo el radio de la bola en términos del supremo de
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|| f(t,z)]|, sin preocuparnos si f en esta bola va a superar tal supremo. Es decir, si f no estuviese
acotada y partiésemos de un compacto Ko = [to, 1] X B(xg, 7o) con un radio arbitrario, llamarfamos
My = méx{||f(t,z)||: (t,x) € Ko} y considerariamos f : Ky — R". Ahora bien, si g9 = t; —
to entonces oy = min{eg,r/My} y es posible que r/My fuese menor que £¢. Si considerdsemos
el nuevo radio 7. = oMy y el nuevo compacto K1 = [tg,t1] x B(xg,7), podria ocurrir que
My = max{||f(t,z)||: (t,x) € K} fuese mayor que My y en tal caso cv, = min{eg,r./M1} =
min{eg,eoMo/M1} = £9My/M;, haciendo disminuir el valor de c,. e imposibilitindonos llegar a
t1.

En cualquier caso, como f estd cotada podemos construir una solucién x; que satisface la condi-
cién inicial z(t1) = xo(t1) = 1 y definida en todo [t1, to]. Para ello, definimos &1 =ty — t1 y r1 =
€1 M y por tanto «; = min{ey,r1/M} = ;. En general, dada x,,_1, definirfamos xz,, : [t,, t,+1] —
R™ como una solucion del problema de Cauchy con condicion inicial z(t,) = xp_1(tn) = z,, y de-
finida en todo [t,,, t,41]. Por una parte, es claro que se tiene [tg,b) = U2 [ty t,41] y por otra parte,
podemos definir la funcién x : [to,b) — R™ tal que x(t) = x,(t) sit € [tn, tn11]. Esta funcidn estd
bien definida, puesto que para cada t € [tg, b) existe un Gnico n € N tal que t € [t,, t,,11], salvo que
t sea exactamente uno de los extremos en los que precisamente cada par de funciones consecutivas
Tk, Tg41 coinciden.

De igual manera se considera (a,ty] = (—o00,tp] NI con —oo < a < ty y se construye una
solucioén y : (a,ty] — R". Finalmente, las soluciones x e y se pegan en t( en virtud de nuevo del
Lema 4.3.6 para obtener una solucién definida en todo I. O

Observacion 4.4. Como hemos puesto de manifiesto, la acotacion global de f es fundamental. Con-
sideremos el problema de Cauchy
1z = 12
{ z(0) = 1.

Como f(t,r) = 22 estd definida en R? y es C, en particular es localmente Lipschitziana y cada
problema de Cauchy tiene existencia y unicidad local. La dnica solucién de tal problema de Cauchy
viene dada por la funcién z(t) = %_t, t € (—o0, 1), la cual es maximal en el sentido de la Definicion
(4.3.1). Que el intervalo de definicién de x no sea todo R es consecuente con la falta de acotacién de
22 en R. Es decir, incluso restringiendo f : [0,2] x R — R, la funcién f (¢, x) no estd acotada y esto
hace que las funciones sucesivas {z, } que se van pegando cumplan que sus intervalos de definicién

[tn, tn+1] convergen a t = 1 antes incluso de poder converger a t = 2.
El siguiente resultado resuelve el problema de la prolongacién en el contexto mds general posible.

Teorema 4.3.7. Toda solucion x : I — R" del problema de Cauchy

{ v = f(t ),

x(tg) = xo,

puede prolongarse a una solucion maximal ¢ : (w—,w4+) = R", con —0o < w_ < wy < o0. Sien
particular Q) C R x R" es abiertoy f : Q0 — R" es continua, ¢ estd definida en un intervalo abierto.

Demostracion. Dada x : I — R™ solucién, escribimos el par (x,I) para denotar la solucién x
definida sobre I. Con esta notacién consideramos el conjunto

A={(z,K): I CK,y2, =z},
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donde z : K — R" es solucién del problema de Cauchy

{fzf@@,

z(to) = xo.

Definimos en A la relacién binaria © <’ mediante (K7,21) < (Ka2,22) siy sélosi K3 C Koy
22|, = #1. Asi definida, " <’ es un orden parcial sobre A. Puesto que A # @ ya que (z,1) € A,
si demostramos que todo subconjunto B C A totalmente ordenado tiene una cota superior en A4, el
Lema de Zorn garantizard la existencia de un elemento maximal en A para este orden.

Sea pues B = {(Kj, z): i € C} totalmente ordenado, donde C' es un conjunto arbitrario de
indices y cada K es un intervalo. Definimos K = U;ec K; y z : K — R" de la forma z(t) = z(t)
si ¢+ € K;. Primero notemos que K es en si mismo un intervalo, puesto que es unién arbitraria de
intervalos con interseccién no vacia ya que I C K para todo i € C. Por otra parte, z(t) estd bien
definida puesto que sit € K;NK; entonces necesariamente K; C K, o viceversa. En cualquier caso,
2i(t) = z;(t) y en particular z| «, = #i- Para concluir que (z, K) es cota superior de BB basta ver que
de hecho 2 : K — R" es solucién del problema de Cauchy, es decir que z € Cly 2/(t) = f(t, 2(t))
para todo t € K. Sea pues t € K arbitrario. Existe K tal que ¢ € K;; de hecho puede suponerse
que t es interior a K. En cualquier caso, 2| K, = Ziyen particular z es de clase C! en ¢ por serlo z;.
Ademids, se tiene 2/(t) = z/(t) = f(t, zi(t)) = f(t, 2(t)). Como t € K era arbitrario concluimos
que z : K — R" es solucién de la EDO y por tanto (z, K) € A, lo que prueba que es cota superior
de B.

En esta situacion el Lema de Zorn asegura la existencia de un elemento maximal en 4, esto es
existe ¢ : (w—, w4 ) — R™ solucién del problema de Cauchy

{fzf@@,

x(to) = 2o,

la cual no puede prolongarse mds en su dominio.

Para el caso particular en que f : 2 — R" sea continua y esté definida en un abierto, probemos
que el intervalo de definicion de ¢ es de la forma (w_,w ) y en particular abierto. Por reduccién al
absurdo supongamos que no es abierto y no es todo R. Sin perder generalidad, supongamos que a
la derecha de ¢y el intervalo es de la forma [to, w|. Ahora bien, como la grafica (¢, ¢(t)) C € para
cadat € (w_,wy]y £ es abierto, necesariamente (w4, (w4 )) es un punto del interior de €2. En este
punto podemos aplicar el Lema 4.3.6 para extender ¢ a una funcién ¢ : [y, w4 +¢] — R” para cierto
e > 0, y tal extension sigue siendo solucién de la EDO. En consecuencia (@, (w—, w4 +¢€]) € Ay
esto contradice la maximalidad de (¢, (w—,w4)) en A. O

La notacién que usaremos para denotar la solucién maximal serd ¢ : (w—_,wy) — R™. Como
consecuencia de los resultados anteriormente probados, podemos resumir el segundo problema de
prolongacién de la siguiente forma.

Teorema 4.3.8. Sea (2 C R x R™ abiertoy f : 2 — R" continua. Para cada problema de Cauchy

{ﬂ=f@@,

l‘(to) = Xo,

existe una solucion maximal ¢ : (w_,wy) — R™. Si ademds f es localmente lipschitziana en su
segunda variable, la solucion maximal es tinica.
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Demostracion. El Teorema de Peano 4.2.8 garantiza la existencia de una solucién z : I, (t9) — R"
del problema de Cauchy para cada (tg, zp) € 2. Por el Teorema 4.3.7, la solucién = se puede extender
a una solucion maximal ¢ : (w_,wy) — R", la cual necesariamente debe estar definida en un
intervalo abierto por ser f continua y €2 abierto.

Referente a la segunda afirmacion, si f es localmente lipschitziana en su segunda variable en €2,
tenemos existencia y unicidad local para cada problema de Cauchy. Ahora terminarfamos como en la
demostracion del Teorema 4.3.4. O

Notemos que el Teorema 4.3.7 s6lo nos dice que una solucién del problema de Cauchy se puede
prolongar a una maximal, pero si para una misma condicién inicial x(ty) = z( existen varias solu-
ciones, cada una de ellas puede ser prolongada a una maximal. En general, cada solucion maximal
puede estar definida en un intervalo distinto.

4.3.3. Tercer problema. Comportamiento de las soluciones maximales

El objetivo de esta seccidon es abordar el dltimo problema de la prolongacién: estudiar el com-
portamiento de las soluciones maximales cuando el pardmetro tiende a los extremos del intervalo
maximal de definicién. La siguiente definicidn se antoja totalmente necesaria para tal fin.

Definicion 4.3.9. Sea Q@ C Rx R"y vy : I = (w_,wy) — R™ una curva tal que graf(y) =
{(t,y(t)): t € I} C Q. Se dice que ~ tiende a la frontera de §2 cuando ¢ — w. si para todo
compacto K C Qexistee > Otal que sit € (wy — e, w ) se tiene (¢,7(t)) ¢ K.

De forma andloga se define cuando ¢ — w_ si para todo compacto K existe ¢ > 0 tal que si
t € (w_,w_ +¢) setiene (t,7(t)) ¢ K.

Intuitivamente, una curva tiende a la frontera de €2 si se sale de cualquier compacto K C (2 en
tiempo finito y no vuelve a él.

Notemos que esta definicion tiene sentido incluso si {2 = R x R"; lo que estariamos diciendo
es que la grafica de v es no acotada. Ademas, esta observacion se refiere a la grafica (¢,~(t)) y no
tnicamente a la propia imagen (). Podria darse el caso t € (—o0, 00), que y(t) estuviese contenida
en una region acotada y ¢ — oo hiciese que ~y tendiese a la frontera de 2. Por ejemplo, v(t) =
(cost,sint) es una circunferencia de radio 1 (en particular compacta), pero su grafica graf(y) =
{(t,cost,sint): t € R} es una hélice que se sale de cualquier compacto de R3.

Recordemos que si {2 C RxR" se suponia compacto entonces no podemos asegurar la conclusién
final del Teorema 4.3.7 que probaba que la solucién maximal tenia que estar definida en un abierto.
El siguiente resultado prueba que de hecho este hecho es imposible.

Teorema 4.3.10. Sean K C R x R™ compacto, f : K — R" continuay ¢ : I — R" una solucion
maximal del problema de Cauchy
{ o’ = f(t @),

x(tg) = xo,

Entonces, I = [w_,w4]y (wt, p(w)) pertenecen a OK.

Demostracion. Sabemos que la solucién maximal cumple (¢, ¢(t)) € K para todo t € I por ser
solucion y en particular I # R. Sea pues w, < oo el extremo superior de /. Primero probaremos que
necesariamente w4 € [ y posteriormente que (wy, (w4 )) € K. Como de costumbre, llamamos
M = méx yyex || f(t,7)|], que existe por ser K compacto y f continua.
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Por reduccién al absurdo, supongamos w4 ¢ I y consideremos el intervalo [to, w4 ). Sea {t,,} C
I una sucesion tal que ¢, — w4 . Dados n, m € N la ecuacién integral de Volterra (3.1.2) implica

tm
lo(tn) — @(tm)] < / F (s, o(s))l| ds < Mt —tm| =0, n,m — oo.
tn
En particular, la sucesion {¢(t,)} es de Cauchy y existe una parcial ¢(t,(n)) — L. Ademds, L
tiene que ser un valor finito puesto que (t5(,), (tx(n))) € K, €l cual es compacto, luego (w4, L) €
K. La acotacion dada por la integral de Volterra nos dice que de hecho cualquier otra sucesién
t,, — w4 debe cumplir p(t) — L. En efecto, por una parte

lo(tn) — e(to@)Il < Mt —toml =0,  n— o0,
y por otra parte

llo(tn) = Ll < llo(tn) = e(Eam)ll + [le(tom) — Lyl =0, n— oo.

Concluimos que lim;_.,, ¢(t) = L existey es finito, y ademds (w, L4 ) € K. Pero ahora podemos
aplicar el Lema 4.3.5 para extender ¢ al extremo superior w, obteniendo una solucién prolongada,
en contradiccién con la maximalidad de . Con esto probamos que w4 € I.

Ya sabemos que (w4, p(wy)) € K. Si (wy, (w4 )) ¢ OK necesariamente pertenece al interior
de K. En estas condiciones el Lema 4.3.6 nos permitiria prolongar la solucidn ¢ a la derecha hasta
[to, ws + ], para > 0 suficientemente pequefio. Esto es contradictorio con la maximalidad de .

Ahora repetiriamos el argumento a la izquierda de ¢¢, concluyendo que w_ € I'y (w—, p(w—_)) €
OK . Necesariamente se tiene [ = [w_,wy]y (wt, p(ws)) € OK. O

El siguiente resultado es un lema técnico que usaremos en la prueba del dltimo resultado del
curso y es conocido en la literatura como Lema de Wintner.

Lema 4.3.11 (Lema de Wintner). Sean f : @ — Ry z : (w_,wy) — R", con wy < oo, una
solucion de x' = f(t,x). Supongamos que existe una sucesion {t,} C (w_,w4) tal que t,, — wy y
x(tn) — Ly € R™. Si existe un entorno V de (w4, L) tal que f es acotada sobre V N §, entonces
Ly = limy,, z(t).

En particular, si el valor f(tg, L4 ) estd definido o puede ser definido de forma que f sea continua
en (wy, L), entonces x se puede prolongar al intervalo (w_,wy] de forma C! y es solucién de

' = f(t,x).

Demostracion. Seat, — w, tal que (t,, z(t,)) — (wi, L1). Aqui incidimos en que (w4, L) € Q,
pudiendo pertenecer a su frontera si ) fuese abierto. Denotamos igualmente por f a la restriccion f :
VN — R, la cual estd acotada por hipétesis y sea M = sup{||f(t,x): (¢t,z) € VNQ}. Més aiin,
dado € > 0 pequefio para que w; — & > w_, no es restrictivo suponer V = [wy —e,wy] x B(Ly,¢).

Supongamos que el enunciado es falso. Existe ¢ > 0y ¢, — w tal que ||z(t],) — L4 || > ¢ para
todo n. Notemos que podemos suponer sin perder generalidad que ¢, € [wy — &, w4 ) para todo n.
Ademds, por ser (w4, L) un punto limite, para cada n podemos encontrar ¢/ > t! tal que ¢/ — w
y ||z(t!)) — L4|| < /2 (bastaria tomar una subsucesién adecuada de ¢,). Si nos centramos en el
intervalo [t],, '] y definimos la funcién real

nr’n

g tntal 2R, g(t) =||z(t) — L],

n»'n
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se tiene g(t),) > ey g(t!l) < €/2y por tanto existe s, € (t,,t!) (maximal) tal que g(s,) = €. En
particular, g(t) < e paratodo t € [sy, ] lo cual implica ||z(t) — L4 || < e, esdecirz(t) € B(L4,¢).
Ademds, por ser t € [s,,t"] C [t),,t"] se tiene en particular ¢ € [wy — £,w4] y en consecuencia

n»'n

(t,x(t)) € VN Q paratodo t € [sy,t]. Por una parte, la desigualdad triangular inversa implica
lz(ty) = z(sa)ll = ll2(tn) = Ly + Ly — z(sa)ll = |l2(sn) — Ly ll = [|2(ty) — Lyl = /2.

Pero por otra parte, la ecuacién integral de Volterra implica

t”

2(t) — z(sn)]| < / " 2 )]| e < M — s,

Sn

que tiende a cero cuando n — oo, llegando a contradiccion. O

Podria pensarse, erréneamente, que se podria haber evitado la enrevesada construccién de la
sucesion s, y proceder directamente como en la demostracion del Teorema 4.3.10, probando que
cualquier sucesion t,, — w, cumple z(t]) — L. No obstante, a poco que se analiza la situacién
debemos darnos cuentas que esta forma de proceder es errénea. En efecto, si ¢, — w entonces no
podemos garantizar que (¢, z(t)))) € V N, que es donde podemos acotar f por su supremo en la
desigualdad integral de Volterra. Es decir, en el paso

th
lo(tam) — @t < /t (s, 0(s))ll ds < Mty —tn| =0,  n— oo,
o(n)

no tenemos garantizado que dado s € [ty(,), 1] se tenga (s, p(s)) € VNQ paraacotar || f (s, p(s))|| <
M.

Estamos ahora preparados para enunciar el resultado principal de esta seccion, el cual caracteriza
a las soluciones maximales por salirse de cualquier compacto.

Teorema 4.3.12. Sean ) abierto, f : Q@ — R" continuay ¢ : (w—,w+) — R™ una solucion maximal
de x' = f(t,x). Entonces, ¢ tiende a la frontera de §) cuando t — w.

Demostracion. Demostraremos s6lo el caso a la derecha, es decir para w. Por reduccién al absurdo,
supongamos que ¢ no tiende a la frontera de {2 cuando ¢ — w., en sentido de la Definicién 4.3.9.
Esto significa que existe un compacto K C €2 tal que para cadae > O existe t. € (w+ —e, w4 ) tal que
(te, p(te)) € K.En particular, podemos tomar e = 1/n y construir una sucesién {¢,,} C (w—,w4 ) tal
quet, — wyy (tn, (t,)) € K.De aqui ya tenemos una implicacion: w4 < oo ya que la proyeccion
71 (tn, p(tn)) = ty, restringida a K es continua, por tanto 71 (K) es compacto y t,, — w4 € 71(K).
Mis atin, la compacidad de K garantiza la existencia de una parcial {5, } tal que (f (), ¢(t5(n)))
es convergente a un punto de K. Por una parte t,(,) — wy y denotando L = lm ¢(t,(,)) se
tiene (w4, Ly) € K y en particular L es finito. Ahora podemos tomar V' un entorno compacto de
(wy,Ly) yentonces f: V NQ — R” estard trivialmente acotada, por lo que el Lema de Wintner
4.3.11 asegura lim;_,,,. ¢(t) = L. De hecho, (wy,Ly) € K C Qy por tanto (w4, L) es punto
interior de €.

En estas condiciones, el Lema 4.3.5 nos permitiria extender  por continuidad al intervalo (w_, w4 ];
de hecho el Lema 4.3.6 nos permitiria extender ¢ un poco més a la derecha a un intervalo de la forma
[to, ws+ + €]. En cualquier caso, obtendriamos una solucién del problema de Cauchy que extiende a
, lo cual contradice su maximalidad. O
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Finalizamos el tema resumiendo el posible comportamiento de una solucién maximal, y que
serd lo que eventualmente se usard en la mayoria de argumentos para probar la maximalidad o las
propiedades de ciertas soluciones. Como de costumbre, lo enunciamos a la derecha de su intervalo
maximal de definicidn, siendo totalmente andlogo a la izquierda.

Teorema 4.3.13. Sea ¢ : (w_,w;) — R" una solucion maximal de ' = f(t,x), con f : Q C
R x R™ — R" continua. Si w4 < 00, se cumple una de las siguientes alternativas:

1 mg s, [(8)]] = oo

2. existe {t,} — wy tal que p(t,) — Ly € R™ y ademds (w4, Ly) € 0.

Demostracion. Supongamos que no se cumple el primer punto. Existe por tanto ¢,, — w4 tal que
||o(t,)]| estd acotada y por Bolzano-Weierstrass podemos tomar t 4y, tal que p(ty(,)) — L4 € R™.
En particular, (w, Ly) € Q. Si (wy, Ly) € int(2) y tras restringir f a un entorno compacto de
(w4, Ly), el Lema de Wintner asegurarfa lim;_,.,, ¢(t) = L. En esta situacién los Lemas 4.3.5
y 4.3.6 implican que podriamos tomar la extension ¢ : (w_,wy + €] — R™, para cierto ¢ > 0
suficientemente pequeiio, lo que contradice el cardcter maximal de . Queda por tanto como tnica
opcion (w4, L) € 0. O

Corolario 4.3.14. Sea f : (a,b) x R™ — R" continuay ¢ : (w—,w) — R"™ una solucion maximal
de 2’ = f(t,x). Siwy <bentonces limy_,,, ||p(t)|| = oc.

Demostracion. Damos dos demostraciones de este hecho para que el alumno tenga herramientas
suficientes para aplicar la teoria de prolongacién, una basada en el Teorema 4.3.13 y otra basada en
el Teorema 4.3.12.

1. La demostracién es inmediata a partir del Teorema anterior. Si ||¢(t)|| no tendiese a infini-
to cuando ¢ — w4 entonces (t,p(t)) tendria alguna parcial convergente a un punto finito
(w4, Ly). Como wy < b necesariamente (w4, Ly) € (a,b) x R™ y podemos encontrar V'
entorno compacto de (w4, L) contenido en (a,b) x R™ donde f estd acotada. El Lema de
Wintner 4.3.11 asegura que lim;_,,,, ¢(t) = Ly y podriamos extender ¢ en virtud del Lema
4.3.5 6 4.3.6; en cualquier caso, llegamos a contradiccién.

2. Fijemos ty € (w_,wy) y para cada n € N consideremos la familia de compactos K, =
[to,wy] x B(0,n) C (a,b) x R™. Por ser ¢ maximal existe £, > 0 tal que para todo t €
(wi — ep,wy) se tiene (¢, ¢(t)) ¢ Ky. Ahora bien, t € (wy — en,wy) C [to,w4] y por

tanto ¢(t) ¢ B(0,n). Esto nos dice que ||¢(t)|| > n paratodo t € (w4 — &p,wy), siendo
precisamente la definicion de que ¢ no esta acotada.

O

En el corolario anterior, si w; = b entonces existen dos posibilidades: o bien ||¢(t)|| — oo
cuandot — w4, obien (¢,, ¢(t,)) — (w4, Ly) € 0N para alguna sucesion ¢, — w.. En este tltimo
caso, podria ser que lim;_.,, ¢(t) = L4, o que lim;_,,, (%) no exista. Damos a continuacién un
ejemplo de cada posibilidad.
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Ejemplo 4.1. 1. Consideremos el problema de Cauchy

7 = x?
{ z(0) = 1.
La funcién f(t,z) = 22 tiene como dominio de definicién 2 = R? y es de clase C', en

particular localmente lipschiztiana lo que implica existencia y unicidad para cada problema de
Cauchy. La tnica solucién maximal de este problema viene dada por la funcién

o(t) = —— t € (—o0,1).

Abhora bien, lim;_,;- ¢(t) = oc.

2. Consideremos el problema de Cauchy

=&,

z(1) =1.
Esta vez f(t,r) = 1/(2w), definida en Q = R x (R — {0}), y en este dominio es C! lo
que implica de nuevo existencia y unicidad local. En concreto, este problema de Cauchy tiene
como tnica solucién ¢(t) = /¢ definida en (0, 00). En este caso, lim;_,o (t) = 0 y ademds

(0,0) € 99Q. Esta solucién puede extenderse por continuidad a ¢+ = 0, pero no de forma C' ya
que su derivada tiende a infinito.

3. Consideremos ahora la funcién z(t) = sin 1 definida para ¢ € (0, 0c), la cual es trivialmente

solucién de la EDO 1 1
r_

r = 7t72 COS E,
pero z(t) no tiene limite cuando ¢ — 0. En efecto, las sucesiones

1 ; 1

tn - T a0 tn - 377
5 +2nm o +2nm

cumplen t,,,t,, — 0y z(t,) = 1, z(¢,) = —1. En particular, el limite lim; o z(¢) no existe.
Observamos que la funcion f(t,x) = —t% cos % que define la EDO no estd acotada en ningin

entorno de ¢ = 0, pero esto no es condicidn suficiente para garantizar la no existencia del limite
lim; ., ¢(t) precisamente por el ejemplo anterior.

4. Ahora bien, una condicion suficiente para garantizar que existe el limite lim;_,,, ¢(t) es que
f(t, x) esté acotada en 2 y que w sea finito. En efecto, si M es una cota superior de || f (¢, z)||
en Qy {t,} — wy, dados m,n € N podemos hacer uso de la ecuacion integral de Volterra,
obteniendo

o (tn) — oltm)| < / "1 (5,9() ] ds < Mt — tm] =0,

tm

lo que significa que {z(¢,)} es una sucesién de Cauchy y por tanto convergente a un cierto
L. Si ahora t], es otra sucesion convergiendo a w, acotamos igualmente usando la integral
de Volterra y se tiene

lo(tn) — Lyl < lle(tn) — ¢(tn)

|+ lle(tn) = L ||
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El segundo término tiende a cero, mientras que el primero se acotaria de nuevo usando Volterra
y concluimos ¢(t;,) — L, es decir, lim;_,.,, ¢(t) = L. Naturalmente, (w4, L) € 05

Noétese que no podemos pedir inicamente acotacion de f en un entorno V' de (w4, L) puesto
que a la hora de acotar la desigualdad de Volterra necesitamos garantizar que (s, ¢(s)) € V
para todo s € [t,, t,,] (véase el comentario tras la demostracién del Lema de Wintner 4.3.11).

Finalmente, tal y como hicimos tras la demostracién del Lema 4.3.6, damos una demostracién
alternativa del Teorema de Peano en una banda 4.2.9 usando las propiedades de las soluciones maxi-
males.

Demostracion del Teorema 4.2.9 de Peano en una banda. Sea f : I x R™ — R" continua y acotada
y ¢ : (w_,w+) — R™ una solucién maximal del problema de Cauchy

{ x' = / (tv :c),

z(to) = xo.

Supongamos por reduccién al absurdo, y sin perder generalidad, [to,w;) C I de forma estricta, es
decir w; < sup[tp, o0)NI. En particular, w; < ooy sabemos que cuando ¢ — w., el comportamien-
to de  estd dado por el Teorema 4.3.13. Mds adn, si I N [y, 00) = [to, b), donde por ) entendemos
que el extremo b puede ser abierto 6 cerrado, en particular w, < by el Corolario 4.3.14 implica que
limy ., ||¢(t)|| = oo; digamos ¢(t) — oo. Por ser wi < 00, el Teorema del valor medio asegura la
existencia de una parcial ¢,, — w tal que ||¢'(¢,,)|| — oo. Ahora bien,

" ()1l = I1f (tn, o ()| < M,

donde M es una cota para || f (¢, x)|| en todo I x R™. Esto contradice que ||¢’(¢,,)|| — oo y por tanto
|l|¢(t)|| no puede explotar en tiempo finito. La dnica posibilidad es que wy = sup[tg,c0)NI. O

4.4. Continuidad y diferenciabilidad respecto de condiciones iniciales
y parametros

En Fisica de bachillerato e incluso en cursos avanzados, se aproxima el movimiento de un péndulo
por el de un oscilador arménico. Mds concretamente, si denotamos por 6(t) a la amplitud angular de
un péndulo de longitud L > 0 sobre el que tnicamente actiia la fuerza de la gravedad g, se tiene que
0 es solucién de la EDO de segundo orden

0" + %sin@ =0.

Por otra parte, la ecuacién del oscilador armoénico viene dada por §” + kf = 0, donde k > 0. En
particular, tomando k = g/L y debido a que limy_, 5”019 = 1, las dos ecuaciones se parecen cerca
del origen y es esperable que para pequeiias oscilaciones, esto es § = 0, las soluciones de ambas

ecuaciones estén cerca.

El objetivo de esta seccion es desarrollar una teoria alrededor de la siguiente cuestién: suponga-
mos que z(t), y(t) son soluciones de los problemas de Cauchy

{ x':f(t,x), { y’~:g(t,y),
z(to) = wo, y(to) = yo-

Supongamos que las aplicaciones f, g estan proximas, asi como las condiciones iniciales (tg, o), (0, ¥o)-
(Podemos asegurar que x, y estan proximas? Y mas importante atn, /qué significa estar proximas?
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4.4.1. Dependencia continua respecto de condiciones iniciales
El resultado principal de esta seccidn es el siguiente.

Teorema 4.4.1. Sea f : 2 C R x R™ — R" continua y tal que cada problema de Cauchy asociado
a1’ = f(t,x) tiene una unica solucion. Sea (to, zo) € Q0 y supongamos que la solucion maximal pg
del problema de Cauchy
{ r = / (tv x)v
l’(to) = 2o,

estd definida en [a,b], con ty € (a,b). Sea (t,,x,) € Qtal que (t,,x,) — (to, o). Entonces, existe
ng € N tal que si n > ng el problema de Cauchy

{ v = f(t,x),

x(ty) = zp,

tiene solucion maximal ,, definida en [a,b] y se cumple

lim @, (t) = wo(t),

n—oo
uniformemente en [a, b).

Observacion 4.5. Un par de observaciones.

1. La hipétesis de unicidad de soluciones para cada problema de Cauchy es clave. En efecto, para
cadan € N consideremos el problema de Cauchy

{ 7 = 3132/3’
:B(O) = %’
el cual tiene existencia y unicidad dada por la funcién z,,(t) = (t+1)3. Ahorabien, (0,1/n3) —

(0,0) y en esta condicién inicial tenemos como soluciones x(t) = 3y z(t) = 0 para todo t.
Por una parte, ,,(¢) converge uniformemente a z(t) = ¢, pero no lo hace a z(t) = 0.

2. Es esencial que el intervalo de definicién de x sea compacto. Lo comprobaremos con dos
ejemplos: uno con un intervalo no acotado y otro con el intervalo acotado (y necesariamente
abierto).

= En el primero, consideremos el problema de Cauchy

I

S

con solucién unica dada por z,(t) = %et, y el problema limite con 2:(0) = 0, con solu-
cién tnica z(t) = 0 para todo ¢. Es sabido que la sucesién x,,(¢) converge uniformemente
a z(t) = 0 sobre cada intervalo compacto [a, b] conteniendo a 0. Sin embargo, esta con-
vergencia deja de ser uniforme en [—1, 00).

= En el segundo, consideremos el problema de Cauchy
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con solucién tnica dada por z,,(t) = —Lt 7Y el problema limite con x(0) = 1, con

n—t(l+n

solucién tnica 2(t) = L. Por una parte, z,, estd definida para t € (—oo, 145 )- Para
cada intervalo [a, b] C (—o00, 1) conteniendo a 0, existe ng suficientemente grande tal que
[a,b] C (—o0, 11;) para cada n > ng y aqui seria aplicable el teorema. No obstante, este
resultado no se puede dar en cualquier intervalo con extremo superior 1 abierto, puesto

que todas las soluciones z,, dejan de estar definidas y explotan antes de t = 1.

Antes de probar este resultado vamos a darle una interpretacion visual y para ello consideremos
el caso en que = € R. Sea ¢,, la solucién maximal del problema =’ = f(t, z) con z(t,) = x,, para
n € NU {0}. La convergencia uniforme de ,, a ¢ en [a, b] asegura que para todo ¢ > 0 existe un
no a partir del cual ¢, (t) — po(t)| < € paratodo t € [a, b]. Definimos el entorno tubular de radio €
de la grdfica de v como

Ue ={(t,x) € [a,b] x R: |x — po(t)| < €}.

La conclusion de este resultado es que no importa cdmo de pequefio tomemos el radio de U, que
siempre podremos encontrar un instante en nuestra sucesién de forma que todas las graficas (¢, @, (1))
distan de la grafica de (¢ una cantidad menor que e.

Previo a la demostracion, necesitaremos el siguiente lema sobre convergencia uniforme de una
familia de funciones equicontinuas.

Lema 4.4.2. Sea {¢,}, ¢n : [a,b] — R™ equicontinua y puntualmente acotada. Supongamos que
toda subsucesion {py, } que converge uniformemente lo hace a una misma funcion ¢ : [a,b] — R™
Entonces, {p,} converge uniformemente a o, en |a, b].

Demostracion. Notemos que {¢y,} se encuentra en las condiciones del Teorema de Ascoli-Arzela
4.2.6 y por tanto existe una subsucesion que converge uniformemente a cierta ¢, : [a,b] — R"
continua. En particular, ¢, existe y estd definida sin ambigiiedad.

Supongamos que {(,} no converge uniformemente a .. Entonces existe ¢ > 0, una subsuce-
sién {¢p, } € instantes ¢, tales que

[on, (tr) — Poo(tr)]] > €.

Ahora bien, la propia subsucesion {¢,, } es equicontinua y estd puntualmente acotada por serlo la
propia {, } y el Teorema de Ascoli-Arzela asegura la existencia de otra subsucesion {y,, } que con-
verge uniférmemente y necesariamente a (o, por hipétesis. En particular, si ng; es suficientemente
grande se tendré

[y, (B) = poc (@)l <€, V€ a,b],

en contradiccion con ||pp, (tr) — Yoo (tr)|] > €. O
Estamos en disposicién de probar el Teorema 4.4.1.

Demostracion. SeaT' = {(t,po(t)): t € [a,b]} la grafica de ¢g. Como I' es compacto y €2 abierto,
existen compactos Ko, K C QconI' C Ky y Ky C int(K). Ademds, ya que dist(Ky, Q\K) >
0, existen €, > 0 tales que para cualquier (t,2) € K se tiene [t — ¢,t + €] x B(z,7) C K.
Finalmente, fijamos n; € N tal que si n > ny entonces (¢,,z,) € Koy dentamos por M =
mixocx || ()]
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Definamos o = min{e, r/M}; esto nos deberia resultar familiar con la eleccién de la amplitud
del intervalo en el Teorema de Picard-Lindelof 4.1.9 y en el Teorema de Peano 4.2.8. Pues bien,
para cada n > n; y n = oo se tiene que ,, estd definida en [t, — o, t, + «] y toma valores en
B(wp, 7). Esto es precisamente consecuencia de aplicar el Teorema de Peano 4.2.8 (no podemos
aplicar el Teorema de Picard-Lindel6f 4.1.9 por no tener la condicién de lipschitzianidad local). Sea
ahora e = a/2. Redefiniendo n; si es necesario, podemos suponer que |t, —to| < € paracadan > n;
y por tanto ¢, (t) estd definida en [to — €,tg + €] C [tp, — o, b, + @] sin > njon =0.

El siguiente paso es probar que ¢,, converge uniférmemente a g en [ty — €, to + €] y para ello
usaremos el Lema 4.4.2. Primero debemos probar que la familia {¢,} es una familia equicontinua
y puntualmente acotada. Como cada ¢,, estd definida en [ty — €, to + €] y toma valores en B(x,7),
para este € que tenemos fijo podemos redefinir n; tal que para todo n > nq se tenga B(x,,r) C

B(xo,r + €). En consecuencia, para todo n > nj se tiene que ¢, toma valores en la bola fija

B(xg,r + €), lo cual asegura la acotacién puntual de ,,. Por otra parte, dados t,t' € [ty — €, 1o + €]
basta tomar § < €/M para concluir

[lon(t) — en()l = H/t, f(s,on(s)) ds|| < Mt —t'] <e,

lo cual implica equicontinuidad y ademés uniforme.

Sea ahora {¢,, } una subsucesién de {,, } y supongamos que converge a uniformemente a cierta
Yoo €1 [ty — €,10 + €]; existe al menos una subsucesion convergiendo a cierta ¢, por el Teorema de
Ascoli-Arzela. Demostremos que ¢, coincide con ¢q. La integral de Volterra de cada ,,, implica

t to

o (1) = 2y + / F (5, 0m () ds = g + [ F50m () ds+ [ (5, pme(5)) ds.

to tnk

Como || f|| estéd acotada en K por M se tiene
‘ to

f(Sv@nk(S))dS SM‘tU*tnlJ‘}O’ k — oo,

tny

yeén consecuencia
t

Poo(t) = xo + ] f(s,00(5)) ds,
0
donde se ha usado la convergencia uniforme de {¢,, } a ¢ para permutar limite e integral. Esto nos
dice que p es solucion del problema de Cauchy para 2’ = f(t, z) con condicién inicial z(tg) = xo,
y la unicidad de cada de problema de Cauchy concluye ¢, = o en [tg — €,to + €]. Por el Lema
4.4.2 se tiene de hecho que {,,} converge uniformemente a .

Si [a, b] C [to—e¢, to+e€], ya hemos terminado, puesto que a su vez [to—¢, to+e€] C [t —a, t,+a]
siendo éste dltimo el intervalo de existencia de cada ,, garantizado por el Teorema de Peano, el cual
estard trivialmente contenido en el maximal; llamémoslo I,,. Supongamos pues sin perder generalidad
que top + € > by definamos la sucesion @, = @, (top + €) que converge a (ty + €,2), siendo
Zo = @o(to + €). Consideremos la solucién maximal ¢, del problema de Cauchy

{ o' = f(t, x),

x(to + €) = Tp.
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Repitiendo el proceso anterior, podemos encontrar ng > n; tal que 5, estd ahora definida en [¢o, o+
2¢| y converge uniformemente a ¢y en tal intervalo. Ahora bien, ¢,, es igualmente solucién de este
problema de Cauchy y por el Lema 4.3.6 las soluciones ¢,, y ,, pueden ser pegadas en (to + €, 2,).
Por unicida de cada problema de Cauchy, ¢, es la restriccion a [tg, to + 2¢| de la funcién ¢,, definida
en [to—e€, to+2¢]. Ademds, por unicidad del limite uniforme, ¢, es la restriccion de ¢y a [to, to+ 2¢].
Repitiendo este proceso un nimero finito de pasos, tanto a la derecha como a la izquierda, existird un
cierto ng € N tal que [a,b] C [to — €,to + €] y para cada n > ng las soluciones maximales de ¢,
cumplen [a,b] C I, y {¢n} converge uniformemente a ¢ en [a, b|. O

Para la siguiente definicidn necesitamos introducir algo de notacién. Supongamos que cada pro-
blema de Cauchy asociado a z’ = f(t, ) tiene existencia y unicidad. Para cada (tg,zo) € £2, sea
I(tg, zp) el intervalo maximal de definicion de la solucién maximal ¢ que cumple ¢(tg) = z¢. De-
notaremos por ¢ = (4, ) para explicitar la dependencia y unicidad de cada solucion respecto de
las condiciones inciales.

Definicion 4.4.3. Sea f : 2 C R x R™ — R" continua tal que cada problema de Cauchy asociado a
x’ = f(t, ) tiene existencia y unicidad. Sea

A= {(t,to,l‘o): (t(), l’o) € Q7 te I(t(]ax(])}'
Se define el flujo de la EDO 2’ = f(t,x) como la aplicacién
O:ASRY, Dt to, 70) = Py (1)- (@.4.1)

La idea del flujo es bastante intuitiva. Para cada condicion inicial (¢g,z¢) € €, el flujo nos dice
c6mo evoluciona la tnica solucién que pasa por tal punto en cada instante de tiempo. El Teorema
4.4.1 nos permite deducir la siguiente consecuencia sobre el flujo.

Corolario 4.4.4. El conjunto A es abierto y el flujo ® : A — R"™ es una aplicacion continua.

Demostracion. Sea (7, tn, x,) € A una sucesién convergente a cierto (79, tg, g) € A. Sea ¢, la
solucién maximal del problema de Cauchy asociado a ' = f (¢, x) con condicién inicial z(t,,) = xp,
paran € N U {0}. Sea [a, b] conteniendo a 7y. Dado 6 > 0, el Teorema 4.4.1 asegura la existencia
de nyp € N tal que ¢, estd definida en [19p — d,79 + 0] ¥ ¢, converge uniformemente a po. En
particular, 7,, € [T9 — 6§, 79 + 6. Como la convergencia es uniforme también lo es puntual y por tanto
©n(Tn) = ©o(70), pero esto no es mas que escribir ®(7,, ty, x,) — P (710, Lo, 2o)-

Que A es abierto se prueba de forma similar. Sea (¢,ty,z9) € Ay tomemos 6 > 0 tal que
[t —0,t+0] C I(xo,to). Necesitamos encontrar un entorno U de (to, xo) en 2 tal que [t — 0,1+ 0] C
I(t1,z1) para cualquier otro (t1,x1) € §2. Pero esto precisamente es el contrareciproco del Teore-
ma 4.4.1. En efecto, supongamos que tal entorno no existe. Podemos encontrar pues una sucesion
(tn, xn) — (to, zo) de manera que [tg — 0, %o + 6] & I(tn,xy). Pero es que a partir de cierto ng € N,
cada solucién maximal ¢, ;) debe cumplir [tg — d,%0 + 8] C I(tn, 2y ), llegando a una contra-
diccién. Por tanto tal entorno U de (g, zo) debe existir y [t — ,¢ + 0] x U C A es el entorno de
(t,to, xo) buscado, probando que A es abierto. O

4.4.2. Dependencia continua respecto de parametros

Otro problema de parecida indole al de dependencia continua respecto a condiciones iniciales es
considerar dependencia respecto de pardmetros. Por ejemplo, en la ecuacién del péndulo

n, 9 .
—_— :0
T +L51nx ,
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tenemos dos parametros, g, L. Podemos pensar que si dos pardmetros L, Lo son muy parecidos,
también serdn parecidas las oscilaciones de las soluciones asociadas. De forma mds concreta, dadas
condiciones iniciales x(ty) = xg, 2’ (ty) = vo, denotemos por ¢, , ¢r, a las soluciones maximales
para los pardmetros L1, Lo, respectivamente. Lo deseable y esperable es que las soluciones sean con-
tinuas con respecto al pardmetro longitud L; tanto ellas como sus derivadas. Para tal fin, es necesario
expresar esta EDO de segundo orden como el sistema de primer orden equivalente

() = (Lgtne) = eto

Nos disponemos a dar una formulacién general. Sea A = (A1,...,As) € A C R® un vector de
pardmetros y f(¢,x, A) una aplicacién continua definida en un abierto conexo 2 x A C R x R™ x R
y con valores en R™. Supongamos ademas que cada problema de Cauchy asociado a la EDO 2’ =
f(t,x, \) tiene existencia y unicidad para cualquier condicién inicial en 2. Fijado (tg, z¢) € €2, para
cada A € A denotemos por ¢, (¢) a la solucién maximal del problema de Cauchy

{ = f(t,z,\), (4.4.2)

x(tg) = xo.

Teorema 4.4.5. En las condiciones anteriores, sea {\,} C A una sucesion convergente a \g € Ay
supongamos que @\, estd definida en [a,b]. Entonces, existe ng € N tal que si n > ng la solucion
©x,, estd definida en [a,b] y se cumple

lim Prn (t) = $Pxo (t)v

n—oo
uniformemente en [a, b).

Observacion 4.6. Otras tantas observaciones antes de la demostracion.

1. El enunciado del Teorema 4.4.5 es totalmente similar en cuanto a hipétesis y tesis al del Teo-
rema 4.4.1. Probaremos que de hecho es una consecuencia.

2. De nuevo es esencial que el intervalo de definicién se tome compacto. Consideremos el pro-
blema de Cauchy
' =z, z(0) =1,
cuya tnica solucién es z(t) = e*. Tomemos \, = 1/ny Ao = 0. Entonces, z, (t) = "/
y o = 1. Es cierto que sobre cada [a, b] se tiene ), (t) — 0 uniformemente, pero no lo es en
todo R. En efecto, si tomamos la sucesion ¢, = n se tiene z, (n) = e /4 1.

3. La teoria de integrales dependientes de pardmetros se engloba de cierta forma en el Teorema
4.4.5. Supongamos que h : R x A — R es continua y definamos

b
FiASR, HM:/h@Mw

El Teorema 4.4.5 garantiza que F' es continua. Para probar este hecho, definamos la aplicacién

FiRxRxA—R,  f(t,z,\) = h(t,\).
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El problema de Cauchy

tiene como tnica solucién .
2 (t) = / h(s, \) ds.
a
Entonces, F'(A\) = x5 (b) y por tanto F es continua en virtud del Teorema 4.4.5.

Ahora si, demostremos el Teorema 4.4.5.

Demostracion. Laidea consiste en transformar el problema de dependencia de pardmetros en otro de
dependencia de condiciones iniciales, haciendo que el pardmetro A pase a ser una condicién inicial.
Dado el espacio de parametros A C Ry f(¢,z, A) definidaen Q x A C R x R x R®, definimos
O = Q x A eidentificamos (t,z,\) € O como (t,y), donde y = (z, ). Definimos F : O — R"*$
dada por F'(t,y) = (f(t,z, A),0s), siendo 0 el vector nulo en R?. Fijado A\, que y(t) = (z(t), A(t))

sea solucion de )
y' = F(t,y),
443
U=y, (342
es equivalente a que se cumpla

(2, A) = (f(t, 2, ), 05)
{ (z, \)(to) = (o0, \). (4.4.4)

Por una parte, \'(t) = 04 asegura que A(t) es constante y como A(tg) = X se tiene A\(t) = \ para
todo t. Por otra parte, estamos pidiendo que x sea solucién del problema de Cauchy (4.4.2). Por tanto,
y(t) = (x(t), A) es solucion de (4.4.3) si y sélo si x es solucion de (4.4.2). En tal caso y en términos
del flujo para la EDO (4.4.3), si ¢ es la solucién maximal de (4.4.2) y ®(¢, to, (xo, \)) es la solucion
maximal de (4.4.3), ambas estdn relacionadas por

(t, to, (w0, A)) = (pa(t), ).

En otras palabras, (¢, (t),\) es la solucion maximal de (4.4.4). En particular, los intervalos ma-
ximales de ¢ y ®(t, to, (zo, A)) necesariamente coinciden. Finalmente, dada \,, — ), considere-
mos la sucesion {(to, o, A\n)} C Oy sea gy, (t) la solucién maximal para el problema de Cauchy
¥’ = f(t,x,\,) con z(ty) = x¢. Por otra parte, sea D (¢, to, (xo, An)) la solucién del problema de
Cauchy (4.4.3) con condicién inicial x(t9) = (xo, A,). Para ésta ultima, el Teorema 4.4.1 asegura

nlingo((p)\" (t)a )‘n) = nlig)lo (@(t’ to, ("EUa An)) = (1>(t’ to, (:L‘(), AO)) = (90/\0 (t)’ )‘)a

uniformemente en cada intervalo compacto [a, b] conteniendo a ¢y, lo que implica la convergencia
uniforme en [a, b] de ¢y, (t) a pa,(t). O

Observemos que en la demostraciéon del Teorema 4.4.5 podriamos haber tomado una sucesién
(tn, Tn, An) — (to, xo, Ao) y concluir igualmente la convergencia uniforme en [a, b] de las soluciones
Ot ,zn ) (1) @ 9(1g 20, 00) (t), sin mds que considerar los problemas de Cauchy equivalentes

{ .%'I:f(t,.l‘,/\n), { (xa)‘)/:(f(t7xv)‘n)>05)a
x(ty) = zp, (x, N)(tn) = (zn, A\n)-

Esta misma idea de permutar condiciones iniciales y pardmetros nos permite concluir el siguiente
resultado.
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Corolario 4.4.6. En las condiciones anteriores, para cada (to, zo,A) € Q X A, sea ¢ 2 la
solucion maximal del problema de Cauchy

{ = f(t,x,\),

CC(tQ) = Xo,
definida en su intervalo maximal denotado por I(ty, zg, A). Sea
B= {(t,to,:ﬁo,)\)i (to,wo,)\) eEOXA te I(to,xo, )\)},

y el flujo
v:B— Rn, \I/(t, to, X, /\) = P(to,z0,)) (t) 4.4.5)

Entonces, B es abierto y V es continua. Mds aiin, V estd relacionado con el flujo ® definido en
4.4.1) por
q)(tat(]a ($07)\)) = (\Ij(ta t07$07A)7A)' (446)

Demostracion. Que W es continua se deduce de forma secuencial usando los Teoremas 4.4.1 y 4.4.5.
Que B es abierto se deduce igual que en el Corolario 4.4.4, encontrando un entorno de (g, g, Ao)
que contenga a [t — d,t + 6] para § > 0, usando la convergencia uniforme de (1, ., ) & P(to,20,)0)
en [t — d,t+9].

Observemos que el Teorema 4.4.5 responde parcialmente a una de las cuestiones planteadas en
la introduccion de este capitulo: si f(t,z) y g(t, z) son aplicaciones que estdn proximas, ;cémo de
proximas estan sus soluciones? En efecto, fijamos (¢p, z9) € © y tomamos {),,} C A una sucesiéon
tal que \, — Ao € A. Dada f(¢,z, \) continua tal que cada problema de Cauchy tiene existencia y
unicidad, para cada n € N U {0} definimos f,(t,z) = f(¢,x, \,) y denotamos por ¢y, a la soluciéon
maximal del problema de Cauchy asociado a 2’ = f,,(t, z) con x(t9) = xo. Entonces, ¢, (t) — @o(t)
uniformemente en cada compacto [a, b] conteniendo a ¢y. El siguiente resultado generaliza esta idea
para una sucesion de aplicaciones { f,,} que convergen a una cierta aplicacion limite fy. Con el mismo
esfuerzo, haremos variar las condiciones iniciales.

Corolario 4.4.7. Dado Q? C R x R" abierto. Para cada n € N U {0} consideramos f, : Q — R"
continua'y supongamos que { fy, } converge uniformemente a fo sobre compactosy que cada problema
de Cauchy asociado a x’ = f,(t, x) tiene existencia y unicidad. Sean (t,,, x,,) €  tal que paran > 1
se tiene (ty, xy) — (to, zo). Supongamos que la solucion maximal @ del problema de Cauchy

{ a' = fo(t, ),

$(t0) = X0,

estd definida en [a, b] con ty € (a,b). Entonces, existe ng € N tal que si n > ng la solucion maximal
on, del problema de Cauchy
{ ZE/ = fn(t,fE),

x(tn) = Tn,
estd definida en [a, b y se cumple

lim ¢y, (t) = po().

n—oo

Obviamente, si f,,(t,z) = f(t,z) paratodo n € NU {0}, entonces el resultado es simplemente
el Teorema 4.4.1.
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Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la del Teorema 4.4.1 y s6lo detallamos las
diferencias mds notables.

Primero, como f, converge uniformemente a f sobre compactos, se puede tomar M > 0 una
cota comun para todas las normas || f (¢, x)|| en K. Esta cota comin nos permite probar de igual
forma la equicontinuidad uniforme de la sucesion ¢y, en [ty — €, to + €.

Ahora debemos probar que si una subsucesion ¢,,, converge uniformemente a cierta ¢, enton-
ces necesariamente @, = (. Para ello, expresamos

t t to
@nk(t) = Tn, + fnk (Sa Qpnk) ds = Ty, + fnk (Sa Qpnk(s)) ds + fnk(sv Pny, (5)) dS,

tn k to tnk
y usamos la acotacién uniforme de || f,,, || < M y la convergencia uniforme de f,, a fo para permutar
integral y limite para concluir

t

Poo(t) = 0 + ) fo(s, po(s)) ds,

y por unicidad ¢, = ¢p. Finalmente, repetimos el argumento de prolongacién del intervalo [ty —
€,to + €] en caso de que [a, b] no esté contenido en tal intervalo para concluir que a partir de cierto
no todas las soluciones maximales (,, contienen a [a, b] en su intervalo maximal de definicién y ¢,
converge uniformemente a g en [a, b]. O

Aproximacion de la solucion del péndulo simple

Consideremos la ecuacion del péndulo simple
0+ %sin@ =0, 600)=e>0, 6(0)=0.

Es l6gico pensar que para valores de e suficientemente pequeiios podamos usar la aproximacién
sin § = 0 y exista una similitud con las soluciones del oscilador arménico

o' +96=0, 60 =c ¢(0)=0,

Para comenzar, consideramos el cambio de variable # = ex y pasamos a un sistema de primer orden
con coordenadas (x,y) y el cambio usual 2’ = y, obteniendo

<y> - <—y”x) =flwy),  w0) =1, y(0)=0.

Observemos que f. es una funcion continua y de hecho es localmente lipschitziana alrededor de cada
punto (0,%); fuera de estos puntos es trivial por ser C'!. Por tanto, para cada ¢ > 0 existe una tnica
solucién v, = (z¢, y.) del sistema 4. = fe(7.) con condicién incial 7.(0) = (1,0). Ahora bien,

{ — (v -3
lg%fE(xvy) - (yv Lm)u

que se corresponde con el sistema lineal obtenido al reducir el orden de la ecuacién del oscilador
arménico. Si denotamos por g a la solucién del sistema 7' = fy(+) con condicién inicial v(0) =

(1,0), se tiene
_ (94 — 1Y sn /Y
Yo(t) <cos Lt, 7 sin Lt> .
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En estas condiciones, el Teorema 4.4.5 de dependencia continua respecto de pardmetros asegura que
lim¢_,0 7e = 70 uniformemente sobre cada compacto conteniendo a ¢ = 0. En otras palabras,

) -~ 19 ety — 9 9
lg%me(t)—cos Lt, 151%336(15)— 7 sin Lt.

Deshaciendo el cambio § = ex y ' = ey concluimos finalmente

0c(t) = ecos \/Et + o(e), 0.(t) = —e\/gsin \/gt + o(e),

los cuales son uniformes en ¢ € [a, b] cuando € — 0.

Observacion 4.7. Hemos usado la notacion o pequeria, que se define como sigue. Dadas dos funcio-
nes f(t),g(t), se dice que f(t) = o(g(t)) cuando t — 0 si

I _
ﬁ%gw*O

Escribir pues o(e) denota una cierta funcién que depende de € y tal que lim._, o9 — .

€

4.4.3. Dependencia diferenciable respecto a condiciones iniciales

El objetivo de esta seccion es estudiar la siguiente cuestién. Sea {2 C R x R"™ abierto y f :
2 — R” continua y tal que cada problema de Cauchy asociado a 2/ = f(¢, ) tiene existencia y
unicidad. Supongamos ademads que la aplicacién f tiene buenas propiedades de diferenciabilidad. Si
x, y son soluciones de esta EDO y satisfacen condiciones iniciales cercanas, sabemos por el Teorema
4.4.1 que ambas soluciones deben estar inicialmente cercanas. ;Podemos afirmar algo similar sobre
las derivadas de x e y? ;Cudles son esas buenas propiedades de diferenciabilidad necesarias como
hipétesis sobre f?

La mayor dificultad que nos encontraremos no es tanto la complejidad de los argumentos que
involucran las demostraciones, sino la notacién usada que puede ser algo enreversada, sobre todo si
se quiere escribir con suficiente formalidad. Pedimos paciencia al alumno, sobre todo a las alturas
del curso en las que se ven estos resultados, y lo animamos a no caer en la desesperacion; no es para
tanto.

Comenzaremos estudiando el problema de Cauchy

{ﬁzf@@,

x(tg) = o,

donde las condiciones iniciales (to, o) son susceptibles de variar. El resultado principal de esta
seccion es el siguiente.

Teorema 4.4.8. Sea f : Q@ C R x R® — R" una aplicacion continua tal que la matriz jacobiana
g—z(t,:l:) existe y la aplicacion (t,x) € Q — %(t,:p) es continua. Entonces, el flujo ®(t,to,x0)

definido en (4.4.1) es una aplicacion diferenciable. Mds aiin, las derivadas parciales vienen dadas
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por

oo d
E(tat(]vx(]) - dt(b(tvt()?x())v
0P

%(t7t07 I'()) - y(t)v

0P

el v

83}0 (t7t07$0) (t)a

donde y(t) es la tinica solucion de

0
Y = 2Bt w0y, lto) =t o),

e Y (t) es la uinica solucion (matriz) de

Y = gi(t,@(t,to,xo))l/, Y(tg) = I.

Observacion 4.8. Antes de probar este resultado, unos comentarios.

0P 0P

1. Las derivadas parciales 7, y g—f; son vectores en R"™, mientras que % - es una matriz cuadrada

de orden n. Observemos que y e Y son soluciones de la misma EDO, pero y es vectorial e Y es
matricial: de hecho es la matriz fundamental principal en ¢y. En ambos casos, % es la matriz
jacobiana de la aplicacién f(t, ) respecto de las variables © = (1, ..., ), calculada en el
punto (t, ).

. Para entender de dénde provienen estas expresiones para las derivadas parciales de ®, vamos a

suponer que todo es suficientemente regular y derivar en la igualdad

d
ﬁ‘l)(t,to,fﬂo) = f(t, @(t, to, z0)). (4.4.7)

Derivando respecto de £ y cruzando las derivadas se tiene

a <ato(t,to,xo)> = %(t,@(t,to,xo))a—m(t,to,xo),

Denotando por y(t) = g—f; (t,to, o), se tiene que y es solucion de la EDO lineal

0
y = 8—£(t, O (t,to, x0))y.

Para determinar la condicién inicial, consideramos el flujo zy = P (¢, t, (), derivamos respecto
de t y sustituimos en (g, to, z¢), obteniendo

d od
7(1)(750’ to, xo) +

—(tg, t =0
dt 8t0( 0 vaO) 3

o de forma equivalente
y(to) = —f(to, zo)-
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Para la dltima identidad, derivamos (4.4.7) respecto de zg y permutamos derivadas cruzadas,
obteniendo 4 /50 o/ 50

— | =—(t,t0,x = —(t,P(t, 10, x0)) =— (¢, to, x0)-

dt <8x0(707 0)> 833(, (707 0))8.1'0(707 0)

Abhora la diferencia es que Y (t) = 8TqZ(t, to, o) es una matriz cuadrada de orden n y no un
vector. Para deducir la condicion inicial derivamos ® (¢, to, z9) = x( respecto de z, conclu-

yendo
0P axo
Y (tg) = —(to,t =—=1,.
( 0) 8:60( 05 Oa'rO) a.f() n
3. La ecuacion lineal
,Of
V=g (t, ®(t,t0,0))y, y(to) = —f(to, 7o),

se suele llamar ecuacion variacional alrededor de la solucion ® (¢, tg, zp), la cual es necesaria
conocer de forma explicita para resolver la ecuacién variacional.

Para demostrar el Teorema 4.4.8 necesitamos un lema previo, el cual enunciamos y probamos a
continuacion.

Lema 4.4.9. Consideremos la EDO z' = f(t,x) con condicion inicial x(tg) = o y sea ® el flujo
definido en (4.4.1). Dado v € R" definimos el cociente incremental
O(t,to, xo + hv) — D(t, to, xo)

on(t) = 5 : (4.4.8)

el cual estd bien definido si t € [a,b] y h € [—¢,€] — {0} para € > 0 suficientemente pequerio.
Entonces, existe una aplicacion continua

A :a,b] x [—€,€] = M, (R),
tal que para todo t € [a,b] y h # 0 se tiene

S (t) = At h)op(t),  A(t,0) = %(t, B(t, to, 20))-

Demostracion. La demostracion del lema utiliza un suceddneo del Teorema del Valor Medio para
funciones vectoriales, el cual enunciamos a continuacién: dada f : Q@ C R® — R™ de clase C' vy
dos puntos x,y € Q tales que el segmento [x,y] C ), se cumple

1) =50 = ([ 710w+ 1= ar) (o),

donde J f(Az + (1 — A\)y) es la matriz jacobiana de f evaluada en tal punto y la integral se entiende
coordenada a coordenada. La demostracion de esta propiedad es inmediata.

1 1
fla)= 1) = [ ZifOe+ =N = [ I+ (1= (e =) dx

- (/01 JfOx+ (1 —/\)y)d/\> (z —y),



184 Capitulo 4. Teoria fundamental

donde en la primera igualdad se ha usado la regla de Barrow para funciones de una variable, en la
segunda la regla de la cadena y en la tercera la linealidad de la integral y del producto de matrices
con vectores.

Ahora podemos demostrar el lema aplicando el resultado anterior a f(¢, z) en su segunda variable.

5;1(t) = % (;th)(t,to,l'o + hU) - %é(ta to,l‘o)) = % (f(tv (I>(tat0a To + hU)) - f(ta q)(tvt()a :EO)))
1
- i( gi(f, )\‘b(t, to, To + hv) + (1 — )\)(I)(t,to,xo)) d)\) ((I)(t,to,l‘o + hv) — ‘b(t, to,ﬂjo))
0

A(t,h)
= A(t, h)on(t).

Por tltimo, que A(¢,0) = % (t, ®(t,to, xo)) se prueba, por ejemplo, usando la dependencia continua
respecto a condiciones iniciales y el Teorema de la convergencia dominada. Para probar que dado
la aplicacién (t,h) — A(t,h), con h # 0, es continua, se usa de nuevo la dependencia continua
respecto a condiciones iniciales y la teoria de integrales dependientes de pardmetros. O

Ahora si, estamos en condiciones de probar el Teorema 4.4.8.

Demostracion. Observemos que se tiene

0P

—; (10, 20) = f(t, ®(t, to, 20)),

la cual es continua por la continuidad de f y ©.

Dado (tg,z9) € €2, sea [a, b] tal que [a,b] C I(to,x0), o de forma equivalente (¢,tp, zg) € A
para todo ¢t € [a, b]. Vamos a probar que las derivadas direccionales de ® con respecto a x( existen y
son continuas. La existencia y continuidad de la derivada parcial respecto a ¢g es similar.

Sabemos por el Lema 4.4.9 que la aplicacion 6, dada por (4.4.8) estd bien definida para ¢, h
adecuados y cumple la ecuacion lineal

5h(E) = A, W)Sn(D),  Gulte) = v,

la cual tiene existencia y unicidad. Sea d,(t, v, h) la solucién de este problema dependiendo de las
condiciones iniciales (to,v) y del pardmetro h. Podemos aplicar los teoremas de dependencia conti-
nua respecto a condiciones iniciales y parametros en el dominio (a, b) x R™ x (—e, €). En particular,
dp,(t) converge para h — 0 a la solucién del problema limite

y =At0)y,  ylto) =v,
que por el Lema 4.4.9 es exactamente

,_0f
Yy =4

D (t, ®(t,to,x0))y, y(to) = v. (4.4.9)

Como por otra parte para cada v € R" se define la derivada direccional de una aplicacién F' : U C
R™ — R™ mediante . " .
DyF(z) = lim ZE+H0) = F@),
h—0 h
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garantizamos la existencia de la derivada direccional de ®(, ¢, o) respecto de la variable xo en
cualquier direccion v € R™. Es mas, si Y (¢) es la matriz fundamental principal del sistema (4.4.9) en
to, entonces ya que la solucién de (4.4.9) viene dada por y(t) = Y (¢)v concluimos

DU(I)(t, to, ZL‘()) = Y(t)v.

Realmente, Y'(¢) depende también de las condiciones iniciales (g, z¢), asi que denotaremos por
Y =Y (t,to,x0) ala solucion (matricial) del sistema lineal
Y/ 6f

donde zg es pardmetro y ¢y es a la vez condicién inicial y pardmetro. Ahora si podemos escribir
formalmente
qu)(t,tg,l‘o) = Y(t,to,l‘g)v. (4411)

A continuacion, probaremos que estas derivadas direccionales son también funciones continuas de
(t,to,x0); 0 en otras palabras, que la aplicacion (¢, to, zo) — Y (¢, tg, zo) es continua. Por hipétesis,
la aplicacion a—i es continua y el Corolario 4.4.7 que aina dependencia continua de condiciones
iniciales y pardmetros nos permite concluir que la aplicacion (t,tg, zg) +— %(t, O(t,tg,x0)) es
continua. Ya que en la ecuacion matricial

of

Y = %(t,q)(t,to,xo))l/, Y (to) = I,

tenemos como condicion inicial £y y como pardmetros (%o, zp), de nuevo el Corolario 4.4.7 nos per-
mite concluir que la aplicacion (¢, to, zo) — Y (¢, to, zo) es continua. En conclusidn, la aplicacién ®
admite derivadas direccionales continuas en cada direccién v € R", y tal derivada direccional viene
dada por (4.4.11). En consecuencia,

0P
—(t,t =Y(t,t .
axo( ) 07':(:0) ( P 071.0)
En cuanto a la derivada parcial respecto de ¢y, se define de forma andloga
1
n(t) = 7 (@(t,to + h,wo) — P(t, to, 20))

la cual es solucién del problema lineal

xg — ®(tg + h,tg, x
(O = AL WD), dltg + 1) = 0 PO RT0T0)
Ademds, A(t,0) = %(t, O (t,to,xp)). Por una parte, limy, g 0y (t) = g—i(t, to, o), y por otra parte
op(t) converge para h — 0 a la solucién del problema limite
,_Of

Yy = a—x(t,@(t,to,xo))y.

Finalmente, para determinar la condicién inicial y((), bastard hacer h — 0 en la condici6n inicial
on(to + h) y aplicar la regla de L’Hopital, obteniendo

) . xo — P(to + h,to, x0)
1 =1
hlg%dh(to) hlg%) h
d
= —£¢(to,to,xo) = —f(to, o).
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De forma matricial, si Y (¢, to, x¢) es la solucién de (4.4.10), entonces

0P

g(@toviﬂo) = =Y (t,t0, %0) f(to, zo0)-
0

Ejemplo 4.2. Veamos un ejemplo concreto analizando la ecuacién del péndulo
0"+ %sme =0,  O(to) =0y, 6(to) = wo.

Sea §(t, to, (Ao, wo)) la dnica solucién de este problema de Cauchy dependiendo de los datos iniciales
to, (xo, 0p). Por ejemlpo, si 6y = wp = 0 entonces 6(t, to, (0,0)) = 0. Haciendo §; = 6 y definiendo
2 = 61, llegamos al sistema equivalente de primer orden

(o) = () =0 (G)=(3)

Consideramos el flujo ®(t, tg, (fp,wo)) dado por (4.4.1) y usando la definicién de 0 y 09 se tiene

D(t, to, (Ao, wo)) = (Ot to, (6o, wo), 0’ (L, to, (6o, wo)).

Vamos a trabajar alrededor de la condicién inicial (6y,wp) = (0,0), para la cual conocemos su
solucién explicita ®(¢, ¢, (0,0)) = (0,0). Ahora debemos evaluar en (¢, (0,0)) la matriz jacobiana
de f respecto de las variables (61, 62).

of _ 0 1 _of (0 1
m(t, (61,62)) = ( 4 cost, 0> , 8(01,02)(t’ (0,0)) = (—ﬂ 0) .

Para calcular (t to, (0,0)) calculamos la solucién del problema lineal

y = 8(9(?,]092)“’ (0,0))y = (_Og (1)> Y, y(to) = —f(to, (0,0)) = (0,0).

Por unicidad, y(t) = (0, 0) para todo t 'y por tanto (t to,0) = (0, 0) para todo ¢.

Por otra parte, para calcular a( =) (¢, to, (0, O)) consideramos el sistema matricial

of (0 1 B
M(t’m’w‘(—z )Y Vi) =D

Este sistema tiene como solucién

cos\/>(t—to) \/gsin\/%(t—tg)
\/>sm L(t —to) cos\/%(t—to)

Y =

Finalmente, por ser

CI)(t,O, (907"‘]0)) = (el(t)702(t)) = (9(t707 (90,000)),9’@,0, (007(")0)))7
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se tiene
00 i
. 8700(75,1507(0,0)) To(t,to,(o,o))
7(t7 O) (070)) =
9(bo, wo) 879/(75 to, (0,0)) 8—9/(15 t0,(0,0))
00g PO Owg O

cos \/%(t—to) —\/%Sin L(t —to)

\/%sin L(t —to) cos \/%(t —to)
de donde concluimos

9 —cos /Lt — 90 _ g S
890 (tv th (07 0)) = COS \/;(t tO)v a(A)() (ta th (07 0)) - \/;SIH \/;(t tO)

Con esta expresion de las derivadas parciales podemos desarrollar por Taylor la funcién 6(¢, ¢, (6o, wo))
alrededor de (6p,wo) = (0, 0). En efecto, para (6p,wp) cercano a (0,0) se tiene

00
(tv to, (07 O))HO + 7(757 to, (07 O))WO + R(ta tO) 907(.«)0)-

00
e(ta tO) (007(")0)) = e(ta tO’ (Oa 0)) +
06y

96,
con
R(t, to, 90, wo)

lim
(60.00)=(0.0)  ||(00, wo)|
Sustituyendo las expresiones de las derivadas parciales, tenemos la aproximacién

9<t, to, ((90,&)0)) = 6y cos \/gﬁ — to) + wo\/gsin \/g(t — to) + R(t, to, 90,(,00).

Los términos de primer orden corresponden exactamente a la solucién de la ecuacidén del oscilador
armonico simple

=0.

0" +L6=0,  d(to) =bo, é(to) = wo.

En el Teorema 4.4.8 hemos derivado el flujo en el abierto .4 dado por (4.4.1). No obstante, el
problema podrfa cambiar en el caso f :  C R? — R, al considerar ¢y y x¢ iguales. En efecto, en tal
caso el subconjunto de A,

g = {(tvtﬁat()): (t07t0) € Qa te I(t(]:t())}a

es abierto y la ecuacidn variacional satisfecha por las derivadas parciales es la misma y lo que cambia
es la condicion inicial. Para deducirla, consideramos el flujo restringido

§:G=R, L(tto) = (L Lo, to)-
Ahora bien, £(tg, to) = P(to, to, o) = to. Derivando respecto de ¢ se tiene

d o¢ d 0% 0®
ﬁf(to, to) + %(to,to) = %‘b(to,to, to) + 87250(750’ to,to) + Tm(to, to,to).

Sustituyendo, concluimos

23

Jto

Si denotamos v(t) = g—fo(t, to), la ecuacion variacional satisfecha es

v =2 et olto) =1 - (o to)

(to,to) =1 — f(to,t0).
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4.4.4. Dependencia diferenciable respecto a parametros

A continuacién nos centramos en el caso de diferenciabilidad respecto a pardmetros, el cual no
presenta dificultad afiadida puesto que podemos tratar las condiciones iniciales como pardmetros y
viceversa a conveniencia. El resultado que probamos es el siguiente.

Teorema 4.4.10. Sean Q) C R x R" y A C R® conjuntos abiertos y conexos, y sea f : 1 x A — R"

continua. Supongamos que las derivadas parciales % y % existen y las funciones
of of
t,x,\) — —(t,z, \ t,r,\) — ——(t,z, A\
(b X) = SN, (o)) e )

son continuas. Sea ¥V : B — R" el flujo de la EDO
o' = f(t,z, ),
definido en (4.4.5). Entonces, V¥ es de clase C* en B. Mds, aiin, fijados (to, z¢), el conjunto
G={(t,\): (to,z0,\) € QA x A, t € I(tg,zo,\)}

es abierto y se tiene

U
87(t,t07$€0,)\) =Y (t,t0, x0, A), V(t,A) € g,

oA
donde Y es la solucion (matricial) del problema
,_ Of of
Y = f(t,\ll(t,to,xo,)\o),/\)Y—F (t,‘P(t,to,l‘o,Ao),)\o), Y(to) =0. 4.4.12)

ox 8)\0

Demostracion. Que asi definido G es abierto se deduce de que B es abierto y G es la proyeccion de
B sobre la primera y tltima coordenadas, siendo las proyecciones aplicaciones continuas.
Sea y(t) = (x(t), A\(t)) y consideremos el sistema ampliado

{ Y = (f(t,2,\),05) = F(t,y),
y(to) = (w0, A) = o

La aplicacién F’ estd en las condiciones del Teorema 4.4.8 y por tanto el flujo
<I>:A—>Rn7 A:{(tathyO): (tova) €Q7 te](thyO)}

es una aplicacién C'. Que el flujo ¥ es C'! se tiene de la diferenciabilidad del flujo ® y de la equiva-
lencia dada en (4.4.6).

Queda por deducir la expresion de la ecuacién variacional asociada a la parcial respecto de .
Sabemos que la ecuacién variacional asociada al flujo ® respecto de la variable y es

0P
—(t, to, yo) = Z(1),
(9yo( 0,%0) (t)
donde Z es la solucion matricial del sistema
oF
Z' = 7(t7(b(tat07y0))zv Z(t()) = In+ts-

Jy
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Ahora bien,
of of OF (1. (1,10, 10)) € M
oF 4 “J a.\b » L0y YO n
F(t’Q(t7t0’yo)) — <8l‘ (tv(p(tutO)yO)) O\ (t7q)(t)t07y0))> , Ox
y 05, 0, of

5(@ q)(ta t07 3/0)) S MnXs-

Por otra parte, de la relacién (4.4.6) y la condicién inicial Z(tg) = I+ se tiene
ov

oo 7(tat0>$07)\)

o
t to, 20, A
87;0(757 to,yo) = | Oxo ax (L1070, A)

0
O\
OSXTL IS

Multiplicando las expresiones matriciales se tiene que se satisface la EDO

ov S, ov 0
(Gt t0:20.0) ) = G 20,000 55 o200 ) G 000 t0,20,), ).

En otras palabras, %—‘i’ (t,to, zo, \) es solucion de la EDO matricial (4.4.12).

Para deducir la condicion inicial, consideremos el flujo W (¢, to, xo, A). Como (%o, zo) estan fijos,
se tiene W (%o, to, o, A) = xo para todo A. Derivando respecto de A se tiene

ov
(D)
en otras palabras, Y (tp) = 0. O

(t07t07x07 )‘) = 07

Ejemplo 4.3. Consideremos la EDO

/
z' = ex?,

y sea U (¢, to, xo, €) su flujo; esto es, la Gnica solucién con condicién inicial z(ty) = xo. Algunos
casos triviales son

= Sie = 0entonces V(t,ty,xzp,0) = xo.
= Sizy = 0 entonces ¥(t, %o, 0,€) = 0.

En este caso podemos integrar explicitamente el flujo,

Zo

(=T

donde WV estd definido en todo el abierto B dado en (4.4.5). En este caso particular podemos derivar
W respecto de sus variables, obteniendo

ov O (1 1, 30, €) = exd

8750 ’ ’ (1 - E(t — t0)$0)27
R

ox i) ’ ’ (1 — E(t — to).ﬁ(}o)

ov (t — to).?U
De B¢ (b oo, €) = (1—e(t— to)oaco)




190 Capitulo 4. Teoria fundamental

Podemos comprobar que estas expresiones explicitas coinciden, como no puede ser de otra forma,
con las soluciones de los problemas lineales correspondientes.

Ahora bien, supongamos que restringimos el dominio de pardmetros B a un abierto concreto, por
ejemplo

G ={(t,e,xo,€)} C B.

Estamos ahora diciendo que el instante inicial g y el pardmetro € coinciden. El flujo ¥ restringido a
G y denotado por & es

Zo
t =
Observemos que
t—e)xd 0 t — 2€)ad
7(15,6,.7}0,6) = ( E)IEO 75 (t, €, x[],G) = ( 6).T0

Oe (1 —e(t—e)xzp)?’ Oe (1 —e(t—e€)xp)?

las cuales no coinciden. Esto es porque estamos derivando W en dos abiertos distintos y por tanto las
derivadas direccionales cambian. En la primera derivamos W en todo I3, pero en la segunda derivamos
W estando ya restringido a G.
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Ejercicios tema 4

1. Probar que existe una tnica solucién maximal del problema de Cauchy

=+t
x(0) = 0.

(Puede estar definida en R? (Indicacion: estudiar el extremo superior del intervalo maximal
de definicion y ayudarse de la funcion z(t) = arctan x(t)).

2. Sea f : I € R — R una funcién localmente lipschitziana. Probar que toda solucién de
a2’ = f(x) es o bien creciente o bien decreciente. {Es cierto si inicamente se impone que f sea
continua?

3. Probar el Teorema de Peano en una banda usando resultados de maximalidad y prolongacion: si
f: I xR™ — R™ es continua y acotada y ¢ es una solucién maximal de 2’ = f(t, =), entonces
 esta definida en todo I. (Indicacion: si b es el extremo superior de I, suponer wy < b, tomar
tn, — w4 y distinguir casos entre ¢(t,,) acotada o no).

4. Se considera el problema

{ o' = f(t,x),

x(t[)) = 2o,

donde f : [a,b] x R™ — R™ es continua.

a) Probar que dicho problema tiene al menos una solucién maximal ¢ : I — R" y que o
bien I N [tg,00) = [to,b] 0 bien I N [tg, 00) = [to,w+) conwy < by ||z(t)|| = oo
cuando t — wy.

b) Enunciar y deducir el resultado andlogo a la izquierda de 1.

5. Sean g : R — R lipschitziana y f : R — R continua. Probar que el sistema

{ ' = g(x),

y' = f(x)y,

tiene una unica solucién maximal para cada condicién inicial. ;Se tiene el mismo resultado y
s6lo se supone g continua?

6. Probar que el problema de Cauchy
{ x' = sin(tz),
z(to) = wo,

tiene una tnica solucién maximal definida en todo R. Probar que si xp > 0, entonces x(t) > 0
para todo ¢.

7. Sea f : R? — R una funcién de clase C''. Supongamos que la ecuacién o' = f(t,z) tiene
entre sus soluciones a las funciones constantes x1(t) = 1y za(t) = —1.

a) Probar que la solucién maximal del problema de Cauchy con condicién inicial p(ty) =
xo € [—1,1] estd definida en todo R.
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10.

11.

12.

13.

14.

b) Probar que si g > 1 (resp. x9 < —1), entonces toda solucién maximal con condicién
inicial ¢(tg) = x( estd acotada inferiormente (resp. superiormente).

. Sea f : R — R una funcién C' y periédica. Supongamos que existe ¢, € R tal que f(t.) = 0.

Probar que las soluciones maximales de =’ = f(z) estdn acotadas y definidas en R.

. Consideremos el problema de Cauchy

¥ =1-a2,
z(0) = xo.

Obtener todas las soluciones maximales en funcidn de x(. Deducir que para una misma EDO
se pueden plantear distintos problemas de Cauchy (distintas condiciones iniciales) cuyas solu-
ciones maximales pueden estar definidas en intervalos de distinta longitud.

Probar que la solucién maximal del problema

{ 2! = pet=*",
:Ii(to) = 2o,
esta definida en todo R.

Sea f : [to — &, to + €] X B(zo,) — R™ continua. Definimos los iterantes de Picard de forma
recursiva mediante

t

zo(t) = xo, Tpt1(t) =20+ [ f(s,20(s))ds.
to

a) Probar que {x,} es una sucesion uniférmemente equicontinua y uniférmemente acotada.

b) Deducir la existencia de una subsucesién {7z, (,)} que converge uniférmemente en [ty —
g,to + €] a una funcién x, que cumple x(to) = zp.

¢) (Es necesariamente z, solucién de la EDO 2’/ = f(t,x)? (Indicacion: estudiar el paso
al limite de los iterantes de Picard de la subsucesion { () }).

Sea f : Q@ — R” una funcién continua y localmente lipschitziana en su segunda variable.
Definimos en {2 la siguiente relacion binaria: (t1, 1) ~ (t2, z2) siy sélo si existe x : [t1, ta] —
R™ solucién de ' = f(t,x) tal que z(t1) = x1, x(t2) = x2. Probar que ~ es una relacién
de equivalencia. Describir el conjunto cociente 2/ ~. Dado (tg, z¢) € €2, ;cudl es la clase de
equivalencia [(to, z¢)]?

Sea f : R? — R una funcién de clase C''. Demostrar que si ' = f (¢, ) tiene una solucién ma-
ximal cuyo intervalo de definicién no es todo R, entonces tiene infinitas soluciones maximales
con la misma propiedad (y con graficas disjuntas dos a dos).

Sean I C Runintervaloy f : I x R — R”, a : I — [0, 00) funciones continuas tales
que || f(t,z)|| < a(t) paratodo (t,z) € I x R™. Demostrar que las soluciones maximales de
x' = f(t, x) estdn definidas en .
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15.

16.

17.

18.

19.

Demostrar la siguiente version del Lema de Gronwall: Sean f : I C R — Ry ¢ty € [ tales que

0<f(t) <A+ B tf(s)ds,

to
con A, B > 0 constantes. Entonces, f(t) < AeB(t—to),
Indicacion: definir F(t) = ftto f(s) ds, escribir la desigualdad dada por la hipdtesis en térmi-

nos de F'y F' y multiplicar por el factor integrante e~ Blt—to)

Sean I C Runintervaloy f : [ x R" — R", o, 8 : I — [0,00) funciones continuas tales
que || f(t,z)|| < a(t) + B(t)||z|| para todo (t,x) € I x R™. Demostrar que las soluciones
maximales de 2/ = f(¢,x) estdn definidas en I. Indicacion: usar el Lema de Grénwall y las
ideas del ejercicio 14.

Sea Q C R x R™ abiertoy f : 2 — R” continua y lipschitziana respecto a la segunda
variable, con constante de Lipschitz K. Probar que para cada (to,xo), (to,y0) € Qy t €
I(to, o) N I(to,yo) se verifica

l|l(t, to, x0) — p(t, to, yo)|| < |lzo — yoHeK|t_t°|.

Indicacion: usar el Lema de Gronwall.

Sea f : & C R x R" — R" continua y localmente lipschitziana en la segunda variable.
Consideremos una sucesion (tg, zf,...,z* ;) € Q convergiendo a (¢, Zg,....,Tn_1) € Q.
Finalmente, denotemos por x, con k € N U {0}, a la solucién del problema de Cauchy

z(ty) = zf,

7' (t,) = ¥,

e (ty) = 2k .
Probar que paracada j =0, ...,n — 1 se tiene

lfm 2 (t) = 29 (1),

k—o0
uniformemente sobre cada [a, b] conteniendo a ty.
Sea f :  C R x R" x R® — R" diferenciable. Consideremos la EDO =’ = f(t,z,\) y sea

D (t, to, o, ) su flujo. Calcular las condiciones iniciales satisfechas por g—?\)(t, to, o, A) en los
siguientes problemas de Cauchy.

= El instante inicial es el pardmetro A € R,

{ = f(t,x,\),
x(A) = xo,

= La condicidn incial es una funcion,

{ v = f(tx, ),

€T
) :A C R — R".
z(to) = g(\), g
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= Elinstante y la condicién iniciales dependen del parametro A € R,

' = f(t,x,\), '
{m(/\)zg()\), g:ANCR—R.

20. Consideremos el problema de Cauchy

x = ex? + ,
x(e) =1,

y denotemos por z(¢, €) a la solucion.

a) Justificar de forma rigurosa la existencia de ‘g—f(t, 0). En caso de que exista, calcularla
resolviendo la ecuacién variacional asociada.

b) Comparar el resultado integrando explicitamente la ecuacion.
21. Consideremos el problema de Cauchy

2 4+ x+exd =0,

z(0) =1,
2'(0) = 0.
y denotemos por z(¢, €) a la solucion.
» Tras el cambio usual 2’ =y, ' = —x — ex?, probar que la funcién
2 2 4
x Y €x
E =—+=4+—

es constante a lo largo de las soluciones del sistema de primer orden equivalente.
= Deducir del punto anterior que si € > 0, las soluciones estdn definidas en R.

= Calcular %(t, 0) y deducir un desarrollo asintético de x(t, €) para e suficientemente pe-
queio.
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