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Introduccion

Uno de los problemas fundamentales dentro del Anélisis Geométrico y la Geometria
Diferencial clasica es el estudio de las hipersuperficies del espacio euclideo R”*! que cum-
plen una relacién predeterminada entre sus curvaturas principales y su aplicacién de Gauss
en cada punto. Dentro de este marco general, dos de las teorias principales son el estudio
de las hipersuperficies con curvatura media constante, y los problemas de tipo Minkowski

para ovaloides.

Las hipersuperficies con curvatura media constante en R™*! aparecen como puntos
criticos de un problema variacional de minimizacién de area, con respecto a variaciones
normales de soporte compacto que conservan el volumen. Entre los problemas clave de
esta teoria destacan el estudio y clasificacion geométrica de las hipersuperficies con curva-
tura media constante dadas por condiciones topolégicas y geométricas globales tales como
completitud, compacidad, embebimiento, o restricciones sobre el tipo topolégico, asi como
sobre la estabilidad de la hipersuperficie como solucién a su problema variacional asocia-
do. El caso de superficies con curvatura media constante en R? es sin duda el que mayor

atencion ha atraido a lo largo de los anos.

Por otra parte, el problema de Minkowski [Min]| para ovaloides pide, dada una funcién
F > 0 sobre S™, determinar la existencia y unicidad de una hipersuperficie compacta
estrictamente convexa ¥ en R"! que cumple la ecuacién K. = F () en cada punto, siendo
K. su curvatura de Gauss-Kronecker (esto es, el producto de sus curvaturas principales), y
7 : 2% — S" su aplicacion de Gauss. El problema de Minkowski ha sido estudiado, ademas
de para K., para otros muchos funcionales elipticos ®(k1,...,k,) dependiendo de las
curvaturas principales k1, . .., k, de la hipersuperficie. Como ejemplo, podemos mencionar

el famoso problema de Christoffel [Chr], donde se estudia la ecuacién ;. | 1/k; = F(n).

Los dos tipos de problemas que acabamos de mencionar confluyen de manera natural
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en el estudio de las hipersuperficies ¥ de R"*! cuya curvatura media, definida como Hsy, :=
(K14 -+ Kkn)/n, viene dada como una funcién predeterminada en términos de su normal
unitario. Especificamente, dada una funcién H de clase C! definida en la esfera unidad S™
del espacio euclideo R"*!, diremos que una hipersuperficie ¥ orientada, inmersa en R**!

tiene curvatura media predeterminada H si su funcién curvatura media Hy, viene dada por

Hx(p) =H(np), VpeZ, (1)

donde n : ¥ — S" es la aplicacion de Gauss de . A lo largo de esta memoria dire-
mos indistintamente que X tiene curvatura media predeterminada H, o que Y es una

‘H-hipersuperficie.

El objetivo de esta memoria es desarrollar una teoria global de H-hipersuperficies en
R"*! tomando como motivacién inicial la teorfa global de hipersuperficies con curvatura
media constante. En particular, pondremos un énfasis especial en la teoria global de H-
superficies en R3, e intentaremos extender a este contexto mas general algunos teoremas

conocidos sobre superficies con curvatura media constante en R3.

En el caso compacto, la existencia y unicidad de ovaloides con curvatura media pre-
determinada en R"*! fue ampliamente estudiada, entre otros, por Alexandrov [Ale] y
Pogorelov [Pog]|, pero las propiedades globales de las H-hipersuperficies para una funcién

‘H arbitraria se encontraban practicamente inexploradas.

Debemos mencionar que al predeterminar ciertas funciones H en la ecuacién (1), apa-
recen clases de H-hipersuperficies que han sido ampliamente estudiadas en la literatura.
Por ejemplo, las hipersuperficies con curvatura media constante Hy surgen al predeter-
minar la funcién constante Hy en S™. Otro caso de interés corresponde al predetermi-
nar la funcién H(z) = (z,e,41), Vo € S* € R" la cual no es més que la altura
en la esfera S™ respecto de la direccién e,y = (0,...,0,1). En esta ocasién, la clase de
H-hipersuperficies definida por medio de la ecuacién (1) son los conocidos solitones de
traslacion del flujo por curvatura media. En las Ultimas décadas esta teoria se ha converti-
do en un campo de trabajo fructifero, atrayendo la atencién de numerosos investigadores.
Véanse [CSS, DDN, HuSi, Ilm, ImRi, MSHS, Smi, SpXi| y sus referencias para un enfoque

global del desarrollo de esta teoria.

Aparte de los trabajos cldsicos sobre ovaloides previamente citados, y de las teorias
descritas que aparecen como casos particulares al prescribir elecciones concretas de la
funcién H € C1(S™) en la ecuacién (1), tenemos que avanzar hasta el afo 2002 para

obtener el primer resultado de peso que concierne a esta clase de hipersuperficies:
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Teorema 1 (Guan-Guan, [GuGu]). Sea H € C?(S") una funcién positiva, invarian-
te bajo un grupo de isometrias de S™ sin puntos fijos. Entonces, existe un ovaloide con

curvatura predeterminada H en R,

Al ovaloide con curvatura media predeterminada H dado por el teorema anterior lo

llamaremos esfera de Guan-Guan, la cual denotaremos cominmente por Sy.

Recientemente, los trabajos de Gélvez y Mira [GaMi4, GaMi5| enfocados en ambien-
tes tridimensionales mas generales, han estudiado la unicidad de esferas inmersas en 3-
variedades definidas por medio de ecuaciones en derivadas parciales elipticas. Para el caso
en el que se predetermina la curvatura media, esto es, para la clase de H-superficies in-

mersas en R3, se tiene el siguiente teorema de unicidad:

Teorema 2 (Géalvez-Mira, [GaMi4, GaMi5]). Sea H € C°(S?) y supongamos que
existe una esfera S con curvatura media predeterminada H, estrictamente conveza en R3.

Entonces, S es (salvo traslaciones) la inica H-superficie compacta de género cero, inmersa
en R3.

Es posible deducir ciertas similitudes entre la clase de H-hipersuperficies para una
H € C'(S™) genérica y las hipersuperficies con curvatura media constante. Por ejemplo,
por ser la ecuacién (1) invariante por traslaciones euclideas, la clase de H-hipersuperficies
es invariante por estas traslaciones y por tanto podemos trasladar libremente toda H-
hipersuperficie a través de R"*!. Igualmente, las H-hipersuperficies vienen localmente
modeladas por una ecuacién en derivadas parciales cuasilineal y eliptica cuando son vistas
como grafos locales en R™*! sobre cualquier hiperplano tangente, y por tanto satisfacen el

principio del mdzrimo geométrico.

Sin embargo, la clase de H-hipersuperficies es de hecho mucho més amplia y rica, y por
tanto tenemos que desarrollar nuevas ideas para su estudio. Algunas diferencias notables
entre las hipersuperficies con curvatura media constante y la clase de H-hipersuperficies
son las siguientes. Para empezar, en general, las H-hipersuperficies no son solucién de un
problema variacional involucrando funcionales geométricos como el area y el volumen, y
en consecuencia muchas de las técnicas més usadas en el estudio de las hipersuperficies
con curvatura media constante se hacen inaccesibles. Otra diferencia es que no podemos
garantizar la existencia de objetos holomorfos en la clase de H-superficies en R3 para H €
C1(S?) no constante. Y por ultimo, para H € C'*(S") arbitraria perdemos las propiedades
de simetria e isotropia de la ecuacién (1). Por ejemplo, el método de reflexién de Alexandrov

solo podremos aplicarlo respecto de direcciones en las que H sea simétrica.
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A pesar de estas dificultades, los resultados obtenidos a lo largo de esta memoria mues-
tran que bajo hipétesis muy generales sobre H € C!(S"), la clase de H-hipersuperficies
presenta un comportamiento homogéneo, siendo posible dar un tratamiento global a sus
elementos. En esta memoria nos centraremos en la clasificacién de H-hipersuperficies ro-
tacionales, en la geometria de las H-superficies propiamente embebidas de topologia finita
en R3, en el estudio de la estabilidad de las H-hipersuperficies, y en la obtencién de esti-

maciones de distancia al borde y de curvatura para H-superficies estables en R>.

El resto de la introduccion estd dedicado a la presentacién de los resultados més rele-

vantes de la memoria.

Comenzaremos estudiando las propiedades bésicas que satisfacen las H-hipersuperfi-
cies inmersas en R™*!, contenido al que estara dedicado el Capitulo 1. En la Seccién 1.1
indicaremos que la ecuacién (1) estd modelada por una ecuacién en derivadas parciales
cuasilineal y eliptica. Como consecuencia, podremos enunciar el principio del maximo
geométrico, el cual se convertira en una de las principales herramientas para el estudio de

las H-hipersuperficies.

En general, disponer de un principio del maximo tiene consecuencias geométricas al
aplicar las isometrias del ambiente, como ocurre por ejemplo con el método de reflexion de
Alexandrov. Como ya hemos comentado, la ecuacién (1) para una H € C1(S™) arbitraria
no hereda la isotropia del espacio R™*! y en consecuencia tenemos restricciones a la hora
de aplicar isometrias del ambiente al estudio de H-hipersuperficies. En el Lema 1.1.5 rela-
cionaremos las simetrias de una H € C1(S") con las isometrias de R"*! que preservan la

clase de H-hipersuperficies, como sigue.

Sea H € C1(S™), sea ¥ una H-hipersuperficie con aplicacion de Gauss 1 : ¥ — S"
y sea ® una isometria lineal de R"*! tal que H o Psn = H. Entonces S = O(X) es

una H-hipersuperficie, con respecto a la orientacion dada por 17 = d®(n).

Antes de comenzar con el estudio general de las H-hipersuperficies, conviene tratar
alguna eleccién particular de la funcién predeterminada H € C1(S™). Este es el objetivo
de la Seccién 1.2, donde estudiaremos la clase de H-hipersuperficies que vienen definidas
a través de una funcién H lineal de la forma H(z) = a(x,v) + b, Vx € S*, donde a,b €
R, v € S™. Notemos que esta eleccién de H engloba a las superficies con curvatura media
constante para la eleccion a = 0, y a los solitones de traslacién del flujo por curvatura

media para las elecciones a = 1,b = 0.



Supongamos que a # 0. Sin perder generalidad podemos suponer a = 1 tras aplicar
una homotecia a R"*!. Probaremos que estas H-hipersuperficies son solucién de un flujo
geométrico que generaliza al flujo por curvatura media, al incluir un factor de correccion
constante. Otra caracterizacién importante de estas H-hipersuperficies viene dada por

medio de la Proposicién 1.2.2:

Sea ¥ una hipersuperficie orientada, inmersa en R"1. Entonces, las siguientes con-

diciones son equivalentes:

1. ¥ es una H-hipersuperficie para la eleccion H(x) = (x,ent+1) + b, para cierto
beR.

2. ¥ es un soliton de traslacion del flujo por curvatura media con un término

corrector constante dado en la ecuacion (1.6).

3. ¥ tiene curvatura media con peso constante Hy = nb € R en R+ con respecto
de la densidad e, donde ¢p(x) := n{z,eni1).

En la Seccién 1.3, daremos condiciones a priori sobre H € C*(S") para determinar la
existencia de ejemplos compactos (sin borde) en la clase de H-hipersuperficies. Como es
presumible, no todas las elecciones de la funcién H van a definir clases de H-hipersuperficies
que contengan ejemplos compactos (casos claros de esto son las elecciones H = 0, 0 H(z) =
(x,en+1)), y en concreto probaremos en la Proposicién 1.3.1 la siguiente condicién necesaria

para la existencia de estos ejemplos compactos:

Sea H € CY(S™) y supongamos que H(xg) = 0 para algin xo € S™. Entonces, no

existen H-hipersuperficies compactas inmersas en R* 1,

No obstante, por medio del Corolario 1.3.2 mostraremos que la condicién H > 0 no es
suficiente para garantizar la existencia de ejemplos compactos, sin borde, en la clase de
‘H-hipersuperficies. En particular, las funciones lineales H(x) = a(z,ep+1) +bcona #0y
b > |a| estudiadas en la Seccién 1.2 determinan clases de H-hipersuperficies sin ejemplos

compactos.

En la teoria global de las hipersuperficies compactas con curvatura media constante
H > 0, dos de los teoremas fundamentales son las caracterizaciones de la esfera debidas a
Alexandrov y Hopf [Ale, Hop].



VI

La primera caracteriza la esfera totalmente umbilical S"(1/H) de R**! como la tinica
hipersuperficie con curvatura media constante H # 0 y compacta, embebida en R"*!.
El método empleado por Alexandrov para probar este resultado se basa en una aplicacién
adecuada del principio del méximo geométrico y de la invariancia de la ecuacién (1) cuando

H es constante al reflejar respecto de hiperplanos en R**1.

El teorema de Hopf caracteriza la esfera totalmente umbilical S?(1/H) de R? como la
tinica inmersién con curvatura media constante H # 0 de una esfera topoldgica en R3.
Para probar este resultado, Hopf definié geométricamente una diferencial cuadratica ho-
lomorfa en cada superficie con curvatura media constante, conocida en la literatura como
diferencial de Hopf, la cual se anula exactamente sobre los puntos umbilicales de la su-
perficie. Es bien sabido que en una esfera topoldgica no existen diferenciales cuadraticas
holomorfas no nulas, concluyendo asi el resultado. La holomorfia de la diferencial de Hopf
es consecuencia de la ecuacion de Codazzi en R3, y este es el motivo que imposibilita su
generalizacién de forma directa a cualquier espacio ambiente arbitrario. Llegados a este
punto, es necesario mencionar el trabajo pionero de Abresch y Rosenberg [AR1, AR2] en el
cual los autores definen una diferencial cuadratica holomorfa en superficies con curvatura
media constante inmersas en espacios 3-dimensionales homogéneos simplemente conexos
con grupo de isometrias de dimensién 4, los conocidos espacios E(x, 7). En particular, la
diferencial de Abresch-Rosenberg permite caracterizar las esferas rotacionales con curvatu-
ra media constante definidas en estos espacios, como las tinicas inmersiones con curvatura

media constante de una esfera topoldgica.

En la Seccién 1.4 nos proponemos generalizar estos resultados a la clase de H-hipersuper-
ficies. La dificultad que nos encontramos a la hora de generalizar el teorema de Alexandrov
es la imposibilidad de reflejar respecto de cualquier hiperplano de R**! por la pérdida de
simetrias de la ecuacién (1). Si ‘H es invariante bajo la reflexién de un hiperplano vec-
torial, el Lema 1.1.5 nos permite aplicar el método de reflexion de Alexandrov respecto
de hiperplanos paralelos a tal hiperplano vectorial. En el caso en el que H sea invariante
bajo n reflexiones independientes podremos probar la Proposicién 1.4.2, que generaliza el

teorema de Alexandrov.

Sea H € C1(S™) una funcion invariante con respecto a n refleviones Ry, ..., Ry, de S"
linealmente independientes. Entonces, toda H-hipersuperficie ¥ compacta, embebida
en R" es difeomorfa a S™. Es mds, ¥ es un bigrafo simétrico respecto a hiperplanos

ﬁl, o ﬁn paralelos a los hiperplanos 1y, ..., 11, fijados por R;.
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El problema que surge al intentar generalizar el teorema de Hopf en R? es la no existen-
cia de objetos holomorfos definidos de forma geométrica en la clase de las H-superficies,
para H € C!(S?) arbitraria. No obstante, esta dificultad se puede salvar aplicando el
teorema de Gélvez-Mira (Teorema 2) previamente enunciado. Combinando el teorema de
existencia de Guan-Guan (Teorema 1), el teorema de unicidad de Gélvez-Mira (Teorema
2) y la Proposicién 1.4.2; en el Corolario 1.4.6 daremos una extensién del teorema de

Alexandrov para funciones H € C?(S?) muy generales:

Sea X una H-superficie compacta y embebida en R3, donde H € C%(S?) es positiva
e invariante por un grupo de isometrias de S* sin puntos fijos que contiene dos
reflexiones de S? linealmente independientes. Entonces, ¥ es una traslacién de la

esfera de Guan-Guan Sy.

Como complemento a la seccion anterior, en la Seccion 1.5 abordaremos el estudio
de las H-hipersuperficies no compactas que vienen dadas como un producto riemanniano
¥ = M*xR"* donde M* es una hipersuperficie inmersa en R*!, y los subespacios R %
y RF¥*1 son ortogonales en R**!. En particular, si k = 1, M* no es més que una curva o
contenida en un 2-plano vectorial II ¢ R**!. En la Proposicién 1.5.3 probaremos que toda
H-hipersuperficie, completa y llana es un cilindro generalizado de la forma o x R"~1, donde
« es una curva plana y completa que satisface la ecuacién (1.11), la cual es el andlogo 1-
dimensional de la ecuacién (1). En el Corolario 1.5.4 probamos a través del célebre teorema

de Minkowski bajo qué condiciones la curva « es cerrada.

Sean H € CY(S") y a una curva plana completa contenida en un 2-plano vectorial
II C R™1, y supongamos que el producto o x R define una H-hipersuperficie.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La hipersuperficie o x R"™1 es difeomorfa a S' x R"™1. Esto es, la curva a(s)

es cerrada.

2. Si denotamos SL = SPNII, entonces H(x) # 0 Va € Sk y se cumple la condicion

integral
x

dx = 0.
sy, H(z)

En la Seccién 1.6 resolvemos el problema de Bjorling para la clase de H-superficies en

R3 supuesto que H € C¥(S?), esto es, para elecciones analiticas de la funcién .



VIII

Sea B(s) una curva reqular analitica en R3 yI1(s) una distribucion analitica de planos
orientados a lo largo de ((s), y supongamos que B'(s) C II(s) para todo s. Entonces
existe una tunica H-superficie ¥ en R3 que contiene a 3(s) y tal que T2 = I1(s),

para todo s.

Tal y como hemos definido las H-superficies al comienzo de la introduccién, toda
‘H-superficie esta orientada. No obstante, si la funcién predeterminada cumple la con-
dicién de antisimetria antipodal H(—z) = —H(x), Yz € S?, y ¥ es una H-superficie con
orientacion 7, entonces X vuelve a ser una H-superficie para la orientacion —n. Esto es,
la condicién de ser H-superficie para una H antipodalmente antisimétrica no depende de
la orientacion escogida. En este caso, podemos plantearnos el estudio de H-superficies no

orientables; en particular, con la topologia de una banda de Mdobius.

En consecuencia, dada H € C*(S?), H(—x) = —H(x), Vz € S?, probaremos en la
Proposicién 1.6.3 la existencia de H-superficies en R? con la topologia de una banda
de Mobius. En particular, la eleccién analitica H(x) = (z,e3) satisface la condicién de
imparidad anteriormente expuesta, y por tanto podremos construir bandas de Mobius en

la familia de los solitones de traslacion del flujo por curvatura media.

Para finalizar este capitulo, en la Seccién 1.7 damos el siguiente teorema de compaci-
dad para el espacio de las H-superficies inmersas en R? con segunda forma fundamental

acotada.

Sea (X,)n una sucesion de H,-superficies inmersas en R3 para alguna sucesion de
funciones H, € C*(S?), k > 1, y tomemos p, € ,,. Supongamos que se cumplen las

siguientes hipdtesis:

1. Existe una sucesion de numeros positivos r, — oo tales que la sucesion de discos
geodésicos Dy, = Dy, (pn,r) estin contenidos en el interior de ¥, es decir,
que toda geodésica que emana de p, estd bien definida hasta distancia al menos
T

2. La sucesion (py)n — p para algin p € R3.

3. Si denotamos por |ox, | la norma de la sequnda forma fundamental de 3, existe
C >0 tal que |ox, (z)| < C, Y € ¥, Vn € N.

4. Hn — H en la topologia C* para cierta H € C*(S™).

Entonces, existe una parcial de la sucesion (X,), que converge uniformemente sobre

conjuntos compactos en la topologia C**t2 a una H-superficie ¥ que es completa,
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posiblemente con varias componentes conexas y con curvatura acotada, que pasa por

el punto p.

Este resultado serd de gran utilidad en los Capitulos 3 y 4, en los que varios de los
argumentos que aplicaremos se basaran en tomar limite en una determinada sucesiéon de

‘H-superficies.

En el Capitulo 2 estudiaremos H-hipersuperficies invariantes bajo la acciéon de las
isometrias lineales de R"™! que preservan la orientacién y dejan fijo un eje punto a punto,
esto es, analizaremos H-hipersuperficies rotacionales. En virtud del Lema 1.1.5, no toda
funcién H € C*(S") es susceptible de generar una clase de H-hipersuperficies que conten-
ga ejemplos rotacionales; en general, una funcién H € C'(S") arbitraria carece de estas
simetrias y por tanto la ecuacién (1) no es invariante por rotaciones respecto de algin eje
de R™!. Es natural entonces restringirnos a la clase de funciones que son rotacionalmente
simétricas, esto es, para las que existe un cierto v € S” tal que H(x) depende exclusiva-
mente de la cantidad (x,v). Por tanto, el que H sea rotacionalmente simétrica equivale a

la existencia de una funcién h € C*([-1,1]) tal que
H(x) =b({z,v)), VeeS" (2)

En consecuencia, para estas elecciones de H la clase de H-hipersuperficies contendra ele-
mentos rotacionales respecto de cualquier eje paralelo al vector v € S". Para concretar,
salvo un cambio de coordenadas euclideas podemos suponer que v = e,1. En consecuen-
cia, H depende de la altura en la esfera medida respecto del hiperplano {z,+1 = 0}, y la

ecuacién (1) para una H-hipersuperficie ¥ toma la expresién

Hx(p) = b((np, €ny1)), VP € X, (3)

Geométricamente, esta condicién quiere decir que la funcién curvatura media depende de

la funcion dngulo de X, definida como
v:X—=R, v(p) = npent1), Vpe. (4)
Una vez fijado el marco de trabajo, en la Seccién 2.1 estudiaremos las hipersuper-

ficies rotacionales con curvatura media predeterminada dada por la ecuacién (3). Estas

hipersuperficies vienen dadas como la érbita de una curva plana regular

a(s) = (z(s),0,...,0,2(s)) : I C R — R,



bajo la accién del grupo de isometrias lineales de R"*! que preservan la orientacién y dejan

el eje x, 11 fijo punto a punto.

Suponiendo que « estd parametrizada por su longitud de arco, la ecuacién (1) para una
‘H-hipersuperficie rotacional se simplifica en una ecuacion diferencial ordinaria de segundo

orden, la cual puede ser escrita como el sistema diferencial auténomo de primer orden

( o > Y ign(~)
= —u(s , € =sign(z).
uls) (0= DS neby(s) VT )2 :

El estudio de las ‘H-hipersuperficies rotacionales se realizara por medio del andlisis del
plano de fases asociado al sistema anterior, gracias al cual obtendremos tanto propiedades
locales como globales. Por ejemplo, por medio del plano de fases podremos demostrar que

las H-esferas rotacionales son estrictamente convexas:

Sea H € C1(S™) rotacionalmente simétrica, y sea ¥ una H-hipersuperficie rotacio-
nal y difeomorfa a S”, inmersa en R™1. Entonces, ¥ es una esfera estrictamente

convezxa.

En la Seccién 2.2 aplicaremos el anédlisis del plano de fases para construir, para elec-
ciones muy generales de funciones rotacionalmente simétricas H, ejemplos de H-grafos de
tipo “bowl” estrictamente convexos enteros, y de H-hipersuperficies con la topologia de
S"~! x R, propiamente embebidos en R"*!. Concretamente, en la Proposicién 2.2.1 gene-
ralizaremos el ejemplo rotacional que aparece en la familia de los solitones de traslacién

del flujo por curvatura media:

Sea b € CY([—1,1]), supongamos que existe yo € [0,1] (resp. yo € [—1,0]) tal que
h(yo) = 0 y sea H definida por by por medio de (2). Entonces, existe un H-grafo

entero y rotacional en R" ! orientado hacia arriba (resp. orientado hacia abajo).

De igual forma, en la Proposicién 2.2.2 construiremos H-hipersuperficies rotacionales

que generalizan a las catenoides minimas:

Sea h € C1([-1,1]), h <0, supongamos que h(+1) =0, y sea H € C*(S") definida a

partir de b por medio de la ecuacion (2). Entonces, existe una familia uniparamétrica
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de H-hipersuperficies rotacionales, propiamente embebidas en R" !, cuya curvatura
de Gauss-Kronecker es estrictamente negativa en todo punto, y difeomorfas a S~ x
R. Cada elemento de esta familia es un bigrafo sobre R™ — B"(r), donde B"(r) =

{z € R" : |z| < r}, para cierto r > 0.

Los ejemplos que hemos construido hasta ahora son andlogos a los que aparecen en
las clases de las hipersuperficies minimas y de los solitones de traslacion del flujo por
curvatura media, teorias en las que no existen ejemplos compactos. En el caso en el que
la curvatura media es una constante positiva, los ejemplos rotacionales de esta clase de
hipersuperficies estan descritos por medio del teorema de Delaunay. Motivados por este
resultado, en la Seccién 2.3 nos centramos en probar un teorema de tipo Delaunay para

una clase de H-hipersuperficies mucho mas amplia, obteniendo el siguiente resultado.

Sea H € CY(S™) una funcion rotacionalmente simétrica, positiva y tal que H(x) =
H(—=x), Vo € S". Entonces, toda H-hipersuperficie rotacional alrededor del eje xy 1

es, salvo traslaciones verticales, uno de los siguientes ejemplos:

1. El cilindro vertical recto Cy := S"1((n —1)/(nh(0)) x R, con curvatura media

constante H(0), donde b viene dada por (2) en términos de H.
2. Una H-esfera estrictamente convexa Sy .
3. Una familia uniparamétrica de H-onduloides Oy propiamente embebidos.

4. Una familia uniparamétrica de H-nodoides Ny propiamente inmersos.

Es mds, cada H-onduloide o H-nodoide es invariante por una traslacion vertical en
Rt es difeomorfo a S"~! xR, y estd contenido en un entorno tubular del eje 41
en R"L. La imagen de la aplicacién de Gauss de cada H-onduloide omite un entorno

abierto de los polos norte y sur de S™. La imagen de la aplicacion de Gauss de cada

H-nodoide es S™.

Cabe destacar que mientras el teorema de Guan-Guan probaba la existencia de esferas es-
trictamente convexas para H € C?(S™), en el resultado anterior hemos conseguido extender

este resultado a H € C1(S™) bajo la hipdtesis de que H sea rotacionalmente simétrica.

Las elecciones de H € C''(S") fijadas hasta ahora han generado clases de H-hipersuperfi-
cies cuyos elementos rotacionales se comportan de forma muy similar a los ejemplos que

aparecen en teorias ampliamente estudiadas: la de hipersuperficies con curvatura media
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constante (positiva y cero) y la de solitones de traslacién del flujo por curvatura media. En
la Seccién 2.4 construiremos una gran variedad de H-superficies rotacionales en R3 para
elecciones muy arbitrarias de la funcién H € C'(S?), las cuales no tienen un analogo en
ninguna de las teorias mencionadas anteriormente, mostrando asi la diversidad existente

en la clase de las H-superficies.

Para finalizar este capitulo, en la Seccion 2.5 describiremos las H-hipersuperficies ro-
tacionales en el caso en el que H € C'(S") sea una funcién lineal, las cuales aparecieron
en el estudio de la Seccién 1.2. En [Lop], Lépez obtuvo de forma independiente una des-
cripcién similar en el caso en el que el espacio ambiente es R3. Cabe destacar que las
ideas desarrolladas en estas dos ultimas secciones para analizar los espacios de fases aso-
ciados a cada H € C1(S™), dan herramientas ttiles que pueden usarse para clasificar las

H-hipersuperficies rotacionales para una # € C'*(S") rotacionalmente simétrica arbitraria.

Una vez enunciadas las propiedades generales de las H-hipersuperficies y habiendo es-
tudiado en profundidad los ejemplos rotacionales, nos centramos en la teoria global de
H-superficies propiamente embebidas en R?. Una de las contribuciones clave en esta teorfa
fue la dada por Meeks [Mee2], donde se estudié el comportamiento global de las superficies
con curvatura media constante positiva propiamente embebidas en R3. Algunos de los re-
sultados que probd Meeks fueron los siguientes: no existen superficies con curvatura media
constante positiva propiamente embebidas en R? homeomorfas a una superficie compacta
menos un punto; y si una superficie con curvatura media constante positiva propiamente
embebida en R? es homeomorfa a una superficie compacta menos dos puntos, entonces
estd contenida en un cilindro sélido. En general, probé que cada final de una superficie
con curvatura media constante propiamente embebida en R3, se encuentra cilindricamente

acotado.

El estudio de Meeks motiva los contenidos del Capitulo 3, en el cual nos centraremos
en el andlisis global de H-superficies propiamente embebidas en R3. Una de las piedras
angulares en el trabajo de Meeks fue la existencia de estimaciones uniformes de altura para
grafos con curvatura media constante positiva, concepto que se puede definir formalmente

para H-grafos con H € C1(S?) dada como sigue.

Sea H € CY(S?), y fijemos un cierto v € S. Diremos que existe una estimaciéon
de altura uniforme para H-grafos en la direccién v si existe una constante C =

C(H,v) > 0 tal que la siguiente afirmacion se cumple:
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Para todo H-grafo ¥ en R? orientado hacia v, y con 0% contenido en el plano IT = v,

se tiene que la distancia de todo p € X al plano 11 es a lo sumo C.

Notemos que para este caso, la ecuacién (1) es isotrdpica, esto es, no depende de la
direccién v fijada en R3. Si H = 0, es sabido que estas estimaciones no existen; la mitad de
la catenoide es un grafo con borde apoyado en un plano y con crecimiento logaritmico. En

particular, la altura de la mitad de la catenoide al plano donde se apoya no esta acotada.

En el Capitulo 2 construimos H-grafos simplemente conexos, estrictamente convexos
asint6ticos a un cilindro (véase la figura 2.14) para ciertas funciones H > 0, poniendo
de manifiesto que la condicién H > 0 no es suficiente para asegurar la existencia de
estas estimaciones de altura uniformes para H-superficies para una H € C'(S?) genérica.
Debemos hacer hincapié en que para H € C'(S?) fija, los resultados obtenidos a lo largo
de este capitulo dependen de la direccién v de R? que fijamos, ya que la ecuacién (1) no es
isotrépica. No obstante, tras un posible cambio de coordenadas euclideas podemos suponer

que el vector v es el vector vertical eg.

En la Seccién 3.1, siguiendo las ideas desarrolladas en [RST], daremos la siguiente

estimacion de curvatura para superficies inmersas en R3.

Sean A, d, p constantes positivas. Entonces, existe una constante C = C(A,d,p) >0
de forma que se cumple la siguiente afirmacion: Sea ¥ una superficie orientada,
inmersa en R3, posiblemente con borde no vacio, sean ox,, Hs, nx, respectivamen-
te, su seqgunda forma fundamental, su curvatura media y su aplicacion de Gauss, y
SUPONGamMos que

|Hy| + |[VHy| < A en .

ns(X) C S*omite un disco esférico de radio p.

Entonces, para todo p € ¥4 :={q € ¥ : dx(q,0%) > d}, se tiene

los(p)| < C.

Uno de los conceptos que apareceran a lo largo de este capitulo es el de H-semiesfera
en la direccion es, esto es, una H-superficie X3 compacta, estrictamente convexa y con
borde, de manera que int(¥Xy) es un H-grafo x3 = u(z1,z2) orientado hacia arriba sobre
un disco convexo con regularidad C? contenido en R?, y cuya imagen por su aplicacién de
Gauss es SN {x3 > 0}.



XIV

Igualmente, recordemos que dados H € C(S?), IT un plano vectorial en R3 y o C II
una curva regular y completa, y tal que el cilindro o x R define una H-superficie, una
condicién necesaria y suficiente para que « sea cerrada es que H(z) #0, Vo € S?NIly

que se cumpla la condicion integral:

T
dz = 0.
/S2mr[ H(x)

En este caso, « es estrictamente convexa y acota un dominio compacto Q3 en R2.
En la Seccién 3.2 enunciaremos uno de los resultados principales de este capitulo, el

Teorema 3.2.2, el cual da condiciones muy generales sobre H que garantizan la existencia

de estimaciones uniformes de altura para H-grafos.

Dada H € C’l(@), H > 0, denotemos por S = S> N {x3 =0}, S2 = S? N {z3 > 0}
Y Sf_ = Sa_ U S1. Entonces, cualquiera de las siguientes condiciones sobre H implica

que existe una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion es:

x
1. ——dx # 0.
s, H(z)
2. Hf )diL‘ =0, y existe un grafo %o orientado hacia es, sobre un dominio
sy T
Q C R? que contiene Qyy, y satisfaciendo Hx,(p) > H(n(p)) para todo p €
Yo N (Qy x R).

3. FExiste una H-semiesfera en la direccion es.

4. Existe alguna H* € C* (@) para la cual existe una H*-semiesfera en la direccion
es, con H =H* en S' y tal que H* > H en S2.

5. La funcion M satisface maxH < 2minHg1.

En la teoria de superficies con curvatura media constante, la posibilidad de aplicar el
método de reflexién de Alexandrov nos proporciona estimaciones de altura para superficies
compactas y embebidas, con borde en un plano. En nuestro caso, en virtud del Lema 1.1.5

podemos dar el siguiente corolario.

Sea H € CY(S?), H > 0, satisfaciendo:

1. H(xy, 2, 23) = H(x1, 22, —23) para todo x = (1,29, 13) € S%.

2. Eziste una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion es o

—€3.
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Entonces, cualquier H-superficie compacta ¥, embebida en R? con 0% contenido en
el plano x3 = 0, se encuentra contenida en la banda |x3| < 2C de R3, donde C es la

estimacion uniforme de altura que satisfacen los H-grafos.

Dedicaremos el resto de la Seccién 3.2 a discutir las condiciones suficientes enunciadas
en el Teorema 3.2.2, a deducir consecuencias de él y a mostrar casos concretos en los que
estas condiciones suficientes se dan. De igual forma, nos apoyaremos en los ejemplos estu-
diados en la Seccién 2.4 para convencernos de que muchas de las condiciones suficientes que
damos no pueden relajarse. La Seccién 3.3 estd dedicada integramente a la demostracion
del Teorema 3.2.2.

Para finalizar este capitulo, en la Seccién 3.4 aplicaremos las estimaciones uniformes de
altura obtenidas para estudiar H-superficies propiamente embebidas con un final. Primero,
en el Teorema 3.4.1 recordaremos un resultado clasico de Meeks, conocido como el lema
de separacion, que podemos aplicar en nuestras condiciones a la familia de H-superficies
con H € C(S?) positiva. Una vez definidos los conceptos de topologia finita y de final de

una superficie, en el Teorema 3.4.2 obtendremos el siguiente resultado.

Sea H € CY(S?), H > 0, la cual satisface:

1. H es invariante bajo la reflexion en S? que fija una geodésica S* N+, para algin
ve S

2. Erziste una estimacion de altura uniforme para H-grafos en las direcciones v y

—.

Entonces, existe una constante A = A(H,v) > 0 tal que la siguiente afirmacion se
cumple: toda H-superficie propiamente embebida en R con topologia finita y un
final estd contenida en la banda abierta de anchura a lo sumo A determinada por dos

planos paralelos a II = v+,

Tras probar el Teorema 3.4.2, daremos consecuencias de este resultado imponiendo
simetrias anadidas a la funcion H. El resultado que culmina este capitulo es el Teorema
3.4.6.

Sea H € C?(S?), H > 0. Supongamos que H es invariante bajo tres refleviones de S

linealmente independientes.



XVI

Entonces, toda H-superficie propiamente embebida Y9, en R? con topologia finita y
a lo sumo un final es una traslacion de la esfera Guan-Guan Sy, definida en el
Teorema 1.4.5.

En particular, para estas elecciones de la funcién H, no existen H-superficies con topologia

finita y un final, propiamente embebidas en R>.

El Capitulo 4 de esta memoria estd dedicado al estudio de la estabilidad de las
‘H-hipersuperficies. En la Seccién 4.1 recordaremos las nociones basicas de la estabilidad
de las hipersuperficies con curvatura media constante. Este concepto surge al estudiar
los funcionales area y volumen de estas hipersuperficies al ser sometidas a wvariaciones
normales. El estudio de este problema variacional lleva a definir el conocido operador
de estabilidad de las hipersuperficies con curvatura media constante inmersas en R™*!,
el cual es el operador lineal y eliptico dado por L = Ay, + |ox|?, donde Ay y |ox|?
denotan, respectivamente, el operador de Laplace-Beltrami y la norma al cuadrado de la
segunda forma fundamental de ¥. La nocién de estabilidad de estas hipersuperficies esta

fuertemente ligada a las propiedades espectrales del operador L.

El objetivo de la Seccién 4.2 es definir un operador de estabilidad para la clase de
H-hipersuperficies. El principal inconveniente para una H € C'(S") arbitraria es que
no es conocida una caracterizacion variacional de las H-hipersuperficies, y por tanto no
podemos definir un operador de estabilidad de forma geométrica. No obstante, el operador
de estabilidad L de las hipersuperficies con curvatura media constante aparece de igual
forma como el operador curvatura media linealizado. Esto es, dada una variacién normal

con soporte compacto de X

U(p,t) € X x (—¢,e) = p+tf(p)np),

si definimos en cada hipersuperficie para ¢ fijo ¥y := ¥(p,t), p € 3 su curvatura media

H(t) := Hy,, entonces se tiene:
Lf =nH'(0).

Motivados por este hecho, en la Proposicién 4.2.1 calculamos la linealizacién de (1)
para la familia de H-hipersuperficies, lo cual nos lleva a determinar en la Definicién 4.2.2

el operador de estabilidad £ de las H-hipersuperficies:
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Sea S una H-hipersuperficie en R" para H € C1(S"), sea f € C2(X), y para cada t
suficientemente pequenio denotemos por %t a la hipersuperficie dada por la variacion
normal anterior. Definamos H(t) := H(t) — H(n;) : © x (—e,¢) — R, donde H(t)
y n¢ denotan, respectivamente, la curvatura media y la aplicacion de Gauss de cada

Y. Entonces,
nH'(0) = Lf, Lf:=Asf+ (Xn, Vsf) + |os*f,

donde X4 es un campo continuo en Y. que viene dado para cada p € ¥ por Xy(p) :=
nVsnH(n(p))-

Esta definicién coincide con la definicién del operador de estabilidad de las hipersuper-
ficies con curvatura media constante, y con el operador de estabilidad de los solitones de
traslacién. Sin embargo, en general este operador £ no es auto-adjunto, y en consecuencia

no es susceptible de ser diagonalizable.

En la Seccién 4.3 estudiaremos los operadores de Schrodinger generalizados de la forma
L=As+(X,Vg)+q X € X(X), ¢ € C*(X), definidos sobre una variedad riemanniana
abstracta. Aun no siendo auto-adjuntos, la teoria cldsica de operadores elipticos asegura
que se puede definir un primer valor propio para estos operadores, el cual es el menor

numero real que resuelve el problema eliptico con condiciones Dirichlet

Lu+Xu=0 enf)
u =0 en 0f),

para cada dominio 2 C ¥ acotado y regular. En relacion con este tipo de operadores,

daremos la siguiente definicién de H-hipersuperficie estable.

Sea ¥ una H-hipersuperficie inmersa en R"! para cierta H € CY(S"), y sea L
su operador de estabilidad. Diremos que X es estable si existe una funcién positiva
u € C%(X) tal que Lu < 0.

Dedicaremos el resto de la seccién a motivar esta definicién escogida de estabilidad, y a
generalizar resultados conocidos para el caso en el que H es constante. Por ejemplo, proba-
remos que todos los H-grafos son estables, y que no existen H-hipersuperficies compactas

(sin borde) y estables.
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En la Seccién 4.4 daremos una estimacién del radio de una H-superficie estable, inmersa
en R3, bajo condiciones a priori sobre . Para ello usaremos un lema de Galloway y Schoen

[GaSc] sobre operadores de Schrodinger generalizados. Asi, obtendremos:

Supongamos que H € C*(S?) satisface en S? la desigualdad
1
3H? + det(VaH) + HAg:H — |V H|? — E(Agmﬁ >c¢>0

para alguna constante ¢ > 0. Entonces, para toda H-superficie estable ¥ inmersa en

R3, y para todo p € ¥, se tiene

27
ds(p,0%) < —.
.02 = s,

Esta condicién para H no se puede sustituir por la hipdtesis debilitada H > 0, ya que
en el Capitulo 2 probamos la existencia de numerosos ejemplos de H-grafos (por tanto,
H-superficies estables) completos. Como consecuencia de esta estimacién del radio gene-
ralizaremos el hecho conocido de que no existen superficies con curvatura media constante

distinta de cero, completas y estables, inmersas en R3:

Sea H € C*(S?) satisfaciendo la condicion
1
3H? + det(VE.H) + HApeH — |V H|* — Z(ASZH)Q >c>0,
para algun ¢ € R. Entonces, no existen H-superficies completas y estables, inmersas

en R3.

De igual forma, si H satisface la condiciéon anteriormente enunciada, en el Corolario
4.4.7 daremos una estimacién de altura para H-grafos en R3 en todas las direcciones. El
ultimo resultado del capitulo es el Teorema 4.4.8, el cual da una estimacién de curvatura

para H-superficies estables, inmersas en R?, bajo condiciones sobre H:

Sean a,c > 0. Entonces, existe una constante C = C(a,c) > 0 tal que se cumple la

siquiente afirmacion: si H € C%(S?) satisface
Ve H| + |[VEaH| < a
en S%, y ¥ es cualquier H-superficie estable en R? y tal que H satisface

1
3H? + det(VaH) + HAgH — |V H|? — Z(ASZ)H)z >c> 0.
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para la constante c, entonces para todo p € ¥ se cumple la siguiente estimacion:

los(p)|ds(p, 0%) < C.

Este teorema estd inspirado en los resultados obtenidos por Schoen [Scho] en el caso

H =0, y por Bérard y Hauswirth [BeHa] en el caso H = Hy > 0 constante.






Capitulo 1

Propiedades basicas de las
H-hipersuperficies

Este capitulo estd dedicado al andlisis primario de las H-hipersuperficies. Probaremos que
las H-hipersuperficies satisfacen un principio del mdximo geométrico y relacionaremos las
isometrias de R"T1 que preservan la clase de las H-hipersuperficies con las simetrias de H,
lo cual serd de gran utilidad al estudiar ejemplos compactos sin borde y la generalizacion
de los famosos teoremas de Alexandrov y Hopf . De forma andloga, caracterizaremos las
‘H-hipersuperficies completas con curvatura constante y resolveremos el problema de Bjorling
para la clase de H-superficies, mediante el cual construiremos solitones de traslacion con la
topologia de una banda de Mébius. Para finalizar, daremos un teorema de compacidad para

el espacio de las H-superficies en R® con curvatura acotada.

1.1. Principios del maximo y de tangencia

Sea H € C1(S"). Diremos que una hipersuperficie 3 orientada, inmersa en R™*! tiene

curvatura media predeterminada H si su funcién curvatura media Hy, viene dada por

Hs(p) = H(np), VpeX, (1.1)

donde nn : ¥ — S"™ es la aplicacion de Gauss de X. A lo largo de esta memoria dire-
mos indistintamente que X tiene curvatura media predeterminada H o que X es una H-

hipersuperficie.
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Comenzaremos analizando la expresién que adquiere la ecuacién (1.1) cuando expresa-
mos la H-hipersuperficie alrededor de un punto como un grafo sobre su espacio tangente.
Sea pues H € C'(S") y ¥ una H-hipersuperficie inmersa en R"*!. Dado p € ¥ tomamos
coordenadas (21, ..., 2,4 1) € R alrededor de p para las cuales {01, ..., Op11} forman una
base ortonormal positivamente orientada, y de forma que 0,41 = 1, en p; aqui 0; = 9/0x;
para todo i € {1,...,n + 1}. En esta situacién, podemos ver localmente ¥ alrededor de p
como un grafo x,41 = u(z1, ..., z,) definido en un abierto €2 del espacio tangente T),%, tal
que §2 contiene al origen o € T,X. La condicién de ser H-hipersuperficie dada por la ecua-

cién (1.1) implica que la funcién u(x1, ..., x,) es una solucién de la ecuacién en derivadas

. Du B _ (=Du,1)
div (W) =nH(Z,), Zy:= 7m, (1.2)

donde div y D denotan respectivamente los operadores divergencia y gradiente en R™. Esta

parciales

expresion es eliptica, y por tanto nos permitird disponer de un principio del maximo. Para

ello definiremos unos conceptos previos que apareceran en este estudio.

Consideremos un dominio regular 2 C R™ esto es, 0f) es una unién finita de subvarie-
dades regulares de dimensién n — 1 en R™. Un operador diferencial lineal de orden 2 sobre
Q es una correspondencia L : C*(Q) — C¥=2(Q), k > 2, de la forma
0%u - ou

Lu= 32 0u(e) g ()4 b () + clou(e), (1.3)

i.j=1 ‘

donde a;;, b;, c € C¥(Q), la matriz (a;;); es simétrica y x = (21, ..., 7,,) son las coordenadas
de €. Si ademds la matriz (a;;);; es definida positiva, diremos que el operador L es eliptico.
Denotemos por Sim,(R) al grupo de las matrices simétricas de orden n con coeficientes

reales. Notemos que la ecuacién (1.2) podemos escribirla como
Q(u) := (A(Du), D*u) — H(Z,) =0, Vu e CH(Q), (1.4)

donde el producto escalar de matrices es el usual (A, B) = traza(AB?!), D?*u denota la
matriz hessiana de la funcién u, y la matriz A : R” — Sim,(R) tiene la expresién en

coordenadas (pi, ..., pn) de R”

Ltpl+-+mm -1}
n(l+pf+--+p3)32

Aij: Sii:j,

—pip; o
A = , si1 .
St e
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En general, un operador se dice cuasilineal si se puede escribir de la forma

~ 82’& kiy
Q(u) = ]2 (2., Du) g o+ bz, Du), - Vu e OH(Q),

donde a;;, b son funciones de clase C* definidas en @ x RxR™ y a;j = aj;, Vi,j € {1,...,n}.
Ademés, si la matriz (a;;);; es definida positiva, diremos que el operador @ es cuasilineal
eliptico. En particular, en vista de la ecuacién (1.4), podemos deducir que el operador
curvatura media predeterminada es un operador cuasilineal eliptico que lleva funciones de
clase C* a funciones de clase C''. Un resultado cldsico de la teoria de operadores elipticos
asegura que para cada operador cuasilineal eliptico ) y para cada par de funciones u1, us €
C*(Q), existe un operador lineal eliptico L, dependiendo de wuy, us tal que Q(u) — Q(uz) =
L(uy — us). Esta propiedad nos permite enunciar el principio del maximo para operadores

cuasilineales elipticos.

Teorema 1.1.1 (Principio del maximo). Sea 2 C R™ un dominio regular, sea @ :
C*(Q) — C*2(Q) un operador cuasilineal eliptico, y consideremos uy,us € C*(Q) tales
que Q(u1) > Q(uz) en Q. Entonces,

1. Siup —ug alcanza su mdxrimo en algun punto interior de Q, la diferencia u; — ug es

constante.

2. Siup — ue alcanza su mdrimo en algin punto xog € 0 entonces, o bien u; — us es
constante, o bien 88—“51(330) < 86—7?(;80) donde & es el conormal unitario interior a ) a

lo largo de OX).

La prueba de este resultado es una aplicacién directa del principio del méaximo de Hopf
para operadores lineales elipticos, véase por ejemplo [GiTu]. A continuacién, vamos a dar
una versién geométrica del Teorema 1.1.1, la cual usaremos en numerosas ocasiones a lo
largo de esta memoria. Este resultado extiende el conocido principio del méaximo en sus
versiones interior y frontera para superficies con curvatura media constante. Previamente,
necesitamos formalizar el concepto de cuando una superficie esta localmente a un lado de

otra.

Sean Y1, Y5 dos hipersuperficies embebidas en R"*!, posiblemente con borde regular.
Supongamos que existe p € £X1NYXa y que (1), = (72)p, donde n; : 3; — S™ es la aplicacién
de Gauss de la superficie ;. En tal caso los espacios tangentes 7,21 y T),3> coinciden y

podemos tomar coordenadas (z1, ..., zy) en TpX; = 1,35 de forma que {0y, ..., 0x,., (0i)p}
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sea una base ortonormal de R"*! positivamente orientada. Igualmente, podemos escribir
localmente cada J; alrededor de p como el grafo orientado hacia (7;), de una funcién
diferenciable w;(z1,...,xy) definida en un abierto Q; de T,3; que contiene al origen o €
T,%i, y tal que u;(o) = p. Definimos Q = ©; N Qy, que es un abierto de 1,21 = T,YX2 que

contiene al origen o y donde estan definidas ambas funciones wu;.

Definicion 1.1.2. En las condiciones anteriores, diremos que la superficie 31 esta por

encima de la superficie Yo alrededor de p si uy > ug en un entorno del origen dentro de ).

Cuando no especifiquemos qué superficie estd por encima, simplemente diremos que

una superficie se encuentra localmente a un lado de la otra.

Lema 1.1.3 (Principio del maximo geométrico). Sea H € C'(S"), y sean X1, X5 dos
H-hipersuperficies embebidas en R* L, posiblemente con borde reqular. Supongamos que se

da una de las siguientes condiciones:

1. Eziste p € int(Xq)Nint(X2) tal que (m1)p = (12)p, donde n; : 3X; — S™ es la aplicacion
de Gauss de ¥;, 1 =1, 2.

2. Existe p € 051 N0y tal que (m)p = (M2)p, ¥ (§1)p = (&2)p, donde &; es el conormal

interior de 0%;.

Supongamos ademds que X1 se encuentra a un lado de %9 alrededor de p. Entonces,

Y1 UXs es una H-hipersuperficie.

En la teoria de hipersuperficies con curvatura media constante H, los casos H = 0
y H > 0 tienen diferencias muy notables. Por ejemplo, no existen superficies minimas
compactas y sin borde, al contrario que en el caso de curvatura media constante positiva.
Otra diferencia significativa es que las superficies minimas no pueden ser tangentes en un
punto interior, ya que el Lema 1.1.3 asegura que dos superficies minimas tangentes en
un punto interior han de coincidir; la condicion H = 0 permite cambiar la orientacion
de las superficies involucradas, haciendo que tengan la misma orientacién en cualquier
punto de tangencia interior sin variar el valor de la curvatura media. Para H > 0 este
comportamiento no se mantiene, ya que dos esferas con la misma curvatura media constante
pueden ser tangentes en un punto interior de ambas. En tal punto los normales unitarios

tienen la orientacién opuesta, sin llegar a contradecir el Lema 1.1.3.

En el caso de ‘H-hipersuperficies podemos intuir un comportamiento analogo para cier-

tas funciones H. Como hemos puesto de manifiesto, la particularidad del caso H = 0 radica
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en la posibilidad de invertir la orientacién de la superficie sin variar el valor de la curvatura
media. Si queremos un comportamiento similar para una funcién arbitraria H, es natural
imponer la condicién H(—z) = —H(z), Yo € S™. Para esta familia de funciones, en las
que ‘H = 0 esta incluida, el Lema 1.1.3 es similar al principio de tangencia para superficies

minimas.

Corolario 1.1.4 (Principio de tangencia). Sea H € C'(S") satisfaciendo H(—x) =
—H(z) Yo € S, y sean 1,%o dos H-hipersuperficies inmersas en R"1. Supongamos
que existe p € X1 N X con T3 = TpXo y tal que Y1 queda localmente a un lado de o
alrededor de p. Entonces, Y1 = Y.

Nos centramos ahora en las isometrias euclideas que preservan la propiedad de ser
una H-hipersuperficie. Por ejemplo, es inmediato que cualquier traslacién de una H-
hipersuperficie es de nuevo una H-hipersuperficie. En general, las posibles simetrias de
la funcién H en S™ inducen isometrias en la clase de H-hipersuperficies, tal y como deta-

llamos en el siguiente lema.

Lema 1.1.5. Sea H € C'(S"), sea ¥ una H-hipersuperficie inmersa en R" 1, y sea ®
una isometria lineal de R™"1 tal que H o ® = H en S™. Entonces, Y =®0Y es una

‘H-hipersuperficie con respecto a la orientacion dada por 1 = d®(n).

En general, para una funcién H € C'(S") arbitraria las tnicas isometrias de R™*!
que preservan la condicién de ser una H-hipersuperficie son las traslaciones. Esto a prio-
ri supone un problema a la hora de trabajar con argumentos geométricos, ya que nos
impide aplicar isometrias a las H-hipersuperficies tales como reflexiones respecto de hi-
perplanos y rotaciones respecto de un eje. Sin embargo, esta definicién tan arbitraria de
‘H-hipersuperficie se convierte en una ventaja cuando nos proponemos generalizar este
concepto a otros espacios ambiente. En este contexto, la nocién de H-hipersuperficie se
puede definir en hipersuperficies orientadas en un grupo de Lie GG, dotado de una métrica

mvartante a izquierda.

En efecto, sea 1 : 32 — G una hipersuperficie inmersa en un grupo de Lie de dimension
n + 1, y supongamos que existe 7 : . — TG un campo de vectores normal y unitario.
Denotemos por e al elemento identidad de G, y por g al espacio tangente en la identidad,
T.G, el cual es conocido como el dlgebra de Lie de G. Dado p € G, se define la traslacion
a izquierda por p como el difeomorfismo I, : G — G, 1,(q) = pq para todo ¢ € G, donde la

concatenacion pq indica la operacion en G . En esta situacién, podemos extender el campo
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normal unitario 17 a un tnico campo invariante izquierda G : ¥ — g. La forma de definir

el campo de vectores G viene dado en coordenadas por

n+1
Gp = Z<77P7 (Ei)p)Ei,  Vp€ X,

i=1
siendo {Ej}i—1,. n+1 una base ortonormal de g, y (E;), = (dlp)c(E;). La aplicacién G :
>, — g es conocida como la aplicacion de Gauss invariante a izquierda de 3. Claramen-
te, G toma valores en la esfera unidad del dlgebra de Lie Sj = {v € g; [v| = 1}. En
[DaMi, MePe, MMPR1, MMPR2] y sus referencias, el lector puede encontrar un desarrollo
general de la teoria de superficies con curvatura media constante inmersas en grupos de

Lie tridimensionales dotados de una métrica riemanniana invariante izquierda.

p

Figura 1.1: Representacién de una superficie inmersa en un grupo de Lie y de la identificacién del normal unitario

en un punto con un elemento de la esfera unidad del adlgebra de Lie del grupo.

Las técnicas desarrolladas en esta memoria nos han permitido extender la teoria de
las H-superficies a los espacios producto M?(x) x R, donde hemos estudiado y clasificado
‘H-superficies rotacionales y hemos obtenido resultados de estructura para H-superficies

propiamente embebidas con topologia finita (ver [Buel, Bue4, Bue5]).

1.2.  Un caso particular: solitones de traslacion

Consideremos el caso en el que la funcién H € C*(S™) es una funcién lineal, es decir
H(z) = a{z,v) + b donde a,b € R y v € S”. Notemos que en el caso particular en el
que a = 0, la clase de H-hipersuperficies no es mas que la clase de hipersuperficies con

curvatura media constante b. Por tanto, nos restringimos al caso a # 0, y sin perder
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generalidad tras una homotecia y un cambio de coordenadas en R**! podemos suponer

que a =1y v =eyy1. En estas condiciones, la funcién H tiene la expresion
H(z) = (x,ent1) + ). (1.5)

Sea v : ¥ — R™*! una H-hipersuperficie inmersa y orientada para H dada por la ecuacién
(1.5), sea ) : ¥ — S™ su normal unitario y consideremos las traslaciones verticales de 1) en
la direccién e, 1 dadas por F(p,t) = p+te,11. Entonces, la familia de inmersiones F'(p, t)
es una solucién para el siguiente flujo geométrico, que corresponde al flujo por curvatura

media con un término corrector constante:

(%f)L — (H,— by, (1.6)

donde H; = H(-,t), n: = n(-,t) denotan la curvatura media y la aplicaciéon de Gauss
respectivamente de cada hipersuperficie F(-,t) : ¥ — R""!. En otras palabras, 1 : ¥ —
R es un solitén de traslaciéon para el flujo dado por (1.6). Notemos que para el caso
b = 0, el flujo (1.6) no es mas que el flujo por curvatura media cldsico en R"*!. El
reciproco es también cierto, esto es, todo solitén de traslacién para el flujo (1.6) es una

‘H-hipersuperficie para la funcién H dada por (1.5).

Los solitones de traslacién aparecen en la teoria de singularidades del flujo por cur-
vatura media de R? como la ecuacién limite tras un argumento de blow-up alrededor de
singularidades del tipo II [HuSi]. En los dltimos afios, la teorfa de solitones de traslacién
del flujo por curvatura media en R"*! se ha convertido en un campo de investigacién
fructifero, atrayendo la atencién de numerosos gedmetras. El lector puede encontrar en
[CSS, Huil, Hui2, Ilm, MPGSHS, MSHS]| una recopilacién de algunos de los principales

trabajos relacionados con estas superficies.

Podemos dar otra caracterizacién para las H-hipersuperficies cuya funcién predetermi-
nada H viene dada por (1.5). Para ello tenemos que definir el concepto curvatura media

con peso en R™*! con una densidad e? introducido por [Gro], véase también [BCMR].

Definicién 1.2.1. Sea v : ¥ — R"! una hipersuperficie orientable inmersa, y sea 1 :
> — S" su aplicacion de Gauss. Se define la curvatura media con peso de ¥ con respecto
de la densidad e® € C*(R"*1) como

donde Hy, es la curvatura media de ¥ en R™! y D es el gradiente en R,
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Por tanto, la ecuacién (1.7) junto con las discusiones anteriores nos permiten enunciar

el resultado:

Proposicién 1.2.2. Sea ¥ una hipersuperficie orientada, inmersa en R" 1. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. ¥ es una H-hipersuperficie para H dada por la ecuacion (1.5) para cierto b € R.

2. % es un soliton de traslacion del flujo por curvatura media con un término corrector

constante (1.6).

3. X tiene curvatura media constante Hy = nb € R para la densidad e? en R, donde
() :==n{z, ent1), Vo € RV

La clase de H-hipersuperficies en R™™! para H de la forma (1.5) est4 relacionada con
el flujo por curvatura media que preserva el volumen introducido por Huisken [Hui2]. De
forma especifica, sea ¥ una hipersuperficie compacta (posiblemente con borde no vacio)

en R"*!, Siguiendo la notacién de la ecuacién (1.6), este flujo viene dado por

OF\ " —
— =(H— H 1.
(%) = t—Hon. (18)
con
— 1
H,=— | H(t)dv,
TV s, SRR

y donde ¥; = F(-,t) y V; denota el volumen de ;.

En el caso particular de que la variacién venga dada por traslaciones verticales, es decir
Y; = ¥+ tep41, el volumen V; es constante y por tanto H; es una cierta constante b, de
forma que cada H-hipersuperficie ¥ con H de la forma (1.5) es un solitén de traslacién

para el flujo (1.8).

El caso b = 0 correspondiente a los solitones de traslacién difiere notablemente del
caso b # 0. Esto es porque los solitones de traslacion son superficies minimas en el espacio
R+ para la densidad e™®n+1, en vista de la ecuacién (1.7). En particular, los solitones
de traslacién se comportan como las superficies minimas en el sentido de que no pueden
tener un punto interior de tangencia. Este comportamiento se puede igualmente deducir
del Corolario 1.1.4 tomando como funcién H(z) = (x,e,+1), la cual corresponde al caso

b =0 en la ecuacién (1.5).
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1.3. H-hipersuperficies compactas en R"*!

Como ya hemos mencionado, no existen hipersuperficies minimas compactas sin borde
en R"! ya que de existir ésta tendrfa un punto interior de tangencia con un hiperplano en
R"™*1 o cual serfa contradictorio con el Corolario 1.1.4. Sin embargo, para cada constante
Hy > 0 existe una esfera con curvatura media constante igual a Hy. La siguiente proposicion
exhibe un comportamiento similar en el caso de las H-hipersuperficies, dando una condicién

necesaria sobre H para la existencia de una H-hipersuperficie compacta en R**1.

Proposicién 1.3.1. Sea H € C*(S") y supongamos que H(xg) = 0 para algin xo € S™.

Entonces, no existen H-hipersuperficies compactas, inmersas en R"T1.

Demostracion. La demostracién la haremos por reduccién al absurdo. Sea H € C'(S™) con
H(xzo) = 0 para algin xg € S”, y sea ¥ una H-hipersuperficie compacta sin borde. Salvo
un cambio de coordenadas euclideas, podemos suponer que el vector zq es el vector e,y1.
Consideremos la familia de hiperplanos {x,4+1 = ¢}. Por ser ¥ compacta, existe ¢y € R tal
que ¥ se encuentra contenida en el semiespacio {x,+1 < ¢o} y de forma que ¥ interseca al
hiperplano {z,+1 = ¢o} de forma tangente en algin punto p € ¥, en el cual 1, = *e,1;

aqui 17 denota como de costumbre a la aplicacién de Gauss de X..

Sin, = eny1 entonces Xy {xp41 = o} tendrian que coincidir en virtud del Lema 1.1.3,
ya que tanto X como {z,+1 = ¢y} con la orientacién dada por su normal unitario e,41
son H-hipersuperficies. Esto es una contradiccién, ya que X es compacta, al contrario que
{Zn+1 = co}. Por tanto, necesariamente 7, = —ey,41. Al estar ¥ por debajo de {zp11 = co}
alrededor de p, el principio de comparaciéon de hipersuperficies implica que las curvatu-
ras principales en p, £1(p), ..., kn(p), son todas no negativas. En particular, se tiene que
Hyx.(p) > 0, ya que si Hx(p) = 0 entonces H(—en+1) = 0, y el hiperplano {x,+1 = ¢o} con
orientacién dada por —e, 1 seria una H-hipersuperficie, contradiciendo de nuevo el Lema
1.1.3.

De nuevo, la compacidad de ¥ asegura la existencia de un cierto ¢; € R, ¢ < ¢
de forma que ¥ se encuentra contenida en el semiespacio {z,+1 > c1} y de forma que
Y interseca al hiperplano {z,4+1 = ¢} de forma tangente en algin punto g € ¥, en el
cual 73 = £e,41. El mismo argumento que el expuesto en el parrafo anterior nos permite
concluir que 7y = —ep41. Por una parte, se tiene que Hx(q) = H(—eny1) = Hx(p) > 0.
Por otra parte, el principio de comparacion de hipersuperficies asegura que las curvaturas
principales en ¢, £1(q), ..., Kn(q), son todas no positivas. En particular, Hx(q) < 0 lo cual

es una contradiccién con que Hy(q) > 0.
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Esta contradiccién prueba la Proposicién 1.3.1. O

La Proposicién 1.3.1 restringe la familia de funciones H € C*(S") a considerar si nos
planteamos el estudio de H-hipersuperficies compactas, ya que es necesario que H tenga
signo constante en S™. Tras cambiar la orientacién si es necesario, podemos suponer que
H > 0 en S™. Podriamos pensar que tal y como ocurre en la teoria de superficies con
curvatura media constante positiva, para toda funcién H > 0 existen ejemplos compactos
en la familia de H-hipersuperficies. Sin embargo, esta condicién no es suficiente. Para con-
vencernos de esta afirmacién, consideremos una #H-hipersuperficie ¢ : ¥ — R™*! compacta
e inmersa, para cierta % € C!(S"), tomemos v € S" y denotemos por h = (3, v). Un re-
sultado conocido en la teorfa de hipersuperficies inmersas en R"*! asegura que la funcién
h satisface la ecuacién en derivadas parciales Axh = nHyx(n,v), donde Ay, es el operador
de Laplace-Beltrami en Y. y i es la aplicacién de Gauss de Y. Aplicando el teorema de la

divergencia, obtenemos
[ oymin =o.
X

Esta ecuacién, junto al hecho de que la funcién (n, v) satisface la férmula integral [y, (n,v) =

0, Vv € S™, si ¥ es compacta, tienen como consecuencia el siguiente corolario:

Corolario 1.3.2. Sea H € C1(S") una funcion de la forma H(x) = Ho(z) + b, donde
beR yHo e CLHS™) no es idénticamente cero y satisface Ho(x){z,v) >0, Yz € S" y para

algin v € S™. Entonces, no existen H-hipersuperficies compactas inmersas en R"1.

Un ejemplo de funciones en las condiciones del Corolario 1.3.2 viene dado por H(z) =
(x,v) +b, b € R. En particular, si b > 1 la funcién H es positiva pero no existen para
esta eleccién H-hipersuperficies compactas. Como hemos visto en la Seccién 1.2, estas
‘H-hipersuperficies tienen curvatura media con peso constante respecto de la densidad
e™nt+1 Kl Corolario 1.3.2 para superficies con curvatura media con peso constante fue

probado por Rafael Lépez en [Lop].

1.4. Los teoremas de Alexandrov y Hopf para 7-superficies

En la teoria global de superficies con curvatura media constante H > 0, uno de los
resultados mas recurrentes es el de dar caracterizaciones de la H-esfera Sy como la tnica

superficie con curvatura media H (salvo isometrias euclideas), bajo ciertas condiciones
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topoldgicas. Uno de los pilares de esta teoria global es el conocido teorema de Alexandrov,

cuyo enunciado damos a continuacién:

Teorema 1.4.1 (Alexandrov, [Ale]). Sea ¥ una hipersuperficie compacta con curvatura
media constante H > 0, embebida en R"T1. Entonces, ¥ es una esfera totalmente umbilical
Sy de radio 1/H.

El teorema de Alexandrov no es solo importante por la caracterizacion de la esfera en
si, sino por la forma de demostrar el resultado. El método empleado por Alexandrov para
probar el Teorema 1.4.1 fue una aplicaciéon perspicaz del principio del maximo geométrico
1.1.3 para hipersuperficies con curvatura media constante embebidas en R"*!. Esta he-
rramienta ha sido usada tanto en geometria diferencial como en ecuaciones en derivadas
parciales de forma extensa por un gran ntimero de autores. Es tal la relevancia que en la li-
teratura se conoce este procedimiento geométrico como método de reflexion de Alexandrov.
En palabras de Hopf [Hop, p. 147]

“En mi opinion, esta demostracion de A.D. Alexandrov (...) abre nuevos as-

pectos importantes en la geometria diferencial global.”

El principal problema al intentar generalizar el teorema de Alexandrov 1.4.1 es la
pérdida de simetrfas de la ecuacién (1.1) para H € C(S") arbitraria. En general, no
podremos reflejar con respecto de hiperplanos en R™*! manteniendo invariante la clase
de H-hipersuperficies. Dado v € S", denotemos por II, al hiperplano vectorial con vector
normal v, y sea R, la reflexién en R"*! respecto de II,. En virtud del Lema 1.1.5, si H
es invariante por la reflexién R, entonces las reflexiones en R"*! respecto de hiperplanos
afines paralelos a II,, preservan la clase de H-hipersuperficies. La siguiente proposicion es
una extensién del Teorema 1.4.1 a la familia de H-hipersuperficies, supuesto que la funcion

H es suficientemente simétrica.

Proposicién 1.4.2 (Teorema de Alexandrov para H-hipersuperficies). Sea H €
CY(S™) una funcion invariante con respecto a n reflexiones linealmente independientes
Ry, ..., R, de S™ que fijan n geodésicas en S™. Entonces, toda H-hipersuperficie 3 coneza,
compacta, embebida en R™1 es difeomorfa a S™. Es mds, ¥ es un bigrafo simétrico respecto

a hiperplanos ﬁl, ,ﬁn paralelos a los hiperplanos Iy, ..., 11, fijados por R;.

Demostracion. Denotemos por vy, ..., v, a los vectores normales y unitarios a los hiperpla-

nos IIy, ..., IT,, (aqui la orientacién +v; es indiferente). Tras aplicar el método de reflexién
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de Alexandrov clasico con respecto de estas direcciones, los Lemas 1.1.4 y 1.1.5 implican
que para cada i = 1,...,m, X es un bigrafo simétrico con respecto a algin hiperplano ﬁ,
paralelo a II;. Definimos ahora la linea recta en R"*! dada por I' = ﬂ?zlﬁi. Tras un cambio
de coordenadas en R™"*!, podemos suponer que I' es el eje x,,,1, y por tanto cada v; es un

vector horizontal.

Denotemos por P; = {z,41 = t} € R"*! la familia de hiperplanos horizontales a altura
t. Al ser ¥ compacta, existe un intervalo [a,b] C R tal que P,NY = @ sit ¢ [a, b]. Por ser
un bigrafo conexo con respecto a las direcciones vy, ..., vy, es claro que P,NY = {(0,a)} y
P,NnY ={(0,b)}, y P,NX es una interseccién no vacia y transversa para todo t € (a,b). La
notacién (0, a) se refiere al punto de R"*! cuyas n primeras coordenadas son idénticamente

nulas, y la dltima es igual al valor a.

Sea 2 C R™! el dominio acotado por ¥ (tal dominio existe por el teorema de Jordan-
Brouwer, al ser ¥ conexa, compacta y embebida), y definamos ; = QN P, t € (a,b). Para
t < b suficientemente cerca de b, €; es difeomorfo a una bola de dimensién n, B™. Como
la interseccién P, MY es transversa para todo ¢ € (a,b), deducimos que la interseccién €
es difeomorfa a B™ para todo ¢ € (a,b). Esto implica que Q tiene la topologia de B"+! y

por tanto, ¥ es difeomorfa a S™. O

El principio de reflexiéon de Alexandrov ha sido generalizado a funcionales més arbi-
trarios definidos sobre hipersuperficies inmersas en R”*! para probar no solo teoremas de
caracterizacién de la esfera, sino también teoremas de unicidad y no existencia. En gene-
ral, sea W(x1, ..., Tn, 21, ..., Znt1) Una funcién definida en R™ x S* C R?"+! simétrica en
las variables x; y de clase C'. Usaremos la notacién (x,z) € R?**! para referirnos a un
punto x € R” y un punto z € S* C R"*!. La clase de hipersuperficies modeladas por W es
el conjunto Ayy de hipersuperficies orientadas, inmersas en R"*! definido de la siguiente

forma: una hipersuperficie ¥ pertenece a Ay si para cada p € ¥

W(El(p)w'-)/‘@n(p%np) =0, (19)

donde K1, ..., Ky : 2 — R son las curvaturas principales de X y 1 : 3 — S™ es su aplicacion
de Gauss. Consideremos ahora una isometria afin ® de R"*!. Por una parte, es claro que
Y = ®(X) es una hipersuperficie inmersa en R"™!; de hecho, al ser ® una isometria,
para cada p € ¥ las curvaturas principales en cada p = ®(p) € Y cumplen ki(D) = ki(p)
para todo ¢ = 1,...,n. Por otra parte, la hipersuperficie 3 tiene como aplicacién de Gauss

1 = d®(n). Supongamos W satisface
W(z,d®(z)) = W(z,2), VaxeR" zeS"
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Entonces, la funcién W se dice invariante por la isometria ®, y en particular, para cada

p € X se tiene

W(’%l(p)a SE3) Hn(p), d(pp(np)) = W(Hl (p)7 ) /{n(p), 7717)'

En tal caso, la hipersuperficie 3 con aplicacién de Gauss 7] estd también modelada por W.
Esto se puede ver como una extension del Lema 1.1.5, para hipersuperficies modeladas por

un funcional arbitrario.

Supongamos que expresamos Y alrededor de p como el grafo de una funcién u definida
en un abierto Q2 de 7,,X. Entonces, el grafo de la funcién u es solucién a la ecuacién (1.9),

la cual tendra la expresiéon
F(x1, ..., Tp,u, Du, D*u) = 0, (1.10)

para cierta F' de clase C' dependiendo de las coordenadas z; del dominio de definicién
de u, de la funcién u, del gradiente Du y del Hessiano D?u. Las ecuaciones en derivadas
parciales de la forma (1.10) se conocen en la literatura como ecuaciones en derivadas
parciales completamente no lineales. La funcién F estd definida en el espacio A =  x
R x R™ x Sim,(R), donde Sim,,(R) denota el espacio de las matrices simétricas de orden
n con coeficientes reales. En estas condiciones, F' se dice eliptico si F' es diferenciable
respecto de la variable r, y para cada v = (z,u,p,7) € A se tiene que la matriz F,.(y) :=
(Fri;(7))ij> 1,5 € {1,...,n} es definida positiva, véase [Tru].

Supongamos que W es de tipo eliptico e invariante por una reflexién de R"*! respecto
de un hiperplano II que deja fija una geodésica de la esfera S™. En estas condiciones, el
método de reflexién de Alexandrov se podrd aplicar a la clase Ayy respecto de hiperplanos

afines paralelos a II.

Notemos que en nuestro caso particular, el funcional W viene dado por

1
W(‘Tla sy Ly By -eey ZTL+1) = E (l’l +---+ l’n) - 7_[(’217 ey Zn+1)‘
Otra caracterizacién de la esfera que supuso un hito en la teoria global de superficies

con curvatura media constante, es la obtenida por Hopf [Hop].

Teorema 1.4.3 (Hopf, [Hop]). Sea ¥ una superficie conexa, compacta, con curvatura
media constante H > 0 y de género 0, inmersa en R3. Entonces, ¥ es una esfera totalmente
umbilical de radio 1/H .
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En su demostracién, Hopf asocié de forma geométrica a cada superficie inmersa en R?
una diferencial cuadrdtica globalmente definida y que se anula exactamente sobre puntos
umbilicales. La idea clave es que esta diferencial es holomorfa en superficies con curvatura
media constante, como consecuencia de la ecuacién de Codazzi para superficies en R?. Pero
es un hecho conocido en la teoria de la variable compleja que toda diferencial cuadratica
holomorfa en una esfera es idénticamente nula, y por tanto la esfera ha de ser una esfera
totalmente umbilical de radio 1/H. A la diferencial cuadrética holomorfa definida por Hopf

se la conoce en la actualidad como diferencial de Hopf.

Los teoremas de Hopf y de Alexandrov no solo difieren por los métodos usados en cada
demostracién, sino también en las hipétesis de sus enunciados. Primero, observamos que
el espacio ambiente en el teorema de Hopf es R? y no un espacio euclideo de dimensién
arbitraria, tal y como ocurre con el teorema de Alexandrov. Esto es porque en dimensiones
mayores a 3, el teorema de Hopf deja de ser cierto. Por ejemplo, en R?* existen inmersiones

de la esfera S® con curvatura media constante que se autointersecan [Hsil.

Otra de las hipotesis que cambia es la topologia de la superficie. En el teorema de
Alexandrov se pide que la hipersuperficie esté embebida, para que el método de reflexién
de Alexandrov funcione. En general, el método de reflexiéon de Alexandrov es aplicable a
las hipersuperficies conocidas como Alezandrov embebidas®, las cuales pueden tener auto-
intersecciones, pero no para hipersuperficies con intersecciones arbitrarias. En el teorema
de Hopf la hipétesis de embebimiento se relaja a inmersion, pero se pide que la superficie
tenga género 0. Esta hipdtesis, que puede parecer muy restrictiva, es totalmente necesaria;

Wente [Wen] probé la existencia de toros con curvatura media constante inmersos en R3.

En la literatura, una diferencial de tipo Hopf es una diferencial cuadrética definida
de forma geométrica sobre una superficie, y un teorema de tipo Hopf es un resultado de
unicidad de esferas inmersas dentro de una clase de superficies. Un teorema de tipo Hopf
tremendamente general para superficies modeladas por un funcional eliptico dependiendo
de las curvaturas principales y de su normal unitario en grupos de Lie de dimensién 3, se
puede encontrar en los trabajos [GaMi4, GaMi5|. El siguiente caso particular nos da un

teorema de tipo Hopf para la familia de H-superficies inmersas en R3.

Teorema 1.4.4 (Galvez—Mira, [GaMi4, GaMi5]). Sea H € C°(S?) y supongamos que

existe una H-esfera Sy estrictamente convera en R3. Entonces, toda H-superficie compacta

1Una hipersuperficie compacta ¥ se dice Alexandrov embebida por medio de una inmersién ¢ : & —
R"*! si existe una (n + 1)-variedad compacta ©Q con 9Q = ¥ y una inmersién ¢ : @ — R™™* tal que

{/fvm = 1.
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y de género 0, inmersa en R? es una traslacion de Sy.

La hipétesis “estrictamente convexa” no se puede relajar a ser inicamente “convexa”.
Para convencernos de esta afirmacién, consideremos dos cilindros C; = {(z,y, 2) € R3; 22+
y? =1, —i <z <i}, i = 1,2, yseaG un grafo rotacional convexo z = z(z,y) definido sobre
el disco D = {(z,y) € R?; 22+ y? < 1} y con 2(0D) = 0. Definimos ¥; = C; UG; U(—G;),
donde G; = G + ie3, i = 1,2 denota la traslacién vertical del grafo G y supongamos que

las ¥; son superficies regulares en R3, véase la Figura 1.2.

Figura 1.2: Las H-esferas X; convexas, pero no estrictamente convexas. Ambas esferas son difeomorfas, pero

no difieren en una isometria en R3.

Claramente, 1 y X9 son difeomorfas para cierta aplicacién ¢ : 31 — Yo que satisface

para cada p € X1:

1. El normal unitario de ¥; en p coincide con el normal unitario de 32 en ¢(p).

2. Las curvaturas principales de ¥; en p coinciden con las curvaturas principales de ¥

en ¢(p).

En particular, las superficies X1, 35 son dos esferas topoldgicas convexas, cuyas curvaturas
medias dependen de forma continua de la misma curvatura media predeterminada, pero

que no difieren por una traslacién de R3.
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Para poder aplicar este teorema de unicidad tenemos que restringirnos a funciones
positivas, en virtud de la Proposicién 1.3.1. De todas formas, el Corolario 1.3.2 pone
de manifiesto que esta condicién no es suficiente para asegurar la existencia de ejemplos

compactos, y menos aun de esferas.

Tal y como hemos puesto de manifiesto en la introduccién, en [GuGu] los autores

probaron el siguiente resultado de existencia de H-esferas, bajo ciertas condiciones sobre

H:

Teorema 1.4.5 (Guan—Guan, [GuGu]). Sea H € C?*(S") una funcion positiva. Supon-
gamos que H es invariante por un grupo de isometrias de S™ sin puntos fijos. Entonces,

existe una H-hipersuperficie compacta estrictamente convexa en R™ 1.

A la H-esfera dada por el teorema de Guan-Guan la llamaremos esfera de Guan-Guan

y la denotaremos por Sy.

Un grupo de isometrias de S™ en las condiciones del Teorema 1.4.5 es el dado por
{1gn, —1gn }. La imagen de un punto p € S™ bajo este grupo de isometrias no es mas que el
punto antipoda —p € S". Por tanto, una funcién H € C?(S") invariante por tal grupo de
isometrias tiene que cumplir necesariamente H(z) = H(—x), esto es, H es antipodalmente
simétrica. Otro grupo de isometrias de S™, en las condiciones del Teorema 1.4.5, de especial
interés es el siguiente: consideremos los n + 1 hiperplanos coordenados II; en R"*! y sean
R; las n + 1 reflexiones en R™*! tales que R;(I;) = II; para todo i € {1,...,n + 1}. Si
hacemos actuar todas las reflexiones sobre un cierto p € S”, la imagen obtenida vuelve a
ser el punto antipoda —p € S™. Si H € C?(S") es invariante por el grupo de isometrias
generado por estas reflexiones?, la esfera de Guan-Guan Sy es simétrica con respecto a
(una traslacién de) cada hiperplano coordenado II;. Si n = 2, la esfera de Guan-Guan Sy

es la tinica H-esfera inmersa en R3, como consecuencia directa del Teorema 1.4.4.

Combinando la Proposicién 1.4.2 y los Teoremas 1.4.4 y 1.4.5, en el siguiente resultado

damos una extensién del teorema de Alexandrov para funciones H € C%(S?) muy generales.

Corolario 1.4.6. Sea ¥ una H-superficie compacta y embebida en R, donde H € C%(S?)
es positiva e invariante por un grupo de isometrias de S? sin puntos fijos que contiene dos
reflexiones linealmente independientes de S®>. Entonces, ¥ es una traslacion de la esfera

de Guan-Guan Sy.

2En particular, ya que el grupo {1, —1gn } est4 contenido en este grupo de isometrias, se tiene H(z) =
H(—z), Yz € S".
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Demostracion. Por ser H positiva e invariante por un grupo de isometrias de S? sin pun-
tos fijos, el Teorema 1.4.5 implica que existe una H-superficie compacta y estrictamente
convexa en R3, correspondiente a la esfera Guan-Guan Sy,. Tal esfera es la tinica H-esfera

inmersa en R? en virtud del Teorema 1.4.4.

Por otra parte, sea ¥ una H-superficie compacta y embebida en R3. Por ser H simétrica
respecto de dos reflexiones geodésicas independientes de S?, la Proposicién 1.4.2 implica

que X es difeomorfa a una esfera, y por tanto unica de nuevo por el Teorema 1.4.4. ]

Algunos grupos de isometrias de S? que cumplen las hipétesis del corolario anterior son
aquellas generadas por reflexiones respecto a tres geodésicas linealmente independientes de
S2. En particular, los grupos de isometrias de S? que dejan invariante un solido platénico

inscrito en S? satisfacen las hipétesis del Corolario 1.4.6.

1.5. Construcciéon de 7-hipersuperficies no compactas

Siguiendo con el estudio global de las H-hipersuperficies, en esta secciéon centramos
nuestra atencién en las H-hipersuperficies no compactas. Mas concretamente, el objeto de
estudio serdn las hipersuperficies ¥ inmersas en R"t! de la forma ¥ = M* x R**, donde
M es una hipersuperficie en R¥1. En este contexto, R¥T! denota cualquier subespacio
vectorial de R"*1, y R"* su complementario ortogonal. Las n curvaturas principales de

X, /i127 - /@Z” vienen dadas por

> Mk P
ki =rK; , sii=1,..,k,

k=0, sii=k+1,..,n,

donde KZJ»V[ " denota la i-ésima curvatura principal de la hipersuperficie M* en R*+!. Por
tanto, Hy, = %HMIC, donde Hs, Hys. son las curvaturas medias de ¥ en R**! y M*
en R*+1 respectivamente. En particular, si H € C'(S™) y denotamos S* := S* N RF+!
y H* := ZH|sk, entonces M es una H*-hipersuperficie en R*1 si y solo si ¥ es una

H-hipersuperficie en R* 1.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de las discusiones anteriores y del

Teorema 1.4.5:

Proposicién 1.5.1. Sea H € C%(S"), sea R¥ un subespacio vectorial de R™*1, con
k € {l,...,n — 1}, y denotemos S¥ = S* N R*1. Supongamos que la funcion H* =

THlsk € C?(S*) es positiva e invariante por un grupo de isometrias de SF sin puntos fijos.
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Entonces, existe una H-hipersuperficie ¥ completa inmersa en R" ! definida por el pro-
ducto riemanniano ¥ = Sy x R" % donde Sy es la H-esfera de Guan-Guan estrictamente

conveza dada por el Teorema 1.4.5.

Como caso particular de la Proposicién 1.5.1, si H € C%(S") satisface H(x) = H(—z) >
0 en todo z € S™, entonces para cada subespacio vectorial R¥*t1 de R**! con k € {1,...,n—
1} existe una H-hipersuperficie completa en R™"*! difeomorfa a S¥ x R**, y tal que el
subespacio ortogonal R” % a RFt1 es tangente a ¥ en todo punto. El caso particular

k =n — 1 serd ttil a lo largo de esta memoria, y por tanto lo enunciamos aparte.

Corolario 1.5.2. Sea H € C%(S™) una funcion positiva satisfaciendo H(x) = H(—x), para
todo x € S™. Entonces, para cada v € S existe una hipersuperficie de dimension n — 1 y
compacta, estrictamente convexa S, en el hiperplano v, de manera que la hipersuperficie
definida por ¥, := {S, +tv; t € R} es una H-hipersuperficie completa en R"*1, difeomorfa
a S xR.

La Proposicién 1.5.1 nos permite clasificar las H-hipersuperficies en R"*! con curvatura
constante como veremos a continuacién; notemos que en el caso k = 1, la hipersuperficie
dada por ¥ = M x R*"! es llana.

Supongamos que la funcién H es constante. Un resultado cldsico asegura que las Uni-
cas hipersuperficies con curvatura media constante en R"*! que ademds tienen curvatura
constante, son hiperplanos (correspondientes al caso H = 0), o congruentes a un cilin-

dro homogéneo generalizado S'(1/(n|H|)) x R"™!, 0 a una esfera totalmente umbilical

S (1/|H]).

En el caso de que H € C'(S™) sea una funcién no constante, resultados cldsicos de Lieb-
mann, Hilbert y Hartman-Nirenberg implican que las tinicas H-hipersuperficies completas
con curvatura constante en R"™! son cilindros generalizados llanos de la forma o x R* 1,
donde o C II = R? ¢ R™"! es una curva plana regular y completa. Para estos cilindros
generalizados, la condicion de tener curvatura media predeterminada H implica que la

curva « satisface

Ko = %”H(na), (1.11)

donde Kk, y n, denotan la curvatura geodésica y el normal unitario de «, respectivamente.

Por tanto, el estudio de los H-cilindros generalizados se reduce a resolver la ecuacion

(1.11), la cual corresponde al problema de Minkowski para curvas planas cuando H > 0.
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Hay que senalar no obstante que en nuestro caso H no tiene por qué ser positiva, y no

podemos garantizar a priori que la solucién « sea una curva cerrada.

Consideremos pues H € C1(S"), sea {e1, e2} una base ortonormal positivamente orien-

tada de II, y definamos la funcién 2r-periédica H € C*(R) dada por
1 :
H(O) = EH(_ sin fe; + cos fes).

Fijemos v = cosfpe; + sinfgeq € 11, para algin . Si ﬁ(@o) = 0, entonces la linea recta
generada por el vector v es trivialmente una solucién de (1.11), y la H-hipersuperficie 3

correspondiente es un hiperplano en R"+1.

Supongamos pues que 7?[(60) # 0, y sea Iy C R el mayor intervalo conteniendo a 6y
donde 7 no tiene ceros. En este caso, la funcién 1 /ﬁ(w) estd bien definida en I, y por
tanto existe una primitiva suya F(z) € C%(Iy) tal que F(fp) = 0. La condicién H(z) > 0
implica que F'(z) > 0. Es mas, por ser H(z) una funcién periédica, F'(z) > ¢ > 0, para
cierto ¢ > 0. Si 7-7(3:) > 0 en todo punto, entonces Iy = R y podemos definir globalmente
la funcién inversa de F(z), F~'(z). Si H(z) se anula en algiin punto, entonces Iy es
un intervalo abierto y acotado de la forma (a,b) con b —a < 27, y con F'(x) — oo si
x — {a,b}. En tal situacién, la funcién F~1(y) : R — I es una funcién acotada, de forma

que F~(y) wasiy— —ocoy F7l(y) = bsiy— .
Si «v estd parametrizada por su longitud de arco, podemos escribir o/ (s) = cos 6(s)e; +
sinf(s)es y la ecuacién (1.11) se reescribe como

0'(s) = H(6(s)), (1.12)

la cual tiene solucién tinica 8(s) = F~1(s) : R — I si imponemos la condicién inicial 6(0) =
0y. Por construccién, la curva a(s) tiene longitud infinita. Lo expuesto anteriormente se

resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.3. Sea H € C1(S™). Fijemos v € S™ y un subespacio lineal de dimension
2 de R™"M, al que llamaremos 11, con v € I1. Entonces, existe una tunica (salvo traslaciones)

curva reqular y completa o en 11 que satisface las siguientes propiedades:

1. La hipersuperficie Sy = a x R"™ 1 es una H-hipersuperficie completa y llana en
Rn—i—l‘

2. El vector v es tangente a ¥, 11 en algin punto.
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Reciprocamente, toda H-hipersuperficie completa con curvatura constante, inmersa en R"+1
es, o bien una esfera totalmente umbilical (en el caso de que H sea constante no nula), o

uno de los ejemplos 3, 11.

Es importante mencionar que la H-hipersuperficie ¥, i1 descrita en la proposiciéon an-
terior puede construirse de forma explicita restringiendo la funcién H a la geodésica de S”
dada por la interseccién IINS". En general, 3, 17 tendrd la topologia de R™ o de St x R,
dependiendo si la curva «(s) es cerrada o no. Por construccién, una condicién necesaria
para que «(s) sea una curva cerrada es que H restringida a la geodésica II N S™ tenga
signo constante. Sin embargo, esta condicién no es suficiente; esta discusion es similar a
la tratada en la Proposicién 1.3.1 y el Corolario 1.3.2 a la hora de estudiar existencia
de H-hipersuperficie compactas. En el caso de curvas planas, este hecho es consecuencia

inmediata de la solucién al problema de Minkowski clasico para curvas planas:

Corolario 1.5.4. Dada H € C*(S"), consideremos una de las H-hipersuperficies Yo in-
mersas en R" construidas en la Proposicion 1.5.3. Entonces, las siquientes afirmaciones

son equivalentes:

1. La hipersuperficie ¥, 11 es difeomorfa a S! xR"1. Esto es, la curva a(s) es cerrada.

2. St denotamos Sll-[ = S"N1I, entonces H(x) # 0, Vx € Sll-[, y se cumple la condicion

integral

x
dx = 0.
st, H(z)

Para finalizar esta seccion tratamos el problema de Dirichlet para H-hipersuperficies.
Este resultado nos garantiza la existencia de numerosos ejemplos de H-hipersuperficies,
los cuales seran de especial importancia en el desarrollo del Capitulo 3. La siguiente pro-
posicién es una consecuencia del Corolario 1 en [Mar], y da condiciones generales para la

existencia de grafos con curvatura media predeterminada en R**1.

Proposicién 1.5.5. Sea Q@ C R" un dominio acotado de reqularidad C*“ y sea ¢ €
C?%(Q), para algin o € (0,1). Consideremos una funcion H € C*(S"), y supongamos que

se satisfacen las siguientes condiciones entre H y §:

1. maxgn |H|" vol(Q2) < wy, donde w,, es el volumen de la bola unidad B™ C R™.

2. Hpo(x) > 25|H(E(x))| Yo € 082, donde & denota el conormal interior a 02 como
vector en S* C R,y Hyq es la curvatura media de la subvariedad O respecto a

la orientacion inducida por .
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Entonces, el problema de Dirichlet

Du (=Du, 1)
— | =nH Zu ) Zu =, Q7
V(m) nH(Z) Jir o " (1.13)

U= en 69,

tiene una tnica solucién u € C**(€).

En el caso en que el dominio {2 sea no acotado, un resultado de existencia para el
problema de Dirichlet (1.13) puede obtenerse como consecuencia de los resultados recientes

desarrollados en [JuLi |.

1.6. Resoluciéon del problema de Bjorling para #-superficies

Esta seccién esta dedicada a la resoluciéon del problema de Bjérling para la clase de
H-superficies en R3. El problema de Bjérling cldsico data de 1844, y se puede enunciar de

la siguiente forma:

Dada una curva regqular y analitica f : I — R3 y una distribucién de planos
orientados 11(s) a lo largo de B(s) con B'(s) C 1(s) para todo s, discutir la
ezistencia de una superficie minima ¥ en R3 tal que B(s) C X y la distribucidn

de planos tangentes de X a lo largo de [(s) viene dada por I1(s).

Este problema, propuesto por el propio Bjorling, fue resuelto por Schwarz [Schw| por
medio de una férmula de representacion integral, usando datos holomorfos. La resolucion
del problema de Bjorling ha servido para estudiar diversas cuestiones en la teoria de su-
perficies minimas: por ejemplo, para estudiar superficies con ciertas simetrias [DHKW],
o para resolver problemas globales [AIMi, GaMil]; véase también [ACG, GaMi2, GaMi3]
y sus referencias para un desarrollo del problema de Cauchy geométrico. El problema de
Bjorling ha sido también estudiado cuando la curvatura media es una constante no nula,
véase [BrDo].

Denotaremos por C¥(S?) a la clase de funciones analiticas reales definidas en la esfera

S?, regularidad que se le pedira a la funcién predeterminada H a lo largo de esta seccién.

Definicién 1.6.1. Sea H € C*(S?). Un par de datos de Bjorling para H-superficies en
R3 es una curva reqular analitica f: I — R3 y un campo de vectores analitico B : I — R3
a lo largo de (s) tal que |B'(s)| — |B(s)| = (8'(s),B(s)) =0, Vs € I.
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Observemos que dada H € C¥(S?), una curva regular y analitica 3(s) y una distribucién
de planos II(s) a lo largo de §(s), obtenemos un par de datos de Bjorling sin més que definir

el campo B(s) = JB'(s); aqui J denota la rotacién de dngulo /2 en cada plano II(s).

Para una funcién H € C*¥(S?) arbitraria, en la familia de H-superficies no disponemos
de una representacion de Weierstrass tal y como ocurre para el caso H = 0, y por tanto no
podremos resolver el problema de Bjorling por medio de una férmula integral explicita. No
obstante, podemos garantizar la existencia y la unicidad de una H-superficie que resuelva

el problema de Bjorling por otros métodos.

Sea ¥ una superficie riemanniana y sea 1 : ¥ — R? una inmersién isométrica de ¥ en

R3. Entonces, es bien conocida la férmula
Astp = 2Hs, (1.14)

donde Ay es el operador de Laplace-Beltrami en X, n es la aplicacién de Gauss de X
y Hy, es la curvatura media de X respecto de 7. Consideremos un parametro conforme
z = s + it para la primera forma fundamental de ¥ definido en un dominio simplemente
conexo {2 C C, y definamos los operadores usuales 0, = (9s — i9;)/2, 0z = (0s + 10;)/2.
Entonces, la métrica inducida en ¥ se escribe como (-,-) = A?|dz|?, donde |dz|> denota
la métrica llana en el dominio simplemente conexo Q y A2 = (9s,0s) = (95, 0;) > 0 es el
factor conforme. Para una coordenada conforme el operador Ay, se escribe como

1 4
A2 A2

aqui Ag denota el Laplaciano en la métrica llana y hemos usado la relacion del operador de

1
Ay = A0 = ﬁ(ass + 0) = —0.3; (1.15)

Laplace-Beltrami entre dos métricas conformes. Por otra parte, se tiene que A\? = 2(1., =)

y la aplicacién de Gauss 7 se escribe respecto de la coordenada z como

2 Ay
i \/<¢z A 1/’2) 7/)2 A 7/)2>

7’]:

2
= s A (1.16)

Supongamos ahora que la inmersién 1 es una H-superficie, para cierta H € C*(S?).

Usando las ecuaciones (1.15) y (1.16), la ecuacién (1.14) se escribe como

Yoz = —1H(N)Y: Nz (1.17)

Si escribimos la inmersién en coordenadas ¥ = (11,19,13), la ecuacién (1.17) se puede
ver como un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. En estas condiciones podemos
resolver el problema de Bjorling para la familia de H-superficies, el cual enunciamos a

continuacion.
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Teorema 1.6.2 (Problema de Bjérling para H-superficies). Sea H € C¥(S?), y sea
B(s), B(s) un par de datos de Bjorling definidos en un intervalo I C R. Entonces, existe
un dominio Q0 C C con I x {0} C Q, y existe una tinica inmersién conforme 1 : @ — R3,

que es solucion del sistema de ecuaciones en derivadas parciales con datos iniciales
sz = —iH

(n)
¥(s,0) = B(s)
Yi(s,0) = B(s)

M. NPz

S

(1.18)

En consecuencia, ¥(X) define una H-superficie en R® que contiene a la curva 3(s) y

tal que el plano tangente Tg(,)X en cada punto B(s) € Y(X) estd generado por los vectores

B'(s), B(s).

Demostracion. El sistema (1.18) dado por la ecuacién en derivadas parciales (1.17) jun-
to a las condiciones iniciales enunciadas forman un sistema de Cauchy-Kovalevskaya de
tipo eliptico, véase [Pet] para una prueba del teorema de Cauchy-Kovalevskaya. En con-
secuencia, existen ¢ > 0 y funciones (1,12, 13) definidas en I x (—4,60) C C tales que son
solucién de (1.17) y ¢ = (¢1,12,3) satisface ¢(s,0) = S(s), ¢¥(s,0) = B(s), Vs € I.
Observemos que se cumple la ecuacién (¢.z,1¢,) = 0, sin més que sustituir 1,z por su
expresién (1.17), y por tanto la funcién (1,,1,) es holomorfa. Por otra parte, usando que
1 satisface las condiciones iniciales descritas, la funcién (1,,1,) evaluada en el eje (s,0)
es igual a |f'(s)|? — |B(s)|? — 2i(B'(s), B(s)). Esta expresién es idénticamente nula por ser
B'(s) y B(s) campos de vectores de igual longitud y que cumplen 3'(s) LB(s), Vs. En estas
condiciones, (1,1,) es una funcién holomorfa idénticamente nula en el eje real, y por el
principio de identidad (v,,1),) es idénticamente nula en I x (=4, ). Esto nos dice que la

aplicacion ¢ : I x (—6,6) — R3 es una aplicacién conforme.

Tenemos que demostrar ahora que la aplicacion v define una inmersién. Esta propiedad
viene dada por la condicién (1., 1z) > 0. Ahora bien, si evaluamos (1, ¥z) en el eje (s,0)
obtenemos 1/4(|3'(s)|? + |B(s)|?) > 0. En consecuencia (1,,15) > 0 en el eje real, y por
tanto existe un conjunto abierto { que contiene a I tal que la aplicacién ¢ :  — R3 es una
inmersién conforme. Por tltimo, al cumplir ¢ la ecuacién (1.17), tenemos que v define una

inmersion conforme de una H-superficie. Esto concluye la prueba del Teorema 1.6.2. [

Por ejemplo, consideremos la funcién analitica H(z) = (x,e3), Vo € S?. Recordemos
que en la Seccién 1.2 mostramos que esta eleccién particular corresponde al caso de los

solitones de traslacién del flujo por curvatura media. Tomando el par de datos de Bjorling
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B(s) = (coss,sins,0) y B(s) = (0,0,1), Vs € R, la superficie generada por el Teorema
1.6.2 corresponde al ejemplo wing-like en la teoria de los solitones de traslacién del flujo
por curvatura media, el cual tiene plano tangente vertical a lo largo de la circunferencia

que corresponde al cuello de dicha superficie. Véase la Figura 1.3.

Figura 1.3: El ejemplo wing-like de los solitones de traslacién del flujo por curvatura media, generado por los

datos de Bjérling H(z) = (z,es3), B(s) = (cos s,sins,0) y B(s) = (0,0,1).

Gracias a la resolucion del problema de Bjorling por medio del Teorema 1.6.2 podemos
garantizar la existencia de numerosos ejemplos de H-superficies para elecciones arbitrarias
de la funcién H € C¥(S?). Como es usual en este contexto, la posibilidad de resolver el
problema de Bjorling para la clase de H-superficies nos motiva a buscar ejemplos no orien-
tables. No obstante, debemos incidir en el hecho de que nuestras H-superficies se suponen
siempre orientadas en virtud de la Definicién 1.1. Por tanto, para plantearnos el estudio de
‘H-superficies no orientables debemos imponer alguna condicién sobre la funcién predeter-
minada H, de manera que la Definicién 1.1 sea independiente de la orientacién escogida.
En este aspecto, la hipdtesis minima que se debe imponer es que H sea antipodalmente
antisimétrica, esto es H(—z) = —H(x) para todo = € S?. Recordemos que esta condicién

ya apareci6 en el enunciado del principio de tangencia en el Corolario 1.1.4.

Volviendo al planteamiento de estudiar ejemplos no orientables, el ejemplo més recu-
rrente son las superficies con la topologia de una banda de Mobius, esto es, superficies con

la topologia de un cuadrado en la que los puntos de dos lados opuestos se identifican de
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forma antipodal. Concretamente, si definimos el cuadrado [0,1]2 = [0,1] x [0,1] C R? y
consideramos los lados verticales {0} x [0, 1] y {1} x [0, 1], entonces definimos la relacién de
equivalencia siguiente: se identifican los puntos (0,z) ~ (1,1 —=z), Vz € [0, 1]. La superficie
definida como el cociente [0, 1]2/ ~ es no orientable, y es conocida como banda de Mébius.
Como observacion, notemos ademas que la funcién predeterminada H = 0, correspondiente
a las superficies minimas, es antipodalmente antisimétrica, y es bien conocida la existencia

de bandas de M&bius minimas, véase [Meel].

La siguiente proposicién para el caso minimo H = 0 fue probada en [Mir].

Proposicién 1.6.3. Sea H € C¥(S?) tal que H(—x) = —H(z), Yz € S?, sea 5(s), B(s) un
par de datos de Bjorling tal que B(s) es T-periddica y B(s) es T-antiperiddico, para cierto
T > 0. Entonces, la H-superficie generada por medio del Teorema 1.6.2 para la eleccion de
estos datos de Bjorling tiene la topologia de una banda de Mdobius, con grupo fundamental

generado por [(s).

Reciprocamente, toda H-banda de Mobius estd generada de este modo.

Demostracion. Sea H € C*(S?), y consideremos una inmersién de una #-banda de M&bius
¥ : M — R3, y sea I' una curva regular, cerrada y analitica de M que genere su grupo

fundamental.

Sea M el recubridor orientable de dos hojas de M, y denotemos por 7 : M= Ma
la proyeccion canodnica. En estas condiciones, M puede ser vista como una superficie de
Riemann M dotada de una involucién antiholomorfa sin puntos fijos, esto es, una aplicacion
I:M — M tal que I(z1) = 2o siy solosi z1 # zo y ademéds m(z1) = 7(22). Notemos que M
es topologicamente un cilindro, y por tanto existe una curva regular I cerrada y analitica
que genera el grupo fundamental de M, definida por la relacién W(f) =T. Por ser I una
curva cerrada, podemos parametrizarla como I'(s) : R — I, donde I'(s) es una curva 27T-

periédica para cierto T' > 0, y ademas satisface I(I'(s)) = I'(s+1T'), Vs € R. En particular,

I'(s) = w(I'(s)) es T-periddica.

Definamos la superficie orientable {/; : M — R? mediante la relacién {/; = Y om.
Entonces, la curva 8(s) = $(I'(s)) es una curva regular y analitica en R3, que ademds
es T-periddica. Por otra parte, si denotamos por II(s) la distribucién de planos tangentes
orientados de ¢ a lo largo de 3(s), se tiene que los planos II(s +T') y TI(s) coinciden, pero
con orientacién opuesta. En estas condiciones, si denotamos por J la rotacién de dngulo
/2 en cada plano orientado, entonces el campo B(s) := Jf3'(s) satisface B(s +T) =

—B(s), Vs € R. Es decir, B(s) es un campo T-antiperiddico.
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Esto nos dice que la H-superficie 1; : M — R3 est4 generada por los datos de Bjorling
B(s), B(s) tal que 5(s) es T-periédica y B(s) es T-antiperiédico, y por tanto toda H-banda

de Mobius se recupera mediante estos datos de Bjorling.

Reciprocamente, sea 3(s) una curva cerrada, analitica y regular en R3. Por ser 3(s)
cerrada en particular se puede parametrizar de modo periédico y por tanto existe T' > 0,
llamado el periodo de 5(s), tal que B(s) = S(s+1T'), Vs € R. En particular, el pardmetro s
estd definido en todo R. Sea B(s) un campo de vectores unitario y analitico lo largo de 'y
que satisface B(s+1') = —B(s), Vs € R, esto es, B(s) es T-antiperiédico. Supongamos que
el par {(s), B(s)} son datos de Bjorling, véase la Definicién 1.6.1. En estas condiciones
podemos resolver el problema de Bjorling para (s), B(s) por medio del Teorema 1.6.2, el
cual asegura la existencia de un abierto 2 C C, el cual contiene al eje real {S(z) =0; z €
C}, y de una inmersién conforme 1 : Q — R3 que define una H-superficie cumpliendo el
sistema (1.18).

Por estar (s, t) definida para todo s € R, la aplicacién ¢*(s, t) := ¥ (s+2T,t) estd bien
definida y satisface la EDP dada por la ecuacién (1.17). Igualmente, se tiene 1*(s,0) =
Y(s+2T,0) = B(s+2T) = B(s) y Ye(s+2T,0) = B(s +21") = B(s), esto es, P(s+ 2T, t)
tiene los mismos datos de Bjorling que la inmersién ¢ (s, t). Por unicidad del Teorema 1.6.2,
las ‘H-superficies dadas por las inmersiones conformes ¢ (s,t) y 9 (s + 27T, t) coinciden. En
particular, el dominio €2 es un dominio 27 -periédico en la direcciéon del eje real, esto
es, 2 = Q4+ (27,0). Esta discusién nos permite afirmar que la aplicacién cociente v :

Q/(2T7Z) — R? est4 bien definida, y genera un cilindro topolégico.

Podemos suponer ademas, haciendo €2 més pequeno si fuese preciso, que €2 es simétrico
con respecto a la conjugacién, es decir Z € Q, Vz € Q. Definamos en el cilindro 2/(27Z)
la aplicacion

I :Q/2TZ) — Q/(2T7Z)
z —  zZ4+T.

Es claro que la aplicacién I no tiene puntos fijos, que es una involucién (esto es, I2(z) =
z, Vz € Q/(2TZ)) y que invierte la orientacién de /(27Z) (viendo ©/(27Z) como super-
ficie de Riemann). En consecuencia, I es una aplicacién antiholomorfa para la estructura
conforme de Q/(277Z), y podemos definir la relacién de equivalencia sobre Q/(277Z) de
la siguiente forma: dos puntos z,w € §2/(27Z) se relacionan si y solo si z = I(w). En
esta situacion, el cilindro Q/(2T7Z) es el recubridor de dos hojas orientable del espacio
(Q/(2TZ),1), con la proyeccién canénica p : Q/(2T7Z) — (Q/(2TZ),I).

Por ser Q/(2T7Z) el recubridor de dos hojas del espacio (2/(2T7Z),I), la aplicacién
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Figura 1.4: Una H-banda de M&bius para la funcién analitica H(z) = (z,e3), con datos de Bjérling 5(s) =
1/2(cos 2s,sin2s,0), B(s) = cos s(cos s,sins,0) + sins(0,0,1), Vs € R.

I determina el cambio de hoja dado por p o I = p. Definamos la aplicacion 121\(3,75) =
(Yo I)(s,t) = (s + T,—t), esto es, {b\ no es mas que la aplicacién v pero definida en
Q/(2TZ) con la orientacién opuesta. De nuevo, es inmediato comprobar que Q/ﬁ\ es solucién
de la EDP (1.17). Ademés, se tiene 1(s,0) = ¢(s + T,0) = B(s + T) = B(s) y (s, 0) =
—¢(s+T,0) = —B(s +T) = B(s), esto es, ¢ y 9 tienen los mismos datos de Bjbrling.
La unicidad del Teorema 1.6.2 nos asegura que las inmersiones (s, ) y ¥(s,t) coinciden
en Q/(277Z). En particular, por ser ¢(z) = (I(z)), Vo € Q/(2TZ), la aplicacién cociente
¥ ¢ (Q(2T7Z),I) — R3 dada por ¥(z) = (¢ o p)(z) para todo z € /(2TZ) estd bien
definida.

Con todo esto, hemos probado que zz define una H-superficie en R? con la topologia
de una banda de Mobius con datos iniciales 3(s), B(s). Esto concluye la prueba de la

Proposicién 1.6.3. ]

Notemos que la funcién H(x) = (x,e3), Vo € S?, la cual genera los solitones de tras-
lacién del flujo por curvatura media, estd en las condiciones de la Proposiciéon 1.6.3, y
por tanto en la familia de los solitones de traslaciéon del flujo por curvatura media existen
ejemplos con la topologia de una banda de M&bius. Véase la Figura 1.4. Tras una busqueda
detallada en la literatura podemos afirmar que estas bandas de Mébius de traslacion son
los primeros ejemplos no orientables construidos en la teoria de los solitones de traslacién
del flujo por curvatura media en R3. En la Figura 1.5 podemos observar un solitén de

traslacién no orientable, construido al hacer girar el vector B(s) 7 veces alrededor de una
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circunferencia f(s) antes de cerrar. En el caso H = 0, este tipo de superficies, homeomorfas
a una banda de Mobius, fueron construidas por primera vez en [Mir]. Cabe destacar igual-
mente el trabajo independiente de Meeks y Weber [MeWe]. Las superficies como las que

aparecen en la Figura 1.4 suelen llamarse “helicoides doblados” (del inglés, bent helicoids).

Figura 1.5: Una H-superficie no orientable con la topologia de una banda de Mdbius para la funcién H(z) =

(z,e3), © € S%. Aqui el vector B(s) da 7 medias vueltas antes de cerrar.

1.7. Un teorema de compacidad

El objetivo de esta seccién es dar un teorema de compacidad para el espacio de las
H-superficies en R? con segunda forma fundamental acotada (equivalentemente, con cur-
vatura de Gauss acotada), el cual serd clave en el estudio global de las H-superficies en
proximos capitulos. El resultado que vamos a probar es una generalizaciéon de un resulta-
do importante en la teorfa de superficies con curvatura media constante en R?, véase la

Seccién 2 en [RST] para un desarrollo global del método usado.

Damos a continuacién un esquema de demostracién de la adaptacién de [RST] a la

familia de H-superficies para el caso en que H es no constante.
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Teorema 1.7.1. Sea (X,), una sucesion de H,-superficies inmersas en R, para alguna
sucesion de funciones H, € C¥S?), k > 1, y tomemos p, € ¥,. Supongamos que se

cumplen las siguientes hipotesis:

1. Eziste una sucesion de numeros positivos r, — oo tales que la sucesion de discos
métricos Dy, = Dy, (pn,Tn) estdn contenidos en el interior de ¥, es decir, que toda

geodésica que emana de p, estd bien definida hasta distancia al menos r,.
2. La sucesion (pn)n — p para algin p € R3.

3. Si denotamos por |os, | la norma de la sequnda forma fundamental de %, eziste
C >0 tal que |oy, ()] < C, Vx € ¥, Yn € N.

4. Hn — H en la topologia C* para cierta H € C*(S?).

Entonces, existe una parcial de la sucesion (X,), que converge uniformemente sobre con-
juntos compactos en la topologia C*+2 a una H-superficie ¥ que es completa, posiblemente

con vartas componentes conexas, y con curvatura acotada, que pasa por el punto p.

Demostracion. Las condiciones i), iii), junto con un resultado general de superficies inmer-
sas en 3-variedades arbitrarias (véase por ejemplo la Proposicién 2.3 en [RST]), aseguran
la existencia de constantes positivas d, 4, que solo dependen de la cota uniforme C' de
las segundas formas fundamentales (y por tanto ni de #H, ni de X,) tales que, para n

suficientemente grande se cumplen:

a) Un entorno abierto de p, en D, C X, es el grafo de una funcién u, definida en el
disco euclideo Ds := D(0, ) de radio 6 en 1), 3y,.

b) La norma C? de la funcién u, en Ds es menor o igual que

Por ser cada X, una H,-superficie, tras un cambio de coordenadas euclideas (z",y", 2™)

en las cuales T}, %, = {2" = 0}, cada u,, es una solucién en Dj de la ecuacién cuasilineal

) Du (=Du,1)
div | =2 ) oM (Z), = 2 1.19
W< D rw) (2. =2 (1.19)

En particular, cada una de las ecuaciones (1.19) se puede expresar como una ecuacién

eliptica

en derivadas parciales lineal y eliptica Lu,, = f,, donde los coeficientes del operador L

tienen una dependencia C* de Du,, y f, tiene una dependencia C* de Du,. Por la
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condicién b) anterior, cada funcién tiene regularidad u, € C%*(Ds) para todo n. Esto
implica que los coeficientes de L estan acotados en la norma C%%(D;). En esta situacién,
la teoria clasica de Schauder (véase el Capitulo 6 de Gilbarg-Trudinger, [GiTu]), asegura
que para todo ¢’ € (0,0) existe una constante C’ independiente de n tal que ||u,|| < C’
en la norma C%%(Dg). En consecuencia, los coeficientes de la ecuacién lineal Lu,, = f,
tienen una acotacién uniforme en la norma C'%%(Dy). Si iteramos este proceso, finalmente

obtendremos la acotacion independente de n,
|[un||cr2.0(D,) < c”, 0<ac<l,

para cierta constante C”. En estas condiciones, podemos aplicar el teorema de Arzela-
Ascoli y deducir por las condiciones 2,4 que una sucesion parcial de la sucesién de funciones

{u,} converge en el disco Dg en la topologia C**2 a una solucién u € C*+2(Dg) de la

) Du (=Du, 1)
div (W) =2H(Z,), Zy = W (1.20)

Esto es, el grafo ¥, definido por la funcién u es una H-superficie en R? que pasa por el

ecuacion

punto p por la forma en que ha sido construida, y con segunda forma fundamental acotada

por C', véase la Figura 1.6.

Figura 1.6: En negro, la obtencién del grafo X,,. En azul, la extensién de la superficie S, alrededor de g.

Consideremos ahora un punto y € Dg/, y sea q € 3, la imagen de y por el grafo u. Por

ser u limite de las funciones u,,, existen ¢, € R? en los grafos definidos por las funciones u,,,
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donde cada ¢, = u,(y), y tal que ¢, — ¢. De nuevo, tras extraer una sucesién convergente
si es necesario de forma que la condicién (i) se cumpla, podemos repetir el proceso anterior,
esta vez con respecto a los puntos g, y ¢. De este modo, obtenemos una H-superficie en
R3, f]u, que extiende a la superficie ¥, en el disco Dg/, véase la parte azul en la Figura
1.6.

Iterando este procedimiento, y tras un proceso diagonal estandar, obtenemos una
‘H-superficie limite >, la cual es completa, pasa por el punto p, y tiene segunda for-
ma fundamental acotada por C. Este proceso limite ha de interpretarse de la siguiente
forma: para cada conjunto compacto K, de X, existe n € N tal que X, se escribe local-
mente como un grafo v,, definido en K. La sucesién de funciones {v,} tiende a cero en la
topologia C**2, indicando que conjuntos compactos de las H-superficies ¥,, convergen al
compacto K. Es importante incidir en que en este proceso limite pueden aparecer mas

componentes conexas. O






Capitulo 2

‘H-hipersuperficies rotacionalmente
simétricas inmersas en R"*!

Este capitulo estd dedicado al estudio de las H-hipersuperficies rotacionales, supuesto que
la funcion H es rotacionalmente simétrica. Probaremos que las H-esferas rotacionales son
estrictamente convexas y construiremos grafos enteros estrictamente converos y ejemplos
de tipo catenoide, para diversas elecciones de la funcion H € C*(S™). Daremos un re-
sultado de clasificacion que generaliza el teorema de Delaunay, bajo la hipdtesis H(zx) =
H(—x) >0, Yz € S™. A lo largo de este capitulo construiremos numerosos ejemplos de H-
hipersuperficies para elecciones muy generales de H € C1(S™), los cuales muestran la gran
diversidad en la clase de las H-hipersuperficies. Finalmente, daremos una descripcion de las

‘H-hipersuperficies rotacionales definidas por una funcion H lineal.

2.1. Analisis del plano de fases

Sea H € C'(S") una funcién rotacionalmente simétrica, esto es,
H(.T) = b(<$,€n+1)>, Vo S Sn7 (21)

para cierta h € C!([~1,1]), y sea ¥ una H-hipersuperficie rotacional inmersa en R"*!

obtenida como la 6rbita de una curva regular, plana y parametrizada por el arco

as) = (2(5),0,...,0,2(s)) : T CR — R"™ | 2(s) >0,
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bajo la accién de las isometrias lineales de R™*! que preservan la orientacién y dejan el
eje Tp+1 fijo punto a punto. Para ahorrar notacién denotaremos por a(s) = (z(s), 2(s)) a
la curva generatriz de 3, omitiendo las n — 1 variables intermedias idénticamente nulas.

Una parametrizacion de la hipersuperficie > viene dada por
U(s,0) = (z(s)6, 2(s)) : I x S*~1 — R, (2.2)

En cada punto «(s) tenemos definida una base ortonormal positivamente orientada {a/(s),
Ja/(s)}; aqui J denota la rotacién positiva de dngulo 7/2 en el plano en el que a(s) estd
contenida, esto es, Jo/(s) = (—2/(s),2'(s)). Sea n : ¥ — S™ la aplicacién de Gauss de X.
Cambiando la orientacién de «(s) si es necesario, podemos suponer que Ja/(s) = Nas)
para todo s en I. En particular, la funcién angulo en cada punto de ¥ viene dada por
la expresién v(i(s,0)) = z/(s). Por ser ¥ una hipersuperficie rotacional, las curvaturas
principales de X son a lo sumo dos distintas, todas independientes de 6, y por tanto solo

dependen del parametro s. Tales curvaturas principales vienen dadas por

k1(8) = ka(s) = 2'(5)2"(s) — 2" (5)2'(s), Ko(s) =+ = Kn(s) = (2.3)

donde k4 denota la curvatura como curva plana de af(s).

Por ser ¥ una H-hipersuperficie, su curvatura media satisface en cada p € ¥ la ecuacion

Hs(p) = H(np) = b((p, ent1)) = b(v(p)), (2.4)

y en consecuencia la ecuacién (2.3) implica que las coordenadas de la curva perfil a(s) de

Z(s)
w(s)

Al estar a(s) parametrizada por el arco sus coordenadas cumplen la relacién a’(s)? +

Y satisfacen

nb(a'(s)) = a'(s)2"(s) — 2"(s)2'(s) + (n = 1)

(2.5)

2'(s)? = 1. Sustituyendo en la ecuacién (2.5) obtenemos que la funcién x(s) es una solucién

de la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden auténoma

1—2'(s)?
(s)

en cada subintervalo J C I donde z/(s) # 0 para todo s € J.

2'(s) =(n—1) —neh(2'(s))\/1 — 2/(s)2, e = signo(2/(s)), (2.6)

Mediante el cambio de variable 2/(s) = y(s), la ecuacién (2.6) se transforma en el

sistema auténomo de primer orden

ORY y(s)
yis) ) 1-y(s)* = F(a(s),y(s)).  (2.7)
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Definimos el plano de fases del sistema (2.7) como la semibanda O, := (0, 00) x (=1, 1),
con coordenadas (x,y) denotando, respectivamente, la distancia al eje de rotacién y la
funcién dangulo de X. Los puntos de equilibrio de (2.7) se definen como los (zg,yp) € O-

tales que F'(xo,y0) = 0. Si eh(0) > 0, existe un unico punto de equilibrio de (2.7) en O;

¢ i= (%o) | (2.8)

Este equilibrio corresponde al caso en el que X se encuentra a distancia constante al eje de

dado por

rotacién, esto es, ¥ es un cilindro circular recto S"((n — 1)/(neh(0))) x R en R**L, con
curvatura media constante h(0). En cualquier otra situacién, no hay puntos de equilibrio
en O.. Las orbitas (z(s),y(s)) constituyen una foliacién de O, (o de ©. — {ep} en el caso
de que eq exista) por curvas C' regulares y propias. En particular, ninguna érbita puede
tener como punto limite ningin (xo,yo) € O, salvo quizas el equilibrio en caso de existir.
Los puntos en O tales que y/(s) = 0 corresponden a la interseccién de O, con el grafo

horizontal (posiblemente disconexo) dado por

(n—1)y/1—y?
nebhly)

el cual estd definido en los puntos y € [—1, 1] tales que h(y) # 0.

r=Te(y) = (2.9)

Notemos que el grafo I'.(y) no toma un valor finito en los posibles ceros de h(y), ya
que b es de clase C!. Para simplificar, denotaremos I'; := ©.N{z = I'.(y)}. Hay que hacer
hincapié en que I'c puede ser vacio; por ejemplo, en el caso h < 0y ¢ = 1. Como «a(s)
estd parametrizada por el arco, los valores s € J donde la curva perfil a(s) de ¥ tiene
curvatura geodésica igual a cero son aquellos donde z”(s) = ¢/(s) = 0, esto es, los puntos

donde (z(s),y(s)) € T..

La curva I'; y el eje y = 0 dividen ©. en componentes conexas donde las funciones
x(s) e y(s) son monétonas, véase la Figura 2.1. En particular, en cada una de estas re-
giones de monotonia la curva perfil a(s) tiene curvatura geodésica con signo constante.

Concretamente, la ecuacién (2.3) implica que en cada punto a(s) se satisface
sign(r1(s)) = sign(—ey/(s)), sign(ki(s)) =¢, i =2,...,n. (2.10)

De igual manera, si expresamos las 6rbitas del sistema (2.7) como grafos de la forma

y = y(z) cuando sea posible (esto es, cuando y # 0) tenemos

l—y2

T

y% =(n-1) —nebh(y)v/1 —y2. (2.11)
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y=yo fro == -
: // 0

Figura 2.1: El plano de fases ©1 para cierta funcién predeterminada f > 0 con h(yo) = 0. El punto eg es el
equilibrio. La curva I'; tiene dos componentes conexas, y existen cinco regiones de monotonia, delimitadas por

I'1 y el eje {y = 0}. Cada flecha indica la direccién de monotonia en cada una de estas regiones.

Por tanto, en cada una de estas regiones de monotonia el signo de yy'(z) es constante. Si

escribimos la expresién yy'(z) como

ﬂ <(n ~DVi-y? — x) = neh(y)@ Te(y) — ), (2.12)

/
x) = ne
yy () = neb(y)~— .
la monotonia local de la érbita de (2.7) pasando por un cierto (zg,y0) € ©. estd deter-
minada por los signos de yg y xo — ['c(yo) (siempre que T'c(yp) exista). A continuacién
detallamos algunas consecuencias triviales, las cuales se deducen directamente a partir de

la ecuacién (2.12) y pueden verse senialadas en las flechas de la Figura 2.1.

Lema 2.1.1. En las condiciones anteriormente expuestas, para cada (xo,yo) € O; tal que

To(yo) existe, las siguientes propiedades se cumplen:

1. Sixg > Te(yo) (resp. xo < T:(yo)) y ademds yo > 0, entonces y(x) es estrictamente

decreciente (resp. creciente) en xg.

2. Sixo>T:(yo) (resp. zo < Te(yo)) y ademds yo < 0, entonces y(x) es estrictamente

creciente (resp. decreciente) en xg.

3. Siyo =0, entonces la orbita pasando por (x9,0) es ortogonal al eje x.

En particular, si (xo,y0) € T'e y ademds yo > 0 (resp. yo < 0), entonces y(x) tiene en

(z0,y0) un mdximo relativo (resp. un minimo relativo).
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Sigamos analizando el comportamiento de las érbitas en el plano de fases. Dada una
orbita v € ©., sabemos que y es una curva propia. En particular, o bien permanece
contenida en O., o bien necesariamente converge a algiin punto borde de O, los cuales
son de la forma (0,y), con |y| < 1,y (z,£1), con & > 0. La siguiente proposicion restringe

los puntos borde a los que puede converger ~.

Proposicion 2.1.2. Ninguna orbita en ©. puede converger a algin punto de la forma
(0,9) con [y < 1.

Demostracion. Argumentando por contradiccién, supongamos que - es una érbita en uno
de los planos de fases O., ¢ = +1, y tal que v — (0,y). Sea a(s) = (z(s),2(s)) la curva
asociada a la 6rbita 7, y sea ¥ la H-hipersuperficie rotacional generada por a(s). Entonces,
(x(sn),2'(sn)) — (0,y) para una sucesién s,, y en particular «(s) se acerca al eje de
rotacién de forma no ortogonal (ya que |y| # 1). Las propiedades de monotonia expuestas
en el Lema 2.1.1 aseguran que una parte de X es un grafo de la forma 11 = u(z1, ..., 2,),
definido en una bola punteada 2 — {0} en R™. Es mads, la funcién curvatura media de X,
vista como una funcién H(x1,...,z,) definida en Q — {0}, se extiende de forma continua a
0, con valor h(y). En estas condiciones es sabido que ¥ se extiende diferenciablemente a la
bola Q, véase por ejemplo [LeRo]. En particular, el normal unitario de ¥ en 0 es vertical,

lo cual es contradictorio con la hipétesis |y| < 1.

En consecuencia, y(s) no puede converger a ningin punto de la forma (0,y) con |y| <

1. O

La Proposicién 2.1.2 limita a los puntos de la forma (zg,+1), con zg > 0, como los
unicos puntos borde de ©. a los cuales puede converger una érbita. El siguiente resultado

afirma que si una Orbita converge a uno de estos puntos, lo hace en tiempo finito.

Proposicién 2.1.3. Daday € O, supongamos que y(s) — (zg, £1) con g > 0. Entonces,
existe sop € R tal que vy(sp) = (xo, £1).

Demostracién. Supongamos que v(s) — (zg,£1), 9 > 0 cuando s — oo, y llegaremos
a una contradiccién. Si este es el caso, para s suficientemente grande, la coordenada z(s)
es mondtona y estd acotada. Por el teorema del valor medio tendrfamos z’(s) — 0. Pero
por otra parte, en vista de la ecuacién (2.7) se tiene que 2'(s) — +1, llegando a una

contradiccidn. O
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Una de las dificultades que nos encontramos en el estudio de las H-hipersuperficies
rotacionales es que no queda claro a partir del sistema (2.7) cémo asegurar la existencia de
solucién al sistema (2.7) con condicién inicial xg = 0, es decir, la existencia de un ejemplo
intersecando el eje de rotacién; en el caso xy = 0 el sistema (2.7) tiene una singularidad y no
podemos aplicar el teorema de unicidad de Cauchy para ecuaciones diferenciales ordinarias.
No obstante, podemos estudiar la existencia de ejemplos de rotacién que intersecan el eje

por medio de la Proposicién 1.5.5.

Lema 2.1.4. Sean H € C'(S") rotacionalmente simétrica y 6 € {—1,1}. Entonces, existe
una unica (salvo traslaciones verticales) H-hipersuperficie ¥ inmersa en R"! que es ro-
tacional con respecto al eje xp11, Y que interseca a este eje ortogonalmente en algun punto

p €%, con normal unitario en p dado por el vector vertical unitario de,41 € R,

Demostracion. La Proposicién 1.5.5 nos permite resolver el problema de Dirichlet (1.13)
para H-grafos orientados hacia arriba en R™*! definidos en una bola suficientemente pe-
quenia 2 C R™, con valor constante en la frontera. Por ser H una funcién rotacionalmente
simétrica, el grafo X solucién al problema de Dirichlet es una H-hipersuperficie rotacional
en R"*! con normal unitario e, 1 en el origen. Como la ecuacién en (1.13) es invariante por
constantes aditivas, la unicidad de X es consecuencia inmediata del principio del méximo.
Este mismo argumento se puede realizar para H-grafos orientados hacia abajo en R"*1, 1o

cual completa la demostracion del Lema 2.1.4. O

En particular, el Lema 2.1.4 tiene la siguiente consecuencia en el plano de fases O..

Corolario 2.1.5. Sean h € CY([-1,1]) y H definida por la ecuacién (2.1). Supongamos
que h(9) # 0 para algin 6 € {—1,1}, y sea e € {—1,1} tal que eh(d) > 0. Entonces, existe
una nica orbita en O, que tiene el punto (0,8) € ©. como punto inicial o final. Tal érbita

no eriste en O_.

Demostracion. Sea ¥ la H-hipersuperficie dada para § por el Lema 2.1.4. Sea a(s) =
(x(s), z(s)) la curva perfil de ¥ definida para s € [0,s9) 0 s € (—sp,0] dependiendo de la
orientacién de «, y supongamos que z(0) = z’(0) = 0, esto es, «(0) se corresponde con
el punto pg de intersecciéon ortogonal de ¥ con el eje de rotacién. Por ser py un punto
umbilical de Y, las curvaturas principales de ¥ en pg coinciden; en particular, tienen el

mismo signo que el valor h(9).

Por la ecuacién (2.3), la curvatura geodésica de a(s) en s = 0 es distinta de cero y por

tanto el signo de 2'(s), denotado como de costumbre ¢, es constante para s suficientemente
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pequeino. De nuevo, la ecuacion (2.3) asegura que €h(d) > 0. Esto implica que «(s) genera
una orbita en el plano de fases ©. con (0,0) como extremo. La unicidad de esta érbita es
consecuencia de la unicidad de ¥ en el Lema 2.1.4. En estas condiciones, estd claro que tal

érbita no puede existir en el plano de fases ©_. debido a la condicién €h(0) > 0. O

El estudio realizado del plano de fases hasta el momento nos permite describir geométri-

camente las H-hipersuperficies rotacionales que son difeomorfas a S”

Teorema 2.1.6. Sea H € C1(S") rotacionalmente simétrica, y sea ¥ una H-hipersuper-
ficie rotacional y difeomorfa a S", inmersa en R" 1. Entonces, ¥ es una esfera estricta-

mente convexa.

Demostracion. Sea a(s) = (x(s), z(s)) la curva perfil de la hipersuperficie ¥. Por la Pro-
posicién 1.3.1, y salvo cambio de la orientacién de 3, podemos suponer que H(z) > 0 para
todo = € S™. Por tanto, la curva I'c :== ©. N {z =T'.(y)} donde I'.(y) estd dada por (2.9)
no existe para ¢ = —1, y para € = 1 se tiene que I' := I'1 es un arco compacto y conexo con
extremos correspondientes a los puntos (0,1) y (0,—1). En esta situacién, tenemos cuatro
regiones abiertas de monotonia A1,..., A4 dividiendo ©1, con monotonia en cada A; dada

por el Lema 2.1.1, y un equilibrio eg; véase la Figura 2.2.

P A o1

e -

Az Ao

Figura 2.2: El plano de fases ©1, mostrando la direccién de monotonia de cada regién A;.

Por el Corolario 2.1.5, existe una 6rbita v en el plano de fases ©1 con el punto (0, 1)
como extremo; tal érbita corresponde a un subconjunto abierto de ¥ que interseca al
eje de rotacion de forma ortogonal en un punto con normal unitario igual a en41. Las
propiedades de monotonia de las regiones A; implican que la curva v estd contenida en Ay
para puntos suficientemente cerca de (0, 1). Aqui es importante destacar que la 6rbita v no

puede intersecar a la curva I'. En efecto, supongamos que existe un cierto sg tal que v(s)
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interseca a I en el punto y(sg). Por una parte, podemos ver la érbita v localmente alrededor
de v(sp) como un grafo vertical y(z). Por otra parte, las propiedades de monotonia implican
que el grafo y(z) tiene en v(sp) un maximo local. En particular, para valores de s menores
que sg y suficientemente cercanos a sg, la érbita «y(s) tendria que tener puntos contenidos
en la region de monotonia Ay, lo cual es contradictorio con el hecho de que 7 se encontraba

contenida en Aj. En consecuencia, v no puede intersecar a la curva I'.

La Proposicion 2.1.2 asegura que la érbita v no puede converger a ningin punto de la
forma (0,y) con y € (—1,1). Como 7 no se puede autointersecar, entonces las propiedades
de monotonia del plano de fases implican que « puede tener tnicamente dos comporta-

mientos:

1. Si v entra en algiin momento a la regién definida por As U A4, entonces ~ giraria
alrededor del equilibrio ey de ©1, convergiendo asintéticamente a él. Pero esto im-
plicarfa que la curva perfil a(s) convergeria asintéticamente a una recta vertical, lo

cual contradiria la compacidad de X. Por tanto, este caso es imposible.

2. Si~y se queda contenida en la regiéon A1 UA5, entonces se puede expresar como un grafo
de la forma z = g(y) > 0, con y € (yo, 1] para algin yo € [—1,1). Por compacidad
de ¥, necesariamente yg = —1. Por tanto, v se puede extender a un grafo compacto

x =g(y) > 0 para y € [—1,1], y tiene otro extremo de la forma (x;,—1) con z; > 0.

Repitiendo el argumento anterior, obtendriamos una segunda érbita o en AjUAy C ©1,
con el punto (0, —1) como extremo, correspondiente a un subconjunto de ¥ que interseca
al eje de rotacién en un punto con normal unitario —e, 1. De nuevo, o puede ser extendida
a un grafo z = t(y) > 0 para y € [—1, 1], con otro extremo de la forma (x2,1) con z3 > 0.
Debido a que v y o no se pueden intersecar en ©1, la Unica posibilidad es que 1 = 0 o
xo = 0. En estas condiciones, la unicidad del Corolario 2.1.5 implica que v = o, que es,
por tanto, una érbita compacta en ©1 que une (0,1) con (0, —1). De nuevo, el Corolario
2.1.5 asegura que no existen tales 6rbitas en el plano de fases ©_; con estos puntos como

extremos. Esto implica que v es la 6rbita que describe a(s).

Debido a que v estd enteramente contenida en A; U Ag, la ecuacién (2.7) implica que
y'(s) < 0 para todo s. Para finalizar, en virtud de la ecuacién (2.10), las curvaturas
principales de > son positivas en cada punto y por tanto X es una esfera estrictamente

convexa en R, OJ
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2.2. 7H-bowls y H-catenoides en R"*!

En esta seccién construiremos ejemplos de H-hipersuperficies rotacionales propiamente
embebidas en R, para elecciones muy generales de funciones rotacionalmente simétricas
H € C'(S"). Como es habitual en este capitulo, denotaremos por h € C*([-1,1]) a la

funcién relacionada con H por medio de la ecuacién (2.1).

En primer lugar, construiremos H-grafos enteros, estrictamente convexos. Estos H-
grafos son una generalizacién del bowl de traslacion que existe en la teoria de solitones de
traslacién del flujo por curvatura media, el cual es igualmente un grafo entero, estricta-

mente convexo. Es por esto que llamaremos a estos ejemplos H-bowls.

Proposicién 2.2.1. Sea h € CY([-1,1]), supongamos que existe yo € [0,1] (resp. yo €
[—1,0]) tal que h(yo) = 0 y sea H definida por b por medio de (2.1). Entonces, existe un

H-grafo entero y rotacional en R™! orientado hacia arriba (resp. orientado hacia abajo).

Es mds, 3 es o bien un hiperplano, o bien un grafo estrictamente convero.

Demostracion. Si h(1) = 0 (resp. h(—1) = 0), podemos tomar como ¥ un hiperplano
horizontal orientado hacia arriba (resp. orientado hacia abajo) en R"*!, y el resultado es

trivial.

Estudiemos primero el caso en el que yy € [0, 1], tomemos yo el mayor de los y € [0, 1]
tales que h(y) = 0, y supongamos que h(1) > 0; los demds casos a considerar, a saber
Hh(1) <0eyp€[—1,0] con h(—1) >0y h(—1) < 0, se prueban de forma similar o tras un

cambio de orientacion.

Por ser h(y) > 0 en el subintervalo (yo, 1] y h(yo) = 0, el grafo horizontal ' := ©1N{zx =
I'1(y)} definido por (2.9) tiene una componente conexa dada por la restriccién de I'i(y) al

subintervalo (yo, 1], y satisface I'1(1) = 0 y I'1(y) — oo si y — yo.

Definimos ahora A C ©1 por A = {(z,y) € ©1 : y > yo}, y sean AT := {(x,y) €
Az >Ti(y)}y A = {(z,y) € A; x < T1(y)}. Estas componentes AT y A~ son las
Unicas componentes conexas de A — I', y tienen a I' como su frontera comiun. Es maés,
AT, A~ son regiones de monotonia de ©1, y en vista del Lema 2.1.1 cada 6rbita y = y(z)

en AT (resp. A7) satisface y/(x) < 0 (resp. ¥/(z) > 0); véase la Figura 2.3.

Sea Y el H-grafo rotacional orientado hacia arriba en R”*! construido en el Lema 2.1.4,
y sea v la 6rbita en ©1 asociada a la curva perfil a(s) = (z(s), 2(s)) de X, la cual tiene

como extremo el punto (0, 1); véase el Corolario 2.1.5. Por las propiedades de monotonia
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y=-1

Figura 2.3: El plano de fases ©1, mostrando las direcciones de monotonia de las regiones A™, A~. En verde, la

curva I'; en rojo, la drbita ~.

explicadas anteriormente, la 6rbita v estd contenida en A* para puntos cercanos a (0,1).
Por las mismas propiedades de monotonia, y aplicando un razonamiento similar al expuesto
en la prueba del Teorema 2.1.6, tenemos que la érbita v no interseca en ningiin punto a la
curva I'y, y por tanto podemos concluir que 7 esté globalmente contenida en la regién A™.
Al ser y una curva propia se puede expresar como un grafo de la forma y = r(z), donde
r € C*([0,00)) satisface r(0) = 1, r(x) > yo y 7'(x) < 0 para todo = > 0.

El principio de comparacién de hipersuperficies por curvatura media implica que r(z) —
1o para x — oo. En particular, la curvatura media de ¥ tiende a cero en infinito. Esto
implica que ¥ es un grafo rotacional y entero en R"*!. Al estar v totalmente contenida en
©1, la ecuacién (2.10) asegura que las curvaturas principales ko, ..., k, de X son positivas
en todo punto. Es més, debido a que v no abandona la regién AT las ecuaciones (2.7) y
(2.10) nos permiten concluir que k; es también positiva en todo punto. Por tanto, ¥ es un

grafo rotacional, entero y estrictamente convexo.

Este argumento finaliza la prueba supuesto que h(1) > 0y yo > 0. Un argumento similar
funciona en el caso h(—1) > 0 e yo < 0. Los dos casos restantes, a saber h(1) <0, yo >0y
h(—1) <0, yo <0, se reducen a los anteriores mediante un cambio de la orientacién. Esto

completa la prueba de la Proposicién 2.2.1. O

El siguiente resultado muestra que existen H-hipersuperficies rotacionales de tipo ca-

tenoide para una gran cantidad de funciones H € C'*(S") rotacionalmente simétricas.

Proposicién 2.2.2. Seah € CY([-1,1]), h < 0 supongamos que h(+1) = 0, y sea H defini-

da a partir de b por medio de la ecuacion (2.1). Entonces, eziste una familia uniparamétri-



2.2 H-bowls y H-catenoides en R"t! 43

Figura 2.4: La curva perfil y el h-bowl en R* para la funcién h(y) = y — 1/2.

ca de H-hipersuperficies rotacionales, propiamente embebidas en R™1, cuya curvatura de
Gauss-Kronecker es estrictamente negativa en todo punto, y difeomorfas a S"~! xR. Cada
elemento de esta familia es un bigrafo sobre R —B"(r), donde B"(r) = {x € R" : |z| < r},

para cierto v > 0.

Demostracion. Sea H la funcién definida a partir de h por medio de la ecuacién (2.1).
Dado z¢ > 0, consideremos el problema de Cauchy asociado al sistema (2.7) con condiciones
iniciales z(0) = x¢,2’(0) = 0. Entonces, existe una curva a(s) = (x(s), z(s)) parametrizada
por su longitud de arco solucién de (2.5), la cual satisface, salvo una traslacién vertical,
a(0) = (z0,0), &/(0) = (0,1). Sea ¥ la H-hipersuperficie en R"*! obtenida al rotar «a(s)
alrededor del eje x,,11. Entonces, la 6rbita v del sistema (2.7) asociada a a(s) pasa a través

de (z0,0) y pertenece al plano de fases ©; alrededor de ese punto; esto es, € = 1 en (2.7).

Por ser h < 0, la curva I'; := ©; N {z = I'1(y)}, donde I';(y) viene dada por (2.9),
no existe. Por tanto, en el plano de fases ©; hay exactamente dos regiones de monotonia,
definidas por los subconjuntos At := ©1:N{y > 0} y A~ := ©;N{y < 0}. Toda drbita vista
como grafo vertical y = y(x) por medio de la ecuacién (2.11) en AT (resp. A™) satisface

y'(z) > 0 (resp. 3/ (z) < 0).

Notemos que la condicién h(41) = 0, junto al hecho de que b tiene regularidad C*
implican que ninguna érbita en ©1 puede tener un punto extremo de la forma (xg,+1)
para algin 2o > 0. En efecto, por ser b de clase C! y anularse en 1, la parte derecha del
sistema (2.7) es una funcién de clase C1. En consecuencia, podemos considerar la extension
del espacio de fases ©; a la semibanda (0, c0) X [—1, 1], donde igualmente se tiene existencia
y unicidad dadas condiciones iniciales de la forma (zg, y0), zo > 0,y0 € [—1,1]. Ahora bien,

la 6rbita dada por o(s) = (xg £ s,£1) es solucién de (2.7) y satisface o(0) = (z¢, +1). La
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H-hipersuperficie asociada a la érbita o(s) es un hiperplano de la forma {x, 11 = ¢; ¢ € R},
con orientacién dada por el vector +e, ;1. En consecuencia, la unicidad del sistema (2.7)

imposibilita que cualquier otra érbita v en ©1 tenga un punto limite de la forma (g, +1).

Las propiedades desarrolladas en el parrafo anterior nos permiten deducir que v se
puede expresar como un grafo horizontal = = r(y) para cierta r € C*([a,b]) con a < 0 < b,
y tal que r(0) = zg, 7’(y) > 0 (resp. '(y) < 0) para todo y € (0,b) (resp. para todo
y € (a,0)), y r(y) — oo si y — {a,b}. Concluimos por la ecuacién (2.11) que esto solo es
posible en nuestra situacién si @ = —1, b = 1. Por tanto, 3 es un bigrafo en R"*! sobre
el dominio 2 := R" — B"(x), difeomorfo a S"~! x R. Esto es, ¥ = ¥ U ¥5 donde ambas
hipersuperficies ¥; son grafos sobre {2 con 9%; = 01, y cada ¥; interseca el hiperplano

{zn+1 = 0} de forma ortogonal a lo largo de 0%;.

En estas condiciones, la ecuacién (2.7) implica que y/(s) > 0 para todo s. Por tanto,
por (2.10) tenemos que en todo p € ¥ las curvaturas principales satisfacen k1 < 0y
Ko = -+ = Ky > 0. En particular, la curvatura de Gauss-Kronecker es negativa en todo

punto. Esto completa la prueba de la Proposicién 2.2.2. O

1.0

0.5

-0.5

-1.0

Figura 2.5: La curva perfil y la grafica de una #-catenoide en R?, para la funcién h(y) = y> — 1.

Estos ejemplos son una generalizacion de las catenoides de la teoria de hipersuperficies
minimas; de hecho, la funcién h = 0 se encuentra en las condiciones de la Proposicién
2.2.2. En este caso, las catenoides tienen una parametrizacion explicita, pero este no es el
caso de las H-catenoides generales construidas en la Proposicién 2.2.2. Es maés, es sabido
que las catenoides minimas tienen altura no acotada respecto del plano sobre el que son
bigrafos, hecho que fue la piedra angular en la demostracion de Hoffman y Meeks de su
célebre teorema del semiespacio [HoMe| para superficies minimas propiamente inmersas en
R3.

El estudio del plano de fases no da un comportamiento asintético explicito de estas
H-catenoides. En particular, la funcién altura de las H-catenoides puede estar acotada o

no, dependiendo de la funcién predeterminada H (ver [Bue6]).
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2.3. Un teorema de clasificaciéon de tipo Delaunay

Un resultado clasico en la teoria de hipersuperficies con curvatura media constante
H > 0 en R"! es el teorema de Delaunay, el cual clasifica las H-hipersuperficies de
rotacién, completas e inmersas en R"! como sigue: una esfera totalmente umbilical Sg, el
cilindro circular recto S*~!((n —1)/(nH)) x R, una familia uniparamétrica de onduloides
propiamente embebidos, y una familia uniparamétrica de nodoides propiamente inmersos,
con autointersecciones. Ambas familias de onduloides y nodoides son invariantes bajo un

grupo discreto de traslaciones paralelas al eje de rotacién en R™+1.

El objetivo de esta seccion es extender la clasificacién dada por el teorema de Delaunay
a las H-hipersuperficies rotacionales en R"*! suponiendo que la funcién H € C*(S") es po-
sitiva, rotacionalmente simétrica y antipodalmente simétrica, esto es, H(zx) = H(—x), Vz €
S™. En términos de la funcién h asociada a H por medio de (2.1), esto implica que
b(y) =b(-y) >0, Vy € [-1,1].

Es necesario mencionar que, a diferencia del caso en que la funciéon H es constante, para
una funcién H en las condiciones anteriores las H-hipersuperficies rotacionales en general
no estan dadas por una férmula integral explicita. De igual forma, si la funcién H no tiene la
simetria H(z) = H(—xz) en S™ este resultado de clasificacién no es cierto. En la Seccién 2.4
daremos ejemplos explicitos de funciones rotacionalmente simétricas H € C*(S"), H > 0,

que no son antipodalmente simétricas y que probaran esta afirmacién.

Teorema 2.3.1. Sea H € C1(S"™) una funcién rotacionalmente simétrica, positiva y tal
que H(x) = H(—z), Yz € S", y sea b la funcion definida por la ecuacion (2.1). Entonces,
toda H-hipersuperficie rotacional alrededor del eje xpy1 es, salvo traslaciones verticales,

uno de los siguientes ejemplos:

1. El cilindro vertical recto Cy = S" 1((n — 1)/(nh(0))) x R, con curvatura media

constante h(0).
2. Una H-esfera estrictamente convexa Sy .
8. Una familia uniparamétrica de H-onduloides Oy propiamente embebidos.

4. Una familia uniparamétrica de H-nodoides Ny propiamente inmersos.

Es mds, cada H-onduloide o H-nodoide es invariante por una traslacion vertical en R+,

es difeomorfo a S"' x R, y estd contenido en un entorno tubular del eje x,.1 en R,
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La imagen de la aplicacion de Gauss de cada H-onduloide omite un entorno abierto de los

polos norte y sur de S™. La imagen de la aplicacion de Gauss de cada H-nodoide es S™.

Demostracion. Sea b la funcién definida en términos de H mediante la ecuacién (2.1). La
condiciéon H(x) = H(—x), Vax € S", se traduce en que la funcién h es par y positiva en
el intervalo [—1,1]. La hipdtesis h(y) = h(—y) > 0 tiene la siguiente consecuencia en el
plano de fases O;: si (x(s),y(s)) es una érbita en O, solucién de (2.7) para b, entonces la
érbita (z(—s), —y(—s)) es también una solucién del sistema (2.7). Geométricamente, esto
significa que las érbitas del plano de fases ©., € = £1 son simétricas con respecto al eje
y = 0. La curva I'; en ©; dada por (2.9) junto al eje y = 0 dividen el plano de fases O
en cuatro regiones de monotonia Ay, ..., A4, todas ellas teniendo al equilibrio eg dado por
(2.8) en su frontera. Por ser h > 0, la curva I'_; en ©_; no existe y por tanto las regiones
de monotonia de ©_; vienen dadas por: AT =0_1N{y >0}y A~ =0_1N{y <0}. La
Figura 2.6 muestra los planos de fases ©1 y ©_1.

K O1 . O_4
/ 1'\_1 1'\1 \ n A+ _J_/'/

o
[=1]

NN Aos 05 A~ ‘

Figura 2.6: Los planos de fases ©1 y ©_; para h(y) = h(—y) > 0.

El analisis de las 6rbitas en ©_; es trivial segin las propiedades de monotonia expuestas
en el Lema 2.1.1. Asi, usando ademads la Proposicién 2.1.2, obtenemos que cualquiera de
estas 6rbitas viene dada por un grafo horizontal z = g(y) de clase C'!, con g(y) = g(—y) > 0
para todo y € (—1,1), y tal que g restringida a [0, 1) es estrictamente creciente. Si el grafo
asociado a cualquier 6rbita cumpliese g(y) — oo para y — 1, la H-hipersuperficie en R"*!
descrita por tal érbita seria un bigrafo simétrico sobre el exterior de una bola abierta
en R™, tal y como ocurria en el caso de las H-catenoides, lo cual contradiria el principio
de comparacién por curvatura media. En efecto, por una parte h es una funcién positiva
definida en un compacto y por tanto alcanza su minimo, el cual es positivo. Pero por otra
parte, podriamos comparar la H-hipersuperficie con una esfera suficientemente grande, la
cual tendra curvatura media constante suficientemente pequefia menor que el minimo de

b, v llegariamos a una contradiccién.
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En consecuencia, por ser las 6rbitas en ©_1 curvas propias y en vista de la Proposicién
2.1.3, toda 6rbita en ©_; tiene dos puntos extremos de la forma (zg, +1) para algin zg > 0.
La H-hipersuperficie correspondiente ¥ _1 en R™*! es un bigrafo simétrico y compacto (con
borde), sobre un dominio Q C R™ de la forma {z € R" : o < |z| < x0}, a > 0, y su borde

viene dado por

Y1 = (S" Nag) x {a}) U (S" ! (zg) x {b}), (2.13)

para ciertos a < b. La coordenada z(s) de la curva perfil a(s) de ¥_1 es estrictamente
decreciente y el normal unitario de X_; a lo largo de 0X_1 N {x,4+1 = a} (resp. a lo largo

de 90X _1 N {x,1+1 = b}) es constante, e igual a e, (resp. igual a —ep41).

Llegados a este punto, es conveniente explicar cémo se extiende la H-hipersuperficie
Y_1 en R*"! y cémo se interpreta este comportamiento en los planos de fases. En el
andlisis previo realizado, sabemos que toda érbita v € ©_; tiene dos puntos extremos de
la forma (zg,+1), y que a(s) se comporta de la siguiente forma: existe sp € R tal que
a(so) = (zo,b), &/(so) = (—1,0), y para s > sp la segunda coordenada de «(s) decrece
hasta llegar a cierto s1 > so tal que a(s1) = (zg,a), a < b, &’(s1) = (1,0). En este punto
se tiene que 2/(s1) = 0y 2/(s1) = 1 y asi, de (2.5), 2”(s1) > 0, es decir 2/(s) > 0 para
s > s1. En consecuencia, la segunda coordenada de la curva a(s) a partir de s; es creciente
y por tanto la érbita del sistema (2.7) asociada a la curva «(s) para s > s; se encuentra

contenida en ©1.

En conclusién, cuando una 6rbita en ©_; alcanza un extremo de la forma (g, +1), tal
orbita “contintia” en el plano de fases ©1, y dicha continuacién se tiene que entender como
hemos expuesto: como la extension de la H-hipersuperficie asociada mediante la resolucién
del problema de Cauchy para H-hipersuperficies rotacionales correspondiente en puntos
con normal unitario e, 1. Esta discusion se aplica de igual forma en el caso en el que la

érbita alcance un extremo de la forma (xg, £1) en ©;.

Una vez descritas las érbitas en el plano de fases ©_1, nos centramos en analizar las
Orbitas en ©1 junto a las H-hipersuperficies asociadas a ellas. Primero, observemos que
el equilibrio eg € ©1 corresponde a una hipersuperficie rotacional a distancia constante
al eje de rotacion, con funcién dngulo idénticamente nula, y por tanto ey define, salvo
traslaciones, el cilindro circular recto con curvatura media constante igual a h(0) paralelo

al eje xp41.

Analicemos ahora la estructura de las érbitas de ©1 alrededor de ey. Por ser h una

funcién par necesariamente se cumple h’(0) = 0, y por tanto el sistema linealizado en e
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asociado al sistema no lineal (2.7) para e =1 es

u ' 0 1 "
( v ) B ( —n?h(0)*/(n—1) 0 > < v ) : (2.14)

La configuracién de las érbitas del sistema (2.14) alrededor del origen son elipses y por
tanto cerradas. La teoria cldsica de sistemas autonomos no lineales asegura que hay dos
configuraciones posibles para el espacio de las érbitas del sistema (2.7) alrededor de ep; o
bien las 6rbitas son curvas cerradas (y por tanto eg tiene una estructura de centro), o bien
giran alrededor de ey de forma espiral. La segunda posibilidad no se puede dar en nuestra
situacion, ya que las érbitas de (2.7) son simétricas respecto al eje y = 0 y ey pertenece
a tal eje. En consecuencia, deducimos que todas las orbitas en ©1 permanecen a distancia

positiva del equilibrio eg, y en particular ninguna orbita puede converger al equilibrio.

Sea S; la H-hipersuperficie rotacional que interseca ortogonalmente el eje x,y1, con
normal unitario e,+1, dada por la Proposicion 2.1.4, y sea v, la orbita correspondiente
descrita en el Corolario 2.1.5. Es claro que v4 es una 6rbita que tiene al punto (0,1)
como extremo, y que para puntos cercanos a (0, 1) se encuentra en la regiéon de monotonia
A1. Por una parte, 74+ no puede converger a ey como consecuencia de lo expuesto en el
parrafo anterior. Por otra parte, 74+ no puede permanecer en todo momento en Ap, ya
que contradiria el principio de comparaciéon por curvatura media. En esta situacion, v
necesariamente ha de intersecar el eje y = 0 de forma ortogonal en cierto (zg,0) # eg, con
xg > 0.

Por simetria de la funcién b podemos definir la érbita v_(s) = (z(—s), —y(—s)) € O,
la cual tiene como punto extremo (0, —1). Por unicidad del problema de Cauchy, v_ es la
orbita correspondiente a la h-hipersuperficie S_ dada por la Proposicion 2.1.4 que interseca
ortogonalmente el eje x, 11 con normal unitario —e,11. En particular, las 6rbitas vy y ~v—

se intersecan de forma tangente en el punto (xo,0).

Como las Orbitas 7+ y y— se juntan en el punto (xg,0), la unién vy := v; U2 es una
érbita del sistema (2.7), la cual es un arco compacto que une los puntos (0,1) y (0,—1), y
estd contenida en A; U As. Sea 3 la ‘H-hipersuperficie generada por ~g. Por ser g un arco
compacto uniendo los puntos (0,1) y (0,—1), ¥ es una H-hipersuperficie rotacional que
interseca el eje de revoluciéon en dos puntos y con funcién altura estrictamente creciente,
esto es, X es difeomorfa a S™. Por estar =y contenida en la regién A; U As, la ecuacion
(2.10) implica que las curvaturas principales son estrictamente positivas, esto es, ¥ es una

‘H-esfera estrictamente convexa; véase la Figura 2.7. Denotaremos a esta H-esfera por Sy.
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Figura 2.7: A la izquierda, el plano de fases ©1 y el comportamiento en cada regién de monotonia para la
eleccién h(y) = 1 + y? para superficies en R®. La érbita o, en rojo, corresponde a la H-esfera estrictamente

convexa Sy, en R3. A la derecha, la esfera S, en R®. La curva verde representa la curva I'y en O;.

La érbita vy de Sy separa ©1 en dos componentes conexas: una conteniendo el equilibrio
eo a la que denotaremos por Wy, y la otra donde la coordenada x > 0 es no acotada y
que denotaremos por Ws,. Toda érbita de ©1 estd contenida en una de estas dos regiones
abiertas. Por simetria y las propiedades de monotonia, y el hecho de que la curva ~g
es la tnica drbita en ©; con un extremo de la forma (0,%1), es claro que toda érbita
contenida en Wy, es un grafo horizontal x = g¢(y) simétrico respecto del eje y = 0 y
con g(—1) = ¢g(1) = x; para cierto x; > 0. Por tanto, la funcién g(y) es estrictamente
creciente en el intervalo [—1,0] y estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1]. Sea ¥;
la H-hipersuperficie rotacional en R"™! asociada a tal érbita, y sea a = (z(s), z(s)) su
curva perfil. Por ser £ = 1 tenemos que la coordenada z(s) satisface z’(s) > 0. Aplicando
argumentos similares a los usados en el estudio del plano de fases ©_1, concluimos que la
hipersuperficie ¥ es un bigrafo en R**!, simétrico con respecto a algtin dominio de R" de
la forma {x € R" : x; < |z| <}, y con borde dado por

0% = (S" zy) x {eH) U (S" L (zy) x {d}), (2.15)

para ciertos ¢ < d. En esta situacién, el normal unitario a ¥ a lo largo de 0¥ N{xy41 = ¢}

(resp. a lo largo de 0X1 N {41 = d}) es eny1 (resp. —epy1).

En consecuencia, por la unicidad de la solucién del problema de Cauchy para H-
hipersuperficies rotacionales en R**!, podemos deducir que dado z; > 0 tanto ¥; como
>._1 se pueden pegar de forma diferenciable a lo largo de sus fronteras, donde los nor-

males unitarios coinciden, para formar una H-hipersuperficie mayor. Esto es porque las
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Figura 2.8: A la izquierda, el plano de fases ©; para la funcién h(y) = 1 + 4. La curva verde corresponde a
la curva I'1, y la curva roja es la 6rbita o de la H-esfera estrictamente convexa. La curva negra es la drbita
correspondiente a la pieza del H-nodoide donde 2’ > 0, y por tanto pertenece a ©1. La curva azul es la érbita
del h-nodoide en ©_1. Notemos que la érbita azul puede intersecar otras curvas sin llegar a contradiccién, ya
que esta curva pertenece a otro plano de fases distinto. A la derecha, una imagen de un trozo compacto del

‘H-nodoide en R3.

H-hipersuperficies ¥ y Y_; estdn definidas salvo traslaciones verticales en R"!, y por
tanto podemos trasladar las soluciones hasta hacer que sus fronteras coincidan, esto es,
hacer que a = ¢ 0 b =d (y por tanto, en la frontera ¥; y ¥_1 tienen los mismos datos de
Cauchy).

Iterando este proceso obtenemos una H-hipersuperficie rotacional y propia, no embe-
bida en R"*!, difeomorfa a S"~! x R e invariante por un grupo discreto de traslaciones
verticales. Este proceso demuestra la existencia de la familia de los H-nodoides Ny en

R+ véase la Figura 2.8.

Para finalizar la prueba del Teorema 2.3.1, consideremos una érbita v de ©1 contenida
en el interior de la region Wy y sea X la H-hipersuperficie asociada a ~. Recordemos
que previamente probamos que 7 se encuentra a una distancia positiva de eg. Por ser ~
una curva simétrica con respecto del eje y = 0, teniendo en cuenta las propiedades de

monotonia de ©; solo dos posibilidades se pueden dar en el comportamiento global de ~:

1. v es una curva cerrada conteniendo a eg en su regién interior, o

2. 7y es un arco propio en 07 con dos extremos limite de la forma (0,y1), (0,y2), con
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Figura 2.9: A la izquierda, el plano de fases ©; para la funcién h(y) = 1 + y>. La curva verde corresponde,
como es usual, a I'1, y la curva roja a la érbita o de la H-esfera estrictamente convexa Sy. La curva negra es

la 6rbita de un H-onduloide en R3. A la derecha, una imagen de un #H-onduloide en R3.

—1<yp <0<y <1

Notemos que la segunda posibilidad no puede darse, como consecuencia de nuevo de la
Proposicion 2.1.2. Como consecuencia, deducimos que toda orbita «y contenida en la region
W)y es una curva cerrada que contiene el equilibrio ey en su regién interior. Esto implica
que la curva perfil a(s) = (x(s), z(s)) de X estd definida para todo valor del parametro
s. Como 7 esta enteramente contenida en W, se tiene que € = 1 en todo momento y por
tanto z'(s) > 0 para todo s. Al ser v una curva cerrada sus coordenadas son periddicas
y en consecuencia z(s) es periédica. Estas propiedades implican que ¥ es un H-onduloide
Oy, con todas las propiedades mencionadas en el enunciado del teorema, véase la Figura
2.9.

Antes de concluir la prueba del teorema, es interesante mencionar que la familia de
H-onduloides, para H en las condiciones del Teorema 2.3.1, es una familia uniparamétrica
continua. Esta familia viene parametrizada por la distancia al eje de rotacion que alcanzan
los H-onduloides, tal y como ocurre en el caso H = cte. Cuando el pardmetro tiende a cero,
los H-onduloides convergen a una familia de H-esferas Sy tangentes (con singularidad en
los puntos de tangencia); por otra parte, si el pardmetro converge al punto de equilibrio

ep entonces los H-onduloides convergen al cilindro Cy. O
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Observacién 2.3.2. Si la funcion H es de clase C? en S"™ y satisface H(x) = H(—x) >
0, Yz € S, el teorema de Guan-Guan 1.4.5 asequra la existencia de una H-esfera Sy es-
trictamente convexa en R" 1. Tal H-esfera es rotacional si H es rotacionalmente simétrica,
ya que podemos aplicar el método de reflexion de Alexandrov respecto de cualquier hiper-

plano vertical.

En el Teorema 2.3.1 hemos probado la existencia de H-esferas estrictamente convezras
en R™ cuando H es de clase C' y satisface H(z) = H(—z) > 0, Yz € S, pero con
la hipdtesis adicional de ser rotacionalmente simétrica, extendiendo el teorema de Guan-
Guan 1.4.5. En el caso particular en el que el espacio ambiente es R3, el Teorema 1.4.}

asequra que Sy es la tinica H-esfera topoldgica inmersa en R3.

Las ideas desarrolladas en la prueba del Teorema 2.3.1 pueden ser usadas para clasificar
las H-hipersuperficies rotacionales para otros tipos de funciones rotacionalmente simétricas
H € CHSM).

Por ejemplo, supongamos que H € C!(S") es rotacionalmente simétrica y tal que
H(x) = H(—z) >0 Ve € S" — {pn,ps}, H(pn) = H(ps) =0, donde py, ps son los polos
norte y sur de S”, respectivamente, y sea b € C1([—1, 1]) la funcién definida por  mediante
la ecuacién (2.1). En esta situacién, podemos probar usando las ideas desarrolladas hasta el
momento que existen exactamente cuatro tipos de H-hipersuperficies rotacionales inmersas
en R™"!: hiperplanos horizontales, el cilindro vertical Cy = S™((n — 1)/(nh(0))) x R, una
familia uniparamétrica de H-catenoides definidas como las de la Proposicién 2.2.2 (con
la orientacién opuesta) y una familia uniparamétrica de H-onduloides. En esta situacién,
los H-onduloides varian entre el cilindro Cy y un doble recubrimiento de hiperplanos

horizontales menos un punto, todos unidos a través del eje z,41. Véase la Figura 2.10.

2.4. Ejemplos que no existen para 7 constante

Los resultados obtenidos en las Secciones 2.2 y 2.3 muestran la existencia, entre otras,
de los siguientes tipos de H-hipersuperficies rotacionales inmersas en R"*! para diferentes
elecciones de funciones rotacionalmente simétricas H € C1(S™): planos, cilindros, bowls,
catenoides, esferas estrictamente convexas, onduloides y nodoides. Salvo los bowls, que
son caracteristicos de la teoria de los solitones de traslacién del flujo por curvatura media,
estos ejemplos aparecen de igual forma en la teoria de hipersuperficies con curvatura media
constante (cero o positiva). De esta forma, podriamos pensar que las H-hipersuperficies se

comportan de forma muy similar a las hipersuperficies con curvatura media constante.
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Figura 2.10: La curva perfil e imagen de un H-onduloide en R® para la funcién h(y) = 1 — 3°.

Esta seccion estd dedicada a probar que la intuicién del parrafo anterior dista mucho de
la realidad, construyendo numerosos ejemplos de H-hipersuperficies en R"*! con compor-
tamientos muy distintos a los previamente estudiados. Para concretar, el espacio ambiente
de trabajo serd R3, pero es facil convencerse de que los resultados obtenidos pueden ser

generalizados a dimensién arbitraria de igual forma.

Consideraremos pues funciones h € C*°([—1, 1]), las cuales definen funciones rotacional-
mente simétricas H € C°°(S?) por medio de la ecuacién (2.1). De este modo construiremos
H-superficies rotacionales inmersas en R® y estudiaremos sus propiedades con la ayuda del

plano de fases.

1.0 1.0
0.5 0.5
2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.‘2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 2.11: Los planos de fases ©1 y ©_1 a la izquierda y a la derecha, respectivamente, correspondientes a la

eleccién h(y) =y + 2.

Supongamos en primer lugar que X interseca el eje de rotacién. Por la Proposicion

2.1.2, tal interseccién ha de ser ortogonal. Si § es una funcién positiva y par, el Teorema
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2.3.1 implica que ¥ es una esfera estrictamente convexa. Sin embargo, dada h > 0 no par

la situacion genérica es muy distinta.

Lo que generalmente ocurre es que una de las érbitas que arrancan desde el punto
(0, £1) en el plano de fases ©1 converge asintéticamente al equilibrio, bien de forma directa
o bien girando alrededor de él; notemos que tal equilibrio existe en ©1 por ser h > 0. En

la Figura 2.11 esta érbita estd representada en color rojo.

En este caso, la superficie obtenida es un disco rotacional, propiamente embebido en
R3, que interseca el eje de rotacién de forma ortogonal, y que se encuentra contenida en

un entorno tubular del cilindro con curvatura media constante h(0), véase la Figura 2.12.

Figura 2.12: La curva perfil e imagen de la H-superficie rotacional en R?® para la funcién h(y) = y + 2, con
normal unitario en el punto de interseccién con el eje e3. En este caso la érbita converge asintéticamente al

equilibrio e girando alrededor de él.

La otra 6rbita que arranca desde el punto opuesto (0, F1), representada en color naranja
en la Figura 2.11, abandona el plano de fases ©; en tiempo finito intersecando la semirrecta
{y = £1}. Estos puntos corresponden a puntos de ¥ con plano tangente horizontal, y, de
nuevo, usando (2.5) como en la demostracién del Teorema 2.3.1, la 6rbita correspondiente
tiene que entrar en el plano de fases ©_1, representada en color azul en la Figura 2.11. En
esta situacién, obtenemos un disco rotacional, propiamente inmerso en R3, el cual tiene

distancia no acotada al eje de rotacién, véase la Figura 2.13.

Otra posibilidad que puede darse es que la 6rbita en ©; que empieza desde el punto
(0, £1) converja al equilibrio ey € O directamente, sin girar alrededor de él. Las propieda-
des de monotonia de ©1 aseguran que esta configuraciéon nos da un grafo completo, estric-

tamente convexo, con distancia al eje de rotacién acotada superiormente por 1/(26(0)) y
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Figura 2.13: La curva perfil e imagen de la H-superficie rotacional en R?® para la funcién h(y) = y + 2, con

normal unitario —es en el punto de interseccién con el eje de rotacién.

que converge asintéticamente al cilindro con curvatura media constante h(0). Un caso con-
creto de esta situacién viene dada por el grafo de la curva en R? a(s) = (s,0, — log cos s),
con s € [0,7/2). La curva «a(s) es la que genera el cilindro grim reaper en la teoria de los

solitones de traslacién del flujo por curvatura media en R?, véase la Figura 2.14.

Figura 2.14: El H-grafo rotacional estrictamente convexo en R? asintético al cilindro de radio 7/2, con curvatura

media predeterminada dada por (2.16).

Es trivial comprobar que a(s) es una curva estrictamente convexa, asintdtica a la recta
vertical {x = 7/2}. Denotando por ¥ a la superficie de rotacién alrededor del eje x3
generada por «(s), un célculo directo muestra que la funcién dngulo de 3 en cada punto
viene dada por v(s) = coss, y su curvatura media Hy, constante en cada paralelo, se
escribe en funcién de v como sigue: Hx(a(s)) = ho(v(s)), donde b, € C1([0,1]) tiene la
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expresion

ba(y) =y + V- (2.16)

arccosy

Por ser b, > 0 para todo y € [0,1], podemos extender b, a una funcién positiva de clase
C! en el intervalo [—1,1]. Por tanto, para la funcién predeterminada H, € S? definida
mediante h por medio de la ecuacién (2.1), obtenemos la existencia de una H,-superficie
rotacional, estrictamente convexa, con la topologia de un disco, que es asintética al cilindro

vertical de radio 7/2.

Observemos que todas estas H-superficies se caracterizan por ser simplemente conexas
y propias. Ademads, intuitivamente cada H-superficie anteriormente expuesta diverge al
infinito de R? en una sola direccion en la superficie; en la Seccién 3.4 formalizaremos estos
conceptos topologicos. Estas H-superficies no pueden existir en la teoria de las superficies
con curvatura media constante inmersas en R?, y suponen la motivacién para el desarrollo
del Capitulo 3.

Centrémonos ahora en el caso en el que la H-superficie no interseca el eje de rotacion.
Sea h € C1([~1,1]) satisfaciendo h(0) = 0, con h(y) < 0 (resp. h(y) > 0) si y < 0 (resp.
y > 0). Notemos que los solitones de traslacién del flujo por curvatura media estan incluidos
en esta familia, tomando la funcién particular h(y) =y, Vy € [—1, 1]. Por tanto, el grafo
horizontal I' (y) definido en (2.9), es una curva que aparece en ©1 con extremo el punto
(0,1), y tal que I'1(y) — oo si y — 0. En particular, la curva I'; (y) divide el semiespacio
{y > 0} de ©1 en dos componentes conexas, las cuales son regiones de monotonia, y junto al
semiespacio {y < 0} conforman las regiones de monotonia de ©;. Las mismas propiedades
descritas se trasladan al plano de fases ©_;1 para el grafo horizontal I'_1(y), el cual estd
contenido en {y < 0} y lo divide en dos regiones de monotonia, las cuales junto a {y > 0}

forman las regiones de monotonia de ©_;. Véase la Figura 2.15.

Sea ¥ la H-superficie rotacional en R? generada al rotar una curva parametrizada por
el arco a(s) = (z(s),0, z(s)), con condiciones iniciales x(0) = xo > 0, 2/(0) = 1. Por ser
2'(0) > 0, la 6rbita correspondiente a «(s) pertenece al plano de fases ©1 para valores
del pardametro s suficientemente préximos a cero, es decir € = 1 en (2.7). Para s > 0
suficientemente pequeno la érbita v se encuentra contenida en la componente A, y por
tanto 3/(s) > 0 en esta regién hasta que v interseca I'; en un instante so > 0 donde y(s)
alcanza un maximo. Tras este instante la orbita « permanece en la componente Af, donde

converge al eje {y = 0}. Esta componente de 7 estd pintada en rojo en la Figura 2.15.

Esta componente de la superficie ¥ es un grafo con la topologia de un anillo S x [0, 00),
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Figura 2.15: Los planos de fases ©1 y ©_1, y sus respectivas regiones de monotonia, para la funcién h(y) =

y(y +2).

cuyo borde es precisamente la circunferencia de radio xq. Tal grafo es céncavo en el intervalo
[0, sp] y para s > sq la parte de 3 obtenida al rotar «(s) es un grafo estrictamente convexo.

Véase la parte roja de la Figura 2.16.

Figura 2.16: La curva perfil e imagen de la H-superficie de rotacién en R? para la funcién h(y) = y(y + 2).

Volvamos al instante s = 0. Decreciendo s, la érbita de ¥, la cual pintamos ahora en
naranja en la Figura 2.15, estd contenida en la componente ©] := {(z,y) € ©1; y < 0}
hasta llegar a un punto limite de la forma v(sg) = (21, —1), para cierto so < 0, con x1 > xg.
En este punto a(s) tiene tangente horizontal, y por tanto los puntos de ¥ tienen plano
tangente horizontal en tal circunferencia. Por ser h(—1) < 0, y en vista de la Ecuacién (2.5),
la coordenada z(s) de a(s) cumple 2”(sg) > 0, y en consecuencia z(s) es decreciente para

s < sg. Por tanto, si hacemos decrecer s desde s, la érbita (s) se encuentra contenida en
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el plano de fases ©_;, comienza desde el punto (z1,—1) y esta contenida en A~,. En esta
ocasién las propiedades de monotonia implican que 7 estd contenida enteramente en A~
y converge al eje {y = 0} de ©_;. Argumentos similares nos permiten asegurar que esta
segunda componente es un anillo S' x [0,00), el cual es un grafo estrictamente convexo

sobre R? — B?(z1). Véase la Figura 2.16, la parte naranja.

Ambos anillos rojo y naranja tienen el mismo normal unitario en sus bordes, y por la
unicidad del problema de Cauchy para H-superficies rotacionales estos anillos se pueden
pegar de forma diferenciable, obteniendo una superficie propia X que tiene la topologia de
un disco punteado y con dos finales con altura tendiendo a infinito. Llamaremos a estas
superficies H-catenoides wing-like en analogia con los ejemplos wing-like que aparecen en
la teoria de los solitones de traslacién del flujo por curvatura media, los cuales son un caso

particular de esta familia de H-superficies.

Como ultimo tipo de ejemplos de esta seccién, consideremos esta vez una funcién
h € CY([-1,1]) tal que h(y) > 0 si y # 0, y ademds h(0) = 0, y sea H definida a partir
de h por medio de la ecuacién (2.1). Fijemos xg > 0, consideremos la érbita v (s) tal que
Y.(0) = (20,0) € O, y sea X.(xg) la H-superficie generada a partir de y(s). Si e = 1, el
grafo horizontal I';(y) en ©; tiene como extremos los puntos (0, £1) y tiene una asintota
en {y = 0}. Véase la Figura 2.17.
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Figura 2.17: El plano de fases ©1 para la funcién h(y) = v*(y + 2).

Estudiando el plano de fases de forma similar a los casos anteriores obtenemos la
existencia de una familia uniparamétrica de H-anillos propiamente embebidos con dos
finales, y tal que ningin ejemplo de esa familia estd cilindricamente acotado. Ambos finales
son grafos sobre un plano horizontal y se unen en la circunferencia contenida en cada H-
anillo de menor radio, esto es, por el cuello. Estas superficies satisfacen que ningin ejemplo

esta cilindricamente acotado, y que cada final tiene altura no acotada con respecto al plano
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horizontal sobre el que es un bigrafo. Véase la Figura 2.18.

05 1 15 20 25 3.0

Figura 2.18: Perfil de la curva e imagen del #H-anillo propiamente embebido en R* para la funcién h(y) =

y2(y + 2). La érbita que define este ejemplo estd estrictamente contenida en el plano de fases ©;.

Sie = —1, el grafo I'_1 no existe en ©_;. Un anélisis similar del plano de fases ©_; nos
permite concluir que en esta ocasion los elementos de la familia uniparamétrica obtenida
no estan embebidos, ya que la coordenada z(s) de la curva generatriz no es mondtona.
Omitimos los detalles del estudio del plano de fases, ya que es totalmente similar al del

ejemplo anterior. En la Figura 2.19 observamos el ejemplo que aparece en este caso.

2.5. Descripcion de las H-hipersuperficies con H lineal

La ultima seccién de este capitulo estd dedicada a describir globalmente las H-hipersu-
perficies rotacionales con H de la forma H(z) = a(z,v)+b, donde a,b € R, a # 0y v € S"™.
Debemos mencionar que una descripcion similar fue obtenida de forma independiente por
Lépez en [Lop] para el caso en el que el espacio ambiente es R3. Recordemos que esta clase
de H-hipersuperficies se definié previamente en la Seccién 1.2, donde probamos que son
solucion de un flujo geométrico que generaliza al flujo por curvatura media usual. Es més,
estas superficies tienen curvatura media con peso constante igual a nb en el espacio con
densidad (R**1, ene(@v)),

Como ya analizamos en la Seccién 1.2, podemos suponer sin perder generalidad que
a = 1 tras aplicar si es necesario una homotecia de factor 1/a. De igual forma, tras un

cambio de coordenadas euclideas podemos suponer que el vector v viene dado por v = en41,
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Figura 2.19: Perfil de la curva e imagen del #H-anillo propiamente inmerso en R? para la funcién h(y) = y*(y+2).

La érbita que define este ejemplo existe en los planos de fases ©; y ©_;.

y por tanto H tiene la forma H(x) = (x, ep+1)+b. Es mas, podemos suponer también b # 0,
ya que el caso b = 0 genera la clase de los solitones de traslacion del flujo por curvatura
media y sus ejemplos rotacionales estan totalmente clasificados como bowls y ejemplos
wing-like [CSS].

El primer resultado concierne la no existencia de H-hipersuperficies compactas, sin
borde, en R*+1,

Proposicién 1. Sea H € CY(S") una funcién lineal. Entonces, no existen H-hipersuper-

ficies compactas, sin borde, inmersa en R™ 1,

Demostracion. La prueba se hard por reduccién al absurdo. Sea ¥ una H-hipersuperficie
compacta, sin borde, inmersa en R"*!. Es sabido que la funcién altura h : ¥ — R,
h(p1,..c;Pn+1) = Pn+1, Vp € X satisface la EDP eliptica Agh = nHx(n,en+1), donde
Ay denota el operador de Laplace-Beltrami en X, n : 3 — S™ es la aplicacién de Gauss
de X y (n,ent+1) = v es la funcién dngulo. Por ser ¥ una H-hipersuperficie, tenemos que

Hs, = v + b. Integrando en X y aplicando el teorema de la divergencia, tenemos

0= / AgthE = / nHE<ﬁ,6n+1>dVE = n/(u2 +bV)dVE.
b)) P %

Por una parte, es sabido que por ser ¥ compacta y sin borde, la integral fz v es idénti-

camente nula. Por otra parte, en vista de la ecuaciéon anterior, la integral fz v? se anula
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igualmente, y por tanto v = 0 en X. Esto nos dice que Y estd contenida en una hipersu-
perfice de la forma M"! x R, con M™ ' C R, lo cual contradice la compacidad de ¥ y

el resultado estéd probado. O

Con la certeza de la no existencia de ejemplos compactos, sin borde, en esta clase de
H-hipersuperficies inmersas en R"*!, nos disponemos a dar una descripcién global de sus

elementos rotacionales.

Sea h € C*°([—1,1]) la funcién definida por H por medio de la ecuacién (2.1). Entonces,
h(y) = y + b. Para simplificar el estudio distinguiremos entre los casos |b| > 1,0 =1y
0 < |b| < 1. Primero, notemos que podemos suponer sin perder generalidad que b > 0 ya

que el caso b < 0 se reduce a b > 0 tras un cambio en la orientacion de la superficie.
Caso b > 1.

Este caso ha aparecido en esta seccién para el caso particular h(y) = y + 2, en la
Figura 2.11. En general tomar un b > 1 genérico no cambia el comportamiento global
de las érbitas en el plano de fases correspondiente, y por tanto toda H-hipersuperficie
rotacional con h(y) = y + b tiene planos de fases similares a los mostrados en la Figura

2.11; véase la Figura 2.20, izquierda.

Por ser h > 0, la curva I'; dada por la interseccién del grafo horizontal definido en (2.9)
con ©7 es un arco compacto que une los puntos (0,+1), y la curva I'_; en ©_; no existe.
Para esta funcién b existe un H-cilindro de radio (n — 1)/(nh(0)) y con curvatura media
constante b. En esta situacion, existen dos ejemplos distintos que intersecan al eje; uno
orientado hacia arriba (Figura 2.12), el cual se encuentra propiamente embebido y converge
al H-cilindro, y otro orientado hacia abajo (Figura 2.13) propiamente inmerso con distancia
no acotada al eje de rotacién. Por otro lado, toda H-hipersuperficie rotacional que no toca
el eje es difeomorfa a S™ — {p1,p2}, p1,p2 € S, es propiamente inmersa y tiene dos finales:
uno embebido fuera de un compacto y cilindricamente acotado, con un comportamiento
similar al ejemplo mostrado en la Figura 2.12; y otro con autointersecciones y con distancia
al eje de rotacion no acotada, con un comportamiento similar al ejemplo mostrado en
la Figura 2.13. En la Figura 2.20 derecha, observamos un ejemplo de una H-superficie

rotacional en R? para la funcién h(y) =y + 2.
Caso b=1.

Supongamos que h(y) = y + 1. En esta situacion, b es una funcién no negativa que se
anula en y = —1. En particular, los hiperplanos horizontales con la orientaciéon dada por

—en+1 son H-hipersuperficies para esta eleccion de . Por ser h > 0, la curva I'_1 no existe
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Figura 2.20: plano de fases ©; e imagen del H-anillo propiamente inmerso en R? para la funcién h(y) =y + 2.

La parte azul corresponde a la érbita en O_;.

en ©_1, y I'; en ©1 es un arco con extremo el punto (0,1) y con una asintota horizontal

en la semirrecta {y = —1}; véase la Figura 2.21.
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Figura 2.21: Los planos de fases para la funcién h(y) =y + 1.

Ya que h(1) > 0, el Corolario 2.1.5 asegura que existe una 6rbita v; con extremo el
punto (0, 1). Esta érbita genera una H-hipersuperficie ¥; que interseca de forma ortogonal
el eje x,41, y cuya aplicacion de Gauss toma el valor e,+; en el punto de interseccién.
Notemos que ninguna o6rbita en ©7 o ©_; puede tener como extremo un punto en la
semirrecta {y = —1}, debido a la unicidad del problema de Cauchy; la curva (s, —1), s >0
es solucién de la ecuacién (2.5) para h(y) = y + 1, y esta curva genera un hiperplano
horizontal orientado hacia abajo. En consecuencia, y teniendo en cuenta las propiedades
de monotonia de ©1, la 6rbita ; converge asintoticamente al equilibrio eg. Por tanto, >y

es un disco propiamente embebido que converge asintéticamente al cilindro con curvatura
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media constante h(0).

En general, dado xg > 0 sea v(s) la érbita en O tal que v(0) = (x9,0) y sea X
la. H-hipersuperficie generada por ~. Para s > 0, las propiedades de monotonia de ©;
aseguran que -y converge asintoticamente al equilibrio eg, véase la Figura 2.21 izquierda.
Como « no puede intersecar a la érbita 1, ya que contradiria la unicidad del problema de

Cauchy, para s < 0 la 6rbita v(s) no puede girar indefinidamente alrededor de eq.

En estas condiciones, podemos asegurar que la érbita v no puede converger a la semi-
rrecta {y = —1}. En efecto, supongamos que existe zy > 0 tal que v(0) = (z9,0), y para
s < 0, posiblemente tras “desenrollarse” de ey una cantidad finita de veces, 7 converge a
la semirrecta {y = —1}, y por monotonia de O1, no interseca a la curva I'y. Ademads, sin
perder generalidad supongamos que (xg,0) es el iltimo punto en el que v interseca al eje
{z = 0}. En consecuencia, para s < 0, 7 se puede expresar como un grafo (z, h(z)) tal que
h(zg) =0, W (z) <0, Vo > xo y h(z) — —1 para x — oo, véase la Figura 2.22, derecha, la

orbita en azul.

Consideremos la funcién f(y) = 1/2cos(7/2y), la cual es una funcién no negativa y
par en el intervalo [—1,1] y tal que f(£1) = 0. Observemos que esta funcién satisface las
hipétesis de los ejemplos mencionados al finalizar la Seccion 2.3; véase la Figura 2.10. Las
Orbitas asociadas a esta predeterminacion de la curvatura media son curvas cerradas que

nunca intersecan a las semirrectas {y = £1}.

Es claro que f(y) < 1+ y para todo y € [—1,1], con igualdad si y solo si y = —1.
Consideremos el plano de fases ©1 asociado a la funcién b, y en este mismo plano de
fases veremos las érbitas asociadas a la funcién f. Dada ;(t) = (xj(t), y;(t)) una érbita del
sistema (2.7) para la funcién f, supongamos que existe (zg,yo) € O1 e instantes sg,ty < 0
tales que y(sg) = 5(to) = (0, yo). Comparando los correspondientes sistemas auténomos

dados por el sistema (2.7) para b y f, se cample y'(so) < y;(to)-

Sea pues 7;(t) la 6rbita asociada a la funcién predeterminada f§ tal que ;(0) = (g, 0),
con x5 € (0,20); véase la Figura 2.22, la 6rbita en naranja. Esta érbita también se puede
expresar como un grafo (z, f(z)) tal que f(zg) = 0, el cual comienza decreciendo hasta
que alcanza un punto de minimo y luego crece, intersecando de nuevo al eje {x = 0}. Por
ser f(y) una funcién par, la érbita v se describe globalmente como el bigrafo generado por

la funcién f(z).

Por converger v a {y = —1} y ser 7 una drbita cerrada, existe x; > xg tal que

f(x1) = h(z1). Esto implica la existencia de instantes s1,t; < 0 tales que (s1) = 7j(t1),
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Figura 2.22: A la izquierda, la comparacién de las 6rbitas para las funciones h(y) = y+1vy f(y) = 1/2 cos(7/2y).

A la derecha, la contradiccién a la que llegariamos si v convergiese a {y = —1}.

donde sus segundas coordenadas satisfarfan y'(s1) > y;(t1). Este hecho es contradictorio
con la comparacién entre los sistemas dados por la ecuacién (2.7); véase la Figura 2.22,

derecha.

En consecuencia la 6rbita v ha de intersecar también a I'; en tiempo finito, y por tanto

existe so < 0 tal que vy(sg) = (x1,1), x1 > 0; véase la Figura 2.22, izquierda.

Figura 2.23: Una H-superficie en R* para la funcién h(y) = y + 1.

Esta discusién nos permite afirmar que toda drbita y(s) en ©; se comporta como
la mostrada en la Figura 2.21, izquierda. Esta orbita genera la primera porcién de una
H-hipersuperficie ¥, la cual tiene la topologfa de S"~1 x [0, 00), tiene funcién altura es-
trictamente creciente y converge asintoticamente al cilindro circular recto con curvatura
media constante h(0); véase la Figura 2.23, la porcién dibujada en rojo. Si tomamos s < sp,
entonces (s) se encuentra contenida en el plano de fases ©_;, como consecuencia de la
Ecuacién (2.5) para la curva perfil (z(s), z(s)), al ser h(1) > 0y en consecuencia z”(sg) > 0.

Por tanto, para s < sg, la coordenada z(s) es decreciente. Al no aparecer la curva I'_; en
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©_1, v es un grafo horizontal de la forma = = g(y), con g(1) = z; y g(y) = co siy — —1,
véase la Figura 2.21, derecha. Esto genera la segunda porcién de la H-hipersuperficie 3,
la cual tiene la topologfa de S"~! x [0, 00) y estd embebida en R"*1; véase la Figura 2.23,

la porcién dibujada en naranja.

La unién de ambas porciones a lo largo de sus componentes borde (en los cuales sus
aplicaciones de Gauss coinciden y por tanto tienen los mismos datos de Cauchy), genera
la totalidad de ¥, la cual es una H-hipersuperficie propiamente inmersa en R™*! con
dos finales, ambos embebidos: uno que converge asintoticamente al cilindro con curvatura
media constante h(0), y otro que se puede expresar como un grafo fuera de un conjunto

compacto.

Caso 0 <b< 1.

Para finalizar, supongamos que b € (0,1). En tal caso, la funcién b se anula en el valor
—b € (—1,0). Este caso entra en las condiciones h(—1) > 0, yop < 0 de la Proposicién 2.2.1,
y por tanto existe un H-grafo estrictamente convexo que interseca el eje de rotacién. Los
planos de fases para esta eleccién de b tienen la siguiente configuracién: el plano de fases
©; contiene a la curva I'; con extremo en el punto (0,1), la cual tiene como asintota la
semirrecta {y = —b}. En particular, I'; interseca el eje {y = 0} obteniendo un equilibrio
eo. En el plano de fases ©_; la curva I'_; tiene como extremo el punto (0,—1) y tiene de

nuevo la semirrecta {y = —b} como asintota, véase la Figura 2.24.

Figura 2.24: Los planos de fases para la funcién h(y) =y + 1/2.

En general, consideremos (xg,0), con xg > 0, en el plano de fases ©;. Entonces, la
orbita v que pasa por ese punto tiene un extremo que converge asintéticamente a eg, y
otro extremo que se aleja del equilibrio ey hasta llegar a un punto de la forma (zq,+1).
En la Figura 2.24 se muestra una o6rbita con z¢g < 1/(2h(0)) en naranja, y una érbita con
xo > 1/(2h(0)) en rojo, para el caso particular en el que h(y) = y + 1/2 y el ambiente es
R3.
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La H-hipersuperficie que obtenemos a partir de la érbita roja en ©1, la cual podemos
ver en la Figura 2.25, izquierda, es difeomorfa a S™ — {p1,pa}, p1,p2 € S*, inmersa en R**!
y tiene dos finales, los cuales estdn embebidos fuera de un compacto de la hipersuperficie.
El primer final converge asintéticamente al cilindro con curvatura media constante h(0), y

el segundo un grafo estrictamente convexo fuera de un compacto.

Figura 2.25: Dos H-superficies en R® para la funcién h(y) = y + 1/2. A la izquierda, la H-superficie corres-
pondiente a la drbita roja mostrada en la Figura 2.24. A la derecha, la H-superficie correspondiente a la drbita

naranja mostrada en la Figura 2.24.

Por otra parte, la érbita naranja mostrada en la Figura 2.24 genera una H-hipersuper-
ficie con la topologia de S” — {p1,p2}, p1,p2 € S, inmersa en R"*! e igualmente con
dos finales embebidos. El primer final también converge al cilindro con curvatura media
constante h(0). El otro final es un grafo convexo fuera de un compacto de la superficie, véase
la Figura 2.25, derecha. Esta discusién concluye la descripcién de las H-hipersuperficies

para una H lineal.



Capitulo 3

Clasificacion de 7{-superficies
propiamente embebidas en R’

Este capitulo estd dedicado al estudio de las H-superficies propiamente embebidas en R3.
El objetivo principal es la obtencion de estimaciones uniformes de altura para H-grafos,
supuestas condiciones muy generales sobre H. Las estimaciones de altura serdn la piedra
angular para probar el resultado principal de este capitulo: la no existencia de H-superficies
propiamente embebidas en R? con topologia finita y un solo final, supuesto que H es invariante

por tres reflexiones independientes en S?.

3.1. Estimaciones de curvatura y del diametro

Dada una constante H > 0, es bien sabido que no existen grafos completos en R3,
cilindricamente acotados y con curvatura media constante H, esto es, H-grafos como el
mostrado en la Figura 2.14. La no existencia de estos ejemplos es consecuencia de la exis-
tencia de estimaciones uniformes de altura para la clase de H-grafos compactos, resultado
que prob6 primeramente Heinz [Hei]. Aunque este concepto lo definiremos formalmente en
la Definicién 3.2.1, intuitivamente los H-grafos con borde compacto apoyado sobre un cier-
to plano tienen altura sobre tal plano uniformemente acotada por una constante C' = C(H)
que solo depende de H. De hecho, esta constante es igual a 1/H, y se alcanza la igualdad

si y solo si el H-grafo es una semiesfera rotacional.
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Posteriormente, Meeks [Mee2]| obtuvo tales estimaciones de altura en el caso no com-
pacto mediante argumentos geométricos, los cuales exponemos brevemente a continuacién.
El primer paso es probar que si un H-grafo > compacto con borde en un plano II tiene
puntos a distancia suficientemente grande de II, entonces cada componente conexa que
aparece al cortar X con un plano II; paralelo a Il a distancia ¢, tiene didmetro acota-
do independientemente de t. En cierto sentido, esta estimacién de didmetro nos dice que
los grafos con curvatura media constante H a partir de una altura suficientemente grande
estan contenidos en un cilindro sélido de radio independiente de ¢. Teniendo esto en mente,
la estimacién uniforme de altura se obtiene aplicando el método de reflexiéon de Alexandrov

respecto de planos inclinados (no paralelos) al eje del cilindro.

Consideremos ahora una funcién H € S?. En vista del ejemplo generado en la Figura
2.14 en general no podemos garantizar la existencia de estimaciones uniformes de altura
para H-grafos, incluso siendo H > 0, estando el grafo cilindricamente acotado y siendo
‘H rotacionalmente simétrica. Estas observaciones ponen de manifiesto las dificultades ini-
ciales que nos encontramos para la obtencion de estimaciones uniformes de altura para
‘H-grafos. Una primera hipétesis que surge de forma natural en este estudio es que la fun-
cién predeterminada H € S? sea positiva. En efecto, en el caso en que H se anule en algiin
punto y sea rotacionalmente simétrica, en la Seccién 2.2 construimos H-grafos enteros
y estrictamente convexos, para los cuales claramente no existe una estimacién de altura

uniforme; véase la Proposicién 2.2.1.

El principal obstaculo que nos encontramos para generalizar el resultado de Meeks
a los H-grafos es la imposibilidad de reflejar respecto de planos arbitrarios, incluso en
el caso en el que H es rotacionalmente simétrica, y por tanto tendremos que usar otros
métodos. Otro detalle a destacar es que la ecuacién (1.1) no es simétrica en todas las
direcciones del espacio, y por tanto la existencia de estimaciones uniformes de altura de-
penderd fuertemente de la direccion del espacio que define la condicién de ser grafo. No
obstante, la estimaciéon de didmetro puede ser generalizada sin mayor inconveniente a gra-
fos con curvatura media positiva y acotada, como detallamos en el siguiente lema. Sin
perder generalidad, tras un cambio de coordenadas euclideas supondremos que los grafos
son verticales, esto es, estdn definidos por medio de una funcién u : Q@ C R?> — R de la
forma ¥ = {(z,y,u(z,y)) : (z,y) € Q}.

Lema 3.1.1. Sea ¥ C R3 un grafo z = u(x,y) definido sobre un dominio cerrado (no ne-
cesariamente acotado) en R?, con valores cero en la frontera de este dominio. Supongamos

que la curvatura media Hy, de X satisface Hy, > Hy para algin Hy > 0.
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Entonces, para todo t > 2/Hy el didmetro de cada componente conexa de XN {|z| =t}
es a lo sumo 2/Hy. En particular, todas las componentes conexas de ¥ N {|z| = t} para

t > 2/Hy son compactas.

Demostracion. El argumento para probar el Lema 3.1.1 es una adaptacién del Lema 2.4
probado por Meeks en [Mee2], véase también el Teorema 4 en [AEG]| y el Teorema 6.2
en [EGR]. El principio de comparacién por curvatura media asegura que el grafo 3 estd
contenido en uno de los semiespacios delimitados por el plano {z = 0}. Sin perder genera-
lidad, supongamos que ¥ C {z > 0} y por tanto u > 0. Sea I la componente conexa de R?
encerrada por el plano {z = 0} y el grafo 3. Por ser Hy, > 0, el principio de comparacién

por curvatura media nos asegura que el vector normal unitario n de ¥ apunta hacia U.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe ¢t > 2/Hjy y una componente conexa
Cy de ¥ N {z = t} con didmetro mayor que 2/Hp. Sea  C R? el dominio donde esté
definida la funcién u. Sean qi, g2 € C; tales que d(qi,q2) > 2/Hy y sean p1,p2 € ) tales
que u(p;) = ¢;, i = 1,2. Llamemos X; = XN {z > t} y consideremos una curva simple (esto
es, sin autointersecciones) I' contenida en ¥y uniendo ¢, g2. La proyeccién de I' define una
curva simple v en € con pj,ps como extremos y de forma que u(p) > t, Vp € ~. Tras
un giro alrededor de un eje vertical, podemos suponer que los puntos p; son de la forma

p1 = (20,0) y p2 = (—x0,0), para cierto xg > 1/Hy.

En la forma en la que hemos construido v, podemos asegurar que el rectingulo R =

v % [0, 1] estd contenido enteramente en . Ademds, R divide la regién sélida
C={(z,y,2) € R% [a| <wo, 0 <2<t}

en dos componentes conexas Cy, Cy con 0C1 N 0Cs = R.

Por construccién de R, existe un punto a € R tal que d(a,dR) > 1/Hp. Centremos en
tal punto la esfera Sp, con curvatura media constante Hy. De nuevo, la forma de construir
C asegura que Sg, C C. De hecho, podemos mover Sp, en el interior de C mediante
traslaciones horizontales en la direccién ey de forma que Sp, esta siempre contenida en C.

Véase la Figura 3.1.

Por una parte, la esfera Sp, no puede estar contenida en U, ya que podriamos mover
SH, por traslaciones verticales hasta obtener un primer punto de contacto interior entre X
y SH,, lo cual contradiria el principio de comparacién por curvatura media. En particular,
C no puede estar contenido en Y. Consideremos las traslaciones S, (t) = S, + tea, las

cuales estan contenidas en C como ya hemos comentado. Ya que R es compacto, para
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t=2/H,

g {z=10}

Figura 3.1: Diagrama de la construccién de la caja sdlida C, en azul. En verde, las curvas I" (en el grafo) y v

(en el dominio). Notemos que las componentes C; pueden ser tanto acotadas como no acotadas.

valores suficientemente pequenos de ¢ < 0, la esfera Sp,(t) estd contenida en una de las
dos regiones C;, digamos C;. Llamemos Yo = ¥ N (s, la cual es una porcién compacta
de la superficie ¥. Para t suficientemente pequeno, se tiene que Sp,(t) N Xy = @. Si
incrementamos el pardmetro ¢, las esferas Sp, (t) se mueven hacia la regién Co hasta llegar
a un primer punto de contacto entre Yo y Sp,(t1) para cierto ¢; € R. Este punto de
contacto es interior, ya que por construccion Sy, permanece a distancia positiva de 9%.
Notemos ademas que en este punto de contacto los vectores normales coinciden, lo cual es

contradictorio con el principio de comparacién por curvatura media. Véase la Figura 3.2.

Esta contradiccién prueba el Lema 3.1.1. O

Esta estimacion del didametro de una superficie con curvatura media acotada por abajo
por una constante positiva en particular se cumple en la familia de H-superficies con H > 0,

ya que la funcién H € C1(S?) alcanza su minimo en la esfera.

El siguiente resultado es una estimacién de curvatura para superficies inmersas en R3

inspirado en el estudio previo realizado por Rosenberg, Souam y Toubiana en [RST].
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SHO (t2)+

229

Figura 3.2: En naranja, la porcién Su,(t)" = S, (t) N Co. Notemos que la esfera Sy, no tiene porqué estar

contenida enteramente en U, ya que la contradiccién es local.

Teorema 3.1.2. Sean A, d,p constantes positivas. Entonces, existe una constante C =

C(A,d,p) > 0 de forma que se cumple la siguiente afirmacion:

Sea ¥ una superficie orientada, inmersa en R3, posiblemente con borde no vacio. Sean
oy, Hxy, ny, respectivamente, su sequnda forma fundamental, su curvatura media y su

aplicacion de Gauss, y supongamos que

|Hx| +|VHs| <A en X, (3.1)
ns(X) C S*omite un disco esférico de radio p. (3.2)

Entonces, para todo p € X4 := {q € ¥ : ds(q,0%) > d}>, se tiene

los(p)| < C.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que el enunciado del teorema no es
cierto. Entonces, existe una sucesion f,, : ¥, — R? de superficies orientadas, inmersas en R?
que satisfacen (3.1), (3.2), y puntos p, € X, tal que dx, (pn,0%X,) > dy |ox, (pn)| — oo si

n — 00, donde oy, denota la segunda forma fundamental de cada ¥,,. Tras quedarnos con

3Cuando la superficie ¥ no es completa, la condicién ds(q,0¥) > d expresa que toda geodésica que

emana de q estd bien definida hasta distancia al menos d.
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una parcial de esta sucesién de superficies, podemos suponer que se satisface |ox, (pp)| >
n, Vn. Igualmente, aplicando una rotacién a cada f,,(3,,) si es necesario, podemos suponer
que las imégenes de todas las aplicaciones de Gauss 7, de f,(2,) omiten el disco esférico

abierto centrado en el polo norte S? y de radio p.

Consideremos para cada n el disco métrico intrinseco D,, = By, (pn,d/2) en X, que
por construccién se encuentra a una distancia positiva de 9%,. Sea ¢, el maximo en D,
de la funcién

hn(z) = |os, (x)|ds, (x,0Dy,).

Claramente, g, se encuentra en el interior de D,, ya que h, es una funcién continua que

se anula en dD,,. Sea A\, = |ox,, (¢n)| v rn = ds,, (¢n, 0Dy,). Entonces,

dn
AnTn = |os, (n)|ds, (@n, ODn) = hn(gn) = hn(pn) > o (3-3)
En particular, \,, — oo para n — co. Ademads, notemos que para todo z, € By, (¢n,7n/2)

tenemos
dZ]n (Qna aDn) § 2d2n (Zm aDn) (3.4)

Consideremos ahora las inmersiones g, : Bs, (qn,7n/2) — R3? obtenidas tras apli-
car una homotecia de factor A, a la restriccién de f, a By, (qn,7n/2); esto es, g, =
Antn|Bs, (qnre/2)- Para ahorrar notacion escribiremos M, para denotar a estas superficies

n\dn,Tn

dadas por g,.

Por (3.4), tenemos la siguiente estimacién de la segunda forma fundamental oy, de

M,, en todo punto z, de By, (gn, r/2):

_ o, (2n)] _ hn(2n) h () . ds, (qn,0Dy)
|oa, (2n)| = = < =
An Andy, (2n,0Dy) = Apds,, (2n,0Dy)  dx, (2n,0Dy)

<2. (3.5)

En particular, las normas de las segundas formas fundamentales de las superficies M,
estan uniformemente acotadas. Notemos que por construccién |op, (¢n)| = 1. Por (3.3), la
sucesién de los radios de M, divergen a infinito (recordemos que el radio de una super-
ficie riemanniana compacta con borde es el méximo de las distancias de los puntos de la

superficie a su borde).

Sea ahora M, la traslacién de M, que lleva el punto g, (¢y,) al origen de R? y sea &, € S?
la imagen de la aplicacion de Gauss de M, en g,. Tras pasar a una parcial, tenemos que
(€2)n — & para n — oo, donde ¢ € S?. Por construccién, la norma de la segunda forma

fundamental de Mn es a lo sumo 2 y es igual a 1 en el origen.
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A continuacién usaremos un argumento similar al utilizado en la prueba del Teorema
1.7.1, que nos permitird probar que una subsucesion de la sucesion M, converge uniforme-

mente sobre compactos a una superficie minima completa M., inmersa en R3.

Primero, la Proposicién 2.3 en [RST] asegura la existencia de constantes positivas
00, 1t (que no dependen de n) tal que para todo n suficientemente grande podemos ver un
entorno del origen en Mn como el grafo de una funcién u, sobre un disco D? de radio
do en su plano tangente ToM, = &-, vy tal que [[un|lc2(poy < p. Como los vectores &,
convergen a ¢ en S?, tras hacer §y menor (resp. p mayor) si fuese necesario, y para todo n
suficientemente grande, tenemos que las mismas propiedades enunciadas se cumplen con

respecto a la direccién £. Esto es:

1. Un entorno abierto del origen en M, se puede expresar como el grafo zg = u,(x1, x2)
de una funcién u, sobre el disco euclideo Dy := D(0,dy) de radio §y en Iy = &+,
aqui (z1,x2,r3) denota un sistema de coordenadas ortonormales euclideas centradas

en el origen, de forma que 8%3 =¢.

2. La norma C? de u,, en Dy es a lo sumo p.

Denotemos por Hy,(z1,x2) a la funcién curvatura media del grafo u,, en estas coordenadas.
Notemos que por (3.1) y por el hecho de que la sucesién \,, diverge a oo, las funciones H,
estdn uniformemente acotadas en la norma C'(Dy); es més, las funciones H,, convergen
uniformemente a cero en esta norma. Por tener el grafo de u, curvatura media H,, u, es

solucion de la ecuacién en derivadas parciales lineal y eliptica para w:
a11(Duy)uir + 2a12(Dup)uie + age(Dup)uzs = 2H, (1 + |Dun|2)3/2, (3.6)

donde u;; denota la segunda derivada de u con respecto a las variables x;,x; y los coefi-
cientes a;; son funciones diferenciables. Por la condicién 2 arriba enunciada, las funciones
uy, estan acotadas en la norma C1® en Dy, de lo que concluimos que todos los coeficientes
de (3.6) estan acotados en la norma C%(Dy). Bajo estas hipdtesis, la teoria clasica de
Schauder asegura que las normas C*® de las funciones u, en todo D(0,5) CC Dy estén

uniformemente acotadas.

En estas condiciones podemos repetir la dltima parte de la prueba del Teorema 1.7.1
usando el teorema de Arzela-Ascoli y un argumento diagonal estdndar, y concluir que una
subsucesién de las superficies M,, converge uniformemente sobre compactos en la topologia

C? a una superficie minima y completa M, con curvatura acotada y que pasa por el
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origen (observemos que My, es minima por el hecho de que las curvaturas medias de M,
convergen uniformemente a cero por construccion). Ademds, la norma de la segunda forma

fundamental de My, en el origen es igual a 1.

Al haber obtenido las superficies Mn por traslaciones y homotecias en R? de las inmer-
siones originales f,, : ¥, — R3, y ya que las imdgenes de las aplicaciones de Gauss de cada
f» omiten un disco esférico abierto de radio p del polo norte en S?, la aplicacién de Gauss
de M, también omite dicho disco abierto. Aplicando un resultado clasico de Osserman el
cual asegura que la imagen de la aplicaciéon de Gauss de una superficie minima no plana y
completa en R3 es densa en S?, deducimos que My, ha de ser un plano. Pero esto contradice
el hecho de que la norma de la segunda forma fundamental de M, en el origen sea igual

a 1. Esta contradiccién prueba el Teorema 3.1.2. ]

Observacién 3.1.3. Observando la prueba del Teorema 3.1.2, es claro que este resultado
sigue siendo cierto si suponemos en vez de (3.1) que ¥ es una H-superficie para alguna

funcién predeterminada H € C(S?). En este caso, la ecuacion (3.6) se escribe como

(=Du,1)

V 1+ |Duy|?

donde podemos ver cada funcion u, definida en el espacio tangente TgnS2 = TOMn. En

a11(Dup)uiy + 2a12(Dup)uie + aza(Duy )uge = 2H, ( > (1+ ]Dun]2)3/2,

particular, la constante C' solo depende de d, p y la norma C' de H en S2.

Es interesante comparar las hipdtesis del Teorema 3.1.2 con la familia de catenoides
minimas C. en R3, donde € > 0 es el tamario del cuello. Cuando el pardmetro ¢ — 0 la
curvatura de C. explota en el cuello. Més atn, si consideramos, para dy > 0 fijo, el trozo
C.(dp) de C. de todos los puntos que estan a distancia menor que dy del cuello, entonces
la imagen de la aplicacién de Gauss en S? de C.(dg) converge cuando € — 0 a S? menos
dos puntos antipoda. Esta situacién muestra que la condicién (3.2) no se puede suprimir

en el Teorema 3.1.2.

3.2. Estimaciones de altura uniformes para 7{-grafos

En la siguiente definicién no suponemos que 93 esté acotado y ¥ puede no ser com-

pacta.
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Definicién 3.2.1. Sea H € C(S?), y fijemos un cierto v € S%. Diremos que existe una
estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion de v si existe una constante

C =C(H,v) >0 tal que la siguiente afirmacion se cumple:

Para todo grafo ¥ en R? con curvatura media predeterminada H orientado hacia v
(esto es, (n,v) >0 en X, donde n es la aplicacion de Gauss de ), y con 9% contenido en

el plano II = v, se tiene que la distancia de todo p € ¥ al plano II es a lo sumo C.

Claramente los grafos minimos en R3 no satisfacen una estimacién de altura uniforme;
la mitad de una catenoide minima es un grafo con borde compacto contenido en un plano
y con altura respecto del plano no acotada. Si la curvatura media es constante y positiva
ya hemos mencionado que Meeks probé que los H-grafos satisfacen una estimacién de
altura uniforme. Notemos que si H > 0, la condicién (n,v) > 0 implica por el principio de
comparacién por curvatura media que el interior de ¥ estd contenido en II™, donde II™ es

la componente de R? — II que contiene al vector —v.

Primero fijemos notacién que sera til. Para el siguiente resultado trabajaremos en
un sistema de coordenadas euclideas (z1,z2,23) de forma que v = e3. Denotaremos por

S2 =8*N{z3 >0}, S'=S*N{z3 =0}, ySZ =SLush

Sea H € C! (Si), H > 0. Una H-semiesfera en la direccion es es cualquier H-superficie
Yy compacta, estrictamente convexa y con borde, de forma que su interior es un grafo
r3 = u(x1, z2) orientado hacia arriba sobre un disco C? regular y convexo en R?, y tal que

la imagen de la aplicacién de Gauss es S7.

Dada H € C!(S?), recordemos que una condicién necesaria y suficiente para la exis-
tencia de una curva cerrada v C R? tal que el cilindro vertical v x R sea una H-superficie

es que H(z) Z0Vr € Sty
x

st H(x)

véase el Corolario 1.5.4. En este caso, vy es estrictamente convexa y acota un dominio

dx =0, (3.7)

compacto en R2, el cual denotaremos por €.
Teorema 3.2.2. Dada H € CI(Q), H > 0, cualquiera de las siguientes condiciones sobre

H implica que existe una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion es:

1. La condicion (3.7) no se cumple.

2. La condicion (3.7) se cumple y existe un grafo 3¢ orientado hacia eg sobre un dominio
Q C R? que contiene a Qg y satisfaciendo Hyx,(p) > H(no(p)) para todo p € g N
(Qy X R); aqui ny denota la aplicacion de Gauss de .
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3. Existe una H-semiesfera en la direccion es.

4. Eziste alguna H* € Cl(@) para la cual existe una H*-semiesfera en la direccion es,
con H =H* en S' y tal que H* > H en Si.

5. La funcion M satisface maxH < 2minHg1.

Probaremos el Teorema 3.2.2 en la Seccién 3.3, y dedicaremos el resto de la Seccion
3.2 a discutir las condiciones suficientes que aparecen en el Teorema 3.2.2 y a deducir

consecuencias de él.

La primera condicién en el Teorema 3.2.2 indica que para elecciones generales no
simétricas de H € C 1(@), ‘H > 0, existen estimaciones de altura uniformes para H-grafos.
La segunda condicién da, para los casos restantes de las funciones H, una condicion sufi-
ciente muy general para la existencia de estimaciones de altura uniformes para H-grafos, en
términos de la existencia de una barrera adecuada Xg. El resto de las condiciones suficien-
tes en el Teorema 3.2.2 se obtienen aplicando la segunda condicién a situaciones concretas

donde podemos construir la barrera .

La primera consecuencia particular del Teorema 3.2.2 de especial interés en nuestro

estudio es:

Corolario 3.2.3. Sea H € C'(S?), H > 0, y supongamos que existe una H-esfera Sy
estrictamente convexa en R3. Entonces, existe una estimacion de altura uniforme para

H-grafos con respecto a cualquier direccion v € S?.

Demostracién. Simplemente observemos que la superficie definida por Xy, 1= {p € Sy :
(ns,,(p),v) > 0}, donde ng,, denota la aplicacién de Gauss de Sy, es una H-semiesfera en

la direccién v. En estas condiciones podemos aplicar el apartado 3 del Teorema 3.2.2. [

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del apartado 5 del Teorema 3.2.2:

Corolario 3.2.4. Sea H € Cl(g), H > 0. Fijemos cualquier Hy > maxH — 2min H g1 .
Entonces, existe una estimacion de altura uniforme para grafos con curvatura media pre-

determinada H + Hy en la direccion eg.

Demostracion. Simplemente notemos que max(H + Ho) = méx H + Ho, min(H g1 + Ho) =
min H g1 + Ho, y por tanto max(H + Ho) — 2min(H g1 + Hp) = méxH — 2minH g1 — Ho,
lo cual es negativo por hipdtesis. Ahora es claro que podemos aplicar el apartado 5 del
Teorema 3.2.2 a la funcién H + Hy. O
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Si imponemos simetrias adicionales a la funcién predeterminada H, el Teorema 3.2.2
nos da condiciones suficientes mas especificas para la existencia de estimaciones de altura

uniformes. Por ejemplo:

Corolario 3.2.5. Sea H € Cl(g), H > 0, rotacionalmente simétrica, es decir, H(x) =
h({z,e3)) para b € C1([0,1]). Supongamos que b'(0) < 0.

Entonces, existe una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion es.

Demostracién. Primero supongamos que §'(0) = 0. Entonces podemos extender b a una
funcién par y positiva con regularidad C* en el intervalo [—1, 1]. Por tanto, H puede exten-
derse de igual forma a una funcién positiva de clase C! en la esfera S?, la cual denotaremos
también por H, y de forma que H(z) = H(—x), Vz € S. Por el Teorema 2.3.1 existe una
H-esfera rotacional Sy estrictamente convexa. Ahora el resultado es consecuencia del Co-

rolario 3.2.3.

Supongamos entonces que h'(0) < 0. Entonces, podemos construir una funcién h* €
CY([-1,1]), con h*(t) = h*(—t) para todo t, y tal que h*(0) = h(0) y h*(t) > b(t) para todo
t € (0,1]. Sea H* € C(S?) definida como de costumbre en términos de h* por la ecuacién
(2.1), y notemos que H*(z) = H*(—z) > 0 para todo z € S?. Discutiendo como en el
parrafo anterior, existe una H*-semiesfera en la direccion es. Ahora es claro que H* = H
en S'y H* > H en S?2, y tenemos la estimacién de altura deseada aplicando el apartado
4 del Teorema 3.2.2. O

Observacién 3.2.6. La condicion §'(0) < 0 en el corolario anterior no se puede supri-
mir. De hecho, el andlisis de la Seccion 2.4 muestra que existen funciones rotacionalmente
simétricas H € C®(S?), H > 0, tal que la funcion b definida por medio de la ecuacion
(2.1) satisface H'(0) > 0 y que no admiten estimaciones de altura uniformes. Por ejem-
plo, la funcion by definida por la ecuacion (2.16) proporciona un ejemplo que prueba esta

afirmacion.

Para el caso en el que ‘H > 0 es invariante bajo la simetria con respecto a una geodésica
de S?, tenemos una estimacién de altura uniforme para H-superficies compactas embebidas,

no necesariamente grafos.

Corolario 3.2.7. Sea H € C*(S?), H > 0, satisfaciendo:

1. H(xy1, w2, 23) = H(w1, 22, —23) para todo x = (1,20, 13) € S%.
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2. Existe una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccion e3 o —es.

Entonces, existe una constante C' = C(H) > 0 tal que se cumple la siguiente afirma-
cion: cualquier H-superficie compacta ¥, embebida en R3 con 0% contenido en el plano

{x3 = 0}, se encuentra contenida en la banda |z3| < C de R3.

Demostracion. Notemos que por la condicién de simetria impuesta sobre H, podemos
aplicar reflexiones con respecto de planos horizontales P(t) = {z3 = t; t € R} a la clase

de H-superficies como una consecuencia directa del Lema 1.1.5.

Sea ¢ € ¥ un punto donde se alcanza la altura maxima de ¥ respecto de {z3 = 0};
salvo un cambio de coordenadas euclideas, podemos suponer que g3 > 0. Consideremos
la foliacién por planos horizontales P(t) = {(x1,22,73) € R3; 3 = t}. Denotemos por
P*(t) al semiespacio superior {(z1,z2,23) € R3; x3 > t}. Por ser ¥ compacta, para t
suficientemente grande tenemos que P(t) N'Y = &. Si hacemos ¢ decrecer llegamos a un
primer instante ¢ = g3 tal que P(g3) NY # &, donde g3 es la tercera coordenada del punto
g. Si seguimos disminuyendo ¢ y realizamos el método de reflexién de Alexandrov, para
q3/2 < t < g3 la simetrfa de X7(¢) = ¥ N P*(t) no interseca a d%. Por tanto, ningin
P(t) con t € (g3/2,q3) puede ser un plano de simetria de ¥. Esto nos dice que la simetria
de Xt(¢) interseca a X solo en los puntos frontera ¥ N P(t) y ¥ nunca es ortogonal a
P(t). Por continuidad, ¥%(g3/2) es un grafo sobre un cierto dominio en el plano P(g3/2).
Esto nos dice que toda H-superficie ¥ compacta y embebida en R? con borde en un plano
satisface que “la mitad superior”’de ¥ es un grafo sobre el plano donde se apoya su borde.
En consecuencia, si llamamos C'/2 = C(H)/2 a la constante proporcionada por el Teorema
3.2.2 para los ‘H-grafos, la superficie 3 satisface ps < C, Vp € X, donde p3 denota la tercera

coordenada del punto p.

Si repetimos este procedimiento con la familia de planos P(t) para ¢ viniendo de —oo,
obtenemos la acotacién —p3 > C' Vp € 3. En consecuencia, Y esta contenida en la banda

3.3. Demostracion del Teorema 3.2.2

Comenzaremos probando los dos primeros apartados. Argumentando por reduccién al
absurdo, supongamos que H € Cl(S%r), H > 0, es una funciéon para la cual no existe

una estimacion de altura uniforme para H-grafos en la direccién es. Entonces, existe una
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sucesién (X,), de H-grafos orientados hacia es (es decir, (n,,e3) > 0 donde 7, es la
aplicacién de Gauss de X,,), y cuyos bordes 9%, estan contenidos en planos horizontales
II,, = {3 = hyn}, hn € R, y existen puntos p, € ¥, de forma que la altura de cada p,
sobre 1I,, tiende a infinito. Salvo traslaciones verticales podemos suponer que todos los
planos II,, coinciden con el plano horizontal IT = {23 = 0}, y salvo una parcial podemos
suponer que la altura de cada p, sobre II es mayor que n. Notemos que ¥, C {z3 < 0}

para todo n, como consecuencia del principio de comparacién por curvatura media.

Tomemos Hy € (0, minH) y denotemos por ¥ := %, N {|zs| > 4/Hp}. Por hipétesis,
pn € ¥ para n suficientemente grande. Por el Lema 3.1.1, la componente conexa X0 de

¥ que contiene a p, es compacta y estd contenida en el interior de un cilindro vertical
sélido de radio 2/Hy.

Sea g, € X0 un punto de altura maxima de XU respecto de II, y denotemos por
=39 — ¢, ala traslacién de X0 que lleva el punto gy, al origen 0 de R3. Por el Teorema
3.1.2 y la Observacién 3.1.3, las normas de las segundas formas fundamentales de los grafos
¥l estdn uniformemente acotadas por una constante positiva C' > 0 que solo depende de
Hy y ||[H||c1(s2y y no de n. Més atin, las distancias en R? del origen a 0%, divergen a oo.
Por el Teorema 1.7.1 deducimos que, tras pasar a una parcial, existen conjuntos compactos
diferenciables K, en los grafos ¥}, todos ellos conteniendo al origen y con plano tangente
horizontal en él, y que convergen uniformemente en la topologia C? a una H-superficie

completa Y, con curvatura acotada y que pasa por el origen.

Definamos ahora v := (1)s0, €3), donde 7 es la aplicacién de Gauss de Y. Ya que
la convergencia de las superficies es C!, sus normales convergen al normal del limite. En
particular, se tiene v, (0) = 1. Por estar todos los grafos X! orientados apuntando hacia

e3, deducimos que vy, > 0 en Y.

Es maés, por el Corolario 4.2.3 (el cual probaremos en el Capitulo 4) deducimos que la

funcién v, es una solucion a una ecuacién lineal eliptica en Y., de la forma
Ay Voo + (X, Vs Voo) + quoo = 0, (3.8)

donde Ay, , Vx_ denotan, respectivamente, el operador de Laplace-Beltrami y el operador
gradiente en Yoo, X € X(Xs), v ¢ € C?(Xs). El principio del maximo para operadores
lineales elipticos de la forma (3.8) junto a la condicién v, > 0 nos permiten afirmar que
0 bien v = 0 en Y (lo cual no puede darse, por ser v (0) = 1), o bien v5 > 0 en Y.
Por tanto, X es localmente un grafo vertical, esto es, para todo p € Y, el plano tangente

T,¥~ nunca es un plano vertical en R3.
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En esta situacién, y dado que X, es el limite de subconjuntos compactos de los grafos
¥l es claro que Yo, es en si un H-grafo propio en R? orientado hacia e3. Por construccién,
Y00 tiene plano tangente horizontal en el origen, tiene segunda forma fundamental acotada
y estd contenido en el semiespacio cerrado {x3 > 0}. Como cada X se encuentra contenida
en un cilindro sélido vertical en R? de radio 2/Hy, deducimos que todos los puntos de Yo

se encuentran a una distancia en R? a lo sumo 4/Hy del eje x3.

Expresemos Yo, como el grafo 23 = f(z1, x2) sobre un dominio acotado abierto 2 C R?
y sea L una linea recta en R? suficientemente lejos de . Si movemos paralelamente esta
recta L hacia ) encontraremos un primer punto de contacto gg € L con el conjunto
compacto €; obviamente, tal punto ¢o se encuentra en 9). Por ser ¥, un grafo propio
a distancia a lo sumo 4/Hj del eje x3, es claro que para tal gy € Jf2 existe una sucesién
divergente de puntos (a,), € Yo cuyas proyecciones horizontales convergen a gy y de

forma que voo(an) — 0.

Para la sucesion divergente (ay ), en Yo, consideremos las traslaciones verticales X7 =
Yoo — (0,0,a3) donde a denota la tercera coordenada del punto a,. Salvo una parcial
podemos suponer que la sucesién de las imagenes de las aplicaciones de Gauss en los puntos
a, convergen a un vector fijo 79 € S?, el cual es horizontal. De nuevo, un argumento de
compacidad similar a los usados anteriormente nos permite asegurar que una parcial de

los grafos X7 converge a una H-superficie completa 3% que pasa por gg € 0f).

Por construccién, % estd contenida en Q x R. Es més, es claro del hecho de que
la sucesién a3 diverge a infinito que (2 x R) N X%, = @ (observemos que ¥ ha sido
construida a partir de traslaciones verticales divergentes de subconjuntos compactos de
¥*). Esto implica que X7 estd contenida en 992 x R y que la componente conexa de 3%
que contiene el punto (qo, 0) estd contenida en (9y€2) x R, donde 92 denota la componente
conexa de 02 que contiene a gp. Si seguimos llamando a esta componente conexa %,
entonces tenemos X¥ = a x R, donde a C 9p2 es una curva regular en R? que satisface
la ecuacién (1.11) ya que X tiene curvatura media predeterminada H. Notemos que «
es una curva cerrada por ser 0§} compacto, y por tanto X% es un cilindro llano completo

difeomorfo a S! x R, esto es, una de las superficies del Corolario 1.5.4.

Ya que a N ) = &, un argumento de conexién asegura que () estd contenido en una
de las dos regiones de R? delimitadas por «. Por la forma en la que el punto gy € 99 fue

elegido, es claro que €2 estd contenida en la regién interior acotada por a.

Con toda esta discusion podemos probar los dos primeros apartados del Teorema 3.2.2.

Es importante recordar que la demostracién la estamos haciendo por reduccién al absurdo.
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Por ser a una curva cerrada el Corolario 1.5.4 implica que la ecuacion (3.7) se satisface,

lo cual es contradictorio. Esto prueba el primer apartado del Teorema 3.3.

Probemos ahora el apartado 2. Supongamos que existe un grafo ¥y en las condiciones
de este apartado, esto es, el dominio 9 C R? sobre el cual ¥ estd definida contiene a «
y Hx,(p) > H(n(p)) para todo p € g N (2 x R). En particular Q C Qy donde 2 es el
dominio del grafo Y, el cual tiene curvatura media predeterminada H. Recordemos que
Yoo esta contenida en el semiespacio {x3 > 0}. Por tanto, podemos mover el grafo ¥ hacia
abajo mediante traslaciones verticales de forma que la restriccién al conjunto compacto
Q C Qg estd contenido en {73 < 0}, y entonces empezar a moverlo hacia arriba hasta llegar
a un primer punto de contacto con ... La existencia de este punto de tangencia contradice
el principio de comparacién por curvatura media, ya que Hy,, > H on en XN (2 x R)

por hipétesis. Esta contradiccién prueba el segundo apartado del Teorema 3.3.

Observacién 3.3.1. El enunciado del apartado 2 también se cumple en el caso que Xy sea
un H-grafo respecto de la direccion es orientado hacia arriba, definido sobre un dominio
que contiene Qyy en su interior. La unica diferencia en la demostracion con esta nueva
hipdtesis es que se llega a la contradiccion deseada aplicando el principio del mdzrimo 1.1.3

para H-superficies, en vez del principio de comparacion por curvatura media.

Ahora probamos el apartado 4 como aplicacién del apartado 2. Sean H,H* en las
condiciones del apartado 4 y sea Y3, una H*-semiesfera en la direccién e3. Notemos que
Y3, es un H-grafo x3 = u(x1,x9) orientado hacia la direccién eg, definido sobre un disco
estrictamente convexo cerrado )y con frontera regular C? dada por I' = 9. Por el
apartado 1 podemos suponer que la condicién (3.7) se cumple, y en particular podemos
considerar la curva cerrada v en R? tal que v x R es una H-superficie en R? (véanse los
comentarios anteriores al enunciado del Teorema 3.2.2). Si s}, k3 denotan las curvaturas
principales (positivas) de ¥, entonces en todo p € ¥3, en el que el normal unitario *(p)

sea un vector horizontal ¢ € S*, se cumple (por ser H = H* en S1)

k1(p) + K3(p) = 2H"(£) = 2H(8) = kY (p)), (3.9)

donde p’ es el punto de v con vector normal igual a { y k, denota la curvatura geodésica
(positiva) de 7. Esto implica que para todo vector unitario v € 7,3, la segunda forma

fundamental oss, de X33, satisface

0 < ows (p)(v,v) < Ky(p). (3.10)
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Ya que X}, es una H-semiesfera, los puntos en 0¥3, = {p € X3, : (n*(p),e3) = 0} tie-
nen proyecciéon regular sobre la curva convexa I'. En consecuencia v y I' son dos curvas
planas cerradas, estrictamente convexas que por la ecuacién (3.10) satisfacen la siguiente
condicién: si nr y n, denotan los normales unitarios interiores de I' y vy, respectivamente,

entonces:
kr(p) < K~y (p") siempre que nr(p) = n,(p'). (3.11)

En estas condiciones necesitamos el siguiente resultado cldsico de curvas planas convexas
en R2.

SiT =T(s),y =~(t) son dos curvas planas requlares, cerradas, estrictamente convexas
y embebidas que satisfacen la condicion (3.11), entonces y estd contenida en el interior de

la region acotada por alguna traslacion de T'.

Demostracion. Podemos mover la curva v de forma que sea tangente a I' en un punto
p y de forma que los normales interiores coinciden, esto es, nr(p) = n,(p). Por tanto,
salvo reparametrizacién de las curvas, podemos suponer que v(0) = I'(0) = p y que
7'(0) =T7(0). Por hipétesis kr(p) < k(p), y en consecuencia vy se encuentra contenida en
la region acotada por I' para puntos suficientemente cerca de p. Supongamos que la tesis
del enunciado no se da. Entonces, en un cierto instante, v deja de estar contenida en la
regién acotada por I'. Recorriendo las curvas para s,t > 0, llamemos ¢ al primer punto en
el que y(tp) NT'(sg) # @, para ciertos sp,ty > 0. Igualmente, recorriendo las curvas para

s,t < 0, llamemos w al primer punto en el que vy(t1) NI'(s1) # &, para ciertos sy, t; < 0.

Consideremos el arco compacto A1 = I'([0, sg]), el cual tiene como puntos extremos p
y ¢. Igualmente, consideremos el arco compacto Az = I'([s1,0]), el cual tiene como puntos
extremos p y w. Por ser I' estrictamente convexa, su normal unitario interior nr es una
aplicacién biyectiva. En particular, la imagen nr(A4;) de uno de los arcos compactos A; es
un arco en la circunferencia S' de amplitud menor o igual que 7. Sin perder generalidad,

supongamos que esta propiedad se da para el arco A; (véase la Figura 3.3).

La convexidad estricta de «y, junto al hecho de que el arco compacto By = ([0, tg]) se
encuentra contenido en el cierre del dominio interior delimitado por I', nos permite afirmar
que la imagen n.(B1) estd contenida en nr(A;); en estas condiciones decimos que el normal
de B; ha “girado menos” en S! que el normal de A;. En particular, ambos arcos A;, B;

son grafos respecto de una misma direccién.

En vista de las discusiones de los parrafos anteriores, existen dos rectas paralelas L1, Lo,

conteniendo respectivamente a los puntos p y ¢, de forma que los arcos A, B estdn
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I Y nr(Ay) <m Sl

nr

Ay

nr(As) > 7
p

Figura 3.3: Extraccién del arco A; en T, donde el normal interior nr recorre en la circunferencia S* un arco con

amplitud menor que .

contenidos en la banda [Li, Lo] delimitada por las rectas L y Lo. Movamos B; dentro
de la banda [Lq, Lo] hacia el arco Aj, de forma que los extremos de Bj permanezcan en
L1 U Ly en todo momento. Al comienzo, By interseca de forma transversa a A; hasta que,
por compacidad, una cierta traslacion B} de B; deja de intersecar a A;. Movamos ahora
BT hacia A; hasta que otra traslacién de By, la cual llamaremos B}*, y A; se intersequen
en un cierto z por primera vezd; véase la Figura 3.4. Tal punto ha de ser un punto interior,
ya que originalmente la Unica interseccién entre By y Aj ocurria en los puntos frontera
D, q. En este punto, los normales interiores de B}* y A; coinciden, la curvatura de B}* es
mayor que la de A; en z (por hipétesis) y A; esta por encima de Bf* alrededor de z. Este
hecho es una contradiccion con el principio de comparacién de curvas planas, y el resultado

esta probado. O

Este resultado sobre curvas planas asegura que, tras una traslacion de 33, el disco
convexo €y de R? sobre el cual 33, es un grafo contiene v = 0§23 en su interior. En conse-
cuencia, la existencia de una estimacion de altura uniforme para H-grafos es consecuencia
directa del apartado 2 del Teorema 3.2.2, el cual hemos probado ya. Esta discusiéon prueba

el apartado 4.

La prueba del apartado 3 es andloga a la prueba del apartado 4, usando la formulacién
alternativa del apartado 2 que esté explicada en la Observacién 3.3.1, en vez del apartado
2 en si; esto es, aplicando el principio del maximo para H-superficies en lugar del principio

de comparacién por curvatura media.
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Ll LQ

Figura 3.4: Prueba grafica de la propiedad de las curvas planas convexas anteriormente enunciada. En azul la

curva v, y en negro la curva I'.

Para finalizar, probaremos el apartado 5. El apartado 1 nos permite suponer que la
condicién (3.7) se satisface y por tanto podemos considerar de nuevo la curva plana cerrada
7 para la cual el cilindro vertical v x R es una H-superficie en R3. Denotemos por Hy :=
max H, y sea S?(1/Hy) la esfera totalmente umbilical con curvatura media constante Hy.
Las hip6tesis del apartado 5 sobre H aseguran que 2H(¢) > Hy para todo & € S'. Esto
implica que la curvatura geodésica de vy satisface k, > Hy en todo punto. Por tanto, tras
una traslacién, la curva v estd contenida en el disco abierto D(0,1/Hp) de R2. En este

punto, la prueba concluye aplicando el apartado 2 al hemisferio inferior ¥y de S?(1/Hy).

Estas discusiones finalizan la prueba del Teorema 3.2.2.

3.4. H-superficies propiamente embebidas con un final

El siguiente resultado es original de Meeks [Mee2], y tiene un papel fundamental en el

desarrollo de esta seccién. Véase también el Lema 1.5 en [KKS].

Teorema 3.4.1 (Lema de separacién, [Mee2]). Sea X una superficie con borde, propia-
mente embebida en R3, difeomorfa al disco cerrado menos un punto D — {0}. Supongamos

que la curvatura media Hy, de X satisface Hx(p) > Ho > 0 para todo p € ¥, y para algin
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Hy.

Sean Py, Py dos planos paralelos en R?® a distancia uno del otro mayor que 2/ Hy, y sean
P;t, Py las componentes conezas de R® — [Py, P, donde [Py, Py) es la banda abierta entre
los dos planos, y tal que OP;’ = P;. Entonces, todas las componentes conexas de ¥ N P1+

oXnN P2+ son compactas.

Demostracion. Supongamos que tanto % N Pf como X N P2+ tienen componentes conexas
que no son compactas. Entonces podemos tomar curvas propias «; : [O, o0) — XN Pf.

Sean p; = «;(0), de forma que p; ¢ 0%, para i = 1,2.

Tomemos S una curva embebida contenida en ¥ que una pi,p2, y de forma que la
curva I' = a1 U B U ap acota un dominio simplemente conexo en X. Sea II el plano en R?
equidistante de los planos P; (y por tanto contenido en la banda [Py, P»]). Sea B una bola
geodésica en R? conteniendo a la curva 3, y sea C una circunferencia S' en II satisfaciendo

las siguientes condiciones:

1. CN B = @, y B tiene intersecciéon no vacia con el disco abierto contenido en II

acotado por C.

2. El entorno tubular T = C x DY(r) de la circunferencia C' de radio r > 1/Hy est4
embebidoy TN B = g.

3. Tomamos r de forma que T esta contenido en la banda delimitada por los planos Py
y P2.

Tomemos otra bola geodésica B; de R? que contiene a B U T. De nuevo, por ser ¥
propia existen puntos x; € «o; — By para ¢ = 1,2 y existe una curva vy embebida en X

uniendo x1, z9, la cual satisface:

1. yNB #2

2. Si denotamos por p la curva contenida en I' uniendo x1, x2, entonces la curva cerrada
o = v U p corta el interior del disco acotado por C una sola vez, salvo deformacién

homotépica. Por tanto, el nimero de ligadura entre oy C es 1.

3. La curva o acota una region simplemente conexa y compacta D en X.
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Figura 3.5: Figura que ilustra la construccién del lema de separacién. La idea es extraer un trozo simplemente
conexo de ¥ que sea suficientemente grande, y buscar un punto interior de tangencia con una esfera suficiente-

mente grande.

En conclusioén, el toro tubular T interseca D C X en un disco D; de forma que 0D C 9T
y tal que el nimero de ligadura entre 9D, y C es +1, véase la Figura 3.5 para un diagrama

que muestra parte de la construccién anterior.

En estas condiciones podemos considerar el recubridor universal T del toro sélido T y
su proyeccién, 7 : T — T, la cual es una isometria local, y el levantamiento de D; (el cual
sigue siendo topolégicamente un disco) Dy C T. Esto es, T es topolégicamente D x R, y
Dy separa T en dos componentes conexas con frontera comun D;. Denotemos por W la
componente conexa de T — l~)1 hacia la que apunta el vector curvatura media de l~?1. Sea

Clacurvaen T que se proyecta en C' por medio de .

Para cada p € C' denotemos por Sg,(p) la esfera con curvatura media constante Hy
centrada en p, la cual estd contenida en 7' por construccién. En analogia, sea Sg,(p) la

esfera compacta contenida en T y centrada en p € C. Por compacidad es claro que existe
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g € C tal que SAH/O((}) estd estrictamente contenida en Y. Si movemos 5;0(@ hacia D,
encontramos un primer punto de contacto en el que los vectores curvatura media coinciden,
lo cual es contradictorio con el principio de comparacién por curvatura media ya que Hy era
una constante menor o igual que la curvatura media Hy, y sin embargo Sp, se encuentra

por encima de .

Esta contradiccién prueba el Teorema 3.4.1. ]

En lo sucesivo, diremos que una superficie ¥ tiene topologia finita si es difeomorfa a una
superficie compacta sin borde X menos una cantidad finita de puntos p1,...,pn, € K. Si 3
estd propiamente embebida en R3, cada uno de los p; define un final de la superficie, como
detallamos a continuacién. Para cada p; existe un entorno D; de p; en K con la topologia
de un disco cerrado y de forma que la interseccién D; N D; = @, Vi # j. Si consideramos
un embebimiento propio 1 de la superficie ¥ = K — {p1, ..., pn} en R?  los entornos A; :=
D; — {p;} tienen la topologia de un anillo S' x [0, 00). En estas condiciones, se define un
final de ¥ como cualquiera de los anillos A;. En numerosas ocasiones, identificaremos los
finales A; con su imagen por el embebimiento propio 1. Notemos que si una superficie  es
propia, sus finales divergen a infinito. Ademds, por estar 3 embebida en R3, dos finales no
pueden intersecarse. Diremos que estos finales son de tipo anillo, debido a la topologia que
tienen. En particular, los finales de una superficie propiamente embebida se encuentran en

las condiciones del Teorema 3.4.1.

El analisis realizado en la Seccion 3.2 probé la existencia de estimaciones de altura uni-
formes para H-grafos respecto de cualquier direccién v € S? para elecciones muy generales
de H € C*(S?), H > 0. Por tanto, la segunda hipétesis en el siguiente teorema, aun siendo

necesaria, es relativamente débil.

Teorema 3.4.2. Sea H € C*(S?), H > 0, la cual satisface:

1. H es invariante bajo la reflexion en S? que fija una geodésica S*> N v, para algin
ve S

2. Eziste una estimacion de altura uniforme para H-grafos en las direcciones v y —v.

Entonces, existe una constante A = A(H,v) > 0 tal que la siguiente afirmacion se cumple:

toda H-superficie propiamente embebida en R? con topologia finita y un final estd contenida

en una banda de anchura a lo sumo A entre dos planos paralelos a I = v,
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Demostracién. Sean II;,II, dos planos paralelos al plano vectorial II = v’ a distancia
2d > 2/Hjp, donde Hy := minH, y supongamos que ambos planos II;, Il intersecan ¥
(si este par de planos no existe, entonces ¥ se encuentra contenida en una banda de
anchura 2d, y se tiene el resultado). Tras un cambio de coordenadas euclideas podemos
suponer que v = ez, que II; = {3 = d} y IIy = {3 = —d} para algin d > 1/H,. Por
estar ¥ propiamente embebida en R? y tener un solo final, podemos descomponer ¥ como
3 = 3pUA, donde Xy es una superficie con topologia finita, compacta con borde, embebida
en R? y A es un embebimiento propio del disco menos un punto D— {0} en R3. Usando esta
descomposicién y el lema de separacién (Teorema 3.4.1), deducimos que o bien ¥N{z3 > d}
o bien ¥ N{x3 < —d} tiene solo componentes conexas compactas. Para concretar, digamos
que XN {x3 > d} tiene esta propiedad. Por el Corolario 3.2.7, ¥ N {x3 > d} estd contenida
en la banda d < 23 < d+ C, donde C = C(H) es la constante que aparece en tal corolario.

En particular, 3 estd contenida en el semiespacio {z3 < d + C}.

Consideremos ahora los planos x3 = d—2C' y x3 = —d—2C'. Repitiendo los argumentos
anteriores, todas las componentes conexas de uno de los conjuntos ¥ N {zxz > d —2C} o
YN{z3 < —d—2C} son compactas. Si este es el caso de XN {x3 > d—2C}, los argumentos
anteriores muestran que ¥ estaria contenida en el semiespacio {zx3 < d — C}, lo cual no es
posible ya que ¥ interseca por hipétesis el plano x3 = d. Por tanto, Y N{x3 < —d—2C} solo
tiene componentes conexas compactas, y un argumento similar al del parrafo anterior nos
permite concluir que ¥ estd contenida en el semiespacio {x3 > —d —3C'}. En consecuencia,
¥ estd contenida en una banda de amplitud D = 2d 4+ 4C entre dos planos paralelos a v'.

Esto prueba el Teorema 3.4.2. O

A continuacién detallamos algunas consecuencias de este resultado:

Corolario 3.4.3. Sea H € C'(S?), H > 0, satisfaciendo las propiedades 1 y 2 del Teorema
3.4.2 con respecto a dos direcciones linealmente independientes v,w € S%. Entonces, existe
a = a(H,v,w) > 0 tal que se cumple la siguiente afirmacion: toda H-superficie propia-
mente embebida con topologia finita y un final estd contenida en el interior de un cilindro

sélido C(v ANw, ) de radio « y eje ortogonal a ambos v, w.

Demostracion. Simplemente notemos que los vectores v, w generan dos bandas indepen-
dientes (esto es, los planos paralelos que determinan cada banda son independientes) en
R3, y tal interseccién estd contenida en un cilindro con eje v Aw y un cierto radio o. Ahora,

el corolario es inmediato del Teorema 3.4.2. OJ
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Como caso particular del Corolario 3.4.3, podemos enunciar:

Corolario 3.4.4. Sea H € C1(S?), H > 0, rotacionalmente simétrica, y sea h € C*([—1,1])

la funcion definida mediante la relacion H(x) = h({x,v)), Yz € S?, para cierto v € S2.

Entonces, toda H-superficie propiamente embebida en R3 de topologia finita y un final

estd contenida en el interior de un cilindro sélido de R? con eje paralelo a v.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.2 (o por el Corolario 3.4.3), es suficiente probar que
existen estimaciones de altura uniformes para H-grafos en cualquier direccién de R? or-
togonal a v. La forma de obtener estas estimaciones es original de Meeks [Mee2], véase
también el argumento en la prueba del Teorema 6.2 en [EGR] el cual reproducimos a

continuacion.

Sea w € S? ortogonal a v. Primero observemos que, por el Lema 3.1.1, podemos res-
tringir la obtencién de estimaciones de altura uniformes para H-grafos compactos ¥ con
9% C II = wt, y con el didmetro de cada componente conexa de % siendo menor que
2/Hp, donde 0 < Hy < mingz2H.

Por tanto, sea ¥ un grafo asi y sea £ € S? otro vector ortogonal a v y que forma un
angulo de /4 con w. Notemos que por ser ‘H rotacionalmente simétrica podemos aplicar
el método de reflexién de Alexandrov con respecto a la familia de planos de R? ortogonales
a & Ahora podemos aplicar el argumento en [EGR, Teorema 6.2] usando reflexiones en
esta direccion inclinada &, de forma que podemos garantizar la existencia de una constante
positiva C' = C(H) > 0 (independiente de X) tal que la distancia de cada p € ¥ al plano
IT estd acotada por C'. Esto prueba la existencia de estimaciones de altura uniformes y en

consecuencia el Corolario 3.4.4. O

Observacién 3.4.5. Sea h(y) =y +0b, y € [-1,1], b > 1 y definamos la funcidn rota-
cionalmente simétrica H € C1(S?) por H(x) = h((x,e3)), para todo x € S*. En la Seccién
1.2 probamos que las H-superficies obtenidas al predeterminar esta funcion H son solucion
del flujo geométrico (1.6), el cual corresponde al flujo por curvatura media con un factor
de correccion constante. Es mds, probamos que estas H-superficies tienen curvatura media
con peso constante, véase la Proposicion 1.2.2. Notemos que la funcion H € C(S?) estd
en las condiciones del Corolario 3.4.4, y por tanto toda H-superficie con topologia finita
y un final estd cilindricamente acotada. Por ejemplo, en la Seccion 2.5 probamos que la
H-superficie rotacional que interseca al eje de revolucion, oscila alrededor de un cilindro

convergiendo a él, y por tanto tiene distancia acotada al eje de revolucion. En la Figu-
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ra 2.12 observamos la H-superficie rotacional que interseca al eje para el caso concreto
bly) =y +2.

En el caso de que la funcion H sea simétrica respecto de tres reflexiones independientes,

obtenemos el siguiente teorema de clasificacién:

Teorema 3.4.6. Sea H € C?(S?), H > 0. Supongamos que H es invariante bajo tres

reflexiones de S? linealmente independientes.

Entonces, toda H-superficie propiamente embebida Y3y en R con topologia finita y a
lo sumo un final es una traslacion de la esfera de Guan-Guan Sy, definida en el Teorema
1.4.5.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.5 sabemos que la H-esfera de Guan-Guan estrictamente
convexa Sy existe. El Corolario 3.2.3 garantiza la existencia de estimaciones de altura
uniformes para H-grafos en cualquier direccién v € S. Por tanto, el Teorema 3.4.2 aplicado
a las tres direcciones de simetria de H asegura que Xy estd contenida en una region
compacta de R3. Por ser ¥3; propia en R? y estar en una regién acotada, Y3, es compacta.
Ahora el Corolario 1.4.6 implica que ¥y = Sy (salvo traslaciones), lo que prueba el
resultado. O

Notemos que si en el Teorema 3.4.6 solo imponemos H € C'(S?) como regularidad a H,
entonces no tenemos garantizada la existencia de una H-esfera, ya que el teorema de Guan-
Guan 1.4.5 asegura la existencia de tal H-esfera supuesta regularidad H € C?(S?). No
obstante, si H € C1(S?), H > 0 es rotacionalmente simétrica y cumple H(z) = H(—x) para
todo = € S?, en el Teorema 2.3.1 probamos la existencia de una H-esfera rotacionalmente

simétrica. Si ademés H € C?(S?), esta H-esfera coincide con Sy.

Corolario 3.4.7. Sea H € C1(S?), H > 0 rotacionalmente simétrica cumpliendo H(z) =
H(—x), Yo € S%. Entonces, toda H-superficie propiamente embebida en R® con topologia
finita y a lo sumo un final es la H-esfera rotacional y estrictamente convexa asociada a

H, con eje de rotacion paralelo a v.

Notemos que el ejemplo de la Figura 2.12 muestra que el Teorema 3.4.6 no es cierto
si solo suponemos que la funciéon predeterminada H es invariante con respecto a dos re-
flexiones geodésicas independientes en S?. Del mismo modo, usando el mismo ejemplo, el

Corolario 3.4.7 no es cierto si la funcién H no se supone par.



Capitulo 4

Estabilidad de las 7{-hipersuperficies

Este capitulo estd dedicado al estudio de la estabilidad de las H-hipersuperficies. Este concepto
se definird por medio del operador de estabilidad de las H-hipersuperficies, operador que surge
al linearizar el operador curvatura media predeterminado. Por ser este operador de tipo
Schrodinger generalizado, nos centraremos en el andlisis espectral de este tipo de operadores,
andlisis que nos permitird definir la estabilidad de una H-hipersuperficie. Tras probar que todo
H-grafo es estable y la no existencia de H-hipersuperficies estables y compactas, obtendremos

una estimacion de curvatura para H-superficies estables en R3.

4.1. Estabilidad de las hipersuperficies con curvatura media cons-
tante

Para comenzar, recordaremos cémo surge el concepto de estabilidad de una hipersu-
perficie con curvatura media constante, inmersa en R"*1. La notacién y terminologfa estan

motivados por el trabajo de Meeks, Pérez y Ros [MPR].

Sea Y una hipersuperficie orientada, inmersa en R"*!, y sean : ¥ — S” su aplicacién de
Gauss. Sea ) un dominio relativamente compacto de X y sea f € C2(3) tal que sop(f) C £,
donde sop(f) es el soporte de f definido como el cierre del conjunto de puntos en los que
f no se anula. En estas condiciones, existe ¢ > 0 y una aplicacién ¥ : ¥ x (—¢,&) — R**1

tal que para todo t € (—¢,¢) la aplicacién p — ¥(p,t) es una inmersién cumpliendo

1. U(p,0) =p, Vp € X.
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2. U(p,t)=p, Y(p,t) € (X —Q) x (—¢,¢).

ov

3.5

(p,0) = f(p)mp, Vp € X.

A la aplicacion ¥ se le llama variacion normal de ¥ de soporte compacto con campo
variacional fn, y para to fijo la imagen p € ¥ +— U(p, o) la denotaremos por 3. En estas

condiciones podemos definir los funcionales area y volumen de la variacion ¥ como

Area(t) :/ dAy,
P
(4.1)
Vol(t) :/ Jac(0)dV,
3x10,¢]

donde dA; denota el elemento de area de ¥; y dV el elemento de volumen en R+

Es un hecho bien conocido que las hipersuperficies con curvatura media constante H,
inmersas en R”*! son puntos criticos del funcional J(t) = Area(t) — nHVol(t). Concre-
tamente, una hipersuperficie ¥ tiene curvatura media constante H siy solo si J'(0) = 0

para toda variacién normal de ¥ de soporte compacto.

Para estudiar las hipersuperficies con curvatura media constante como puntos criticos
del funcional J, el siguiente paso légico es calcular la segunda derivada de tal funcional.
Si ¥ tiene curvatura media constante H, dada una variaciéon normal de soporte compacto

con campo variacional f7, se tiene
7"0) =~ [ (s +loxP)fda,  vf e G2, (12)
b

donde Ay, |ox|? denotan, respectivamente, el operador de Laplace-Beltrami y la norma

al cuadrado de la segunda forma fundamental de X.

Motivados por la expresién anterior, se define el operador de estabilidad u operador de
Jacobi de una hipersuperficie ¥ con curvatura media constante como el operador diferencial
lineal L := Ay + |ox|?. Por medio de este operador podemos expresar la ecuacién (4.2)

como
7"0) = - [ SLFAA € CGYE)
X
En vista de lo anterior, se define el concepto de hipersuperficie estable:

Definicion 4.1.1. Una hipersuperficie X con curvatura media constante H, inmersa en

R™*1 se dice estable si el operador —L es no negativo, esto es, si para toda variacion
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normal W de soporte compacto con campo variacional fn, se tiene
- / (Asf + osl2f) fdA > 0.
)

El operador L es conocido por ser un operador de Schrédinger, esto es, un operador de
la forma Ayx +¢q, con ¢ € C%(X). El estudio de la teoria espectral de este tipo de operadores

estd intimamente relacionado con el concepto de estabilidad dado en la Definicion 4.1.1.

El hecho de que —L sea no negativo se puede caracterizar mediante el siguiente criterio
debido a Fischer-Colbrie [Fis], el cual es de gran utilidad. Véase el Lema 2.1 en [MPR].

Lema 4.1.2. Sean ¥ una hipersuperficie con curvatura media constante, inmersa en R" 1,

Entonces, equivalen:

1. El operador —L es no negativo.

2. Existe una funcion v >0 en ¥ tal que Lu < 0.

4.2. El operador de estabilidad de las H-hipersuperficies

Esta seccién estd dedicada a dar un concepto de operador de estabilidad para las
‘H-hipersuperficies, tomando como punto inicial el caso en el que H es una funcién cons-

tante.

En la seccién anterior recordamos que el operador de estabilidad L = Ay + |ox|? de las
hipersuperficies con curvatura media constante aparece al estudiar un problema variacio-
nal en el que se ven involucrados los funcionales geométricos area y volumen. Igualmente,
el operador de estabilidad L aparece como el operador curvatura media linealizado. Con-

cretamente, consideremos una variacion normal

(p,t) € B x (=&,€) = p+Lf(p)p, (4.3)

de una hipersuperficie ¥ orientada, inmersa en R"*!, donde 7 : ¥ — S™ es la aplicacién de
Gauss de ¥ y f € C2(X). Entonces, si para cada t € (—¢,¢) denotamos por H(t) := Hy,

la funcién curvatura media de Y; para t fijo, se tiene
Asf + los|2f = nH'(0). (4.4)

Supongamos ahora que ¥ es una H-hipersuperficie, para H € C*(S") arbitraria. En

general, las H-hipersuperficies no son soluciéon de un problema variacional que involucra
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funcionales geométricos como el drea y el volumen tal y como ocurre cuando H es una
funcién constante, y por tanto debemos cambiar el enfoque de este problema. Aun asi, po-
demos definir un operador de estabilidad mediante el calculo del linealizado de la ecuacion

(1.1). Este es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.1. Sea ¥ una H-hipersuperficie en R"™! para H € CY(S"), sea f €
Cg(E) y para cada t suficientemente pequeno denotemos por X a la hipersuperficie dada por
(4.3), donde n: . — S™ es la aplicacion de Gauss de . Definamos H(t) :== H(t) — H(n,) :
¥ X (—e,6) — R, donde H(t) y n denotan, respectivamente, la curvatura media y la

aplicacion de Gauss de cada X¢. Entonces,
nH'(0) = Lf, L= Asf+ (X, Vsf) + los/f, (45)

donde X3y € X(X) viene dado para cada p € ¥ por Xy(p) := nVsnH(n(p)); aqui Vgn
denota el operador gradiente en S™, y Ax, Vs, |os| denotan, respectivamente, el operador de
Laplace-Beltrami, el gradiente y la norma de la seqgunda forma fundamental de 3 respecto

de su métrica inducida.

Demostracion. A partir de ahora trabajaremos en cierto p € X fijo pero arbitrario, el cual
omitiremos para simplificar la notacién. De la relacién H(t) = H(t) — H(n;) y en vista de

la Ecuacion (4.4), para cualquier variaciéon de ¥ con campo variacional fn, se tiene

nH'(0) = Asf+|osl?f—nL|_, (H0m))

(4.6)
= Asf+|os]Pf —n (Ve H(n(p), &],—y () -
Sea {eq,...,e,} una base ortonormal positivamente orientada de direcciones principales
de ¥ en p. Entonces, para t € (—¢,¢) esta base se transforma mediante (4.3) en la base
positivamente orientada {e!,..., el } en ¥; dada por
el = (1 —tfr;)e; +tdf (e;)n, (4.7)
donde k; es la curvatura principal de ¥ en p asociada a la direccién e;. De la ecuacién (4.7)
tenemos
d n
i (el A Aeb) =—nHsfn+ Y df(e))e; = —nHsfn+ Vs f.
t=0 i=1

Notemos que 1 = (e} A---Ael)/|e! A--- ANel| y por tanto se tiene

4
dt

(m) = Vsf. (4.8)

t=0
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Ahora es claro que de las ecuaciones (4.6), (4.7), (4.8) obtenemos (4.5). Esto finaliza la
prueba de la Proposicion 4.2.1. ]

La Proposicién 4.2.1 junto a la ecuacién (4.4) justifican la siguiente definicién:

Definicién 4.2.2. Sea ¥ una H-hipersuperficie en R"*! para alguna H € C1(S"). El
operador de estabilidad de X se define como el operador L en ¥ actuando sobre cada
f € C2(%) de la forma

Lf:=Asf+ (Xu,Vsf)+ |os|f, X3(p) == nVsaH(n(p))- (4.9)

La primera observacion es que, cuando H es una funcién constante, esta definicién de
operador de estabilidad coincide con el operador de estabilidad L = Ay, + |ox|? de las
hipersuperficies con curvatura media constante. Igualmente, esta definicién de operador
de estabilidad también coincide en el caso en el que X es un solitén de traslacién del flujo
por curvatura media; véanse los trabajos [Esp, ImRi, Gua, SpXi, Grol, donde se estudia

la estabilidad de estos solitones.

Ya que la propiedad de ser una H-hipersuperficie es invariante por traslaciones de R**1,

tenemos:

Corolario 4.2.3. Sea X una H-hipersuperficie en R" ! para alguna H € C*(S"), sea
n: Y — S" su aplicacion de Gauss, fijemos a € S™ y definamos v = (n,a) € C*(X).
Entonces Lv = 0, donde L es el operador de estabilidad (4.9) de X.

Demostracion. Consideremos la variacién de X
(P, A) EEXR—=p+ Aa

y denotemos por X := ¥4 Aa. Por el teorema de la funcién implicita podemos escribir esta
variacién en un entorno de cada (pg,0) € ¥ x R como una variacion normal de la forma
(4.3). De forma especifica, para cualquier p cercano a py en 3 y para cualquier ¢t € (—¢,¢)

con ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos escribir

p+tf(p)np) = é(p,t) + At)a (4.10)

donde f es una funcién diferenciable definida en un entorno de py en X, ¢(p,t) € X para
todo (p,t) y A(t) es una funcién diferenciable satisfaciendo A(0) = 0y X' (0) # 0. Tomando
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la componente normal de la derivada de (4.10) con respecto a t en ¢ = 0 y usando que
(%—f,m = 0, tenemos
£ = X(0)(n, a) = N(0)w. (4.11)

La Proposicién 4.2.1 implica que L£f = 0 ya que todas las hipersuperficies ¥ (y en
consecuencia todas las hipersuperficies dadas por ¢ = constante en (4.10)) tienen la misma
curvatura media predeterminada H € C(S"™). En estas condiciones, la ecuacién (4.11)

asegura que Lv = 0, concluyendo la prueba. O

4.3. Operadores elipticos generalizados y 7-hipersuperficies es-
tables

El operador £ introducido en la Definicién 4.2.2 en general no es un operador de tipo
Schrodinger, y en consecuencia la teoria eliptica clasica de operadores auto-adjuntos no
se puede aplicar en el estudio de la estabilidad de las H-hipersuperficies. En esta seccion
introducimos una clase general de operadores lineales elipticos, en los cuales se enmarca el
operador de estabilidad £ de las H-hipersuperficies. Como nos supone el mismo esfuerzo,

trabajaremos en una variedad riemanniana abstracta.

Definiciéon 4.3.1. Sea ¥ una variedad riemanniana. Un operador de Schrédinger gene-

ralizado L en % es un operador eliptico de la forma
L= Ay +(X,Vs)+g, (4.12)

donde g € C?(X), X es un campo continuo en Y, y Ay, Vs denotan el operador de Laplace-

Beltrami y el operador gradiente en X, respectivamente.

En el caso particular X = Vyx¢ para alguna ¢ € C?(X), entonces L se dice que es
un operador de Schridinger de tipo gradiente, véase por ejemplo [Esp|. En particular, si
X =0, L es un operador de Schrodinger clasico. Notemos que el operador de estabilidad
(4.9) para hipersuperficies con curvatura media predeterminada H € C'(S™) es un operador

de Schrédinger generalizado.

Estos operadores de Schrodinger generalizados aparecen en el estudio de la segunda
variacién de ciertos funcionales geométricos definidos en familias de superficies inmersas
en determinados espacios ambiente. Este es el caso cuando se estudia la estabilidad de las

superficies marginalmente atrapadas hacia el exterior, las cuales se conocen en la literatura
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como MOTS (del inglés, marginally outer trapped surfaces). En las referencias [AEM, AMS,

AnMe, Car, GaSc| se puede encontrar un desarrollo de esta teorfa.

Tenemos que hacer hincapié en dos problemas clave a la hora de trabajar con el ope-
rador de estabilidad £ de las H-hipersuperficies dado por (4.9); primero, en general £ no
es auto-adjunto y por tanto puede no ser diagonalizable, y segundo, £ en general no se
puede definir por medio de un problema variacional tal y como ocurre en el caso en el que

H es constante.

La siguiente definicién viene motivada por la Definicién 4.1.1 y el criterio de Fischer-
Colbrie 4.1.2.

Definicién 4.3.2. Sea X una H-hipersuperficie inmersa en R para cierta H € C1(S™),
y sea L su operador de estabilidad. Diremos que % es estable si existe una funcion positiva

u € C%(X) tal que Lu < 0.

Esta nocién de estabilidad coincide en el caso en el que H es una funcién constante.
Igualmente, esta definicion de estabilidad coincide en el caso de los solitones de traslacién
del flujo por curvatura media (para esto tltimo, véase por ejemplo la Proposicién 2 en
[SpXi]). De la misma forma, la nocién de estabilidad dada en la Definicién 4.3.2 es consis-
tente con la nocién de estabilidad exterior (outermost stability en inglés) en la teoria de
los MOTS, véase por ejemplo [AEM, Definicién 3.1].

Sigamos justificando la Definicién 4.3.2. Sea L un operador de Schrédinger generalizado
(4.12) definido en una variedad riemanniana ¥ y sea 2 C ¥ un dominio relativamente
compacto y diferenciable. Aunque L no es auto-adjunto, es sabido que existe un valor
propio real A\o(€2) de —L en Q llamado valor propio principal, el cual es el inico nimero

real que soluciona el problema con condiciones Dirichlet

Lu+Xu=0 enQ
u=2~0 en 0N). (4.13)

y que satisface Ao(2) < R(u(2)) para cualquier otro valor propio complejo () de —L en
Q. En estas condiciones, la funcién propia 1y correspondiente a Ag(€2), la cual es unica salvo
multiplicacién por constantes no nulas, no tiene ceros; véase por ejemplo la Seccién 5 de
[AnMe]. Normalmente omitiremos la dependencia de Ao(€2) del dominio € y escribiremos

simplemente Ay si no hay dudas posibles.

El siguiente anélisis estd motivado por la Observacién 5.2 en [AnMe]. Sea A el valor

propio principal de —£ en un dominio 2 C X relativamente compacto, y sea —L* el
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operador adjunto de —L. Entonces, por ser g real, el primer valor propio de —L* es
exactamente \g. Sea 15 > 0 la funcién propia de —L* asociada a Ao, y sea u > 0 tal que

Lu <0 (tal u existe por ser L estable, en virtud de la Definicién 4.3.2). Entonces,

/ ul*Yy dA = —)\0/ wpy dA = / Yo Lu dA.
Q Q Q

Por ser ¢5 > 0, v > 0y Lu < 0, tenemos que A\g > 0. Por tanto la definicién 4.3.2 es
equivalente a que el valor propio principal Ao sea no negativo, justificando de nuevo la

definicion de estabilidad elegida para las H-hipersuperficies.

La Definicién 4.3.2 tiene la siguiente interpretacién geométrica. Sea 3 una H-hipersuper-
ficie estable y sea €2 un dominio relativamente compacto y diferenciable de ¥, cuyo borde
estd contenido en un dominio relativamente compacto y diferenciable mayor €' C X. Por
ser X estable, el valor propio \g(£)') del operador de estabilidad —£L restringido a ' es
no negativo. Por la monotonia del valor propio principal con respecto de la inclusion de

dominios (véase por ejemplo [Pad]), deducimos que Ao(©2) > 0.

Consideremos ahora {Qt}te(—a,a) una variacién diferenciable en R™*! de la H-hipersuper-
ficie compacta (con borde) Qg := 2, de forma que su borde se queda fijo por la variacién,
esto es 0€); = 9N para todo t. Supongamos ademéas que todas las hipersuperficies {2; son
también H-hipersuperficies compactas con borde para la misma H € C'(S"). Los argu-
mentos realizados en la Proposicién 4.2.1 aseguran que existe una funcién u € C?(Q), que
no es idénticamente nula, satisfaciendo Lu = 0 en 2 con v = 0 en 9€2. En particular, A =0
es un valor propio de £, lo cual es contradictorio con A\o(€2) > 0. Por tanto tal deformacién

de Q no puede existir.

Geométricamente: es imposible deformar una H-hipersuperficie estable con borde por
medio de variaciones de la forma (4.3), de forma que su borde quede fijo y tal que to-
das las hipersuperficies asociadas a la variacion en R™ tengan la misma curvatura
media predeterminada H € C'(S"). Este hecho, conocido en el caso de hipersuperficies
con curvatura media constante, justifica de nuevo la nocién de estabilidad escogida para

‘H-hipersuperficies.

El Corolario 4.2.3 asegura que todo H-grafo en R"*! es una H-hipersuperficie estable.

En general, tenemos:

Corolario 4.3.3. Sea . una H-hipersuperficie inmersa en R"*1 para alguna H € C*(S"),
sea n: X — S" su aplicacion de Gauss y supongamos que (n,a) > 0 para algin a € S™.

Entonces, ¥ es estable. En particular, todo H-grafo es estable.
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Para el caso de H-hipersuperficies compactas, tenemos otra consecuencia trivial:

Corolario 4.3.4. No existen H-hipersuperficies compactas (sin borde) y estables, inmersas
en RTL

Demostracién. Sea Y una H-hipersuperficie compacta sin borde y estable, inmersa en R?+!
y sea L su operador de estabilidad. Entonces, el Corolario 4.2.3 tiene como consecuencia
que el nicleo de L tiene dimensién al menos n + 1, y en particular 0 es un valor propio
para —L que no es simple (aqui no fijamos condiciones Dirichlet, ya que 0¥ = &). En
consecuencia, el valor propio principal A\o(X) de —L en X, el cual es simple y por tanto no

puede ser 0, es negativo. Por tanto, ¥ no es estable. ]

4.4. Estimaciones del radio y la curvatura de H-superficies

El siguiente resultado es esencialmente debido a Galloway y Schoen [GaSc]:

Lema 4.4.1. Sea ¥ una variedad Riemanniana, y sea L = Ay + (X, Vy-) +q un operador
de Schrédinger generalizado en ¥; aqui X € X(X) y q € CO(%).

Supongamos que existe u € C*(X), u > 0, tal que Lu < 0. Entonces, el operador de

Schrodinger
- 1, X2
L:=Ax +Q, Q:=q— §d1V<X) VR (4.14)
satisface que —L es no negativo, esto es, — fz fLf >0 para toda f € CZ(X).
Demostracion. La condicién Lu < 0 para u > 0 se puede reescribir como
Ayu + %\X + 2Vyx logu|? — %|X!2 — u|Vylogu|> + qu < 0. (4.15)

Por ser u > 0 positiva, si escribimos u = e¢? tenemos de (4.15)

| X

1 X
As+ 71X +2Vsél* - =~ +q 0.

Sumando y restando %diVX obtenemos

X2 1
div(Vseé + X/2) + |Vso + X /2> — 4‘ — 5divX +q¢<0. (4.16)
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Si definimos el campo Y :=Vo+ X/2y Q :=q — % — %diVX, se tiene de (4.16)

Y|? +Q < —divY. (4.17)
Si consideramos ahora f € C3(X), la ecuacién (4.17) implica
PIYPE+2Q < —f2divy
= —div(f?Y) +2f(Vsf,Y)
< —div(f?Y) +2/f[[Ve /Iy
< —div(fPY) + [V fP + Y2

Integrando la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que f tiene soporte compacto,

concluimos

/Z\V2f|2 _QP 0, VfeQs),

lo cual es equivalente a que el operador —L sea no negativo. Esto completa la prueba del
Lema 4.4.1. O

El siguiente resultado para n = 2 fue probado de forma implicita en [LoRo| como una
variacion de los argumentos introducidos por Fischer-Colbrie en [Fis]; véase el Teorema
2.8 en [MPR].

Lema 4.4.2. Sea ¥ una superficie Riemanniana y supongamos que el operador de Schrédin-
ger —(Ax— Ky +c) es no negativo para alguna constante ¢ > 0; aqui Ky, denota la curvatura
de Gauss de X. Entonces, para todo p € ¥ se tiene

27

d(p, %) < —,
(p )_\/3»0

esto es, el radio de toda bola geodésica (abierta) centrada en p, relativamente compacta en
Y, es a lo sumo 2w /\/3c.

Como consecuencia del Lema 4.4.1 y el Lema 4.4.2 podemos deducir una estimaciéon de
distancia intrinseca al borde para H-superficies estables en R3, con H € C?(S?). En lo que
sigue, Vg2, Ag2 y Vég denotaran, respectivamente, los operadores gradiente, Laplaciano y

Hessiano en la esfera unidad S2.

Debemos enfatizar en las hipétesis del Teorema 4.4.3 a continuacién que el analisis
realizado en la Seccién 2.4 nos permitié probar la existencia de H-grafos completos, rota-
cionales con curvatura media predeterminada H en R3, para ciertas funciones rotacional-

mente simétricas H € C(S?), H > 0; véase el ejemplo en la Figura 2.14. Por tanto, como
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dichos grafos son estables, la condicién (4.18) en el Teorema 4.4.3 no puede eliminarse del
todo o simplemente sustituirse por la condiciéon mas débil H > 0. Véase el problema 19

en el Capitulo 5.
Teorema 4.4.3. Supongamos que H € C?(S?) satisface en S? la desigualdad
1
3H? + det(VaH) + HAg:H — |V H|? — Z(AS2H)2 >c>0 (4.18)

para alguna constante ¢ > 0. Entonces, para toda H-superficie estable ¥ con borde, inmersa

en R? y para todo p € 3, se tiene

d(p,0%) <

B
@l =

Demostracion. Definamos

1. Xy |?
Qu=loxP — Javs () - 2L = ovemm) € X(®). (119)

Aqui |ox| denota, como de costumbre, la norma de la segunda forma fundamental de X y
1 es su aplicacién de Gauss. Denotemos por L al operador de estabilidad de X, definido
en (4.9). Por ser X estable, el Lema 4.4.1 implica que el operador —L := —(Ayx, + Q) es

no negativo en Y. Supongamos por el momento que se cumple la desigualdad
Qu > —Ks +c (4.20)

donde Ky es la curvatura de Gauss de ¥. En este caso, el operador —(Ayx, — Ky + ¢) seréd

también no negativo y el Teorema 4.4.3 seria una consecuencia directa del Lema 4.4.2.

Por tanto, es suficiente probar (4.20). Para hacer esto, primero calculamos la expresién
divs(Xy). Notemos que si V € X(X) y Vg,V denotan las conexiones riemannianas de ¥

y R3, respectivamente, se tiene

(Vv Xwn, V) = 2((V)v(Vs2H(n)), V) = 2(Vv(Vs2H(n)), V) (4.21)

= 2d(VsH)n(dn(V)), V) = 2(VaH)y(V,dn(V)).
La ultima igualdad es consecuencia de que por ser (n,V) = 0, entonces tanto V' como
dn(V') son tangentes a S? en el punto 7.

Consideremos en cualquier p € ¥ una base ortonormal {ej, ez} de direcciones princi-

pales de ¥ y sean ki1, ko las curvaturas principales asociadas. La ecuacién (4.21) implica
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que en p se cumple

2 2
dive (Xp) =D ((Vs)e, Xn. i) = =2 Kiowi, a; = (VEaH)p (e e).  (4.22)
=1 =1

Por tanto, por (4.19), (4.22) y la identidad |ox|* = 4HZ — 2K, obtenemos en p:

Qu = 4H% —2K%, — ’VS2'H(?7)‘2 + K101 + Kog

IRY)
_3@—m+w4@—wwmw
Lt r)len tag) | (k1 = ko)(on — as) (4.23)
2 2

2
= B3HZ - Ky — |VeeH®))? + (“1 5 h2 M 5 a2>

2
a1 —
+Hyx(aq + ag) — ( ! 5 2) .

Ahora, la definicién de «; en (4.22) implica a1 + ag = Ag2H(n), v

<041 ; 062)2 < (AS27Z(77))2 _ det(ngH)n. (424)

Por tanto, las ecuaciones (4.23) y (4.24) y la relacién Hy, = H(n) aseguran

(Ag2H(1))?

Qu + Kx > 3H(n)? + H(n) Ag2H(n) — 1

+ det(VEH), — |V H(n)|?. (4.25)
Ya que por hipétesis H satisface (4.18) en S2, concluimos por medio de (4.25) que Qy +
Ky, > ¢ se cumple, lo cual no es méas que (4.20). Esto termina la demostracién del Teorema
4.4.3. O

A continuacién enunciamos dos hechos simples que aclaran las propiedades de la con-
dicién (4.18).

Observacién 4.4.4. Sea H € C?*(S?). Entonces, existe Hy > 0 tal que para todo o > Hy,
la funcion H* := H + a € C?(S?) satisface la condicion (4.18).



4.4 Estimaciones del radio y la curvatura de H-superficies 103

Observacién 4.4.5. Sea H € C*(S?) satisfaciendo (4.18). Entonces, H(x) # 0 en todo

x € S%. De hecho, si H(z) =0 la ecuacion (4.18) en x tiene la expresion

_ (AgH(x))?
v 4

det(V2.H) > ¢+ |[VeeH(z)]? >0,

lo cual es imposible, ya que el miembro de la izquierda de esta desigualdad es siempre no

positivo.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 4.4.3 y generaliza el re-
sultado bien conocido de que no existen superficies con curvatura media constante positiva,

completas y estables, inmersas en R3.

Corolario 4.4.6. Sea H € C?(S?) satisfaciendo la condicion (4.18). Entonces, no existen

H-superficies completas y estables, inmersas en R3.

Recordemos que todo H-grafo en R? es estable. Por tanto, tenemos una consecuencia

inmediata del Teorema 4.4.3:

Corolario 4.4.7. Sea H € C%*(S?) satisfaciendo la condicién (4.18). Entonces, para todo
v € S? existen estimaciones de altura uniformes para H-grafos en R3 en la direccién v

(recordemos que el concepto de estimacion de altura uniforme fue dado en la definicion
3.2.1).

Recordemos que en el Corolario 3.2.4 obtuvimos estimaciones de altura uniformes para
H-grafos que satisfacen hipdtesis parecidas a la del Corolario 4.4.6. En efecto, dada H €
C1(S?) probamos que definiendo la funcién H* = H + Hy, siendo Hy > méx H —2 min Hysr,
existe una estimacién de altura uniforme para H*-grafos. La Observacién 4.4.4 nos permite
aplicar el Corolario 4.4.6 para H, suficientemente grande, obteniendo un resultado en
cierto modo mas general ya que da una estimacién de distancia al borde para todas las

‘H-superficies estables, y en particular una estimacién de altura para todos los H-grafos.

El resultado final de este capitulo, y por tanto de la memoria, es una estimacién de
curvatura para H-superficies estables en R? para el caso en el que H satisface la condicién
(4.18). Este resultado puede entenderse como una extensién al &mbito de las H-superficies
de estimaciones de curvatura cldsicas para superficies estables con curvatura media cons-

tante en R?; véase [Scho] para el caso minimo y [BeHa] para el caso constante Hy # 0.

Teorema 4.4.8. Sean a,c > 0. Entonces, existe una constante C' = C(a,c) > 0 tal que se

cumple la siguiente afirmacion: si H € C?(S?) satisface

VseH| + |VEH| < a (4.26)
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en S? y X es cualquier H-superficie estable en R con borde tal que H satisface la condicion

(4.18) para la constante ¢, entonces para todo p € ¥ se cumple la siguiente estimacion:

los(p)|ds(p,0%) < C.

Demostracion. La prueba se hard por reduccién al absurdo. Supongamos pues que existe
una sucesién de funciones H, € C?(S?) satisfaciendo (4.26) para la constante a, una
sucesién ¥, de H,,-superficies estables con borde que satisfacen (4.18) para la constante ¢

y puntos p, € 3, satisfaciendo

s, (Pn)|ds,, (P, 0%0) > n, (4.27)

donde oy, denota la segunda forma fundamental de ¥,,. Primero, notemos que la ecuacién
(4.27) implica que |ox,, (py)| diverge a oo, ya que el Teorema 4.4.3 asegura la existencia para
todo n de una cota superior uniforme ds;  (pn, 9%,) < d para algin d > 0. En esta situacién,

podemos usar los argumentos en la prueba del Teorema 3.1.2 con algunas modificaciones.

Sea d,, := dy,, (pn,0%,) y consideremos las bolas intrinsecas compactas D,, = By, (pn,

d,/2). Sea g, € D,, el méximo de la funcién
hn(2) = |os, (2)|ds, (z,0Dy,)

en D,,. Claramente, g, es un punto interior de D,, ya que h,, se anula en dD,,. Entonces,

si denotamos por A\, = |ox, (¢n)| ¥ ™ = ds,, (qn, 0Dy,), tenemos por (4.27):

AnTrn = hn(qn) = hy(pp) — 00,  paran — oo. (4.28)

Denotemos por H,, el maximo de la funcién curvatura media Hy,, de ¥, restringida a
By, (qn,7n/2), y definamos X} := méx{\,, H,}. De forma similar a como argumentamos
en el Teorema 3.1.2, consideremos las homotecias de factor )}, de las superficies inmersas
By, (gn,rn/2) C X, y denotemos estas superficies homotéticas por M,, :== A\, By, (qn,7n/2).
Sea ¢ € M, la imagen de ¢, € ¥,, por medio de la homotecia de factor A} y consideremos
las superficies trasladadas M, := M,, — ¢}, que llevan los puntos ¢}, al origen. Notemos que
la distancia en M) del origen a OM,' es igual a X7, /2 y por tanto diverge a oo cuando

n — 0o como consecuencia de la ecuacién (4.28).

Las superficies M tienen segunda forma fundamental uniformemente acotada, ya que
para todo z, € By, (¢n,rn/2) se cumple

_ |los,, (20)] < o5, (20)] _ ho(2n) < ds,, (qn, 0Dy)
A - An Andy, (zn,0Dy) ~ ds, (2n,0Dy,)

|oaz (2n)| <2,
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donde en la dltima desigualdad hemos aplicado la ecuacién (3.4), la cual también se cumple

en este caso concreto.

Notemos también que cada M es una superficie con curvatura media predeterminada
H: € C*(S?), donde H}(z) := Hu(z)/\. Por la definicién de A%, tenemos que H} < 1
en la imagen de la aplicacién de Gauss 2, C S? de M en S?, para todo n. Igualmente,

notemos que cuando n — oo tenemos por (4.26)
(Ve Hi| + |VEH| — 0 (4.29)

globalmente en S?. En consecuencia, una subsucesién de las funciones H* converge en la
topologia C'1(S?) a una constante Ho, € [0, 1]. Como consecuencia del Teorema 1.7.1, una
subsucesion de las superficies M} converge uniformemente sobre compactos en la topologia
C? a una superficie completa ¥*, inmersa en R? con curvatura media constante Hoo que
pasa por el origen, la cual es posiblemente disconexa. Consideremos la componente conexa

de ¥* que pasa por el origen, a la cual seguiremos denotando por X*.

Por ser cada ¥, estable, se tiene que cada M, es una H-superficie estable en R3. Por
tanto, el Lema 4.4.1 (véase también el comienzo de la prueba del Teorema 4.4.3) implica

que el operador de Schrédinger —L,, := —(Ayx,, + Q: ) es no negativo en M;;

no

aqui Ay,
denota el operador de Laplace-Beltrami en M;;, y Q3 viene dada por (4.19).

Claramente, los operadores de Schrodinger £,, convergen al operador de Jacobi Lo, de
la superficie con curvatura media constante ¥*. En consecuencia, —L, es un operador
de Schrédinger no negativo y por tanto X* es una superficie estable. Por ser ¥* también
completa, entonces necesariamente Hs, = 0 y por tanto X* es un plano. En particular, la
norma de las segundas formas fundamentales de M." en el origen convergen a cero, lo cual
implica que A,/A — 0. Por la definicién de X}, para n suficientemente grande tenemos
por tanto que \: = H,. Esto implica que H} (z,) = 1 para algin z,, € S?, y para cada
n suficientemente grande. Esto es una contradiccion con el hecho de que Ho, = 0, lo cual

completa la demostracién del Teorema 4.4.8. O






Capitulo 5

Problemas abiertos

Para finalizar esta memoria, en el dltimo capitulo enunciamos algunos problemas abiertos
sobre la geometria de las H-hipersuperficies inmersas en R*1, los cuales encontramos de
especial interés. La gran mayoria estdn motivados por resultados conocidos en la teoria de
superficies con curvatura media constante en R®. Cuando se plantea una cuestion, se pide
de forma implicita demostrar su veracidad o encontrar un contraejemplo que desmienta tal
afirmacion.

5.1. Sobre #-hipersuperficies compactas en R"*!

1. Encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para que una funcion positiva H €
CH(S™) sea la funcidn curvatura media predeterminada de una H-hipersuperficie compacta,

inmersa en R™L,

Sabemos por la Proposicion 1.3.1 que la condicién ‘H > 0 es necesaria, pero tal condicién
no es suficiente tal y como mostramos en el Corolario 1.3.2. Para el problema de Minkowski
una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una hipersuperficie estrictamente
convexa y compacta en R"*! con curvatura de Gauss-Kronecker dada por Ky, = K(n) > 0
es que K € C°(S™) satisfaga [g, #/K(x) = 0. Una condicién integral de este tipo no es

conocida para el caso de curvatura media predeterminada; véase por ejemplo [GuGu].

2. Sea ¥ una H-hipersuperficie compacta, embebida en R"! para cierta H € C*(S™).
sFBs X difeomorfa a S™?
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Sabemos que este problema tiene una respuesta positiva si H es simétrica con respecto a
n reflexiones independientes (véase la Proposicién 1.4.2), pero dada H € C1(S") arbitraria

no podemos aplicar el método de reflexion de Alexandrov.

3. Sean ¥1,%s dos H-esferas inmersas en R® para cierta H € C1(S?). ;Difieren X1 y

Y9 en una traslacion?

4. Supongamos que H € C'(S?) es rotacionalmente simétrica y sea ¥ una H-esfera

inmersa en R>. ;Es ¥ una esfera de revolucion?

El problema 3 tiene una respuesta positiva en el caso en el que una de las dos esferas
31,22 sea estrictamente convexa, véase el Teorema 1.4.4. El problema 4 es cierto si la
funcién rotacionalmente simétrica H es también invariante con respecto de la reflexion
de S? que fija la geodésica de S? ortogonal al eje de rotacién; esto es consecuencia de los
Teoremas 1.4.4 y 1.4.5.

Sea ¥ una H-hipersuperficie compacta en R"*! y sea A\g(X) < 0 el valor propio principal
del operador de estabilidad —£. Diremos que X tiene indice uno si no existen valores propios
de —L cuya parte real se encuentra entre \g y 0; notemos que 0 es siempre un valor propio
de —L con multiplicidad al menos n + 1. En otras palabras, 3 tiene indice uno si Ag es el

Unico valor propio de —L con parte real negativa.

5. ;Es cierto que una H-hipersuperficie compacta, inmersa en R™ ! tiene indice uno

sty solo si es una H-esfera estrictamente convera?

5.2. Sobre propiedades generales de las H-hipersuperficies

6. sPara qué elecciones de H € C(S™) son las H-hipersuperficies inmersas en R™"+!

soluciones a un problema variacional?

Sabemos que si H es una funcién lineal H(x) = a(z,v) + b para a,b € R, v € S", las
‘H-hipersuperficies son soluciones de un problema variacional; véase la Seccién 1.2. ;Hay

mas elecciones para H para las cuales esto es cierto?

7. sEziste alguna féormula de flujo, que sea homoldgicamente invariante para H-

hipersuperficies inmersas en R 2

Cuando H es constante esta formula fue descrita por Korevaar, Kusner y Solomon
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[KKS], y es una herramienta fundamental en la teoria de hipersuperficies con curvatura
media constante inmersas en R"*!. Los casos a considerar a priori serfan cuando # es

lineal y, en general, cuando H es rotacionalmente simétrica.

8. Extender la teoria de H-hipersuperficies inmersas en R™ al caso en el que la

variedad ambiente es un grupo de Lie dotado de una métrica invariante a izquierda.

Tras el Lema 1.1.5, comentamos que es posible la definicién de esta clase de hipersuper-
ficies en un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda. En particular, el espacio
de Heisenberg Nils y la geometria de Thurston homogénea Sol3 son de especial interés,
ya que son espacios difeomorfos a R? y cuya estructura de grupo de Lie es tinica. En la
ultima década, la teoria de superficies con curvatura media constante inmersas en varie-
dades homogéneas tridimensionales ha experimentado un importante avance, atrayendo
el interés de numerosos gedmetras. Véanse por ejemplo [AR1, AR2, CoRo, Dan, DaHa,
DaMi, FeMil, FeMi2, MePe, MMPR1, MMPR2] y las referencias en estos trabajos. Un

desarrollo del comienzo de esta teoria se puede encontrar en [DHM, FeMi3].

Para el caso en el que el espacio ambiente es uno de los espacios producto S? x R y

H? x R, en [Buel, Bue4, Bue5] hemos iniciado el desarrollo de esta teoria.

9. Suponiendo que H € CY(S™) es rotacionalmente simétrica, clasificar todas las

H-hipersuperficies rotacionales en R,

En la Seccién 2.3 clasificamos todas las H-hipersuperficies inmersas en R**! cuando H
es rotacionalmente simétrica y satisface H(z) = H(—=z) > 0. En la Seccién 2.5 describimos
las H-hipersuperficies inmersas en R"! en el caso en el que H es una funcién lineal. En
esta misma seccién y en la Seccién 2.2 describimos H-hipersuperficies rotacionales para
funciones predeterminadas H € C'(S™) cumpliendo ciertas hiptesis minimas; por ejemplo,
el caso en el que H(—x) = —H(z) y solo se anula en puntos x € S” tales que (z,e,4+1) = 0,
o0 el caso en el que H es negativa y se anula en los polos norte y sur de S”. Véanse la Figura

2.16, la Proposicion 2.2.1 y la Proposicién 2.2.2.

Una clasificacién totalmente general para una H arbitraria se vislumbra como un pro-
blema bastante complejo. Por ejemplo, si H se anula en algtin punto la clasificaciéon tendria
que tener en cuenta el comportamiento asintotico de H-hipersuperficies rotacionales com-

pletas, las cuales son soluciéon de un problema de Dirichlet exterior.

10. Generalizar al caso H € CY(S?) técnicas conocidas para construir superficies con
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curvatura media constante inmersas en R3.

Por ejemplo, son de especial interés las técnicas de pegado para H-superficies invirtiendo
el operador de Jacobi, o desarrollar una teoria de Jenkins-Serrin. Claramente, algunas
herramientas clasicas en el estudio de superficies con curvatura media constante no se
pueden aplicar para H € C*(S?) no constante; por ejemplo, aquellas usando la holomorfia
de la diferencial de Hopf.

11. Estudiar propiedades sobre H € C*(S?) bajo las cuales se puede garantizar que
las H-superficies construidas por medio de la solucién del problema de Bjorling (Teorema

1.6.2) son completas.

En el caso ‘H = 0 es bien sabida la existencia de una férmula de representaciéon integral
para este problema, y la solucién viene dada de forma relativamente explicita en funcién
de extensiones holomorfas de los datos de Bjorling. El primer caso no trivial a considerar
serfa H(z) = (x,es), correspondiente a los solitones de traslacién del flujo por curvatura
media. En particular, seria interesante estudiar si las cintas de Mobius construidas en la

Seccién 1.6 son completas.

5.3. Sobre #-superficies propiamente embebidas en R?

12. Supongamos que existe una H-esfera estrictamente convexa Sy en R3, para al-
guna H € C1(S?). Probar que no existen H-superficies propiamente embebidas en R? con

topologia finita y un final.

Este resultado fue probado en el Teorema 3.4.6 en el caso particular en el que H
es simétrica con respecto de tres reflexiones independientes en S?. La solucién de este

problema es desconocida, incluso para H rotacionalmente simétrica.

13. Supongamos que H € C1(S?) es rotacionalmente simétrica con respecto del eje w3
y tal que H(x) = H(—x) > 0, Yo € S%. Probar que toda H-superficie propiamente embebida

en R3 con topologia finita y dos finales es una superficie rotacional.

Este problema es un resultado clasico en el caso en el que H es constante, probado por

Korevaar, Kusner y Solomon [KKS]. Véase también [Maz2].

14. Supongamos que H € C(S?) es rotacionalmente simétrica y positiva. Probar
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que toda H-superficie simplemente conexa, propiamente embebida en R? es una superficie

rotacional.

Si ¥ es compacta, este problema estd relacionado con el problema 2. Si ¥ es completa
pero no compacta, no hay un problema andlogo en la teoria de superficies con curvatura
media constante positiva inmersas en R3, ya que estos ejemplos no existen en este caso.
Notemos que por el Corolario 3.4.4, toda H-superficie 3 en estas condiciones esta contenida
en un cilindro sélido de R3. Bajo la hipétesis adicional H(x) = H(—z) > 0, el resultado es

consecuencia del Corolario 3.4.7.

5.4. Sobre #H-superficies estables en R?

15. Supongamos que H € C*(S?) es rotacionalmente simétrica con respecto del eje x3 y
se anula en algin punto. Sea ¥ un H-grafo entero en R3. Dar condiciones suficientes sobre
H bajo las cuales ¥ sea un H-bowl rotacional, tal y como se construyo en la Proposicion
2.2.1.

Este problema es una version generalizada del teorema de Berstein clasico, el cual
prueba que los grafos enteros minimales en R? son planos. Para el caso H(z) = (z,e3),
esto es, solitones de traslacion del flujo por curvatura media, Spruck y Xiao han probado
recientemente en [SpXi| que todo H-grafo entero y mean conver es necesariamente el bowl

rotacional.

16. Supongamos que H € C*(S?) es una funcion positiva, rotacionalmente simétrica
con respecto del eje x3 vy tal que H(x) = H(—=x), Yo € S?. Denotemos por S;_r[ la semiesfera
rotacional en R? con curvatura media predeterminada H y sea hg la altura mdzima que
alcanza SI:L sobre su borde plano. Sea X un H-grafo compacto en R3 con % C {z = 0}.

¢Es cierto que la altura mdzima que un punto de ¥ alcanza sobre {z =0} es ho?

17. Supongamos que H € C*(S?) es una funcion positiva, rotacionalmente simétrica
con respecto del eje x3. Denotemos por S;ft la semiesfera rotacional en R3 con curvatura
media predeterminada H y sea dy la distancia intrinseca de su polo norte a 88;;. Sea X
una H-superficie compacta y estable, inmersa en R3. ;Es cierto que para todo p € ¥ se
tiene dx(p,0%) < do?

Ambos problemas son resultados conocidos para el caso en el que H es una constante

positiva. El problema 16 es la estimacién éptima de altura que satisfacen los grafos con
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curvatura media constante en R3, véase [Hei]. El problema 17 es un resultado conocido de
Mazet [Mazl].

18. Supongamos que H € C'(S?) es rotacionalmente simétrica. Sea ¥ un H-disco
compacto y estable, inmerso en R y cuyo borde es una circunferencia horizontal. Probar

que X es una H-superficie rotacional.
Cuando H es constante, este resultado fue probado por Alias, Lépez y Palmer en [ALP].

19. Encontrar condiciones suficientes que cumpla H € C?(S?), las cuales aseguren que

no existen H-superficies completas y estables, inmersas en R3.

Por el Corolario 4.4.6, una condicién suficiente es la dada por la ecuacién (4.18). De-
bemos hacer hincapié en que alguna condicién sobre H > 0 es necesaria, ya que probamos
en la Seccién 2.4 la existencia de H-grafos (y por tanto estables) propios asintéticos a un
cilindro. Para el caso particular H(x) = a(z, e3) + b, una condicién suficiente mejor que la

dada por (4.18) se puede encontrar en el trabajo de Espinar [Esp].
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