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Cadenas de Markov irreducibles

Sea (X,) una CM finita con espacio de estados S = {s1,--- , s}
Definicién
Decimos que el estado s; se comunica con el estado s; (y lo denotamos por

s; — ;) si existe un valor n € N tal que

P[Xpin = 8i|Xm = si] > 0.
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Cadenas de Markov irreducibles

Definicién
Decimos que el estado s; se comunica con el estado s; (y lo denotamos por
s; — ;) si existe un valor n € N tal que

P[Xpin = 8| Xm = si] > 0.

Nota: Evidentemente,

P[Xm_|_n = Slem = Si] = (Pn)iJ‘

(Independientemente de m).
Recuérdese que (A);; representa la entrada a; de la matriz A
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Cadenas de Markov irreducibles

Definicién
Decimos que el estado s; se comunica con el estado s; (y lo denotamos por
s; — sj) si existe un valor n € N tal que

P[Xpin = 8i|Xm = si] > 0.

Definicién (Cadena de Markov irreducible)

Decimos que los estados s;, sj se intercomunican si s; — s; y sj — ;. (En tal
caso usamos la notacion s; <+ s;j). La cadena de Markov (X,) es irreducible si
si <> 8j para todo par de estados s;,s; € S. Si la CM no es irreducible,
decimos que es reducible.
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Cadenas de Markov irreducibles

Definicion

Decimos que el estado s; se comunica con el estado s; (y lo denotamos por
s; — $;j) si existe un valor n € N tal que

P[Xm+n = Sj|Xm = S,‘] > 0.

Definicién (Cadena de Markov irreducible)

Decimos que los estados s;, sj se intercomunican si s; — s;j y s; — s;. (En tal
caso usamos la notacion s; <+ s;j). La cadena de Markov (X,,) es irreducible si
s; < 8j para todo par de estados s;,s; € S. Si la CM no es irreducible,
decimos que es reducible.

Teorema (Caracterizacion de cadenas de Markov irreducibles)

La cadena de Markov (X,,) es irreducible si y solo si para todo par de estados
si, 8 € S existe un niimero natural n tal que (P");j > 0.
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Cadenas de Markov irreducibles

Definicién (Grafo de transicion de una CM)

Dada (X,,) CM con espacio de estados S = {s1,--- ,si} y matriz de
transicion P = (p;;), llamamos grafo de transicion asociado a la CM al
grafo dirigido G = (V,E), donde

Vv = S
(S,',Sj) cefE & pij>0

Teorema

La cadena de Markov (X,,) es irreducible si y solo si su grafo de transicion es
conexo.
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Cadenas de Markov irreducibles

Ejemplo
Se puede comprobar fdcilmente que la CM con matriz de transicion
1/2 1/2 0 0
P 1/3 2/3 0 0

0 0 1/8 7/8
0 0 4/5 1/5

es reducible.
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Aperiodicidad
Definicion
Recordemos que el mcd (mdximo comiin divisor) de un conjunto de niimeros

enteros, que denotamos por med{ay,ay, - - - }, es el mayor niimero natural d
tal que d|a; para todo i.

Definicién (Periodo de un estado de la CM)

Sea (X,) CM con matriz de transicion Py sea s; € S uno de sus estados.
Llamamos periodo del estado s; al niimero

d(s;) = med{n : (P");; > 0}

Si d(s;) = 1 decimos que el estado s; es aperiddico.

Definicién (Cadena de Markov aperiddica)

La CM (X,) se dice aperiddica si todos sus estados son aperiddicos. En otro
caso (si contiene estados periddicos) decimos que la CM es periodica.
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Aperiodicidad

Dadas las matrices de transicién Py, P,, P3, decidir -de manera justificada- si
las Cadenas de Markov asociadas son periddicas o aperiddicas:

1/2 1/2 0 0

120127, | 1/32/3 0 0
Pr= [ 1/3 2/3 ] 2= 0 1/8 7/8
0 0 4/5 1/5

0 1/2 0 1/2
12 0 1/2 0
0 12 0 1/2
12 0 1/2 0

Py =
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Aperiodicidad

Teorema

Sea (X,,) una CM con espacio de estados S = {s1,-- - , sk} y matriz de
transicion P. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o (X,) es irreducible y aperiddica.

o Existe N < oo tal que

(P")ij > Oparatodoi,je {1,--- ,k} ytodon > N.
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Distribuciones estacionarias

Definicién

Sea (X,,) una CM finita con espacio de estados

SZ{SI,"' 7Sk}

y matriz de transicion P.
Sea pn = (1, -, px) una distribucion de probabilidad:

k
0 < pu; <1paratodoi, Z,uizl
i=1

Decimos que v es una distribucion estacionaria (o de equilibrio) para la
cadena de Markov (X,,) si

PP = p
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Distribuciones estacionarias

Teorema (Fundamental de las Cadenas de Markov)
(a) Toda cadena de Markov admite al menos una distribucion estacionaria.

(b) Sila cadena de Markov es irreducible y aperiddica, entonces la
distribucion estacionaria |4 es unica y, ademds, satisface:

llmn—)oodTV(,Uf(n)a M) =0,

para toda distribucion de probabilidad inicial u(o).

Nota: Dadas p = (p1,- -+, pk) »n = (n1,- -+ ,m) dos distribuciones de
probabilidad, se define su distancia (en variacion total) como:

drv (s n) Z|Mz il
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Distribuciones estacionarias

Obsérvese que dry es una buena forma de medir distancias entre
probabilidades porque, si u, 17 son distribuciones de probabilidad , entonces

@ i =mnsiysolosidry(u,n) =0,
o 0<drv(n,n) <1,

@ dry(u,m) = 1siy solo si ambas distribuciones tienen soportes disjuntos.

dry(p,m) = maxacs|Pyu(A) — Py(A)]
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Existencia de distribuciones estacionarias (o de equilibrio)

Vamos a dar una demostracion basada en un Teorema de Punto Fijo

@ Obsérvese que si definimos 7'(x) = xP, entonces las distribuciones
estacionarias de la CM son puntos fijos de 7.

e Concretamente, necesitamos que 7'(x1) = u con las condiciones
adicionales: ;1 > 0 (es decir, todas sus componentes son > 0) y
ZLI pi = 1. Ahora bien, esto significa que

k
MGK:{xeRk:in:1,0§x,~paratodoi}
i=1
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Existencia de distribuciones estacionarias (o de equilibrio)

Obsérvese que K es un subconjunto (no vacio) de R¥ convexo y compacto.
Definicién
Sea K C R* convexo. Decimos que f : K — K es una aplicacion afin si

flex+ (1= 1)y) = tf(x) + (1 = )f (y)

siempre que x,y € Ky 0 <t < 1.

Teorema (del punto fijo de Markov-Kakutani)

Sea K C R¥ convexo, compacto y no vacio. Supongamos que f : K — K es
una aplicacion continua y afin. Entonces f tiene al menos un punto fijo en K.
v
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Existencia de distribuciones estacionarias (o de equilibrio)

Es evidente que T(x) = xP es lineal (y, por tanto, afin, cuando se restringe a
cualquier convexo) y continua. Pero debemos probar que 7(K) C K. Sea
x = (x1,---,x) € K. Entonces:

@ Como x, P > 0, concluimos que también xP > 0.

@ La componente i-ésima de T'(x) = xP viene dada por:

k
(xP); = ijpji
j=1

Por tanto,
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Existencia de distribuciones estacionarias (o de equilibrio)

Demostracion del Teorema del punto fijo de Markov-Kakutani:
@ Seax € K. Consideremos los promedios xy = 1%, Zf\’: _01 fi(x).

e Como K convexo y x,f(x),f(f(x)) = f*(x),- -+ ,fV(x) € K, esté claro
que xy € K para todo N.

@ Como K compacto, existe una subsucesién convergente,
{xn, } = x* € K.
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Existencia de distribuciones estacionarias (o de equilibrio)

@ Veamos que f(x*) = x

[, = f Q)| =

<

*

¥ (L E )

n—1 n—1
—H Zf’ = > FH @)l (por ser f affn)
i=0
1 e
=@l
1

—2sup ||z|| — 0 para k — oo.
Ny zek

Se sigue que [x* — f(x*)[| = Himgoo[|xn, —f ()|l = 0

Esto finaliza la prueba.
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Ya hemos probado:

Teorema (Fundamental de las Cadenas de Markov-Parte (a))

Toda cadena de Markov admite al menos una distribucion estacionaria .
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Vamos a probar:

Teorema (Fundamental de las Cadenas de Markov-Parte (b))

Si la cadena de Markov es irreducible y aperiodica, entonces solo admite una
distribucion estacionaria |1 y, ademds, se satisface que:

limp—oody (™, 1) = 0,

para toda distribucion de probabilidad inicial (9.
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Recordemos: Si (X,) es un cadena de Markov con Xo ~ (9 y matriz de
transicion P, se pueden definir funciones ¢, v de modo que:

{ Xo = ¢,0 (Vo)
Xk = @b(Xk—l’ Uk)a k = 1)27‘ T

donde (U,) es una sucesién de v.a. independientes, U, ~ Unif[0, 1], n € N.
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Vamos a estudiar (" cuando (X,) es irreducible y aperiddica:

@ Denotemos por 1 una distribucidn estacionaria de la Cadena de Markov
(cuya existencia acabamos de probar).

@ Podemos asumir que (X)) se ha obtenido mediante las formulas:

{ Xo = ¢,0 (o)

X = w(kala Uk)7 k= 1727"' .
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

@ Consideremos ahora una nueva Cadena de Markov (X)) que construimos
tomando como distribucidn de probabilidad inicial la distribucién
estacionaria 7).

@ Usamos una nueva sucesion (U),) de v.a. independientes, idéntic. distrib.
con distribucién U(]0, 1]):

{ Xy = ¢n(Up)

X, =X, Up)
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

{ Xo = ¢,0 (Vo) { Xy = on(Up)
Xe = p(Xe—1,Ux) | X =Xy, Up)

e Como 7 es estacionaria, X, ~ n para todo n.

e Las cadenas de Markov (X,,) y (X},) son independientes por serlo (U,) y
(U}) entre ellas.
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Consideremos la v.a.
T =min{n: X, = X,}.

(T = +00 si las cadenas nunca se encuentran).

Lema
Se tiene que:
PT <oo] =1

O, lo que es lo mismo,
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Demostracion del Lema: Como (X,,) irreducible y aperiddica, sabemos que
existe M > O tal que

(PM);; > O paratodoi,j € {1,--- ,k}.

Sea0< o = I‘I‘liIliJ'(PM)iJ.
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

P(T<M) > P(Xy=X}) > P(Xy = 51.X}y = 51)

= P(Xy = s1)P(X), = s1) por la independencia de Xj; y X},

k k
= (ZP(XM =51, X0 = Si)) (ZP(lew =51, Xp = Si))

i=1 i=1

k
= (Z P(Xy = 51|Xo = s;)P(Xo = Si)> X

i=1

k
X (Z P(X); = 51Xy = s;)P(Xh = si))

i=1

k k
(a > P(Xo= s,-)) (a > P(Xp= s,~)> = o?
i=1

i=1

\Y]
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Acabamos de probar que: P(T < M) > o?. Por tanto:
P(T>M)<1-a?
También hemos probado que P(Xy; = Xj},;) > . Pero entonces es claro que

P(Xop = Xhp|T > M) > o

Y, por tanto,

P(Xon # Xop|T > M) < 1 — o?
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov

irreducibles y aperiddicas
Y, por tanto,
P(Xon # Xop|T > M) < 1 — o?

Se sigue que

P(T>2M) = P(T >2M|T >M)P(T > M)
P(T > 2M|T > M)(1 — o)
P(Xayr # Xop|T > M)(1 — 0?)
(1 —a2)2

VANRVANVAN

Repitiendo el argumento, concluimos que

P(T > rM) < (1 — ®)" — 0 cuando r — oo

PT<0)=1-PT=00)=1-0=1.
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Comportamiento asintético de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Consideremos ahora la Cadena de Markov: (X/) definida por:

X{ = Xo

X// o L/) (X;//Lla Un+l)
T (L U

si X! # X!
n+1

: " __ !/
st X, =X,

@ (X)) es una Cadena de Markov con matriz de transicién Py distribucién
inicial de probabilidad (?). Por tanto,

X!~ .
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Comportamiento asintotico de cadenas de Markov
irreducibles y aperiddicas

Seai € {1,2,--- ,k}. Entonces

u" —mi = P} =s) - P(X, =s)
< PX]=s,X,#si)
< PX, #Xp)
= P(T >n) — Ocuandon — o

Analogamente (cambiando los roles de X y X)),

i — ,ul(") < P(T > n) — 0 cuando n — oo.

Se sigue que

lim,,oodry (1", n) = 0
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Ley de los grandes numeros

Una CM se dice ergddica si es irreducible, aperiddica y los tiempos de espera
para volver a cada uno de sus estados son todos finitos. En particular, si la CM
es finita, serd ergddica sii es irreducibe y aperiddica.

Teorema (Ley de los grandes nimeros para CM)

Sea (X,,) una CM ergddica y sea y su (iinica) distribucion estacionaria. Sea X
una v.a. tal que X ~ p. Sea f : R — R una funcion acotada. Entonces, con
probabilidad 1, se tiene que

zim,,%%mxl) +--f(X) = E(f(X)).

v

Nota: Como solo consideramos aqui CM finitas, arriba podemos asumir que X
toma valores en {1, --- , k} y por tanto

k
E(f(X) =) ()
=1

dondeﬂ - (,LL],"‘ 7/'Lk)-
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Distribuciones reversibles, Cadenas de Markov reversibles

Definicion

Sea (X,,) una CM finita con espacio de estados

S={s1, - s}

y matriz de transicion P.
Sea pv = (1, -, pk) una distribucion de probabilidad:

k
0 < pu; <1paratodoi, Z,ui: 1
i=1
Decimos que v es una distribucion reversible para la cadena de Markov (X,,)
si
wiPij = piPji para todo i,j
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Distribuciones reversibles, Cadenas de Markov reversibles

Definicién
La CM se dice reversible si admite alguna distribucion de probabilidad
reversible.

Teorema (Cadenas de Markov reversibles)

Supongamos que (i es una distribucion reversible para la CM (X,). Entonces
W es también una distribucion de equilibrio para la CM.

Si (X,) es una CM irreducible y aperiédica con distribucion reversible f,
entonces 4 es la dnica distribucién estacionaria de (X,,) y la distribucién de
probabilidad de X,, converge a p en la distancia dyy:

limy, s oodrv (pix,, 1) = 0.
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Distribuciones reversibles, Cadenas de Markov reversibles

Demostracion del Teorema: Basta comprobar que uP = p. De hecho,

k k k
(P)i =D i =Y Py = i Y Piy = o
Jj=1 j=1 j=1
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

@ Queremos simular una v.a. X con espacio de estados S = {s;}*_, y fdp 1.

Definicion (Algoritmo de Metrépolis del Método Monte Carlo)
e Construimos un grafo conexo G = (S, E).
Dado s; € S, d; = deg(s;) es el niimero de nodos adyacentes a s;.
Es importante lograr imponer que d; sea pequerio para lograr una
simulacion prdctica de la cadena de Markov.

@ La CM de Metrépolis asociada a G (y an) es la que tiene matriz de

transicion:
L0 g idi D e
dimm{nid,-’ 1} S S ~
Pij=4 0 Si S;, §j NO SON vecinos
_ 1 . mdi 70 9
1 EI’SMi A mm{mdt,l} sii=].
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

Teorema

La CM de Metrdpolis (X,) asociada a G (y a n) es una CM aperiddica,
irreducible y reversible cuya distribucion estacionaria es 1. Por tanto, la

simulacion de la misma sirve para obtener muestras de la fdp n, pues la
distribucion de X, converge en dyy a n.
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

En efecto: la conexidad de G garantiza que la cadena es irreducible y
aperiodica. Veamos que es reversible y que 1 es una distribucién reversible
para la CM. En efecto: Si i = j no hay nada que estudiar. Si i # j pero los
vértices s;, 5; no son adyacentes, tampoco es necesario estudiar nada. Veamos
qué sucede sii # jy s; ~ s;. Entonces

nj ) i
Py = g S S Ty
1 i 1 ni .
d; i sig > d;’ d;

es una funcién simétrica en i, j, por lo que

niPij = niPj,

que es lo que buscdbamos.
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

Teorema

Consideremos una CM con espacio de estados S tal que, si X, = s, X1 se
obtiene del siguiente modo:

@ Se elige un nuevo estado s; al azar, con distribucion de probabilidad

uniforme entre los vecinos de s; (i.e. con probabllzdad - para todo s;
vecino de s;).

@ Se toma

X s;  con probabilidad min{Ld" 1}
e s;  con probabilidad 1 — mm{n’ 1}

Entonces (X,) tiene matriz asociada la de la CM de Metrdpolis. Ademds,
n es la unica distribucion estacionaria para (X,) y la distribucion de X,
converge en dyy an.

v
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

En efecto. Supongamos que i # j. Entonces:
e Sis;j no es vecino de s;, P;j = P(X,+1 = sj|X, = s;) = 0 porque en el
primer paso solo tomamos vecinos de s;.
@ Abhora bien, si s; ~ s;, entonces en el primer paso elegimos s; con
probabilidad dii Yy, @ continuacion, nos quedamos con X, | = s; con
oy . id;
probabilidad min{ % 1}. Por tanto, en este caso,
nid;?
1 n;di

P,‘J’ = Zmln{

1}.

nid;’
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Simulacién de v.a. con fdp dada, mediante el uso de CM
(Método MCMC)

o Finalmente, una vez elegido s; ~ s; (con probabilidad 1/d;), nos
quedamos en s; con probabilidad 1 — mm{ 7” 1} lo que arroja un valor

dli — —mln{ Z’ d’ , 1}, pero esto puede pasar con cualquler sj ~ s, lo que

nos conduce a que

ri= % (G- gmnigon)
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