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Algoritmos aleatorizados: qué son

Se trata de algoritmos en los que se introduce una cierta componente de azar
en alguno de sus pasos. Por ejemplo, en alguna de las instrucciones se lanza
una moneda (con cierta probabilidad 0 < p < 1 de cara) de cuyo resultado
depende lo que se va a realizar en la siguiente instruccién del algoritmo.
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Probabilidad: un breve repaso

Concepto de Probabilidad. Probabilidad condicionada. Independencia.
Teorema de Bayes. Teorema de la Probabilidad total

Concepto de variable aleatoria. Variables aleatorias continuas y discretas.
Distribuciones de probabilidad.Ejemplos importantes.

Esperanza, Varianza, covarianza, momentos. Desigualdad de Tchebychev.
Ley de los grandes nimeros.

Variables aleatorias independientes. Teorema central del limite. Funcién
generatriz de momentos. Propiedades reproductivas de v.a.

Vectores aleatorios. Distribuciéon conjunta. Distribuciones marginales y
condicionadas.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Algebra de sucesos

Supongamos que realizamos un experimento aleatorio £ cuyos sucesos
elementales quedan descritos por el conjunto no vacio {2 (al que llamamos
espacio muestral).
Decimos que ¥ C 2% es una o-dlgebra de sucesos si:

e el

@ SiA € ¥, entonces A =Q\ A € 3.

o Si {A;}ien C X, entonces (J,cyAi € Z.

Ejemplo

2, es siempre una o-dlgebra.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Ejemplo importante
Dada una familia D C 2%, denotamos por o(D) al menor o-dlgebra > C 2%
que contiene a todos los elementos de D.

Si X es un espacio topoldgico (por ejemplo, X = R?), llamamos o-4lgebra de
Borel de X a

o(T),

donde 7 denota el conjunto de los abiertos de X.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Proposicion

Si ¥ es una o-dlgebra de sucesos y {A;}ien C X, entonces (e Ai € 2.

@ [JA; representa el suceso: “sucede alguno de los sucesos A;”

@ (A, representa el suceso: “suceden todos los sucesos A;”

JPrueba? Idea: Usar las Leyes de Morgan
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Dados &, 2y ¥ como antes. Decimos que P : ¥ — [0, 1] es una medida de
probabilidad en €2 si

o P(0) =0, P(Q) = 1.
o P(A%) = 1 — P(A)

@ Si{A;}°, es una familia numerable de elementos de X disjuntos dos a
dos, entonces P(|J;Ai) = > o, P(A)).

Espacio de Probabilidad

Llamamos espacio de probabilidad a todo triplete (€2, 3, P), donde € # (),
> C 2% es una o-dlgebray P : ¥ — [0, 1] es una medida de probabilidad. Si
A € ¥ decimos que A es un suceso cuya probabilidad es P(A).
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Ejemplo importante n° 1: Espacio de Laplace
Si Q2 es un conjunto finito, & = 2% es una o-dlgebra y
_nA
#
define una medida de probabilidad (llamada probabilidad de Laplace).

@ Se trata de un ejemplo “trivial” desde el punto de vista “tedrico”

P(A)

@ Sin embargo, dado un experimento £ cuyo espacio muestral asociado es
finito, puede ser extremadamente complicado obtener una buena
representacion de {2 en la que sea posible contar. Este es, de hecho, el
problema fundamental de la combinatoria.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Ejemplo importante n® 2: Probabilidades geométricas

Si 2 C R? es un conjunto medible con medida finita, podemos considerar
Y={Aec2%:|A| <o}y
_ Al

1]
define una medida de probabilidad en 2 que generaliza muy bien a la
probabilidad de Laplace del ejemplo anterior.

P(A)
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

@ Dados dos sucesos A, B, es claro que
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
En efecto, {A \ (AN B),A N B} es una particién de A en sucesos, por lo que

P(A)=P(A\(ANB))+PANB)

Andlogamente, P(B) = P(B\ (ANB)) + P(ANB)y
P(AUB)=P(A\ (ANB))+ P(B\ (ANB))+ P(AN B), de modo que:
P(AUB)

=P(A\(ANB))+P(ANB)—P(ANB)+PB\(ANB))+ P(ANB)
= P(A) + P(B)—P(ANB)
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

e Dado (€2, 3, P) un espacio de probabilidad y dado un suceso B € 3 tal
que P(B) > 0, Podemos considerar en B la siguiente o-dlgebra:

Sp={ANB:Acx}C2"

con lo que P g : ¥z — [0, 1] definida por Pg(A N B) = P(A(ﬂf ) define
una medida de probabilidad.

Probabilidad condicionada
Dados dos sucesos A, B, con P(B) > 0. La probabilidad de A, dado B, es:

P(ANB)

PAIB) = 55
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Sucesos independientes

Dados dos sucesos A, B, se dice que son independientes si

P(ANB) = P(A)P(B)

Obsérvese que, en el caso de que P(B) > 0, la independencia de ambos
sucesos se traduce en la identidad:

P(A|B) = P(A)
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Familia de sucesos independientes

Dados los sucesos {A1, Az, - ,An}, se dice que son independientes si, para
todo k < m y todo vector (iy, iy, ,ix) € {1,--- ,m}* con
i1 <ip <---<l,setiene que

P(A,‘1 NA;N--- ﬂAik) = HP(Ais)

Ademis, la familia de sucesos {A;}°, se dice que es independiente si para
todom > 1, {A;,Az, -+ , Ay} forma una familia de sucesos independientes.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Teorema (de la Probabilidad Total)

Sea {B1,Ba,- - , By} una familia de sucesos disjuntos dos a dos cuya union
es () (se dice que estos conjuntos forman una particion de ) en sucesos). Sea
A otro suceso. Entonces

m m

P(A) = P(ANBy) = P(A|By)P(By).

k=1 k=1

(Asumimos, para la segunda igualdad, que P(By) > 0 para todo k).

V.

De este modo, a menudo es posible conocer P(A) a partir de su “dependencia”
respecto de los sucesos By, - - - , B,.
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Concepto de Probabilidad -Segun Kolmogorov

Teorema (de Bayes)
Sean {A, B} sucesos con probabilidad positiva. Entonces

P(A|B)P(B) _ P(A|B)P(B)

PEIA=""54) = PABIPB) + PAIB)PE)

(Asumimos, para la segunda igualdad, que 0 < P(B) < 1, por lo que también
0 < P(BY) < 1).

En general, si la familia {B;}>°, forma una particion de {2 en sucesos de
probabilidad positiva, tenemos que:

,parai=1,2,---.

Y2 P(A|B)P(By)
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Variables aleatorias

Variable aleatoria
Una v.a. es una aplicacién X : 2 — R. J

Asociados a una v.a. podemos describir numerosos sucesos en {2, como
A = {w € Q: X(w) verifica la propiedad P}, lo que conduce al siguiente
concepto:

Independencia de v.a.

Las v.a. X, Y son independientes si para todo par de sucesos: A descrito en
términos de X y B descrito en términos de Y, se tiene que

P(ANB) = P(A)P(B). Esta defeccion se extiende de forma natural a familias
de v.a.
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Variables aleatorias

Casos importantes

@ (Variable discreta finita) X(£2) = {x;,x2,--- ,xny}. En tal caso nos
interesa conocer:
pk=PX=xx);1 <k<N.

@ (Variable discreta) X(€2) = {xi }xen-. En tal caso nos interesa conocer:
Pk = P(X =xk);k eN

@ (Variable continua) X({2) tiene interior no vacio (contiene un intervalo
con interior no vacio). En tal caso nos interesa conocer:

Fx(t) =P(X <1);teR
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Variables aleatorias

@ Obviamente, Zk pr=1y0 < pi <1 para todo k.
(De hecho, cualquier familia p; con las propiedades anteriores determina
la distribucién de prob. de una v.a.)

@ Para v.a. continuas a menudo podemos escribir:

Fx(t) =P(X <1) = /_t fx(t)dt

para cierta funcion fx : R — [0, 00) (que hace el papel de los p;’s de las
v.a. discretas y recibe el nombre de funcién densidad de probabilidad
(fdp) de la v.a. X). Obviamente, ffooo fx(t)dt = 1y conocer fx determina
la distribucién de probabilidad de X.
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Variables aleatorias

Las v.a. X, Y son independientes si:

@ (Caso discreto) Si las v.a. son ambas discretas....:
PX =x,Y =y5) = P(X =xx)P(Y =)
@ (Caso continuo) Si las v.a. son ambas continuas....:

Fxy(t,s) = P(X <1,Y <s) = P(X < )P(Y < 5) = Fx(1)Fy(s)
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Variables aleatorias

Variable aleatoria de Bernoulli

Sea 0 < p < 1. Entonces X ~ Be(p) si X(Q2) = {0,1}, P(X = 1) = p,
PX=0))=g=1-p.
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Variables aleatorias

Variable aleatoria Geométrica
Sea 0 < p < 1. Entonces X ~ Geom(p) si X(2) = N,

P(X=k)=4""p,

dondeg =1 —p.
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Variables aleatorias

Variable aleatoria Binomial

Sea0 < p < lyseaN > 1. Entonces Entonces X ~ Binom(N, p) si

P(X =k) = ()qu , para0 < k < N

dondeg=1—p
Proposicion
Si X1, , Xy ~ Be(p) son v.a. indep., entonces

Sy =X1 + -+ + Xy ~ Binom(N, p).
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Variables aleatorias

Variable aleatoria de Poisson
Sea A > 0. Entonces Entonces X ~ Poiss(\) si X(2) =Ny

—A\k
P(X=k) = %, parak € N
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Variables aleatorias

Variable aleatoria uniforme
Entonces X ~ U(a, b) si X(2) = [a,b] y

1
b—a

Fx()=P(X <1) =

Equivalentemente,
1
fx(t) =

b—a

t
/dx,paraagtgb
a

X[a,b] (1)-
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Variables aleatorias

Variable aleatoria Normal
Sea it € R, o > 0. Entonces Entonces X ~ N(u,0) si X(2) =Ry

B 1 —(=p)?
e 22 dx

Fx()=P(X <1) = /

—0 V27mo?

Equivalentemente,
1 —(=p)?
e 202

Universidad de Murcia 2007
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Variables aleatorias

Variable aleatoria exponencial
Sea A > 0. Entonces Entonces X ~ Exp()\) si X(Q2) =RTy

t
Fx(t) =P(X <1t) = / Ae~Mdx, parat > 0
0

Equivalentemente,
Sx(8) = Xpoo0) () Ae ™.
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Variables aleatorias

Variable aleatoria y?(n)

Sean € N. Entonces Entonces X ~ x?(n) si X(Q) = Rt y

t
1 n_q _x
Fx(l)—P(XSI)—/OW(n/z)XZ e 2dx,parat20
Equivalentemente,
1) = X0 O g7
0.00)8 0 /2T (1 /2)

Nota. Recuérdese que I'(z) = fooo x*~le~*dx es una funcién que extiende de
forma natural n!, pues I'(n + 1) = nl. De hecho, I'(1) = 1y
I(z+1) =2zl(2).
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Variables aleatorias

Variable aleatoria t-Student
Sean € N. Entonces X ~ t(n) si X(Q2) =Ry

t 2
11(("l+1)/2)(1+xz) G et e R

Fx(t) = P(X < 1) :/_ AN

Equivalentemente,

n 2 _ n+1
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Variables aleatorias: Propiedades

Esperanza matematica
o SiX(2) = {xx}ken, entonces E(X) = >, xkP(X = xz).
o SiX(Q) =R, entonces E(X) = [, xFx()dt.

Proposicion
Se verifican las siguientes propiedades:
e EX+Y)=EX)+E(Y)
e E(aX) = aE(X)
@ Silav.a. es continua, y h(x) es una funcion, entonces
E(h(X)) = [, h(x)fi(x)d.
@ Silav.a. X es discreta con X(2) = {x;}2,, entonces
E(h(X)) = 2420 h(a) P(X = xi).
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Variables aleatorias: Propiedades

Varianza y covarianza
V(X) = E((X — E(X))?)
Cov(X,Y)=E((X—EX))(Y —E(Y)))

Proposicion

Proposicion

V(aX) = o?V(X). Ademds, si las v.a. X, Y son independientes, entonces
V(X +Y)=V(X)+ V(Y)y Cov(X,Y) = 0.
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Variables aleatorias: Propiedades

Teorema (Desigualdad de Tchebychev)
Supongamos que E(X) = i, V(X) = o2 son finitas. Entonces

o2
PX-plza) <%
En particular, si a = ko,
1
P(X —pl 2 ko) < 5
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Variables aleatorias: Propiedades

Demostracion. Tomemos

@ si|X—p|l>a
Y =
0  resto de casos

Entonces ¥ < (X — p)? y por tanto E(Y) < E((X — u)?) = 0. Ahora bien,

EY)=a’P(Y =d*)+0-P(Y =0) = a*P(|X — u| > a).

Por tanto,
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Variables aleatorias: Propiedades

Teorema (Ley de los grandes nimeros)

Sea X1,X5,, - una sucesion de v.a. independientes idénticamente
distribuidas con esperanza ji y varianza o> finitas. Sea M,, = w
Entonces, para cada € > 0, se tiene que

limy—y0oP(|My — pi| > €) =0
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Variables aleatorias: Propiedades

Demostracion. Es evidente que E(M,,) = uy V(M,) = "72 son ambas finitas.
Aplicando la desigualdad de Tchebychev, tendremos que:
o’/n  1o°

P(My—p 2 0) < 5= = 75,

que tiende a O cuando n — oo.
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Teorema central del limite

Teorema
Sea X1,Xp, - -+ , una sucesion de v.a. independientes idénticamente
distribuidas, todas ellas con E(X;) = u < ooy V(X;) = 0% < 0.
Consideremos la v.a.
X1+ X+ -+ Xy

" .

n

Entonces Z = M converge, en distribucion, a una v.a. N(0, 1).

En otras palabras,

1 t
limy_ooFz(1) = \/T_w/ e_xz/zdx,

con convergencia puntual en toda la recta.
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Funcion generatriz de momentos

Funcidén generatriz de momentos de una v.a.

Mx(1) = E(e™)

Proposicion

En condiciones generales,

My =3 B,

n!
k=0

de modo que E(X") = M}((n)(O), n=0,1,---.
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Funcion generatriz de momentos

Teorema

Si Mx(t) = My(t) para todo t, entonces las v.a. X e Y estdn idénticamente
distribuidas.
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Funcion generatriz de momentos

Teorema
Si Y = aX + B, entonces My(t) = e’ My (at).

Teorema
Sean X, Y v.a. independientes. Entonces Mx1y(t) = Mx(t)My(1).
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Funcion generatriz de momentos

Teorema
Sean X1, - - , X, v.a. independientes y sea Z = X + - - - + X,,. Entonces:

® SiX;~ N(ui,02),i=1,---,n, entonces Z ~ N(> " pi, > 1y 07)
o SiX; ~ Poiss(c;), i =1,--- ,n, entonces Z ~ Poiss(>_7_, a;)
® SiX;~x*(n;),i=1,---,n, entonces

n

Z~ () m)

i=1
@ SiX;~N(0,1),i=1,--- ,n, entonces

Xi4+ X34+ X2~ P (n)

2007
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Funcion generatriz de momentos

Teorema

Sean Z, X v.a. independientes. Supongamos ademds que Z ~ N(0,1) y

X ~ x%(n). Entonces
VA

X/n

T =

~ t(n).

(Este resultado se puede probar con un calculo directo, sin necesidad de
utilizar M7 (1) ...)
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Vectores aleatorios

Distribucién conjunta

1 tn
FX1,'-- 7Xn(t1' to Jn) = / t / le,Xz,'-- :Xn(x17 :
—0o0 —0oQ
Nota:

SR xn)
@ Si las v.a. son independientes, entonces

fX17X27"' 7Xn :lefXZ o ‘an
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Vectores aleatorios

Teorema (Distribucién de una suma de v.a. independientes)

Supongamos que X, Y son v.a. continuas independientes yZ = X + Y.

Entonces

£200) = (e xfo) /fx Vit — s)ds

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia

2007

9/9



Vectores aleatorios

Demostracion: Recordemos el teorema del cambio de variables:

Teorema

Sea T : W — Q un cambio de variables entre abiertos de R%. Entonces

/Qf /f )] det(T'(2))
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Vectores aleatorios
Ahora bien, por hipétesis, fx y = fxfy, de modo que

Feo() =P+ y <= [ C0)
{(ry)axty<e}
Si tomamos T'(z,w) = (w,z — w), tendremos que

T{(z,w):z<1t}) ={(x,y) : x+y < t}. Ademds, T' = ( (1) 1_1 >,p0rlo

que | det(7T")| = 1. Se sigue que
/ A0 = [ AT w)
{(x)ay<i} {(ew)e<r}

- / Sew)fy(e —w)
{(zw):z<t}

= [ e
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Vectores aleatorios

Distribuciones marginales (caso continuo) (el caso discreto es similar)

Sea (X, Y) vector aleatorio continuo con fdp fx y(t, s). Entonces podemos
definir las distribuciones de probabilidad marginales:

o PX<t,Y<oo)=['__ (ffooofx,y(x, y)dy) dx, que nos conduce a la
funcién densidad de probabilidad marginal

) = [ " fer(xy)dy

o Andlogamente, P(X < 00,Y <s) = [* (ffooofxy(x, y)dx) dy, que
nos conduce a la funcién densidad de probabilidad marginal

fr(y) = /_OO Jxy(x,y)dx
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Vectores aleatorios

Distribuciones condicionadas (caso continuo) (el caso discreto es
similar)

Sea (X, Y) vector aleatorio continuo con fdp fx y(z, s) y con fdp’s marginales
fx v fr. Entonces podemos definir las distribuciones de probabilidad
condicionadas:

o PX<tlY=y)=[" Frr(ey) g que nos conduce a la funcién

10
densidad de probabilidad chnd1c1onada
fxr(x,)
Txjy=
xr=() = RO)
) Ané]ogamente, P(Y < S|X = x) = fsoo fo)I;E Sy) dy, que nos conduce a la
funcién densidad de probabilidad condicionada
_ fxr(x,y)
fY|X:x(y) - fX(x)
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