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Parte 1.

Concepto y Primeros ejemplos de Cadenas de Markov

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia 2007 2 / 9



logo.pdf

El tiempo en Salzburgo
Los turistas italianos son muy aficionados a Salzburgo, la “Roma del Norte”.
Al llegar allí, descubren rápidamente que el clima no es tan estable como en el
sur. Allí nunca hay dos días consecutivos de buen tiempo. Si un día es
soleado, entonces el día siguiente llueve o nieva con igual probabilidad. Un
día lluvioso o con nieve es seguido con igual probabilidad por un día con el
mismo tiempo o por un cambio de tiempo. Y en caso de que el tiempo
cambie, mejora sólo en la mitad de los casos. Denotemos los tres posibles
estados del tiempo en Salzburgo como soleado, lluvioso y nevado. La
siguiente matriz y la correspondiente figura ilustran la situación:
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El tiempo en Salzburgo
Preguntas:

Llueve hoy. ¿Cuál es la probabilidad de que dentro de dos semanas
amanezca soleado?

¿Cuántos días de lluvia esperamos (en promedio) durante el próximo
mes?

¿Cuál es la duración media de un período de mal tiempo?
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El paseo del borracho
Un borracho quiere volver a casa desde el pub. El pub está situado en una
calle recta. A la izquierda, después de 100 pasos, termina en un lago, mientras
que la casa del borracho está a la derecha a una distancia de 200 pasos del
pub. En cada paso, el borracho camina hacia su casa (con probabilidad 2/3) o
hacia el lago (con probabilidad 1/3). Si llega al lago, se ahoga. Si vuelve a
casa, se queda y se va a dormir.

El paseo del borracho
Preguntas:

¿Cuál es la probabilidad de que el borracho se ahogue? ¿Cuál es la
probabilidad de que regrese a casa?

Suponiendo que logra volver a casa, ¿cuánto tiempo (¿cuántos pasos?)
tarda en promedio?
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El gato y el árbol
Un gato sube a un árbol.

En cada punto de ramificación, decide al azar, con la misma probabilidad
entre todas las posibilidades, volver a bajar al punto de ramificación anterior o
avanzar a uno de los nodos vecinos más altos. Si el gato llega a la parte
superior (a una "hoja"), en el siguiente paso volverá al punto de ramificación
anterior y continuará como antes.
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El gato y el árbol
Preguntas:

¿Cuál es la probabilidad de que el gato regrese al suelo? ¿Cuál es la
probabilidad de que regrese en el paso n-ésimo?

¿Cuánto tiempo tarda en promedio en regresar al suelo?

¿Cuál es la probabilidad de que el gato regrese al suelo antes de visitar
cualquier hoja (o una determinada) del árbol?

¿Con qué frecuencia visitará el gato, en promedio, una “hoja” dada antes
de regresar al suelo?
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Definición (Cadena de Markov (Finita))
Llamamos cadena de Markov a toda sucesión de variables aleatorias
{Xn}∞n=0 que cumple los siguientes requisitos:

Todas las v.a. Xn comparten el mismo rango, que es un conjunto finito
S = {s1, · · · , sk} al que denominamos espacio de estados de la cadena.
Los elementos de S se llaman estados de la cadena.

Existe una matriz P = (pi,j)
k
i,j=1, llamada matriz de transiciones, tal que

P(Xn+1 = sj|X0 = si0 , · · · ,Xn−1 = sin−1 ,Xn = si)

= P(Xn+1 = sj|Xn = si) = pi,j; 1 ≤ i, j ≤ k; n = 0, 1, 2, · · · .

Esto significa que el estado futuro de la cadena (Xn+1) solo depende de
su estado presente (Xn) y no de su historia pasada (los valores
X0,X1,X2, · · · ,Xn−1).
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Teorema (Distribución de Probabilidades de Xn)
Sea (Xn) una cadena de Markov finita con matriz de transición P = (pi,j). Si

µ(0) = (µ
(0)
1 , · · · , µ(0)

k )

es la distribución de probabilidades inicial (i.e., de X0), entonces, para cada
n ∈ N, la distribución de probabilidades de Xn viene dada por

µ(n) = µ(0)Pn

Notación: Si µ = (µ1, · · · , µm) y A = (aij), usamos la notación:

(µ)j = µj y (A)ij = aij
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Demostración. Asumimos S = {1, · · · , k}. Para n = 0 es verdad porque
P0 = I. Supongamos que el resultado es cierto para n y consideremos

µ(n+1) = (P(Xn+1 = 1), · · · ,P(Xn+1 = k))

la distribución de probabilidades de Xn+1. Entonces

µ
(n+1)
j = P(Xn+1 = j) =

k∑
i=1

P(Xn+1 = j|Xn = i)P(Xn = i)

=

k∑
i=1

µ
(n)
i P(Xn+1 = j|Xn = i)

=

k∑
i=1

µ
(n)
i pij

= (µ(n)P)j aplicamos ahora la hipótesis de inducción, µ(n) = µ(0)Pn

= (µ(0)PnP)j = (µ(0)Pn+1)j para j = 1, · · · , k.

Esto finaliza la prueba.
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Un primer ejemplo: caminos aleatorios en grafos
Consideremos el grafo de la figura.

Sobre él colocamos un caminante que va a seguir un paseo aleatorio, de
vértice en vértice, cambiando de posición cada segundo. Denotamos por Xn el
índice del vértice del grafo ocupado por nuestro caminante en el instante n.
Imponemos X0 = 1. A partir de la posición vi (en cualquier instante n), el
caminante saltará (en el instante n + 1) con probabilidad 1/2 a cualquiera de
los vértices adyacentes a vi (y con probabilidad 0 a los vértices no adyacentes
a su posición en el instante n)

J. M. Almira (Universidad de Murcia) Universidad de Murcia 2007 4 / 9



logo.pdf

El ejemplo más básico: caminos aleatorios en grafos
Consideremos el grafo de la figura.

En nuestro caso, la matriz de transición P = (pi,j), donde
pi,j = P(Xn+1 = vj|Xn = vi), viene dada por:

P =


p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34
p41 p42 p43 p44

 =


0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
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El ejemplo más básico: caminos aleatorios en grafos

Un simple cálculo nos indica que

P2 =


1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

 ; P3 = P

Se sigue que P2k = P2 y P2k+1 = P, para todo k.
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El ejemplo más básico: caminos aleatorios en grafos
Por tanto, la distribución de probabilidad de Xn oscila entre

µ(0)P2k+1 = (1, 0, 0, 0)


0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0

 = (0,
1
2
, 0,

1
2

)

y

µ(0)P2k = (1, 0, 0, 0)


1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

 = (
1
2
, 0,

1
2
, 0)

según n ∈ {2k + 1, 2k} sea impar o par.
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Una nota sobre Potencias de Matrices y Diagonalización de Matrices:

Sea A matriz cuadrada. Si la descomponemos como

A = Q−1DQ

con D matriz diagonal (es decir, si A es diagonalizable), entonces

An = Q−1DnQ,

que es muy fácil de calcular.

Teorema
Una matriz A ∈ Mk(R) es diagonalizable si y solo si existe una base de Rk

formada por autovectores de A, lo cual es, a su vez, equivalente a que la suma
de las dimensiones de los autoespacios de A valga k.

Teorema
Toda matriz simétrica es diagonalizable (con una base ortogonal)
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De vuelta al ejemplo de los caminos aleatorios en grafos

Podemos aplicar lo anterior a nuestro ejemplo, pues P =


0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0

 es

simétrica. Sus autovalores son {−1, 1, 0} y la descomposición queda:

P =


−1 1 0 −1
1 1 −1 0
−1 1 0 1
1 1 1 0



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



− 1

4
1
4 −1

4
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

0 −1
2 0 1

2
1
2 0 1

2 0


Se sigue que P2k = P2 y P2k+1 = P, para todo n, por lo que la distribución de
probabilidad de Xn solo depende de la paridad de n, tal como vimos antes.
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Predicción del tiempo (otra vez)
Consideramos dos casos de predicción del tiempo, pues la matriz de
transición de probabilidades para los estados de lluvia o sol, dependen de la
ubicación de la localidad en la que se va a realizar la predicción. Ejemplo 1:
Una localidad del norte de España.

Aquí la matriz de transición es P =

[
0,75 0,25
0,25 0,75

]
Ejemplo 2: Una localidad del sur de España.

Aquí la matriz de transición es P =

[
0,5 0,5
0,1 0,9

]
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Otro ejemplo: Surfear por la World Wide Web
Si denotamos por S = {sk}k∈∆ las páginas webs que existen en Internet en un
momento dado (y asumimos que dicho número permanece constante para
nuestros cálculos) y por Xn la v.a. que nos dice en qué página de la red
estamos en el instante n, y asumimos que viajamos a través de la red de forma
aleatoria, de modo que en cada momento nos movemos desde la página si que
ocupamos eligiendo aleatoriamente entre aquellas que están enlazadas a esta,
tendremos una Cadena de Markov gigantesca cuya matriz de transición es
P = (pij), siendo

pij =

{ 1
di

si sj está enlazada a si

0 en otro caso

Aquí di = número de enlaces con si.
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Parte 2.

Simulación de Cadenas de Markov
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Cómo simular Cadenas de Markov (Xn)

Hipótesis inicial: Sabemos generar una m.a.s. de U ∼ U([0, 1])

La generación de sucesiones de números aleatorios es un problema
complicado.

Suponemos que en efecto disponemos de una m.a.s. (Un) de la v.a.
uniforme con rango [0, 1]

Nota: Ver el Capítulo 17 de: W.J. Stewart, Probability, Markov Chains,
Queues, and Simulation. Princeton University Press. 2009.
También puede verse el Tomo 2 de D.E. Knuth "The art of Programing
Computers"(Dedicado a algoritmos seminuméricos).
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Problema: Dados P y µ(0), ¿es posible simular la cadena de Markov
asociada (Xn)?
La respuesta es: Sí! {

X0 = Φ(U0)
Xn+1 = Ψ(Xn,Un+1)

Para hacerlo necesitamos (S = {s1, · · · , sk} denota el espacio de estados de
la CM):

Una función de inicialización Φ : [0, 1]→ S que proporciona el valor de
X0 de acuerdo con µ(0)

Una función de actualización Ψ : S× [0, 1]→ S que genera el resto de
valores de la Cadena de Markov.
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Construcción de la función de inicialización Φ : [0, 1]→ S

Proposición
Supongamos que U0 ∼ U([0, 1]) y que Φ : [0, 1]→ S es tal que∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s) para todo s ∈ S.

Entonces X0 = Φ(U0) sigue una distribución cuya fdp es µ(0).
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Construcción de la función de inicialización Φ : [0, 1]→ S

Proposición
Supongamos que U0 ∼ U([0, 1]) y que Φ : [0, 1]→ S es tal que∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s) para todo s ∈ S.

Entonces X0 = Φ(U0) sigue una distribución cuya fdp es µ(0).

Demostración: En efecto,

P[X0 = s] = P[Φ(U0) = s] =

∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s) para todo s ∈ S
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Construcción de la función de inicialización Φ : [0, 1]→ S

Proposición
Supongamos que U0 ∼ U([0, 1]) y que Φ : [0, 1]→ S es tal que∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s) para todo s ∈ S.

Entonces X0 = Φ(U0) sigue una distribución cuya fdp es µ(0).

Por tanto, buscamos Φ : [0, 1]→ S tal que∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s)

para todo s ∈ S.
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Construcción de la función de inicialización Φ : [0, 1]→ S

Por tanto, buscamos Φ : [0, 1]→ S tal que∫ 1

0
χ{Φ(x)=s}(x)dx = µ(0)(s)

para todo s ∈ S. Basta tomar

Φ(x) = si sii x ∈

 i−1∑
j=1

µ(0)(sj),

i∑
j=1

µ(0)(sj)
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Construcción de la función de actualización
Ψ : S× [0, 1]→ S

Teorema
Sea (Un) sucesión de v.a. indep., id. dist. con distribución U([0, 1]). Sea P la
matriz de transición de una CM con k = #S estados y sea Φ una función de
inicialización. Supongamos que Ψ : S× [0, 1]→ S satisface que, para cada i,∫ 1

0
χ{Ψ(si,x)=sj}(x)dx = Pi,j.

Entonces {
X0 = Φ(U0)

Xn+1 = Ψ(Xn,Un+1)

define una Cadena de Markov (Xn) con estados en S, matriz de transición P, y
distribución inicial µ(0).
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Construcción de la función de actualización
Ψ : S× [0, 1]→ S

Demostración. En efecto:

P[Xn+1 = sj|Xn = si] = P[Ψ(Xn,Un+1) = sj|Xn = si]

= P[Ψ(si,Un+1) = sj|Xn = si]

= P[Ψ(si,Un+1) = sj]

(pues Un+1indep. de Xk para k ≤ n)

=

∫ 1

0
χ{Ψ(si,x)=sj}(x)dx

= Pi,j.
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Construcción de la función de actualización
Ψ : S× [0, 1]→ S

La función Ψ se construye de forma análoga a lo que se hizo con Φ:

Ψ(si, x) = sj sii x ∈

[ j−1∑
h=1

Pih,

j∑
h=1

Pih

)
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Un ejemplo hecho en SAGE
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