LAFA. Laboratorio de Anélisis de Fourier Aplicado

Teorfa del muestreo para sefiales digitales y DFT"

1. Senales digitales y DFT

Las sefiales digitales (tambien llamadas discretas) no son otra cosa que sucesiones de nimeros
reales o complejos. Aunque en principio es posible pensar en sefiales discretas infinitas (por ejemplo,
la sefial que resulta de tomar muestras de una sefial analgica x € L?(R)NC(R) para valores t = kT,
k € 7Z), en la prictica todas las sefiales con las que se trabaja en aplicaciones empiezan y terminan
en tiempo finito y, por tanto, para el estudio de sefiales digitales podremos suponer sin problemas que
éstas son sucesiones finitas de nimeros'. En consecuencia, ofrecemos el siguiente modelo de sefial
digital:

Definicion 1 El espacio de las seriales digitales (unidimensionales) de tamario N es el conjunto
*(Zy) = {x:{0,1,--- N — 1} — C : & es una aplicacion }.
Este conjunto se puede, de hecho, identificar con el conjunto de las sefiales N -periodicas x : 7. — C,

I*(Zy) = {x : Z — C aplicacion : x(k + N) = z(k) para todo k € 7}
En aplicaciones reales, una sefial digital (unidimensional) serd una sucesién de ndmeros {z(n)}" -,
donde N es posiblemente muy grande. Entonces, por economia de espacio, etc., podria resultar muy
interesate saber si a partir del conocimiento de la sefial z en una muestra de valores 0 < ny < ny <
.-+ < n, < N—1es posible recuperar completamente la seial z:(k) para todo k. Este es precisamente
el problema del muestreo (irregular) para sefales digitales.

Evidentemente, si trabajamos con sefiales arbitrarias * € [*(Zy), entonces no serd posible la
recuperacion de éstas a partir de valores de una muestra fija 0 < n; < n;41 < --- < N. Sin embargo,
veremos que esto es posible cuando la sefial es de banda limitada®. Se verd, de hecho, que la teorfa de
sefiales digitales se soporta en conceptos y métodos sencillos de Algebra Lineal.

En realidad, es claro que lo que hemos llamado anteriormente /%(Zy) no es otra cosa que una
nueva forma de escribir el espacio vectorial CV, interpretando sus elelmentos, los vectores v =

“Este documento estd basado ampliamente en el libro de texto del autor: J.M. Almira, “Mateméticas para la recu-
peracion de sefiales”, Grupo Editorial Universitario, 2005.

! Algunos autores llaman finitas a este tipo de sefiales. De hecho, es también posible restringir la atencién sobre las
seflales finitas que ademds estdn cuantizadas, es decir, que s6lo pueden tomar un niimero finito de valores. Esto, sin
embargo, no resulta cémodo desde un punto de vista matematico.

2Este concepto se define, para el caso discreto, en la siguiente seccion



LAFA. Laboratorio de Anélisis de Fourier Aplicado

(g, aq, -+ ,an_1) € CV como las funciones z(k) = a3 (k = 0,--- , N — 1). Entonces, algunos
conceptos como la norma y el angulo que forman dos vectores se pueden trasladar al contexto de las
sefiales digitales de forma inmediata. Asf pues, llamamos energia de la sefial = € [*(Zy) al escalar

E(r) = ||z]| = (Z |x<k>|2>

Ademds, el producto escalar de dos sefiales x,y € [?(Zy) esta dado por

2

-1
<z y>= ) x(k)y(k).
k=0

En particular, las sefiales x, y anteriores se dicen ortogonales si se verifica que

=

-1

z(k)y(k) = 0.

i

Como es natural, en lo que sigue vamos a suponer que se ha fijado el tamafio N de las sefiales
con las que se desea trabajar. Entonces [%(Zy ), el espacio de las sefales digitales de periodo N, es
un espacio vectorial complejo de dimension (finita) N (dimensién 2/V, si se considera como espacio
vectorial real, y de nuevo dimensién N, como e.v. real, si se considera que las sefiales toman solo
valores reales). En este espacio el Andlisis de Fourier es, por tanto, muy sencillo.

Teorema 1 La familia {ey(n) = e%}g;ol es una base ortogonal de I*(Zy ). Ademds,
parak=0,1,--- N — 1.

€k|| = \/N

Demostracion. Como dimcl?(Zy) = N, bastard comprobar que las sefiales {ek}g:_ol definidas
anteriormente son ortogonales dos a dos. Vedmoslo:

N-1
< ek, e > = €k<2)€l(2)
n=0
N-1
2rikn  —2wiln
= (& (&
n=0
N-1
( 27ri(k—l)>n
= e N
n=0

Ahora,como 1 +z + --- + 2V 71 = % (si x # 1), entonces tenemos que

1 — 2milk=)

< €k, € >= 2mih—l) 0
N

— €

para k # |y < eg, e, >= N para todo k. Esto finaliza la prueba. [
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Como consecuencia del resultado anterior, es claro que podemos escribir cualquier sefial x &
I1*(Zy) en la forma

N-1

<z e >
x(n) = e Hk? ex(n) (1)
k=0 k
1« 2t
SN ®
k=0
donde
(k) =< x,e >= Z m(n)eih&ikn 3)
n=0

denota la transformada de Fourier discreta (DFT) de la sefial z = {z(n)}._'. De hecho, la férmula
(2) responde al célculo de la transformada inversa de Fourier discreta, pudiendo considerar (3) y
(2) como procesos inversos. Es decir, el operador F : [?(Zy) — I*(Zy), x — F(z) = % es un
1isomorfismo de espacios de Banach cuyo operador inverso estd descrito por la expresion (2). Por otra
parte, es evidente que se satisface la siguiente férmula de Plancherel

1 X
(E Z l2(m)|” = & Ix(k)\Q-
k=0

En este contexto, podemos definir la convolucién circular de las sefiales z,y € [*(Zy) consideran-
dolas como sefiales periodicas de periodo N,

=z
L

rOy(n) =) w(k)y(n —k)

il

Teorema 2 Supongamos que x,y € [*(Zy) son sefiales digitales periodicas de periodo N y sea
z = x Oy su convolucion circular. Entonces z = 1 - 1, donde u - u denota el producto, compo-
nente a componente, de los vectores u'y v (Le., (uy,...,un) - (v,...,0n) = (U1V2, ..., uNVUN)).
Andlogamente, se tiene que IDFT(X -Y) = IDFT(X) ® IDFT(Y).
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Demostracion. Por definicion,

N-1
—27imn
Z(m) = z(n)e= N
n=0
N—-1N-1
—27wimn
- w(R)y(n — k)e™%
n=0 k=0
N-1 N-1
—27wimn
= z(k) y(n —k)e” ~
k=0 n=0
N-—1 N-—1 Strm(n—k)
—2mimk —2mim(n—
= z(k)e ™ N yn—k)e ~
k=0 n=0

—_

N— o
= fv(m)z:y(n—16)6727”1\7< .

=0

3

Ahora, como y es N-periodica, tenemos que

N—

z
L

—2wim(n—k) —27imn N
yln—k)e N =) yn)e N =g(m)

= n=0

3

y, por tanto, Z(m) = &(m)y(m) para todo m. Esto concluye la primera parte del resultado. Veamos
ahora que se satisface también la segunda parte. Para ello, tomamos z = IDFT(X) ® IDFT(Y)
y calculamos su transformada de Fourier discreta. Por la primera parte del teorema sabemos que
z =X Yy, por tanto, z = IDFT(X - Y'), que es lo que desedbamos probar. []

Siz € I?(Zy), entonces el cdlculo completo de su transformada de Fourier discreta # = {3(k)}2 '
requiere N2 multiplicaciones y sumas de nimeros complejos. Esto supone un elevado esfuerzo com-
putacional. Por ello, ha habido un enorme interés en el desarrollo de algoritmos para el célculo efi-
ciente de la DFT. Dichos algoritmos reciben el nombre genérico de transformadas de Fourier rapi-
das (FFT)? Vamos a explicar la idea basica subyacente. Para ello, supongamos que N es par. Entonces
podemos reordenar la suma

—27imn

z(m) = z(n)e- ¥ (0<k<N)

de la siguiente forma: si m = 2k es par, agrupamos los términos n y n + 1N /2, obteniendo que

—27mi2kn N —2mi2k(n+N/2) —27ikn N —2mik(n+N/2)
z(n)e” ¥ +x(n+ ?)e N = z(n)e ¥z +z(n+ 5)6 Nz
de modo que
N-1
2(20) = 3 (a(n) + a(n + 2))e ¥ @
z = z(n)+z(n+ —))e
n=0 2

30bsérvese que estamos llamando transformada a lo que en realidad es simplemente un algoritmo para su cdlculo.
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Agrupando nuevamente los términos n y n + N/2, obtenemos que

=2

—27in N —27wikn

T2k +1) = e N (z(n)—x(n+ 5))6 Njz ®)

n

Il
=)

Se sigue, pues, que las componentes frecuenciales de indice par, #(2k) se pueden obtener mediante
el célculo de la transformada de Fourier discreta de la sefial V/2-peridica

ze(n) = z(n) + z(n + N/2)

y las componentes frecuenciales de indice impar Z(2k + 1) se obtienen calculando la DFT de la sefial
N/2-periddica

27in

To(n) =e v (x(n) —x(n+ N/2))).

De esta forma, si /V es par, entonces el calculo de su DFT tiene el coste del cdlculo de dos DFT’s de
tamafio N/2 mas O(NV) sumas y multiplicaciones (para el cdlculo de las nuevas senales ., ,). Por
supuesto, este proceso se puede reiterar tantas veces como sea posible, siendo el caso ptimo aquel
en el que N = 2M para cierto entero M > 0.

2. Seinales digitales de banda limitada: Propiedades basicas

En esta secciéon vamos a presentar el modelo matematico bésico que se utiliza en para el estudio
de la teoria del muestreo de sefiales digitales. En particular, para nuestra presentacion vamos a seguir
el enfoque expuesto por Grochenig en [27] y Strohmer en [67]. Se trata de introducir el concepto
digital analogo del concepto de sefial de banda limitada que se ha estudiado en capitulos anteriores.
La idea es muy simple: basta cambiar la transformada de Fourier usual por la transformada de Fourier
discreta.

Definicién 2 Decimos que la sefial x € 1*(Zy) es de banda limitada, con ancho de banda < M
(donde 0 < M < N/2), si

N-1
z(k) = Z z(n)e” /N — 0 para todo k tal que M < |k| < N/2.

n=0

El espacio de las sefiales de banda limitada con ancho de banda < M se denota por B),. Eviden-
temente, x € By siy solo si existe y € [*(Zy) tal que y(k) = 0 para M < |k| < N/2yx = F (y).
Es decir,

1 2mikn
z(n) =N > ylk)e .
k=—M

Se sigue que B, es un espacio vectorial complejo de dimensién 2M + 1.
Como los operadores DFT e IDFT conservan la ortogonalidad de las sefiales, podemos aprovechar
la observacién anterior para realizar el célculo de la proyeccién ortogonal de [*(Zy) en By, P :
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— —

I>(Zyx) — Byy. Para ello, bastara tener en cuenta que P(z)(k) = #(k) para [k| < M y P(z)(k) =0
para M < |k| < N/2y calcular la transformada inversa de Fourier discreta de P(z). En férmulas®,

M
1 Tikn
P(a)(n) = 5 S (k) N
k=—M
Si x € By, entonces x = P(x) y, por tanto,
;M
27mikn
x(n) = Z z(k)e”~ paran=0,1,--- , N — 1.
k=—M
Se sigue que el problema del muestreo irregular puede plantearse como el siguiente problema de
algebra lineal: ;Qué debemos exigir a {0 < n; < ny < --- < n, < N} para garantizar que las
ecuaciones
1 M 27ikn ;
& 2 #k)e ™ =a(nj)paraj =1, r (©)
k=—M

(para las que se conocen los valores {x(n;)}}_,) tengan una (tdnica) solucién {z(k)},L_,,? Como

A = (az)i= MM, donde

2mikn 2min; k

es una matriz de Vandermonde, es claro que tiene rango maximo (i.e., rank(A) = min{r, 2M + 1})
y, por tanto, se tiene que el problema del muestreo irregular admite una dnica solucién’ siempre que
r>2M + 1.

Es interesante observar que si nos quedamos con exactamente 2)/ 4 1 de las ecuaciones que
aparecen en (6), entonces el correspondiente sistema de ecuaciones se puede resolver en O(M?)
operaciones, recuperando la DFT de « (de modo que para recuperar x, bastara aplicar a continuacion
la IDFT a ). Sin embargo, es conocido que el desprecio a la informacion proporcionada por las
muestras redundantes que se desechan segtin este procedimiento, tiende a convertir el sistema en uno
mal condicionado. Es por tanto importante la busqueda de algoritmos que, haciendo uso de toda la
informacion disponible, sean bien condicionados. (De esta forma, se logrard mayor estabilidad en los
célculos y fiabilidad en los resultados). Asi, tenemos en el problema del muestreo irregular discreto
un ejemplo importante de aplicacion del dlgebra lineal numérica.

3. El Teorema del muestreo digital uniforme

Antes de abordar la solucion del problema del muestreo digital irregular, seria interesante estu-
diar el caso uniforme. En esta seccién vamos a demostrar la version digital del teorema clasico del
muestreo.

*Otra forma de expresar esto es la siguiente: Para hallar P(z), primero se calcula 7, la DFT de x, luego se define
y(k) = z(k)f(k), donde f(k) = 1 parak € {0,1,.... M}U{N —-1—-M,N—-M,--- ,N —1}y f(k) = 0 para
M <k < N —1— My, finalmente, se calcula P(z) = IDFT(y). Es decir: filtramos la transformada de Fourier de x y
luego calculamos la transformada de Fourier inversa, para obtener P(z).

SPor la forma como se ha planteado, sabemos que las ecuaciones admiten al menos una solucién: nuestro maximo
interés es, pues, la unicidad de soluciones.
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Sea x € Bys. Entonces Z(k) = Z(k)xa (k) para todo k € {0,1,...,N — 1} (donde x(k) = 1
parak € {0,... M} U{N - M,N—-M,....N—1} y xu(k) =0para M < k < N — M)y, por

tanto,
T = IDFT(EE) = IDFT(ZE- XM) =z0© IDFT(XM)

Definicion 3 Liamamos seno cardinal discreto a la sefial sincy; := IDFT(x ). Esta sefial es, como
veremos, el andlogo discreto de la sefial sinc. En particular, es claro que si x € By, entonces © =

T O sincyy.
Lemal ’ 2M +1)n/N 2M +1
sincys(n) = Sm(;(f(sin(;z/?\?;)/ ) paran # 0; y sincy (0) = N+ .
Demostracion. Por definicion,
1 = 1 -
. 27rlkn
sincys(n) = N Z = N Z
k=—M
conT = %T” Si n = 0 entonces es obvio que sincy(n) = QMTH Ahora bien,
M 2M ieM+1)r _q
ikt —iMr iryk _ —iMr €
ORI 9 o e s
k=—M k=0
B PA(M+1)r _ —iMr B PA(M+1)T _ o—iM7 —ir/2
o eit — 1 o et — 1 e—it/2
M) _ o=iMAg)T  sin((M + 1)7)
- eiT/2 _ o—ir/2 - qin T ’

2

de modo que, para n # 0, el resultado se sigue facilmente tomando en la expresion anterior 7 =

O

2mn
N -

Teorema 3 (Teorema del muestreo digital uniforme) Sea x € B, y sea d un divisor de N tal que
d(2M + 1) < N. Entonces la seiial = queda determinada por el conjunto de valores {x(dj)}i,,

donde R = N/d — 1. De hecho,

R

x(n) = Z dx(dj)sincy(n — dj).

=0
Demostracion. Sea x € 3),. Esto significa que

M
27itn

1
x(n):ﬁ Z Z(t)e v, paran =0,1,--- N — 1.

t=—M

(7
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Sea z(n) = Zf:o dx(dj)sincys(n — dj). Como sincy(n) = + Ly N yd/N =1/(R+ 1),
entonces

" (d = 2rib(n=di)
z(n) = (N.’E(dj) Z e )

7=0 k=—M
R M
Z 1 Z ~ 2mtdj d 27r1k(n dj)
— — x R g
, N N
]:O t=—M k=—M
R M
1 27rlnk+27rl(t k)jd
= v 2 Z e
N <
7=0 t=—M
M M R
1 Z A(t) 2rink 1 27ri1(%t7k)j
= Xz E e N —— (& +1
N R+1¢4
t=—M k=—M 7=0

Ahora bien, si tenemos en cuenta que d(2M + 1) < N equivale a decir que Z==R+1>2M+1y,
por tanto, bajo las hlpOtCSlS del teorema sabemos que si {t,k} C {—M, — M +1,---,0,1,--- M}
y t # k, entonces +—~+ R ) k & 7, por tanto,

De modo que

t=—M

que es lo que queriamos probar. 0
A continuacion incluimos un programa de Matlab vélido para utilizar el teorema anterior para la

recuperacion de sefiales a partir de valores muestrales uniformemente distribuidosen 0, --- , N — 1.

function xrec=muestreouniforme (N,M,d);

Funcion muestreouniforme (N, M, d)

Este programa genera, de forma aleatoria, una sefnal x(n) de tamafio N y ancho de banda M
muestrearla uniformemente con paso d, la recupera utilizando el teorema del muestreo dig

Evidentemente, este programa se puede modificar de forma muy simple para que, en vez de
de modo aleatorio, tome dicha sefial como dato y a dicha sefial el teorema del muestreo (E

o° o° o° o° o° oe

N=longitud de la sefal
M=ancho de banda
d=espaciado de la muestra
la salida

99900000000

o° o0 o° o oo oe

Generamos una sefial aleatoria (con distribucidén normal) de tamaho N.
close all;
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y=randn (1,N) ;
% Usamos dicha senal para convertirla en una seflal de banda limitada con ancho de banda <=
filtl=ones (1,M+1);
filt2=zeros (1,N-2+«M-1);
filt3=ones (1,M);
filt=[£filtl £ilt2 £filt3];
y=y.xfilt;
x=1000x1ifft (y);
% Calculamos las muestras que nos haran falta para aplicar el teorema del muestreo digital
=(N/d)-1;
% Aplicamos el teorema del muestreo digital uniforme (Para ello, haremos uso de la funcidn
% discretsincvector.m, que mostramos implementada a continuacidén de este algoritmo).
sincvector=discretsincvector (M, N) ;
for t=0:1:N-1
for j=0:1:r
tau(j+1)=dxx ((d*7J)+1) *sincvector (t-d*Jj+N) ;
end
xrec (t+1)=sum(tau) ;
end

-

Q

% Dibujamos los resultados logrados.

% Dibujamos la parte real de: la sefial original, los valores muestrales, y la sefal recupe
z=1:1:N;

xp=0:d:N-1;

figure;

subplot (3,1,1); plot(z,real(x)); xlabel ('Parte real de la senal’);

subplot (3,1,2); stem(xp,real (x(xp+l)));xlabel (’Valores muestrales’);

subplot (3,1,3); plot(z,real(xrec),’r’);xlabel ('Parte real de la senal recuperada’);
figure;

Q

% Dibujamos la parte imaginaria de: la senal original, los valores muestrales, y la sefal
subplot (3,1,1); plot(z,imag(x)); xlabel ('Parte imaginaria de la senal’);

subplot (3,1,2); stem(xp,imag(x(xp+l))); xlabel (’Valores muestrales’);

subplot (3,1,3); plot(z,imag(xrec),’r’); xlabel ('Parte imaginaria de la seflal recuperada’);
% Dibujamos los errores cometidos tanto para la parte real como para la parte imaginaria
figure;

subplot (2,1,1); plot(z,real (x-xrec));xlabel ('Parte real del Error’);

subplot (2,1,2); plot(z,imag(x—-xrec));xlabel ('Parte imaginaria del Error’);

99900000000000000000000

o\
o\
o\
oe
o\
o\
o\
o\
oe
o\
o\
o\
o\
o\
oe
o\
o\
o\
oe
oe
o\
o\
o\

Funcidén auxiliar discretsincvector

o° o° oe

function SM = discretsincvector (M, N)

function SM = discretsincvector (M, N)

Calcula el analogo discreto de la funcion seno cardinal para trabajar con sefiales de ban
(ancho de banda M) y tamano N dados. Calcula dicha funcion entre —-(N-1) y N-1, que es do

Parametros:
M: ancho de banda
N: tamano de la senal

o o0 d° o° o o o
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% SM: vector salida

% Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).
% Vector de abcisas

t = (=N+1): (N-1);

% Reservamos memoria: la senal SM (salida)

SM = repmat (double(0), size(t));

o° oo

Ojo al direccionamiento con vectores

SM (
SM (

t>0 )
t<0 ) =

o\

Asignamos el valor (en el limite)

t==0 ) = (2xM+1)/N;

serd un vector 1xN

sin (pix (2xM+1) xt (£>0) /N) ./ (Nxsin (pi*t (£>0) /N));
sin (pix (2+*M+1) * (£t (£<0)+N) /N) ./ (Nxsin (pi* (t (£t<0)+N) /N));

de la funcion para t =

(todo a cero,

Calculamos la funcidén muestreo para valores distintos de cero

inicialmente)

Aplicando el algoritmo muestreouniforme(N,M,d) anterior, con N = 1024, M = 16,d = 16,

obtenemos los siguientes graficos:

600
Parte real de la sefial

1200

of ols ?TT%Tﬁ l TTTQ?TT? ele

600
Valores muestrales

1200

600
Parte real de la sefial recuperada

1200

10
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4. Meétodos iterativos para recuperacion de seiales discretas, basa-
dos en el muestreo irregular

En esta secciéon vamos a estudiar varios métodos iterativos, introducidos por K. Gréchenig en
1993 (ver [27]), para reconstruir sefiales © € B, a partir de sus muestras

{x(nl)a :L‘(TLQ), e 7$(nr)}7

donde 0 < my <ng <---<n. <N —1,r > 2M + 1. Generalmente, para construir uno de tales
métodos se tiene en cuenta la siguiente propiedad:

Proposicion 1 Sea A : C" — C" un operador lineal tal que ||I — A|| < 1. Entonces A es un
isomorfismo lineal. En particular, si existe un operador lineal A : By — By, tal que para el cdlculo

11
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de Ax basta conocer los valores {x(n;) }i_, y ademds satisface la desigualdad || I — A|| < 1, entonces
toda sefial x € By queda completamente determinada a partir de sus valores {x(n;)}i_;.

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién basta tener en cuenta que, como C" es un
espacio vectorial de dimension finita, si A : C* — C” es inyectiva entonces es biyectiva. Aho-
ra bien, si ||/ — A|| < 1 entonces A es inyectiva puesto que, si Az = 0 (con z # 0) entonces
|zl = ||(I — A)(z)]] < ||I —Al|||z|| < ||z||, lo que es absurdo. La segunda afirmacién es consecuen-
cia de la primera, unido a que v = A~ (Az) y Az = F(z(n1),--- ,x(n,)) por hipdtesis. O

Podemos, por tanto, concluir que un método razonable para resolver el problema del muestreo
digital irregular con sefiales de banda limitada, se puede basar en los siguientes pasos:

» Encontrar un operador lineal A : By, — By, al cual llamamos “operador de aproximacién”(y
que juega el papel de, dados los valores muestrales de nuestra sefial, proporcionar una “aproxi-
macion inicial’de la misma) tal que:

(a) Para el célculo de Ax basta conocer los valores {z(n;)}i_;.

(b) Para cierto valor vy € (0,1), y toda sefial = € B); se satisface la desigualdad ||z — Az|| <
7|

» Denotando b = Az, utilizar un algoritmo adecuado para el cdlculo de x = A~'b.

En las condiciones que acabamos de describir, el cdlculo de A~'b se suele basar en el uso del
siguiente resultado técnico (que es probablemente uno de los antecedentes mas importantes (debido a
C. Neumann®) del conocido Teorema de la Aplicacién Contractiva):

Lema 2 (C. Neumann, 1887) Sean X un espacio de Banach 'y A : X — X un operador lineal
acotado. Si ||x — Az||x < vl||z|x paratodo x € X y cierta constante v € (0, 1) entonces x se puede
reconstruir a partir de Ax mediante la iteracion

xg=Axry Tpi1 = x, + Al(x — ) para todo n > 0.
Ademads, se verifica la siguiente estimacion para el error cometido en el paso n-ésimo del algoritmo:
n+1
[ — znllx <" lzlx

Demostracion. Veamos cudl es el efecto de la ejecucion del algoritmo: Como z,, 11 = x,, + A(x —
z,) = (I — A)x, + Az, se tiene que

Tpy1 = (I —A)z,+ Az
= (I-A)((I—-A)zp+Az)+ Az =1 — Az, + ([ — A)Ax + Ax

= ([—-A)" 204+ T -ADA +---+ (I —A)Ax + Az

®C. G. Neumann (1832-1925). Fundamentalmente, trabajé en cuestiones de Matemdtica Aplicada, como Fisica
Matematica, Teoria del potencial, o Electrodindmica. En la década de 1860 escribi6 varios trabajos sobre el principio de
Dirichlet y el potencial logaritmico, que fue introducido por él. En 1890, Emile Picard utilizé los resultados de Neumann
para desarrollar su conocido método de aproximaciones sucesivas (que utiliz6 para probar la existencia de soluciones en
varios problemas de ecuaciones diferenciales). El Teorema de la Aplicacién Contractiva (cuya versidn abstracta general
se debe a Banach) estd inspirado en el método de Picard. Ver [51],[52],[65].

12



LAFA. Laboratorio de Anélisis de Fourier Aplicado

y, como xg = Ax, se concluye que
Tpi1= (I ="+ (I —-A)"+- -+ (I —-A)+1) Az

Por hipétesis, la norma del operador I — A verifica ||I — A|| < v < 1y, por tanto, ||(I — A)*|| < ~*
para todo k > 0, de modo que la serie Y -2 (I — A)* es absolutamente convergente y converge en
norma a cierto operador 7' : X — X. Ahora bien,

I—zn:(I—A)’“A = I—zn:(l—A)’“(]— (I —A))

= I— ZI AYF — (I — Akt

TS
= (-4

y, por tanto, ||z — x,|| = |[(I — A)"™z|| < 4"*}|z|| — 0. Esto demuestra simultdneamente que
T = A~!yla cota del error asegurada por el lema. [J

Nota 1 Para las aplicaciones es importante obtener una cota del error ||x — z,,|| que no dependa de
la norma de x puesto que se supone que desconocemos dicho dato. Esto se puede lograr fdcilmente,
si tenemos en cuenta que I = >~ (I — A)* Ay que ||z — .|| = ||(I — A)""'z||. Para verlo, basta
realizar la siguiente estimacion:

[ =@l <[ = A"[[(] = A)zl] <" = Az

< 4 (i([ _A)FA— i(l . A)W) x| = <i(1 - A)k> (A— A%
< <§]u AW)WA A2y

< ( ) lzo — 24

- 1n7Wm—%H

Nota 2 En la nota anterior hemos obtenido una estimacion a priori del error cometido en el paso
n—ésimo del algoritmo descrito por el Lema de Neumann Por otra parte, si tenemos en cuenta que
=((I-A"+{T—-A" 1 +...+(I—A)+1)Ax, y, por tanto, x, — x,_, = (I — A)"Ax,

entonces podemos hacer la siguiente estimacion a posteriori del error:

[Ea| I = AT = A)"a]| = |(I - A)ATH (I — A)" Ax|

< I = AJJA 2 — 2o
1 (0.9)
< sl el presto que 47 = 37 - 4

13
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Como se ver4, los calculos descritos en las dos ultimas notas permiten claramente especificar criterios
de parada muy precisos a la hora de implementar algoritmos basados en el Lema de Neumann.

Nota 3 El Teorema de la aplicacion contractiva garantiza que, si F' : X — X es una aplicacion
contractiva definida sobre el espacio métrico completo (X, d) (i.e., d(F(z), F(y)) < ~vd(x,y) para
todo x,y € X y un cierto v € (0, 1)) entonces F' tiene un vinico punto fijo (i.e. un punto o € X tal
que F(a) = )y, ademds, para todo punto xo € X se tiene que el algoritmo descrito por

xn+1:F($n)7 n=0,1,2---

converge geométricamente al tinico punto fijo de F'.
En el contexto preciso del Lema de Neumann, basta tomar F(z) = xo+ (I — A)z, donde xy = Ax.
Evidentemente, F es contractiva y su tinico punto fijo es v = A 'z,

Aunque el Lema de Neumann garantiza la convergencia geométrica del algoritmo, es frecuente-
mente necesario emplear métodos propios del dlgebra lineal numérica para la aceleracién de la con-
vergencia. Por ejemplo, si A es una matriz definida positiva o un operador regular en un espacio
de Hilbert, entonces los procesos de aceleracion de la convergencia de Chebychev o del gradiente
conjugado proporcionan excelentes resultados.

Ya podemos enunciar el resultado principal de este capitulo. Se trata del siguiente algoritmo para
la reconstruccion de sefales x € BB, a partir de muestras irregularmente espaciadas en el tiempo.

Teorema 4 (Grochenig, 1993) Supongamos que 0 < ny < --- < n, < N —1 satisface 2M (2]d /2] +
1) < N, donde d = méx{n;;1 — n;}i_; y n.41 = ny + N. Entonces toda sefial x € By, queda
completamente determinada por sus muestras {x(n;)}i_, y, de hecho, puede reconstruirse mediante
el siguiente algoritmo:

r

v = P x(n)y ®)
i=1
T = T+ P (Y (@(n) = za(n)xi | )
i=1
donde x; denota la funcién caracteristica asociada al conjunto {l;_1 + 1,1;_1 +2,--- I;}, y l; :=
[%} parai=1,--- . r;lg =1, — N. Ademds, la convergencia del algoritmo es geométrica con
sin M . . . . . .
razon y = SH?—]X En particular’ se satisfacen las siguientes estimaciones del error:
1[d/2]+2
lz =zl < 4" al, (10)
lo =l < T llao —aill, y (an
-7
lo =2l < Al = 2ol (12)
= 1

"En realidad, las estimaciones (11) y (12) que aparecen en este teorema no se encuentran en el trabajo original de
Grochenig. Las hemos incluido aqui, con el objetivo de proporcionar buenos criterios de parada para este algoritmo.
Lo mismo sucede en los otros resultados sobre recuperacion de sefiales digitales que aparecerdn posteriormente en este
capitulo.
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Demostracion. Teniendo en cuenta el Lema 2 y las Notas 1, 2, sélo tendremos que realizar la esti-

macion de ||z — Az|| parax € By y Az = P (3°._, x(n;)x;). Tal como estdn definidas, es claro que

las funciones x; satisfacen que ) .;_, x; = 1 para todo ¢, de modo que, para = € By, se tiene que

r="P(z)= P(Z TXi)

y, por tanto, podemos estimar ||z — Az|| como sigue:

lo — Az|* = ||P (Z(x - w(%))m) I

1=1

< Y@=l
= Y 3~ alnto
< Z Z ) — a(ng) %

Para continuar con esta estimacion serd necesario estudiar las diferencias |x(n)—z(n;)| anteriores,
lo que se traduce en el uso de los siguientes resultados técnicos:

Lema 3 (Desigualdad de Bernstein Discreta) Denotemos por Az la sucesion de diferencias Ax(n) =
z(n + 1) — z(n), donde forzamos, para conseguir periodicidad, la identidad Ax(N — 1) = z(0) —
(N — 1). Entonces, para cada x € By se tiene que

. M
1Az]| < 2sin — 2.

Demostracion. Tomemos w = exp(27i/N). Entonces, para toda sefial z € BB, se tiene que
(Azx)(k) = N~z (z(n +1) — z(n))@™ = 2(k)(w* — 1).

Como la DFT es un operador unitario y Z(k) = 0 para M < |k| < N/2, se tiene que

1
|Az) = ||Az] = < Z (k) [* " — !2)
M 2
< _ -, 2
< mix fu" =1 (kz |:c</~c>|)

TM
< 2sin ——
< 2sin |l

15
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ya que, para |k| < M se tiene que

i | 2mik/N . Tk .M
— 1] = —1l=2 — <2 —_—
|w | =le | sin - < 2sin —

Esto concluye la prueba. [J

Lema 4 (Desigualdad de Wirtinger Discreta) Se tiene que:

» Six € By, x(1) = 0, entonces

—1d-1

; lz(n)]* < (éls.in2 m) Z |Az(n)|*.

n=1

v Siz € By, 2(0) =x(d+1) =0y A’z(n) = x(n +2) — 2z(n + 1) + z(n), entonces

-1 d-1

;|x(n)|2 < (16s,m4 ﬁ) ;|A2x(n)|2.

Demostracion. La idea es utilizar ciertas propiedades espectrales de las matrices Hermiticas. Sea
H una matriz Hermitica de orden n. Entonces sus valores propios son todos reales y podemos, por
tanto, ordenarlos de mayor a menor: o(H) = {A\; > Ay > --- > \,}. Como H es Hermitica, es
diagonalizable con un cambio de base ortogonal y, por tanto, podemos afirmar que existe una base
ortogonal de C" formada por vectores propios de H. Sea, pues, 5 = {vy, - ,v,} una tal base, con
Hv; = M\v;, v =1,--- ,n. Entonces se tiene el siguiente resultado:

Lema 5 Se tiene que:
v i) < Hx,x >> \, < x,x > para todo x en el n-espacio C".
» ii) Si x es ortogonal a v, entonces < Hx,x >> \,_1 < x,x >.
w i1i) Ademds, si \y_3 > \y_o = A1 > A\, entonces todo vector x ortogonal a v, verifica que

(< Hr,o >= Moy <z, >) < x € span{v,_2,0,1}

Demostracién. Dado z € C", x = > | a;v;, se tiene que < z,z >= ||z||> = Y7, |ai|® y

n

n
< H[L‘,$ > = < Zai)\ivi,Zaivi >
=1

i=1

n n
= E E CLZ)\ZCL_] < U, Uj >
i=1 j=1
n
2
= > lal’A
=1

[ An-

v

16



LAFA. Laboratorio de Anélisis de Fourier Aplicado

. . —1
Esto demuestra 7). Ademds, si z es ortogonal a v,,, entonces © = > | a;v;. Por tanto,

n—1
< Hrz,x >=Y_|a;*X; > Aoi |2

i=1

Esto demuestra i7). La tercera afirmacion se sigue de forma analoga. [
Consideremos ahora el problema del calculo del valor minimo de la expresion

d—1

() =Y |x(i) — x(i + 1)

i=1

Es evidente que podemos escribir

T(x) = (2(1) —2(2), - 2(d = 1) = 2(d))(x(1) — x(2), - ,z(d = 1) — z(d))’
= < Ax, Ax >,

donde la matriz A estd dada por
A = fil[(1,-1,0,...,0),(0,1,—-1,0,...,0),...,(0,...,0,1,—=1)] € My_1x4(C).
De modo que
7(z) =< Az, Az >= (Az) Az = TA Ar =T A' Az =< Hz, x>,
donde H = A'A es la matriz Hermitica dada por

H = ﬁl[(Q,—l,O,--- ,0);(—1,2,—1,0,--- ,0); -
: 7(0’ 707_172a_]—);(07"' 7Oa_1a2)]

Ahora bien, en 1947 Rutherford calcul6 el polinomio caracteristico de esta matriz (ver [61]), de-

mostrando que
n—1

2km
AN) =det(N — H) = A—2-—2 .
(V) = det(r = 1) = T cos )
Se sigue que el minimo de los autovalores de H es
2(d— 1w 9 T
2(1 — 7 )=/ _
(1 + cos od —1 ) = 4sin 2001

U
Ahora vamos a continuar con nuestra demostracion del Teorema 4. Tenemos que estimar las sumas
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Para realizar dicha estimacion lo que se hace es descomponer la suma en dos trozos, teniendo en
cuentaque l; 1 +1 <1, 1+2<---<n; <---[;. Entonces, si definimos las sefales discretas

51(]) :x(n1+1_j) _'T(TLl) paraj = 17 7ni_li—17

To(j) =x(n;y — 14+ j) —x(n;) paraj =1,--- , [; — n; + 1,

se observa de forma trivial que los valores

{lZ )P, 72212 |71 (s — L) [P}
recorren biunivocamente la sucesién de valores {|x(n) — z(n;)[*},2, .,y los valores

{lZ(D? [Z2:(2) %, L |70l — s + 1)}

recorren biunivocamente la sucesion de valores {|z(n) — x(n;)[*}:i_,, . Ademds, es importante obser-
var que para n = n;, |z(n) — x(n;)|*> = 0y que

An () =11 +1) = 21(j) = w(ni — j) —x(ni = (j = 1)) = Az(n; — (j — 1))
y también
AZy(j) = To(j + 1) — Ta(j) = x(ni — j) —x(n; — (j — 1)) = Az(n; — (j — 1)).

Teniendo todo esto en cuenta, podemos utilizar las desigualdades de Wirtinger discretas con las
sefales z;, i = 1, 2, para obtener que

li—ni"rl
S e sl = 3 )
n=n; J:1
. —11l;—n;
< (4sin? AR
< ( sin 2(2(li_ni+1)_1)> ;’ 272(])’
- -1 li—1
= (4sin® A ’
( - 2(2(11—7%‘1‘1)_1)) r;| o
y
i ni—li—1
S ) —x)P = > 0P
n=l;_1+1 7=1
- —1ni—li—1—1
< 4 sin? ) AT (j)I*
= ( 22(n; — li—1) — 1) ; .
- —1 n;—1
— (4sin? ) Az (n)]?
( 2(2(n; — li—1) — 1) n:;-i-l
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Ahora bien, es facil comprobar que méx{l; — n; + 1,n; — l;_1} < [g] + 1y, por tanto,

(o) = e { (50 s 1-1)

<4 sin’ 202(m —7;.1) - 1))_1} :

de modo que hemos logrado la siguiente estimacion:

-1

|z — Az|? < (4sin d/2+2> Z Z |Az(n

=1 n=l;_1+1

— (%m?W) |Az]?

Utilizamos ahora el hecho de que x € ), para aplicar la desigualdad de Bernstein en la esti-
2, obteniendo que

2 mM
o],
4[d/2]+2

sin

lv — Az* <

Se sigue que la norma de I — A como operador definido sobre B}, satisface

S —_—
11— Al gm—N.

s
SN 4779712

Como la funcién sin(-) es mondtona creciente en [0, 7], y 0 < ETOEEL mM < Z, se sigue que la
norma del operador / — A es menor que uno siempre que ”fy < m, lo que estd garantizado por
las hipétesis del teorema. Esto, unido al uso del Lema 2, finaliza la demostracién. [J

Un objetivo perfectamente razonable, una vez se ha demostrado el Teorema 4, es buscar algorit-
mos que mejoren dicho resultado, bien porque sean més sencillos de implementar (manteniendo las
mismas propiedades de convergencia) o bien porque se logra una velocidad de convergencia superior
a la garantizada por este teorema. El propio Gréchenig incorpora, en su articulo de 1993 (ver [27]),
dos mejoras del Teorema 4, la primera de las cuales se traduce en el siguiente resultado.

Teorema 5 (Grochenig, 1993) Supongamos que 0 < ny < --- < n, < N —1 satisface 2M (2[d /2] +

1) < N, donde d = max{n;y1 —n;}i_y yny.41 = ny + N, y sea A € (0, (HL)Q) un pardmetro de

sin o~ ]\/[

relajacion, donde v = . Entonces toda seiial x € B); puede reconstruirse mediante el

sin

4[d/2]+2
siguiente algoritmo:
ro = AY wz(n)P., (13)
i=1
Tpy1 = Tp+ A Z(x<nz) - xn(ni))wipfniu (14)
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donde w; = l; 1 — 1, I; := [%] parai=1,--- v, l,.1 =1+ N,y
. (@M+1)n(j—1)
LosinEEHEEUsL o
P.(5) = . ]\(7._l) = sincp (7 —1). (15)
N sin =5

Ademds, la convergencia del algoritmo es geométrica con razon 5 = max{|1 —X(1+7)?|,|1 = A(1 —
v)?|}. En particular, se satisfacen las siguientes estimaciones del error:

lz = @all < 7], (16)
71

lz —2all = g=llwo —aull, ¥ (17)
-7
2

— 4n < n -~ 4n—1]|- 18

D e Gl (18)

Demostracion. Lo primero que vamos a hacer es explicar el significado de las sefales F,, definidas
en (15). Para ello, tomamos [ € {0,1,..., N —1} y definimos la sefial &; € [*(Zy) como (k) = &, 4.
Si denotamos por P la proyeccion ortogonal sobre 3, entonces se puede comprobar facilmente que
P., = P(g;). Vedmoslo. Para empezar, es claro que

N—-1 . N-1 . .
—2mikn —2mikn —27i
ak) =Y alme N =) fae N =e ¥
n=0 n=0

Por tanto,

1 M 2mikj 1 M 2mik(j—1)

P(e)(j) = N > ake v = N Y e v =siney(j — 1) = P, (),
k=—M k=—M

que es lo que queriamos demostrar. Es por tanto evidente que el algoritmo descrito por este teorema
es una variante del descrito por el Teorema 4, en la que cambiamos el operador A : By, — B,;, dado
por Az = P(>":_, x(n;)x;) por el operador B : By — By dado por Bz = AP (3 ;_, wz(n;)en,).
Es decir: cambiamos las sefiales y; por las sefiales ¢,,,.

Para poder demostrar la convergencia geométrica del algoritmo, con razén de convergencia 7 €
(0, 1) es necesario demostrar que la norma del operador I — B satisface ||I — B|| < 7.

Ahora bien: ;Cémo estimamos la norma ||/ — B||?. La idea es utilizar que / — B es un operador
autoadjunto sobre el espacio de Hilbert B,; ~ C?**! y, por tanto, su norma se puede determinar
en términos de los productos escalares < (I — B)z,z >, x € B);, como queda reflejado en los
siguientes dos lemas técnicos (recordemos que el operador L : H — H se dice autoadjunto si, para
todo x,y € H, se tiene que < Lx,y >=< x, Ly >).

Lema 6 El operador B : By — By dado por B(x)(n) = A 1, wiz(n,)P., (n) es autoadjunto.
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Demostraciéon. Ya hemos probado que el operador B se puede escribir como Bx = AP (Y"1, w;xz(n;)en,).
Por tanto, si z,y € B);, entonces

< Br,y> = <P wiz(ni)en,),y >
=1

= < )\P(Z w;x(n;)en, ), P(y) > (pues y = P(y))

= A< Z w;x(n;)en;,y > (pues P conserva el producto escalar)
i=1

Y Z__; (Z_; wir(ng)en, (n)M)

= A Z wlav(nz)m

= A Z wiy(ni)z(n;)
i=1
= <ux,By>,
que es lo que queriamos probar. U

Lema 7 Sea L : C" — C" un operador lineal autoadjunto. Entonces

< L >
IL) = sup L = EE 2> |
P

En particular, si existen constantes o, (3 tales que o||z||* << Lz,x >< §||z|?, para toda sefial x €
C". Entonces ||L|| < méx{|«/|, |5]}.

<zl Como | < La,x > | < || L]z < || L[] es claro que

¢ < ||L||. Queremos demostrar que, si L es autoadjunto, entonces ||L|| = c.
Dados dos vectores u, v € C", es claro que

Demostracion. Sea c := sup,

1
< Lu,v >+ < Lv,u> = §(< Lu+v),u+v>— < L(u—v),u—wv>) (pues L es autoadjunto)

< g (lu + ol + [lu = v]?) (pues, ¥z € C* : | < Lz,z > | < | z[")
= ¢ (|Jul®* + [|v]|*) (por la identidad del paralelogramo).

Tomamos ahora dos sefiales arbitrarias x,y € C" y representamos el producto escalar < Lz, y >
en forma polar, < Lx,y >= | < Lz,y > |¢'*. Si tomamos u = ﬁx yu = ”—;Hy, obtenemos que

—ia ] < Lx,y >
£ —<Lx,y>:—| z,y > |
Iyl

< Lu,v >=
]} [yl
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y, andlogamente,

<L >
< Lous= | StTy>|
1|1y
Por tanto, si aplicamos la desigualdad que acabamos de probar a los vectores u, v, obtenemos que
2| < L >
w =|<Lu,v>+ <u,Lv>|<c(|u]®+ [|v]]) =2¢
TNy

0, lo que es lo mismo,
| < La,y > [ < [lzllllylle

Tomamos y = Lz y sustituimos en la desigualdad anterior, obteniendo que ||Lz|* < c||z|/||Lz|| y,
por tanto, .Es O

Continuamos ahora con la prueba del Teorema 5. Como B es autoadjunto, también el operador
L =1— B : By — By es autoadjunto. Ademas para toda sefial x € BB, se tiene que

<({I—-B)r,x> = <z-— )\P(Z w;x(n;)en, ), >

i=1

= |z|P - X< P(Z w;x(n;)en, ), P(x) > (pues x = P(x))

=1

= [z|P - X< Z w;x(n;)en,,r > (pues P(x) conserva el producto escalar)
i=1

Izl =AY wilz(ng)?
1=1

Se sigue que, para poder aplicar el Lema 7 al operador L = [ — B, es necesario antes obtener
estimaciones de la suma »_;_, w;|z(n;)|? en términos de una constante multiplicada por la norma
|z||?. Ahora bien, como ||I — Al < vy, A7 < (1 —7)~" entonces, para toda sefial
x € By, se tiene que

L= ll=l* = (1 —7)*A" Az]?

< A=A Pl A]?
= (1= AT PP w(n)xa) Il
i=1
< D)zl
i=1
<

,
Z (1) [P,
=1

Ademas,

Zkﬂ na)[Pw; < HSCHJerv—ZI na)xill)* < (L+79)*=)”
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Se sigue que, para toda sefial = € B,

(L= AL +7)?)lz]? << (I = Bw,z >= ||z]> =AY | () Pwi < (1= AL = 7)) |l

i=1

y, por tanto, aplicando el lema anterior,

2

I — B|| < max{[1 — )1 211 = M1 — )2} < 1si A0, —
I | < méx{| (L+)7 | (1 =7)7[} < 1 siempre que 6(’(1_{_7)2

).

Esto concluye la demostracion. 0

Nota 4 Se puede calcular el valor éptimo del pardmetro de relajacion ). Para ello, basta observar

que la funcion o(\) = max{|1 — A\(1 +7)?|,|1 — M(1 — 7)?|, alcanza, en el intervalo (0, ﬁ) su
L. _ 2 . .
minimo en A = T a2 Dicho valor es.
, , 2 2 2y
min - max{[1 — A(1+7)7[,[1 = A1 —7)°[} = T2
A0 ) K
Terminamos esta seccidon implementando el algoritmo descrito por el Teorema 5.
function grochenig(func,dt,L,r,tol)
function grochenig(func,dt,L,r,tol)
Este programa, a partir de una sefial analdgica f(t) (implementada en el fichero de nomb
genera una senal digital tomando las muestras x(n)=f (nxdt), para n=0,1,...,N-1 y (N-1)dt
A continuacidén construye, de forma aleatoria, un conjunto de puntos
O0<=n_0<n_1<...<n_r<N
distribuidos de forma irregular en {0,1,...,N-1} y calcula M con la propiedad de que

0% o° o° o° o o o° o° o° A° A° A° o° o° o

2M (2 [delta/2]+1) <N
y, por tanto, nuestro vector es valido para el muestreo de sefales digitales
de tamafo N y ancho de banda M

Finalmente, utiliza los valores muestrales x(n_0),....,x(n_r) para recuperar la senal x(
mediante la aplicacidn del Teorema de Grochenig (Teorema 5.4.10 del texto).

Autores: J. M. Almira, J. A. Cid, A. E. Romero (2005)

close all;

h=
xX=
N=

[

%
%

O:dt:L;

feval (func, h);

length (x) ;

elegimos r indices para muestra aleatoria (Para ello se usa una funcidén de Matlab que im
continuacidén de este algoritmo: la funcidn muestrairreg.m)

xp=muestrairreqg (N, r);

%

calculamos los pesos correspondientes

wp=pesos (xp, N) ;
%$calculamos el maximo ancho de banda M para ese r
t=2:1:r; xp2=[xp(t),xp(l)+N] ;
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xpl=[xp(t-1),xp(r)];
delta = max (xp2-xpl)
Mmax =floor (N/ (2% (2xfloor (delta/2)+1)))
M=input (' Introduzca el valor de M: 7);

% Cdlculo de la matriz matrix=lambdaxwp*P
gamma= ( (sin (pi*M/N) )/ (sin(pi/ (4xfloor (delta/2) + 2))));

%$%%% Cdlculo del pardmetro Optimo de relajacidn %$%%%

lambda=2/ ( (1+gamma) "2+ (1l-gamma) "2) ;

A continuacidén hacemos uso de la funcidén discretsincvector.m, que ya habiamos hecho expl
programa de Matlab que implementa el teorema del muestreo digital uniforme. De todos mod
también ahora dicho fichero, por completitud (ver el final del algoritmo)
sinc=discretsincvector (M,N);
for i=1:r
for j=1:N

matrix (i, j)=lambda*wp (i) *sinc (j-1-xp (i) +N);
end

o° o° oe

end
x0=x (xp) *matrix;
x1=x0;

Q

% Calculamos el numero de méximo iteraciones (usando la estimacidén a priori del teorema)

gammabar=max (abs (1-lambdax* (1+gamma) “2), abs (1-lambdax* (1-gamma) ~2) )
nitermax=floor (log(tolx (1-gammabar) / (norm(x0)))/log(gammabar)+1)+1

Realizamos las iteraciones pero introducimos como criterio de parada que
| |x_{n+1}-x%_{n}||.(gamma/ (1-gamma) ) <=toletancia. Al final, se vera
cudntas iteraciones (comparadas con lo estimado a priori) se han tenido
que realizar.
for i=1l:1:nitermax
x2=x1+x0-x1 (xp) *matrix;
if (norm(x2-x1) < tolx (l-gammabar)/gammabar )

o° o o o°

print (' Convergencia alcanzada en las siguientes iteraciones’)

i
x1=x2;
break
end
x1=x2;
end
figure(1l);
subplot (4,1,1);plot(1:N,real(x),’r’);zoom on; xlabel (’Senal original’);
subplot (4,1,2);stem(xp, real (x(xp)));zoom on; xlabel ('Muestras tomadas’);
subplot (4,1,3);plot (1:N,real (x1l),’b’);zoom on; xlabel (’'Senhal recuperada’);
subplot (4,1,4);plot (1:N,real(x - x1),’r’");zoom on; xlabel (’Error’);

99900000000000000000000
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9990000000000

function xp=muestrairreg(N,r);
Construye de forma aleatoria, un conjunto de puntos
0<=n_0<n_1<...<n_r<N
distribuidos de forma irregular en {0,1,...,N-1} y calcula M con la propiedad de que
2M (2 [delta/2]1+1) <N
y, por tanto, nuestro vector es valido para el muestreo de sefiales digitales de tamano N
y ancho de banda M

Parametros:

N: tamafio de la senal a muestrear
M: ancho de banda de la senal x.
r+l: numero de puntos de la muestra
xp: sefal de salida

Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).

o0 o0 o° O O A A A A A O O o P o°

d=floor (N/ (r+1));
xp=d:d:rxd;
modif=-1+2*rand (1, r);
modif=sign (modif) ;
xp=xp+floor (d/3) *modif;
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899900 o 809900

o\¢
o\
o\¢
o\
o
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\
o\

Funcidén auxiliar discretsincvector

o° o° oe

function SM = discretsincvector (M, N)

function SM = discretsincvector (M, N)

Calcula el andlogo discreto de la funcidn seno cardinal para trabajar con seflales de ban
(ancho de banda M) y tamaho N dados. Calcula dicha funcidén entre - (N-1) y N-1, que es do

Pardmetros:

M: ancho de banda

N: tamafio de la senal
SM: vector salida

Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).

o0 o0 o0 o0 o° o o° o° O o° o

o\

Vector de abcisas

t = (-N+1):(N-1);
% Reservamos memoria: la sefial SM (salida) serd un vector 1xN (todo a cero, inicialmente)
SM = repmat (double(0), size(t));
% Calculamos la funcidén muestreo para valores distintos de cero
% 0jo al direccionamiento con vectores
SM( t>0 ) = sin(pi*(2+«M+1)*t (£t>0)/N)./ (N*sin(pi+t (£>0)/N));
SM( t<0 ) = sin(pi* (2*M+1)* (t (t<0)+N)/N)./ (Nxsin (pi* (t (£t<0)+N)/N));
% Asignamos el valor (en el limite) de la funcion para t = 0
SM( t==0 ) = (2xM+1)/N;

99900000000000000000000
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0

9990000000000

r=length (x);
x=[x, x(1)+N];
L=0.%x(1:1:(xr+1));
W=0.%(l:1:1r);
for k=1:1:r

L(k)=floor ((x(k)+x(k+1))./2)
end
L(r+1l)=L(1)
for k=1:1:r
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W(k)=L(k+1)-L (k)
end;

Ejemplo 1 Ejemplificamos el uso del anterior programa con la funcion

z(t) = cos(lio) + sin(—%),

que guardamos en el fichero siguiente:

function y = mifuncion(t)

y=cos (k.*xt)+sin (-2xk.xt);

Si ejecutamos la sentencia grochenig('mifuncion’, pi/512,20 x pi, 31,10~ 3);, se produce
como salida el siguiente conjunto de grdficos (cuya interpretacion es obvia):

6000 8000 10000 12000
Sefial original

o NI
I I0Y

1 1 1 1 1 1 |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Muestras tomadas

2000 4000 6000 8000 10000 12000
Seffal recuperada

1 1
2000 4000 6000 8000 10000 12000

5. Otra interpretacion del problema del muestreo discreto

En esta seccién vamos a proporcionar una descripcion del problema del muestreo discreto que
lo convierte en un problema de interpolacion de polinomios trigonométricos, y vamos a desarrollar
algoritmos especificos para la solucion del problema més general.

Sea x € By Entonces 2(n) = + > ol @(k)e*™*/N de modo que podemos interpretar x
como la restriccion del polinomio trigonométrico de periodo 1y grado < M dado por

LM
_ S 2rikt
p(t) =+ > ke

k=—M
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sobre la sucesion { & ML [0,1). Se sigue que el problema del muestreo discreto para la sefial

x € By se traduce en el problema de la reconstruccion del polinomio p a partir de sus muestras
p(%), j =1,---r. Ahora, desde este punto de vista, resulta completamente irrelevante si los puntos
de [0, 1) en los que se conoce p(t) estan o no en progresion aritmética: lo esencial es que, al ser p un
polinomio trigonométrico de grado < M, entonces éste queda completamente determinado a partir
de sus valores sobre cualquier conjunto de puntos de tamafio > 2M + 1.

Se sigue de la discusion anterior que el problema de la interpolacion de polinomios trigonométri-
cos mediante el uso de otros polinomios trigonométricos generaliza al problema del muestreo de
sefales digitales.

Teorema 6 Sea p € Ty un polinomio trigonométrico de grado < M y sea {0 < t; < --- < t; <
- < tr} C [O, 1), to = tr - 1, tr+1 = to -+ 1. Si

6= JE%&X (tj—i-l - tj> < m

entonces {t;}i_, es un conjunto de unicidad para p. Ademds, para todo \ € (0, m) el algorit-
mo iterativo descrito por

po(t) = )\Zp Jw; Dys(t — ;) (19)

Pny1 = m(t)MZ(p(tn—pn(tj))ijM@—tj), (20)

donde w; = %, o=t —Lt,a=t1+1y

M

DM(t> _ Z e27rikt _

k=—M

sin(2M + 1)xt
sin 7t

es el niicleo de Dirichlet; produce una sucesion de polinomios trigonométricos de grado < M que
converge a p geométricamente en la norma L?, con razén de convergencia al menos

v = max{|1 — A(1 +20M)?|, |1 — X\(1 —26M)?|}.

Demostracion. Como § < 537 M, se sigue que r > 2M + 1y, por tanto, p € 73, queda completamente

determinado a partir de los valores {p(t;) }}_;.

Denotemos por x; = X{y,_,,4,] 12 funcion caracteristica asociada al intervalo [yj—1,y;] y definamos

el operador
= P(3"ples)xs),
j=1

donde P denota la proyeccién ortogonal de L?(0, 1) en Tyy.
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Nota: Obviamente,

_ / .Z'(S) Z e—27rik(t—s)ds
k=

0 -M
= <z, Dy(-—s) >

Se sigue de la definicion de A que

Iy - m<2/ () P

Al ser |y; — t;],|t; — yj—1] < 6/2, podemos aplicar la desigualdad de Wirtinger clésica para estimar
las integrales anteriores, restringiendonos a los intervalos [y;_1,¢;] y [¢;, y;], obteniendo que

2
Z/ MK—Z/ ()Pt = S
Yj—1

Ademads, como p € 7T, podemos estimar ||p'[|s < 27 M ||p||2 y, por tanto:

lp — A(p) ]2 < 20M]||p||>.

En particular, si 2M6 < 1, entonces A es invertible sobre Ty, || A7 < (1 —20M)~! y p se puede
reconstruir a partir de sus valores {p(;)}’_, utilizando el operador A y el procedimiento descrito en
el Lema 2.

Ahora bien, se puede demostrar que

(1 —20M)*|Ipll3 < | Zp llz = Z [p(t;)[Pw; < (1+200M)7||p3

j=1

y, por tanto, si definimos el operador B : 7y; — 7, como

Zp Jw; Dy (t —t5),

entonces es claro que

B(p),p>= > |p(t;)|*w
j=1
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Por tanto, el espectro del operador B estd completamente contenido en el intervalo [(1 —25M )2, (1 +
20M)?]. Se sigue que B es invertible (pues 0 ¢ o(B). El algoritmo descrito por (19) y (20) es
precisamente: pg = AB(p) Y pny1 = pn + AB(p — pn), de modo que

P = Pniall = llp — 20 + AB(@ — pu)|| < |1a — AB||llp — pul; n=0,1,---
y, por tanto,
[1a = AB||[[p — pull

I1a = AB[*[[p = pa-i]
2 < 1 = ABI" e = poll.

”p_pn+1H

INIAIA

Se sigue que, si |1 — AB|| < 1 entonces el algoritmo converge geométricamente. Ahora bien, (1, —
AB) =1—M\o(B)y,como o(B) C [(1 —25M)?, (1 + 25M)?], se concluye que

o(lg—AB) = [1 = A1 —26M)* 1 — \(1+20M)?]
Se sigue que, si v = max{|1 — A\(1 + 20M)?|,|1 — A(1 — 26M)?|} < 1 entonces |14 — AB|| < 1y
el algoritmo converge geométricamente con razén de convergencia . []

Si identificamos los polinomios trigonométricos con sus coeficientes (para lo que basta hacer uso

del isomorfismo natural i : Tpy — C*M (377 ape®™ ) = (a_pn, apria, -+, ag,ar, - anr)),

entonces el algoritmo descrito por el Teorema 6 se puede interpretar como un algoritmo en C2M+1,
Para ello, veamos como actia el operador B en términos de los coeficientes de los polinomios p € 7j;:

Bp)(t) = > ( > ake%ik%) w; Dy (t —t;)

j=1 \k=—M

T M M
— § § ak€2ﬂ'lk‘t]‘ w] E eQTl’ll(t—t]')

j=1 \k=—M I=—M

=M L=
M M

= E Crrar |
=M \k——M

donde Cx = Y7, wje >™~*). De modo que, si a denota el vector de coeficientes de p y b denota
el vector de coeficientes de B(p), entonces la relacion anterior se expresa como

b = Ca,

donde C = (Cii)ik, i< € Moapr41(C). La matriz C anterior tiene la particularidad de que, si
definimos los valores

=3 we (i < 20),
j=1

entonces C;;, = 7_k ¥, por tanto, es constante en las diagonales [ — k = cte. Ademads, v, = 7_,
para todo s, de modo que (), = C}; para todo k, [. Estas observaciones nos llevan a concluir que el
algoritmo descrito por (19) y (20) se puede reformular de la siguiente forma:
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Teorema 7 Supongamos que 0 < t; < ty < --- < t, < 1. 8i 0 = méx{t;s1 —t;};_, < 537 en-

2M
tonces la matriz C definida anteriormente es una matriz de Toeplitz autoadjunta, invertible y definida
positiva. Ademds, C tiene niimero de condicion

1+ 25M\°
condCS( +20 )

1—20M

Ademds, todo polinomio trigonométrico p € Ty se puede reconstruir a partir de sus valores {p(t;)}}_,,
de la siguiente forma:

= Tomamos a® = (a'%),,--- ,a\?), donde
al(o) = Zp(tj)wje_%itjl; para |l| < M.
=1

= Hacemos, paran = 0,1, -
at"™) = alW L AC(a® —a™).
Entonces el vector de coeficientes de p estd dado por a = C~'a?, y

lim [|a™ —a| =0

n—oo

(para cualquier norma que se considere sobre C**+1) siempre que el pardmetro de relajacion

A verifique que 0 < \ < m.
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