
LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

Teorı́a del muestreo para señales digitales y DFT*

1. Señales digitales y DFT
Las señales digitales (tambien llamadas discretas) no son otra cosa que sucesiones de números

reales o complejos. Aunque en principio es posible pensar en señales discretas infinitas (por ejemplo,
la señal que resulta de tomar muestras de una señal analógica x ∈ L2(R)∩C(R) para valores t = kT ,
k ∈ Z), en la práctica todas las señales con las que se trabaja en aplicaciones empiezan y terminan
en tiempo finito y, por tanto, para el estudio de señales digitales podremos suponer sin problemas que
éstas son sucesiones finitas de números1. En consecuencia, ofrecemos el siguiente modelo de señal
digital:

Definición 1 El espacio de las señales digitales (unidimensionales) de tamaño N es el conjunto

l2(ZN) = {x : {0, 1, · · · , N − 1} → C : x es una aplicación }.

Este conjunto se puede, de hecho, identificar con el conjunto de las señales N -periódicas x : Z→ C,

l2(ZN) = {x : Z→ C aplicación : x(k + N) = x(k) para todo k ∈ Z}.

En aplicaciones reales, una señal digital (unidimensional) será una sucesión de números {x(n)}N−1
n=0 ,

donde N es posiblemente muy grande. Entonces, por economı́a de espacio, etc., podrı́a resultar muy
interesate saber si a partir del conocimiento de la señal x en una muestra de valores 0 ≤ n1 < n2 <
· · · < nr ≤ N−1 es posible recuperar completamente la señal x(k) para todo k. Este es precisamente
el problema del muestreo (irregular) para señales digitales.

Evidentemente, si trabajamos con señales arbitrarias x ∈ l2(ZN), entonces no será posible la
recuperación de éstas a partir de valores de una muestra fija 0 < ni < ni+1 < · · · < N . Sin embargo,
veremos que esto es posible cuando la señal es de banda limitada2. Se verá, de hecho, que la teorı́a de
señales digitales se soporta en conceptos y métodos sencillos de Álgebra Lineal.

En realidad, es claro que lo que hemos llamado anteriormente l2(ZN) no es otra cosa que una
nueva forma de escribir el espacio vectorial CN , interpretando sus elelmentos, los vectores v =

*Este documento está basado ampliamente en el libro de texto del autor: J.M. Almira, “Matemáticas para la recu-
peración de señales”, Grupo Editorial Universitario, 2005.

1Algunos autores llaman finitas a este tipo de señales. De hecho, es también posible restringir la atención sobre las
señales finitas que además están cuantizadas, es decir, que sólo pueden tomar un número finito de valores. Esto, sin
embargo, no resulta cómodo desde un punto de vista matemático.

2Este concepto se define, para el caso discreto, en la siguiente sección
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(α0, α1, · · · , αN−1) ∈ CN como las funciones x(k) = αk (k = 0, · · · , N − 1). Entonces, algunos
conceptos como la norma y el ángulo que forman dos vectores se pueden trasladar al contexto de las
señales digitales de forma inmediata. Ası́ pues, llamamos energı́a de la señal x ∈ l2(ZN) al escalar

E(x) = ‖x‖ =

(
N−1∑

k=0

|x(k)|2
) 1

2

.

Además, el producto escalar de dos señales x, y ∈ l2(ZN) está dado por

< x, y >=
N−1∑

k=0

x(k)y(k).

En particular, las señales x, y anteriores se dicen ortogonales si se verifica que

N−1∑

k=0

x(k)y(k) = 0.

Como es natural, en lo que sigue vamos a suponer que se ha fijado el tamaño N de las señales
con las que se desea trabajar. Entonces l2(ZN), el espacio de las señales digitales de periodo N , es
un espacio vectorial complejo de dimensión (finita) N (dimensión 2N , si se considera como espacio
vectorial real, y de nuevo dimensión N , como e.v. real, si se considera que las señales toman solo
valores reales). En este espacio el Análisis de Fourier es, por tanto, muy sencillo.

Teorema 1 La familia {ek(n) = e
2πikn

N }N−1
k=0 es una base ortogonal de l2(ZN). Además, ‖ek‖ =

√
N

para k = 0, 1, · · · , N − 1.

Demostración. Como dimCl
2(ZN) = N , bastará comprobar que las señales {ek}N−1

k=0 definidas
anteriormente son ortogonales dos a dos. Veámoslo:

< ek, el > =
N−1∑
n=0

ek(i)el(i)

=
N−1∑
n=0

e
2πikn

N e
−2πiln

N

=
N−1∑
n=0

(
e

2πi(k−l)
N

)n

Ahora, como 1 + x + · · ·+ xN−1 = 1−xN

1−x
(si x 6= 1), entonces tenemos que

< ek, el >=
1− e2πi(k−l)

1− e
2πi(k−l)

N

= 0

para k 6= l y < ek, ek >= N para todo k. Esto finaliza la prueba. ¤
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Como consecuencia del resultado anterior, es claro que podemos escribir cualquier señal x ∈
l2(ZN) en la forma

x(n) =
N−1∑

k=0

< x, ek >

‖ek‖2
ek(n) (1)

=
1

N

N−1∑

k=0

x̂(k)e
2πikn

N , (2)

donde

x̂(k) =< x, ek >=
N−1∑
n=0

x(n)e
−2πikn

N (3)

denota la transformada de Fourier discreta (DFT) de la señal x = {x(n)}N−1
n=0 . De hecho, la fórmula

(2) responde al cálculo de la transformada inversa de Fourier discreta, pudiendo considerar (3) y
(2) como procesos inversos. Es decir, el operador F : l2(ZN) → l2(ZN), x → F(x) = x̂ es un
isomorfismo de espacios de Banach cuyo operador inverso está descrito por la expresión (2). Por otra
parte, es evidente que se satisface la siguiente fórmula de Plancherel

‖x‖2 =
N−1∑
n=0

|x(n)|2 =
1

N

N−1∑

k=0

|x̂(k)|2.

En este contexto, podemos definir la convolución circular de las señales x, y ∈ l2(ZN) consideran-
dolas como señales periodicas de periodo N ,

x¯ y(n) =
N−1∑

k=0

x(k)y(n− k)

Teorema 2 Supongamos que x, y ∈ l2(ZN) son señales digitales periodicas de periodo N y sea
z = x ¯ y su convolución circular. Entonces ẑ = x̂ · ŷ, donde u · u denota el producto, compo-
nente a componente, de los vectores u y v (i.e., (u1, . . . , uN) · (v1, . . . , vN) = (u1v2, . . . , uNvN)).
Análogamente, se tiene que IDFT(X · Y ) = IDFT(X)¯ IDFT(Y ).
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Demostración. Por definición,

ẑ(m) =
N−1∑
n=0

z(n)e
−2πimn

N

=
N−1∑
n=0

N−1∑

k=0

x(k)y(n− k)e
−2πimn

N

=
N−1∑

k=0

x(k)
N−1∑
n=0

y(n− k)e
−2πimn

N

=
N−1∑

k=0

x(k)e
−2πimk

N

N−1∑
n=0

y(n− k)e
−2πim(n−k)

N

= x̂(m)
N−1∑
n=0

y(n− k)e
−2πim(n−k)

N .

Ahora, como y es N -periodica, tenemos que

N−1∑
n=0

y(n− k)e
−2πim(n−k)

N =
N−1∑
n=0

y(n)e
−2πimn

N = ŷ(m)

y, por tanto, ẑ(m) = x̂(m)ŷ(m) para todo m. Esto concluye la primera parte del resultado. Veamos
ahora que se satisface también la segunda parte. Para ello, tomamos z = IDFT(X) ¯ IDFT(Y )
y calculamos su transformada de Fourier discreta. Por la primera parte del teorema sabemos que
ẑ = X · Y y, por tanto, z = IDFT(X · Y ), que es lo que deseábamos probar. ¤

Si x ∈ l2(ZN), entonces el cálculo completo de su transformada de Fourier discreta x̂ = {x̂(k)}N−1
k=0

requiere N2 multiplicaciones y sumas de números complejos. Esto supone un elevado esfuerzo com-
putacional. Por ello, ha habido un enorme interés en el desarrollo de algoritmos para el cálculo efi-
ciente de la DFT. Dichos algoritmos reciben el nombre genérico de transformadas de Fourier rápi-
das (FFT)3 Vamos a explicar la idea básica subyacente. Para ello, supongamos que N es par. Entonces
podemos reordenar la suma

x̂(m) =
N−1∑
n=0

x(n)e
−2πimn

N (0 ≤ k < N)

de la siguiente forma: si m = 2k es par, agrupamos los términos n y n + 1N/2, obteniendo que

x(n)e
−2πi2kn

N + x(n +
N

2
)e

−2πi2k(n+N/2)
N = x(n)e

−2πikn
N/2 + x(n +

N

2
)e

−2πik(n+N/2)
N/2 ,

de modo que

x̂(2k) =
N−1∑
n=0

(x(n) + x(n +
N

2
))e

−2πikn
N/2 (4)

3Obsérvese que estamos llamando transformada a lo que en realidad es simplemente un algoritmo para su cálculo.
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Agrupando nuevamente los términos n y n + N/2, obtenemos que

x̂(2k + 1) =
N−1∑
n=0

e
−2πin

N (x(n)− x(n +
N

2
))e

−2πikn
N/2 . (5)

Se sigue, pues, que las componentes frecuenciales de ı́ndice par, x̂(2k) se pueden obtener mediante
el cálculo de la transformada de Fourier discreta de la señal N/2-periódica

xe(n) = x(n) + x(n + N/2)

y las componentes frecuenciales de ı́ndice impar x̂(2k + 1) se obtienen calculando la DFT de la señal
N/2-periódica

xo(n) = e
2πin

N (x(n)− x(n + N/2))).

De esta forma, si N es par, entonces el cálculo de su DFT tiene el coste del cálculo de dos DFT’s de
tamaño N/2 más O(N) sumas y multiplicaciones (para el cálculo de las nuevas señales xe, xo). Por
supuesto, este proceso se puede reiterar tantas veces como sea posible, siendo el caso óptimo aquel
en el que N = 2M para cierto entero M > 0.

2. Señales digitales de banda limitada: Propiedades básicas
En esta sección vamos a presentar el modelo matemático básico que se utiliza en para el estudio

de la teorı́a del muestreo de señales digitales. En particular, para nuestra presentación vamos a seguir
el enfoque expuesto por Grochenig en [27] y Strohmer en [67]. Se trata de introducir el concepto
digital análogo del concepto de señal de banda limitada que se ha estudiado en capı́tulos anteriores.
La idea es muy simple: basta cambiar la transformada de Fourier usual por la transformada de Fourier
discreta.

Definición 2 Decimos que la señal x ∈ l2(ZN) es de banda limitada, con ancho de banda ≤ M
(donde 0 < M < N/2), si

x̂(k) =
N−1∑
n=0

x(n)e−2πikn/N = 0 para todo k tal que M < |k| ≤ N/2.

El espacio de las señales de banda limitada con ancho de banda ≤ M se denota por BM . Eviden-
temente, x ∈ BM si y solo si existe y ∈ l2(ZN) tal que y(k) = 0 para M < |k| ≤ N/2 y x = F−1(y).
Es decir,

x(n) =
1

N

M∑

k=−M

y(k)e
2πikn

N .

Se sigue que BM es un espacio vectorial complejo de dimensión 2M + 1.
Como los operadores DFT e IDFT conservan la ortogonalidad de las señales, podemos aprovechar

la observación anterior para realizar el cálculo de la proyección ortogonal de l2(ZN) en BM , P :
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l2(ZN) → BM . Para ello, bastará tener en cuenta que P̂(x)(k) = x̂(k) para |k| ≤ M y P̂(x)(k) = 0

para M < |k| ≤ N/2 y calcular la transformada inversa de Fourier discreta de P̂(x). En fórmulas4,

P(x)(n) =
1

N

M∑

k=−M

x̂(k)e
2πikn

N .

Si x ∈ BM , entonces x = P(x) y, por tanto,

x(n) =
1

N

M∑

k=−M

x̂(k)e
2πikn

N para n = 0, 1, · · · , N − 1.

Se sigue que el problema del muestreo irregular puede plantearse como el siguiente problema de
álgebra lineal: ¿Qué debemos exigir a {0 ≤ n1 < n2 < · · · < nr ≤ N} para garantizar que las
ecuaciones

1

N

M∑

k=−M

x̂(k)e
2πiknj

N = x(nj) para j = 1, · · · , r (6)

(para las que se conocen los valores {x(nj)}r
j=1) tengan una (única) solución {x̂(k)}M

k=−M? Como
A = (ajk)

k=−M,··· ,M
j=1,··· ,r , donde

ajk = e
2πiknj

N =
(
e

2πinj
N

)k

es una matriz de Vandermonde, es claro que tiene rango máximo (i.e., rank(A) = mı́n{r, 2M + 1})
y, por tanto, se tiene que el problema del muestreo irregular admite una única solución5 siempre que
r ≥ 2M + 1.

Es interesante observar que si nos quedamos con exactamente 2M + 1 de las ecuaciones que
aparecen en (6), entonces el correspondiente sistema de ecuaciones se puede resolver en O(M2)
operaciones, recuperando la DFT de x (de modo que para recuperar x, bastará aplicar a continuación
la IDFT a x̂). Sin embargo, es conocido que el desprecio a la información proporcionada por las
muestras redundantes que se desechan según este procedimiento, tiende a convertir el sistema en uno
mal condicionado. Es por tanto importante la búsqueda de algoritmos que, haciendo uso de toda la
información disponible, sean bien condicionados. (De esta forma, se logrará mayor estabilidad en los
cálculos y fiabilidad en los resultados). Ası́, tenemos en el problema del muestreo irregular discreto
un ejemplo importante de aplicación del álgebra lineal numérica.

3. El Teorema del muestreo digital uniforme
Antes de abordar la solución del problema del muestreo digital irregular, serı́a interesante estu-

diar el caso uniforme. En esta sección vamos a demostrar la versión digital del teorema clásico del
muestreo.

4Otra forma de expresar esto es la siguiente: Para hallar P(x), primero se calcula x̂, la DFT de x, luego se define
y(k) = x̂(k)f(k), donde f(k) = 1 para k ∈ {0, 1, . . . , M} ∪ {N − 1 − M,N − M, · · · , N − 1} y f(k) = 0 para
M < k < N − 1 −M y, finalmente, se calcula P(x) = IDFT(y). Es decir: filtramos la transformada de Fourier de x y
luego calculamos la transformada de Fourier inversa, para obtener P(x).

5Por la forma como se ha planteado, sabemos que las ecuaciones admiten al menos una solución: nuestro máximo
interés es, pues, la unicidad de soluciones.
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Sea x ∈ BM . Entonces x̂(k) = x̂(k)χM(k) para todo k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} (donde χM(k) = 1
para k ∈ {0, . . . , M} ∪ {N −M,N −M, . . . , N − 1} y χM(k) = 0 para M < k < N −M ) y, por
tanto,

x = IDFT(x̂) = IDFT(x̂ · χM) = x¯ IDFT(χM)

Definición 3 Llamamos seno cardinal discreto a la señal sincM := IDFT(χM). Esta señal es, como
veremos, el análogo discreto de la señal sinc. En particular, es claro que si x ∈ BM entonces x =
x¯ sincM .

Lema 1
sincM(n) =

sin(π(2M + 1)n/N)

N sin(πn/N)
para n 6= 0; y sincM(0) =

2M + 1

N
.

Demostración. Por definición,

sincM(n) =
1

N

M∑

k=−M

e
2πikn

N =
1

N

M∑

k=−M

eikτ ,

con τ = 2πn
N

. Si n = 0 entonces es obvio que sincM(n) = 2M+1
N

. Ahora bien,

M∑

k=−M

eikτ = e−iMτ

2M∑

k=0

(eiτ )k = e−iMτ ei(2M+1)τ − 1

eiτ − 1

=
ei(M+1)τ − e−iMτ

eiτ − 1
=

ei(M+1)τ − e−iMτ

eiτ − 1

e−iτ/2

e−iτ/2

=
ei(M+ 1

2
)τ − e−i(M+ 1

2
)τ

eiτ/2 − e−iτ/2
=

sin((M + 1
2
)τ)

sin τ
2

,

de modo que, para n 6= 0, el resultado se sigue fácilmente tomando en la expresión anterior τ = 2πn
N

.
¤

Teorema 3 (Teorema del muestreo digital uniforme) Sea x ∈ BM y sea d un divisor de N tal que
d(2M + 1) ≤ N . Entonces la señal x queda determinada por el conjunto de valores {x(dj)}R

j=0,
donde R = N/d− 1. De hecho,

x(n) =
R∑

j=0

dx(dj)sincM(n− dj). (7)

Demostración. Sea x ∈ BM . Esto significa que

x(n) =
1

N

M∑
t=−M

x̂(t)e
2πitn

N , para n = 0, 1, · · · , N − 1.

7
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Sea z(n) =
∑R

j=0 dx(dj)sincM(n − dj). Como sincM(n) = 1
N

∑M
k=−M e

2πikn
N y d/N = 1/(R + 1),

entonces

z(n) =
R∑

j=0

(
d

N
x(dj)

M∑

k=−M

e
2πik(n−dj)

N

)

=
R∑

j=0

((
1

N

M∑
t=−M

x̂(t)e
2πitdj

N

)(
d

N

M∑

k=−M

e
2πik(n−dj)

N

))

=
1

N

R∑
j=0

(
M∑

t=−M

x̂(t)

(
d

N

M∑

k=−M

e
2πink

N
+

2πi(t−k)jd
N

))

=
1

N

(
M∑

t=−M

x̂(t)

(
M∑

k=−M

e
2πink

N

(
1

R + 1

R∑
j=0

e
2πi(t−k)j

R+1

)))

Ahora bien, si tenemos en cuenta que d(2M + 1) ≤ N equivale a decir que N
d

= R + 1 ≥ 2M + 1 y,
por tanto, bajo las hipótesis del teorema sabemos que si {t, k} ⊂ {−M,−M + 1, · · · , 0, 1, · · · , M}
y t 6= k, entonces t−k

R+1
6∈ Z y, por tanto,

1

R + 1

R∑
j=0

e
2πi(t−k)j

R+1 = δt,k

De modo que

z(n) =
1

N

M∑
t=−M

x̂(t)e
2πint

N = x(n),

que es lo que querı́amos probar. ¤
A continuación incluimos un programa de Matlab válido para utilizar el teorema anterior para la

recuperación de señales a partir de valores muestrales uniformemente distribuidos en 0, · · · , N − 1.

function xrec=muestreouniforme(N,M,d);
% Funcion muestreouniforme(N,M,d)
% Este programa genera, de forma aleatoria, una señal x(n) de tamaño N y ancho de banda M y, tras
% muestrearla uniformemente con paso d, la recupera utilizando el teorema del muestreo digital uniforme.
%
% Evidentemente, este programa se puede modificar de forma muy simple para que, en vez de generar una señal
% de modo aleatorio, tome dicha señal como dato y a dicha señal el teorema del muestreo (Ejercicio!).

% N=longitud de la señal
% M=ancho de banda
% d=espaciado de la muestra
% xrec = la salida
% %%%%%%%%%%%
% Generamos una señal aleatoria (con distribución normal) de tamaño N.
close all;
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y=randn(1,N);
% Usamos dicha señal para convertirla en una señal de banda limitada con ancho de banda <=M.
filt1=ones(1,M+1);
filt2=zeros(1,N-2*M-1);
filt3=ones(1,M);
filt=[filt1 filt2 filt3];
y=y.*filt;
x=1000*ifft(y);
% Calculamos las muestras que nos haran falta para aplicar el teorema del muestreo digital uniforme
r=(N/d)-1;
% Aplicamos el teorema del muestreo digital uniforme (Para ello, haremos uso de la función de Matlab
% discretsincvector.m, que mostramos implementada a continuación de este algoritmo).
sincvector=discretsincvector(M,N);
for t=0:1:N-1

for j=0:1:r
tau(j+1)=d*x((d*j)+1)*sincvector(t-d*j+N);

end
xrec(t+1)=sum(tau);
end

% Dibujamos los resultados logrados.

% Dibujamos la parte real de: la señal original, los valores muestrales, y la señal recuperada
z=1:1:N;
xp=0:d:N-1;
figure;
subplot(3,1,1); plot(z,real(x)); xlabel(’Parte real de la señal’);
subplot(3,1,2); stem(xp,real(x(xp+1)));xlabel(’Valores muestrales’);
subplot(3,1,3); plot(z,real(xrec),’r’);xlabel(’Parte real de la señal recuperada’);
figure;
% Dibujamos la parte imaginaria de: la señal original, los valores muestrales, y la señal recuperada
subplot(3,1,1); plot(z,imag(x)); xlabel(’Parte imaginaria de la señal’);
subplot(3,1,2); stem(xp,imag(x(xp+1))); xlabel(’Valores muestrales’);
subplot(3,1,3); plot(z,imag(xrec),’r’); xlabel(’Parte imaginaria de la señal recuperada’);
% Dibujamos los errores cometidos tanto para la parte real como para la parte imaginaria
figure;
subplot(2,1,1); plot(z,real(x-xrec));xlabel(’Parte real del Error’);
subplot(2,1,2); plot(z,imag(x-xrec));xlabel(’Parte imaginaria del Error’);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% Función auxiliar discretsincvector
%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function SM = discretsincvector(M,N)
% function SM = discretsincvector(M,N)
% Calcula el analogo discreto de la funcion seno cardinal para trabajar con señales de banda limitada
% (ancho de banda M) y tamaño N dados. Calcula dicha funcion entre -(N-1) y N-1, que es donde es útil
%
% Parametros:
% M: ancho de banda
% N: tamaño de la señal

9
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% SM: vector salida
%
% Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).
%

% Vector de abcisas
t = (-N+1):(N-1);

% Reservamos memoria: la señal SM (salida) será un vector 1xN (todo a cero, inicialmente)
SM = repmat(double(0), size(t));

% Calculamos la función muestreo para valores distintos de cero
% Ojo al direccionamiento con vectores

SM( t>0 ) = sin(pi*(2*M+1)*t(t>0)/N)./(N*sin(pi*t(t>0)/N));
SM( t<0 ) = sin(pi*(2*M+1)*(t(t<0)+N)/N)./(N*sin(pi*(t(t<0)+N)/N));

% Asignamos el valor (en el lı́mite) de la funcion para t = 0

SM( t==0 ) = (2*M+1)/N;

Aplicando el algoritmo muestreouniforme(N,M,d) anterior, con N = 1024,M = 16, d = 16,
obtenemos los siguientes gráficos:

200 400 600 800 1000 1200
Parte real de la señal

200 400 600 800 1000 1200
Valores muestrales

200 400 600 800 1000 1200
Parte real de la señal recuperada

10



LAFA. Laboratorio de Análisis de Fourier Aplicado

200 400 600 800 1000 1200
Parte imaginaria de la señal

200 400 600 800 1000 1200
Valores muestrales

200 400 600 800 1000 1200
Parte imaginaria de la señal recuperada

200 400 600 800 1000 1200
Parte real del Error

200 400 600 800 1000 1200
Parte imaginaria del Error

4. Métodos iterativos para recuperación de señales discretas, basa-
dos en el muestreo irregular

En esta sección vamos a estudiar varios métodos iterativos, introducidos por K. Gröchenig en
1993 (ver [27]), para reconstruir señales x ∈ BM a partir de sus muestras

{x(n1), x(n2), · · · , x(nr)},
donde 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nr ≤ N − 1, r ≥ 2M + 1. Generalmente, para construir uno de tales
métodos se tiene en cuenta la siguiente propiedad:

Proposición 1 Sea A : Cn → Cn un operador lineal tal que ‖I − A‖ < 1. Entonces A es un
isomorfismo lineal. En particular, si existe un operador lineal A : BM → BM , tal que para el cálculo
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de Ax basta conocer los valores {x(ni)}r
i=1 y además satisface la desigualdad ‖I−A‖ < 1, entonces

toda señal x ∈ BM queda completamente determinada a partir de sus valores {x(ni)}r
i=1.

Demostración. Para demostrar la primera afirmación basta tener en cuenta que, como Cn es un
espacio vectorial de dimensión finita, si A : Cn → Cn es inyectiva entonces es biyectiva. Aho-
ra bien, si ‖I − A‖ < 1 entonces A es inyectiva puesto que, si Ax = 0 (con x 6= 0) entonces
‖x‖ = ‖(I −A)(x)‖ ≤ ‖I −A‖‖x‖ < ‖x‖, lo que es absurdo. La segunda afirmación es consecuen-
cia de la primera, unido a que x = A−1(Ax) y Ax = F (x(n1), · · · , x(nr)) por hipótesis. ¤

Podemos, por tanto, concluir que un método razonable para resolver el problema del muestreo
digital irregular con señales de banda limitada, se puede basar en los siguientes pasos:

Encontrar un operador lineal A : BM → BM , al cual llamamos “operador de aproximación”(y
que juega el papel de, dados los valores muestrales de nuestra señal, proporcionar una “aproxi-
mación inicial”de la misma) tal que:

(a) Para el cálculo de Ax basta conocer los valores {x(ni)}r
i=1.

(b) Para cierto valor γ ∈ (0, 1), y toda señal x ∈ BM se satisface la desigualdad ‖x− Ax‖ ≤
γ‖x‖

Denotando b = Ax, utilizar un algoritmo adecuado para el cálculo de x = A−1b.

En las condiciones que acabamos de describir, el cálculo de A−1b se suele basar en el uso del
siguiente resultado técnico (que es probablemente uno de los antecedentes más importantes (debido a
C. Neumann6) del conocido Teorema de la Aplicación Contractiva):

Lema 2 (C. Neumann, 1887) Sean X un espacio de Banach y A : X → X un operador lineal
acotado. Si ‖x−Ax‖X ≤ γ‖x‖X para todo x ∈ X y cierta constante γ ∈ (0, 1) entonces x se puede
reconstruir a partir de Ax mediante la iteración

x0 = Ax y xn+1 = xn + A(x− xn) para todo n ≥ 0.

Además, se verifica la siguiente estimación para el error cometido en el paso n-ésimo del algoritmo:

‖x− xn‖X ≤ γn+1‖x‖X .

Demostración. Veamos cuál es el efecto de la ejecución del algoritmo: Como xn+1 = xn + A(x −
xn) = (I − A)xn + Ax, se tiene que

xn+1 = (I − A)xn + Ax

= (I − A)((I − A)xn−1 + Ax) + Ax = (I − A)2xn−1 + (I − A)Ax + Ax
...
= (I − A)n+1x0 + (I − A)Ax + · · ·+ (I − A)Ax + Ax

6C. G. Neumann (1832-1925). Fundamentalmente, trabajó en cuestiones de Matemática Aplicada, como Fı́sica
Matemática, Teorı́a del potencial, o Electrodinámica. En la década de 1860 escribió varios trabajos sobre el principio de
Dirichlet y el potencial logarı́tmico, que fue introducido por él. En 1890, Emile Picard utilizó los resultados de Neumann
para desarrollar su conocido método de aproximaciones sucesivas (que utilizó para probar la existencia de soluciones en
varios problemas de ecuaciones diferenciales). El Teorema de la Aplicación Contractiva (cuya versión abstracta general
se debe a Banach) está inspirado en el método de Picard. Ver [51],[52],[65].
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y, como x0 = Ax, se concluye que

xn+1 =
(
(I − A)n+1 + (I − A)n + · · ·+ (I − A) + I

)
Ax

Por hipótesis, la norma del operador I − A verifica ‖I − A‖ ≤ γ < 1 y, por tanto, ‖(I − A)k‖ ≤ γk

para todo k ≥ 0, de modo que la serie
∑∞

n=0(I − A)k es absolutamente convergente y converge en
norma a cierto operador T : X → X . Ahora bien,

I −
n∑

k=0

(I − A)kA = I −
n∑

k=0

(I − A)k(I − (I − A))

= I −
n∑

k=0

((I − A)k − (I − A)k+1)

= I − (I − (I − A)n+1)

= (I − A)n+1

y, por tanto, ‖x − xn‖ = ‖(I − A)n+1x‖ ≤ γn+1‖x‖ → 0. Esto demuestra simultáneamente que
T = A−1 y la cota del error asegurada por el lema. ¤

Nota 1 Para las aplicaciones es importante obtener una cota del error ‖x− xn‖ que no dependa de
la norma de x puesto que se supone que desconocemos dicho dato. Esto se puede lograr fácilmente,
si tenemos en cuenta que I =

∑∞
k=0(I − A)kA y que ‖x− xn‖ = ‖(I − A)n+1x‖. Para verlo, basta

realizar la siguiente estimación:

‖x− xn‖ ≤ ‖I − A‖n‖(I − A)x‖ ≤ γn‖(I − A)x‖

≤ γn

∥∥∥∥∥

( ∞∑
i=0

(I − A)kA−
∞∑
i=0

(I − A)kA2

)
x

∥∥∥∥∥ = γn

∥∥∥∥∥

( ∞∑

k=0

(I − A)k

)
(A− A2)x

∥∥∥∥∥

≤ γn

( ∞∑

k=0

‖I − A‖k

)
‖(A− A2)x‖

≤ γn

( ∞∑

k=0

γk

)
‖x0 − x1‖

=
γn

1− γ
‖x0 − x1‖

Nota 2 En la nota anterior hemos obtenido una estimación a priori del error cometido en el paso
n−ésimo del algoritmo descrito por el Lema de Neumann Por otra parte, si tenemos en cuenta que
xn = ((I − A)n + (I − A)n−1 + · · · + (I − A) + I)Ax, y, por tanto, xn − xn−1 = (I − A)nAx,
entonces podemos hacer la siguiente estimación a posteriori del error:

‖x− xn‖ = ‖(I − A)(I − A)nx‖ = ‖(I − A)A−1(I − A)nAx‖
≤ ‖I − A‖‖A−1‖‖xn − xn−1‖

≤ γ
1

1− γ
‖xn − xn−1‖, puesto que A−1 =

∞∑

k=0

(I − A)k.
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Como se verá, los cálculos descritos en las dos últimas notas permiten claramente especificar criterios
de parada muy precisos a la hora de implementar algoritmos basados en el Lema de Neumann.

Nota 3 El Teorema de la aplicación contractiva garantiza que, si F : X → X es una aplicación
contractiva definida sobre el espacio métrico completo (X, d) (i.e., d(F (x), F (y)) ≤ γd(x, y) para
todo x, y ∈ X y un cierto γ ∈ (0, 1)) entonces F tiene un único punto fijo (i.e. un punto α ∈ X tal
que F (α) = α) y, además, para todo punto x0 ∈ X se tiene que el algoritmo descrito por

xn+1 = F (xn), n = 0, 1, 2, · · ·
converge geométricamente al único punto fijo de F .

En el contexto preciso del Lema de Neumann, basta tomar F (z) = x0+(I−A)z, donde x0 = Ax.
Evidentemente, F es contractiva y su único punto fijo es x = A−1x0.

Aunque el Lema de Neumann garantiza la convergencia geométrica del algoritmo, es frecuente-
mente necesario emplear métodos propios del álgebra lineal numérica para la aceleración de la con-
vergencia. Por ejemplo, si A es una matriz definida positiva o un operador regular en un espacio
de Hilbert, entonces los procesos de aceleración de la convergencia de Chebychev o del gradiente
conjugado proporcionan excelentes resultados.

Ya podemos enunciar el resultado principal de este capı́tulo. Se trata del siguiente algoritmo para
la reconstrucción de señales x ∈ BM a partir de muestras irregularmente espaciadas en el tiempo.

Teorema 4 (Gröchenig, 1993) Supongamos que 0 ≤ n1 < · · · < nr ≤ N−1 satisface 2M(2[d/2]+
1) < N , donde d = máx{ni+1 − ni}r

i=1 y nr+1 = n1 + N . Entonces toda señal x ∈ BM queda
completamente determinada por sus muestras {x(ni)}r

i=1 y, de hecho, puede reconstruirse mediante
el siguiente algoritmo:

x0 = P

(
r∑

i=1

x(ni)χi

)
(8)

xn+1 = xn + P

(
r∑

i=1

(x(ni)− xn(ni))χi

)
, (9)

donde χi denota la función caracterı́stica asociada al conjunto {li−1 + 1, li−1 + 2, · · · , li}, y li :=[ni+ni+1

2

]
para i = 1, · · · , r; l0 = lr −N . Además, la convergencia del algoritmo es geométrica con

razón γ =
sin πM

N

sin π
4[d/2]+2

. En particular7 se satisfacen las siguientes estimaciones del error:

‖x− xn‖ ≤ γn+1‖x‖, (10)

‖x− xn‖ ≤ γn

1− γ
‖x0 − x1‖, y (11)

‖x− xn‖ ≤ γ

1− γ
‖xn − xn−1‖. (12)

7En realidad, las estimaciones (11) y (12) que aparecen en este teorema no se encuentran en el trabajo original de
Gröchenig. Las hemos incluido aquı́, con el objetivo de proporcionar buenos criterios de parada para este algoritmo.
Lo mismo sucede en los otros resultados sobre recuperación de señales digitales que aparecerán posteriormente en este
capı́tulo.
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Demostración. Teniendo en cuenta el Lema 2 y las Notas 1, 2, sólo tendremos que realizar la esti-
mación de ‖x−Ax‖ para x ∈ BM y Ax = P (

∑r
i=1 x(ni)χi). Tal como están definidas, es claro que

las funciones χi satisfacen que
∑r

i=1 χi = 1 para todo i, de modo que, para x ∈ BM , se tiene que

x = P(x) = P(
r∑

i=1

xχi)

y, por tanto, podemos estimar ‖x− Ax‖ como sigue:

‖x− Ax‖2 = ‖P
(

r∑
i=1

(x− x(ni))χi

)
‖2

≤ ‖
r∑

i=1

(x− x(ni))χi‖2

=
N−1∑
n=0

∣∣∣∣∣
r∑

i=1

(x(n)− x(ni))χi(n)

∣∣∣∣∣

2

≤
r∑

i=1

li∑

n=li−1+1

|x(n)− x(ni)|2.

Para continuar con esta estimación será necesario estudiar las diferencias |x(n)−x(ni)| anteriores,
lo que se traduce en el uso de los siguientes resultados técnicos:

Lema 3 (Desigualdad de Bernstein Discreta) Denotemos por ∆x la sucesión de diferencias ∆x(n) =
x(n + 1) − x(n), donde forzamos, para conseguir periodicidad, la identidad ∆x(N − 1) = x(0) −
x(N − 1). Entonces, para cada x ∈ BM se tiene que

‖∆x‖ ≤ 2 sin
πM

N
‖x‖.

Demostración. Tomemos w = exp(2πi/N). Entonces, para toda señal x ∈ BM , se tiene que

(̂∆x)(k) = N− 1
2

N−1∑
n=0

(x(n + 1)− x(n))wkn = x̂(k)(wk − 1).

Como la DFT es un operador unitario y x̂(k) = 0 para M < |k| ≤ N/2, se tiene que

‖∆x‖ = ‖∆̂x‖ =

(
M∑

k=−M

|x̂(k)|2|wk − 1|2
) 1

2

≤ máx
|k|≤M

|wk − 1|
(

M∑

k=−M

|x̂(k)|2
) 1

2

≤ 2 sin
πM

N
‖x‖,
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ya que, para |k| ≤ M se tiene que

|wk − 1| = |e2πik/N − 1| = 2 sin
πk

N
≤ 2 sin

πM

N
.

Esto concluye la prueba. ¤

Lema 4 (Desigualdad de Wirtinger Discreta) Se tiene que:

Si x ∈ BM , x(1) = 0, entonces

d∑
n=1

|x(n)|2 ≤
(

4 sin2 π

2(2d− 1)

)−1 d−1∑
n=1

|∆x(n)|2.

Si x ∈ BM , x(0) = x(d + 1) = 0 y ∆2x(n) = x(n + 2)− 2x(n + 1) + x(n), entonces

d∑
i=1

|x(n)|2 ≤
(

16 sin4 π

2(d + 1)

)−1 d−1∑
n=1

|∆2x(n)|2.

Demostración. La idea es utilizar ciertas propiedades espectrales de las matrices Hermı́ticas. Sea
H una matriz Hermı́tica de orden n. Entonces sus valores propios son todos reales y podemos, por
tanto, ordenarlos de mayor a menor: σ(H) = {λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn}. Como H es Hermı́tica, es
diagonalizable con un cambio de base ortogonal y, por tanto, podemos afirmar que existe una base
ortogonal de Cn formada por vectores propios de H . Sea, pues, β = {v1, · · · , vn} una tal base, con
Hvi = λivi, i = 1, · · · , n. Entonces se tiene el siguiente resultado:

Lema 5 Se tiene que:

i) < Hx, x >≥ λn < x, x > para todo x en el n-espacio Cn.

ii) Si x es ortogonal a vn, entonces < Hx, x >≥ λn−1 < x, x >.

iii) Además, si λn−3 > λn−2 = λn−1 > λn, entonces todo vector x ortogonal a vn verifica que

(< Hx, x >= λn−1 < x, x >) ⇔ x ∈ span{vn−2, vn−1}

Demostración. Dado x ∈ Cn, x =
∑n

i=1 aivi, se tiene que < x, x >= ‖x‖2 =
∑n

i=1 |ai|2 y

< Hx, x > = <

n∑
i=1

aiλivi,

n∑
i=1

aivi >

=
n∑

i=1

n∑
j=1

aiλiaj < vi, vj >

=
n∑

i=1

|ai|2λi

≥ ‖x‖2λn.
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Esto demuestra i). Además, si x es ortogonal a vn, entonces x =
∑n−1

i=1 aivi. Por tanto,

< Hx, x >=
n−1∑
i=1

|ai|2λi ≥ λn−1‖x‖

Esto demuestra ii). La tercera afirmación se sigue de forma análoga. ¤
Consideremos ahora el problema del cálculo del valor mı́nimo de la expresión

τ(x) =
d−1∑
i=1

|x(i)− x(i + 1)|2.

Es evidente que podemos escribir

τ(x) = (x(1)− x(2), · · · , x(d− 1)− x(d))(x(1)− x(2), · · · , x(d− 1)− x(d))t

= < Ax, Ax >,

donde la matriz A está dada por

A = fil[(1,−1, 0, . . . , 0), (0, 1,−1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1,−1)] ∈ Md−1×d(C).

De modo que

τ(x) =< Ax,Ax >= (Ax)tAx = xtA
t
Ax = xtAtAx =< Hx, x >,

donde H = AtA es la matriz Hermı́tica dada por

H = fil[(2,−1, 0, · · · , 0); (−1, 2,−1, 0, · · · , 0); · · ·
· · · ; (0, · · · , 0,−1, 2,−1); (0, · · · , 0,−1, 2)]

Ahora bien, en 1947 Rutherford calculó el polinomio caracterı́stico de esta matriz (ver [61]), de-
mostrando que

pH(λ) = det(λI −H) =
n−1∏

k=1

(λ− 2− 2 cos
2kπ

2n− 1
).

Se sigue que el mı́nimo de los autovalores de H es

2(1 + cos
2(d− 1)π

2d− 1
) = 4 sin2 π

2(2d− 1)

¤
Ahora vamos a continuar con nuestra demostración del Teorema 4. Tenemos que estimar las sumas

li∑

n=li−1+1

|x(n)− x(ni)|2; i = 1, · · · , r.
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Para realizar dicha estimación lo que se hace es descomponer la suma en dos trozos, teniendo en
cuenta que li−1 + 1 ≤ li−1 + 2 ≤ · · · ≤ ni ≤ · · · li. Entonces, si definimos las señales discretas

x̃1(j) = x(ni + 1− j)− x(ni) para j = 1, · · · , ni − li−1,

y
x̃2(j) = x(ni − 1 + j)− x(ni) para j = 1, · · · , li − ni + 1,

se observa de forma trivial que los valores
{|x̃1(1)|2, |x̃1(2)|2, · · · , |x̃1(ni − li−1)|2

}

recorren biunı́vocamente la sucesión de valores {|x(n)− x(nj)|2}ni
n=li−1+1 y los valores

{|x̃2(1)|2, |x̃1(2)|2, · · · , |x̃1(li − ni + 1)|2}

recorren biunı́vocamente la sucesión de valores {|x(n)−x(nj)|2}li
n=ni

. Además, es importante obser-
var que para n = ni, |x(n)− x(ni)|2 = 0 y que

∆x̃1(j) = x̃1(j + 1)− x̃1(j) = x(ni − j)− x(ni − (j − 1)) = ∆x(ni − (j − 1))

y también

∆x̃2(j) = x̃2(j + 1)− x̃2(j) = x(ni − j)− x(ni − (j − 1)) = ∆x(ni − (j − 1)).

Teniendo todo esto en cuenta, podemos utilizar las desigualdades de Wirtinger discretas con las
señales x̃i, i = 1, 2, para obtener que

li∑
n=ni

|x(n)− x(ni)|2 =

li−ni+1∑
j=1

|x̃2(j)|2

≤
(

4 sin2 π

2(2(li − ni + 1)− 1)

)−1 li−ni∑
j=1

|∆x̃2(j)|2

=

(
4 sin2 π

2(2(li − ni + 1)− 1)

)−1 li−1∑
n=ni

|∆x(n)|2

y

ni∑

n=li−1+1

|x(n)− x(ni)|2 =

ni−li−1∑
j=1

|x̃1(j)|2

≤
(

4 sin2 π

2(2(ni − li−1)− 1)

)−1 ni−li−1−1∑
j=1

|∆x̃1(j)|2

=

(
4 sin2 π

2(2(ni − li−1)− 1)

)−1 ni−1∑

n=li−1+1

|∆x(n)|2
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Ahora bien, es fácil comprobar que máx{l1 − ni + 1, ni − li−1} ≤ [d
2
] + 1 y, por tanto,

(
4 sin2 π

4[d/2] + 2

)−1

≥ máx

{(
4 sin2 π

2(2(li − ni + 1)− 1)

)−1

,

(
4 sin2 π

2(2(ni − li−1)− 1)

)−1
}

,

de modo que hemos logrado la siguiente estimación:

‖x− Ax‖2 ≤
(

4 sin2 π

4[d/2] + 2

)−1 r∑
i=1

li∑

n=li−1+1

|∆x(n)|2

=

(
4 sin2 π

4[d/2] + 2

)−1

‖∆x‖2

Utilizamos ahora el hecho de que x ∈ BM para aplicar la desigualdad de Bernstein en la esti-
mación de la norma ‖∆x‖2, obteniendo que

‖x− Ax‖2 ≤ sin2 πM
N

sin2 π
4[d/2]+2

‖x‖2.

Se sigue que la norma de I − A como operador definido sobre BM , satisface

‖I − A‖ ≤ sin πM
N

sin π
4[d/2]+2

.

Como la función sin(·) es monótona creciente en [0, π
2
], y 0 < π

4[d/2]+2
, πM

N
< π

2
, se sigue que la

norma del operador I − A es menor que uno siempre que πM
N

< π
4[d/2]+2

, lo que está garantizado por
las hipótesis del teorema. Esto, unido al uso del Lema 2, finaliza la demostración. ¤

Un objetivo perfectamente razonable, una vez se ha demostrado el Teorema 4, es buscar algorit-
mos que mejoren dicho resultado, bien porque sean más sencillos de implementar (manteniendo las
mismas propiedades de convergencia) o bien porque se logra una velocidad de convergencia superior
a la garantizada por este teorema. El propio Gröchenig incorpora, en su artı́culo de 1993 (ver [27]),
dos mejoras del Teorema 4, la primera de las cuales se traduce en el siguiente resultado.

Teorema 5 (Gröchenig, 1993) Supongamos que 0 ≤ n1 < · · · < nr ≤ N−1 satisface 2M(2[d/2]+
1) < N , donde d = máx{ni+1 − ni}r

i=1 y nr+1 = n1 + N , y sea λ ∈ (0, 2
(1+γ)2

) un parámetro de

relajación, donde γ =
sin πM

N

sin π
4[d/2]+2

. Entonces toda señal x ∈ BM puede reconstruirse mediante el

siguiente algoritmo:

x0 = λ

r∑
i=1

wix(ni)Pεni
(13)

xn+1 = xn + λ

r∑
i=1

(x(ni)− xn(ni))wiPεni
, (14)
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donde wi = li+1 − li, li :=
[ni+ni+1

2

]
para i = 1, · · · , r, lr+1 = l1 + N ; y

Pεl
(j) =

sin (2M+1)π(j−l)
N

N sin π(j−l)
N

= sincM(j − l). (15)

Además, la convergencia del algoritmo es geométrica con razón γ = máx{|1−λ(1+γ)2|, |1−λ(1−
γ)2|}. En particular, se satisfacen las siguientes estimaciones del error:

‖x− xn‖ ≤ γn+1‖x‖, (16)

‖x− xn‖ ≤ γn

1− γ
‖x0 − x1‖, y (17)

‖x− xn‖ ≤ γ

1− γ
‖xn − xn−1‖. (18)

Demostración. Lo primero que vamos a hacer es explicar el significado de las señales Pεl
, definidas

en (15). Para ello, tomamos l ∈ {0, 1, . . . , N−1} y definimos la señal εl ∈ l2(ZN) como εl(k) = δl,k.
Si denotamos por P la proyección ortogonal sobre BM , entonces se puede comprobar fácilmente que
Pεl

= P(εl). Veámoslo. Para empezar, es claro que

ε̂l(k) =
N−1∑
n=0

εl(n)e
−2πikn

N =
N−1∑
n=0

δl,ne
−2πikn

N = e
−2πikl

N

Por tanto,

P(εl)(j) =
1

N

M∑

k=−M

ε̂l(k)e
2πikj

N =
1

N

M∑

k=−M

e
2πik(j−l)

N = sincM(j − l) = Pεl
(j),

que es lo que querı́amos demostrar. Es por tanto evidente que el algoritmo descrito por este teorema
es una variante del descrito por el Teorema 4, en la que cambiamos el operador A : BM → BM , dado
por Ax = P(

∑r
i=1 x(ni)χi) por el operador B : BM → BM dado por Bx = λP(

∑r
i=1 wix(ni)εni

).
Es decir: cambiamos las señales χi por las señales εni

.
Para poder demostrar la convergencia geométrica del algoritmo, con razón de convergencia γ ∈

(0, 1) es necesario demostrar que la norma del operador I −B satisface ‖I −B‖ ≤ γ.
Ahora bien: ¿Cómo estimamos la norma ‖I − B‖?. La idea es utilizar que I − B es un operador

autoadjunto sobre el espacio de Hilbert BM ' C2M+1 y, por tanto, su norma se puede determinar
en términos de los productos escalares < (I − B)x, x >, x ∈ BM , como queda reflejado en los
siguientes dos lemas técnicos (recordemos que el operador L : H → H se dice autoadjunto si, para
todo x, y ∈ H , se tiene que < Lx, y >=< x, Ly >).

Lema 6 El operador B : BM → BM dado por B(x)(n) = λ
∑r

i=1 wix(ni)Pεni
(n) es autoadjunto.
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Demostración. Ya hemos probado que el operador B se puede escribir como Bx = λP(
∑r

i=1 wix(ni)εni
).

Por tanto, si x, y ∈ BM , entonces

< Bx, y > = < λP(
r∑

i=1

wix(ni)εni
), y >

= < λP(
r∑

i=1

wix(ni)εni
),P(y) > (pues y = P(y))

= λ <

r∑
i=1

wix(ni)εni
, y > (pues P conserva el producto escalar)

= λ

N−1∑
n=0

(
r∑

i=1

wix(ni)εni
(n)y(n)

)

= λ

r∑
i=1

wix(ni)y(ni)

= λ

r∑
i=1

wiy(ni)x(ni)

= < x, By >,

que es lo que querı́amos probar. ¤

Lema 7 Sea L : Cn → Cn un operador lineal autoadjunto. Entonces

‖L‖ = sup
x6=0

| < Lx, x > |
‖x‖2

En particular, si existen constantes α, β tales que α‖x‖2 ≤< Lx, x >≤ β‖x‖2, para toda señal x ∈
Cn. Entonces ‖L‖ ≤ máx{|α|, |β|}.

Demostración. Sea c := supx6=0
|<Lx,x>|
‖x‖2 . Como | < Lx, x > | ≤ ‖Lx‖‖x‖ ≤ ‖L‖‖x‖2, es claro que

c ≤ ‖L‖. Queremos demostrar que, si L es autoadjunto, entonces ‖L‖ = c.
Dados dos vectores u, v ∈ Cn, es claro que

< Lu, v > + < Lv, u > =
1

2
(< L(u + v), u + v > − < L(u− v), u− v >) (pues L es autoadjunto)

≤ c

2

(‖u + v‖2 + ‖u− v‖2
)

(pues, ∀z ∈ Cn : | < Lz, z > | ≤ c‖z‖2)

= c
(‖u‖2 + ‖v‖2

)
(por la identidad del paralelogramo).

Tomamos ahora dos señales arbitrarias x, y ∈ Cn y representamos el producto escalar < Lx, y >
en forma polar, < Lx, y >= | < Lx, y > |eiα. Si tomamos u = e−iα

‖x‖ x y v = 1
‖y‖y, obtenemos que

< Lu, v >=
e−iα

‖x‖
1

‖y‖ < Lx, y >=
| < Lx, y > |
‖x‖‖y‖
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y, análogamente,

< Lv, u >=
| < Lx, y > |
‖x‖‖y‖ .

Por tanto, si aplicamos la desigualdad que acabamos de probar a los vectores u, v, obtenemos que

2| < Lx, y > |
‖x‖‖y‖ = | < Lu, v > + < u, Lv > | ≤ c

(‖u‖2 + ‖v‖2
)

= 2c

o, lo que es lo mismo,
| < Lx, y > | ≤ ‖x‖‖y‖c

Tomamos y = Lx y sustituimos en la desigualdad anterior, obteniendo que ‖Lx‖2 ≤ c‖x‖‖Lx‖ y,
por tanto, ‖Lx‖ ≤ c‖x‖ para todo x ∈ Cn. Es decir, ‖L‖ ≤ c, que es lo que deseábamos probar. ¤

Continuamos ahora con la prueba del Teorema 5. Como B es autoadjunto, también el operador
L = I −B : BM → BM es autoadjunto. Además para toda señal x ∈ BM se tiene que

< (I −B)x, x > = < x− λP(
r∑

i=1

wix(ni)εni
), x >

= ‖x‖2 − λ < P(
r∑

i=1

wix(ni)εni
),P(x) > (pues x = P(x))

= ‖x‖2 − λ <

r∑
i=1

wix(ni)εni
, x > (pues P(x) conserva el producto escalar)

= ‖x‖2 − λ

r∑
i=1

wi|x(ni)|2.

Se sigue que, para poder aplicar el Lema 7 al operador L = I − B, es necesario antes obtener
estimaciones de la suma

∑r
i=1 wi|x(ni)|2 en términos de una constante multiplicada por la norma

‖x‖2. Ahora bien, como ‖I − A‖ < γ y, por tanto, ‖A−1‖ < (1 − γ)−1 entonces, para toda señal
x ∈ BM , se tiene que

(1− γ)2‖x‖2 = (1− γ)2‖A−1Ax‖2

≤ (1− γ)2‖A−1‖2‖Ax‖2

= (1− γ)2‖A−1‖2‖P(
r∑

i=1

x(ni)χi)‖2

≤ ‖
r∑

i=1

x(ni)χi‖2

≤
r∑

i=1

|x(ni)|2wi

Además,
r∑

i=1

|x(ni)|2wi ≤ (‖x‖+ ‖x−
r∑

i=1

x(ni)χi‖)2 ≤ (1 + γ)2‖x‖2
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Se sigue que, para toda señal x ∈ BM ,

(1− λ(1 + γ)2)‖x‖2 ≤< (I −B)x, x >= ‖x‖2 − λ

r∑
i=1

|x(ni)|2wi ≤ (1− λ(1− γ)2)‖x‖2

y, por tanto, aplicando el lema anterior,

‖I −B‖ ≤ máx{|1− λ(1 + γ)2|, |1− λ(1− γ)2|} ≤ 1 siempre que λ ∈ (0,
2

(1 + γ)2
).

Esto concluye la demostración. ¤

Nota 4 Se puede calcular el valor óptimo del parámetro de relajación λ. Para ello, basta observar
que la función ϕ(λ) = máx{|1− λ(1 + γ)2|, |1− λ(1− γ)2|, alcanza, en el intervalo (0, 2

(1+γ)2
), su

mı́nimo en λ = 2
(1+γ)2+(1−γ)2

. Dicho valor es:

mı́n
λ∈(0, 2

(1+γ)2
)
máx{|1− λ(1 + γ)2|, |1− λ(1− γ)2|} =

2γ

1 + γ2
.

Terminamos esta sección implementando el algoritmo descrito por el Teorema 5.

function grochenig(func,dt,L,r,tol)
% function grochenig(func,dt,L,r,tol)
% Este programa, a partir de una señal analógica f(t) (implementada en el fichero de nombre func.m)
% genera una señal digital tomando las muestras x(n)=f(n*dt), para n=0,1,...,N-1 y (N-1)dt<=L<Ndt.
% A continuación construye, de forma aleatoria, un conjunto de puntos
% 0<=n_0<n_1<...<n_r<N
% distribuidos de forma irregular en {0,1,...,N-1} y calcula M con la propiedad de que
% 2M(2[delta/2]+1)<N
% y, por tanto, nuestro vector es valido para el muestreo de señales digitales
% de tamaño N y ancho de banda M
%
% Finalmente, utiliza los valores muestrales x(n_0),....,x(n_r) para recuperar la señal x(n) para todo n
% mediante la aplicación del Teorema de Grochenig (Teorema 5.4.10 del texto).
%
% Autores: J. M. Almira, J. A. Cid, A. E. Romero (2005)
%
close all;
h=0:dt:L;
x=feval(func,h);
N=length(x);
% elegimos r indices para muestra aleatoria (Para ello se usa una función de Matlab que implementamos a
% continuación de este algoritmo: la función muestrairreg.m)
xp=muestrairreg(N,r);
% calculamos los pesos correspondientes
wp=pesos(xp,N);
%calculamos el maximo ancho de banda M para ese r
t=2:1:r; xp2=[xp(t),xp(1)+N] ;
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xp1=[xp(t-1),xp(r)];
delta = max(xp2-xp1)
Mmax =floor(N/(2*(2*floor(delta/2)+1)))
M=input(’Introduzca el valor de M: ’);
% Cálculo de la matriz matrix=lambda*wp*P
gamma=((sin(pi*M/N))/(sin(pi/(4*floor(delta/2) + 2))));

%%%% Cálculo del parámetro óptimo de relajación %%%%

lambda=2/((1+gamma)ˆ2+(1-gamma)ˆ2);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% A continuación hacemos uso de la función discretsincvector.m, que ya habı́amos hecho explı́cita en el
% programa de Matlab que implementa el teorema del muestreo digital uniforme. De todos modos, incluimos
% también ahora dicho fichero, por completitud (ver el final del algoritmo)
sinc=discretsincvector(M,N);
for i=1:r

for j=1:N
matrix(i,j)=lambda*wp(i)*sinc(j-1-xp(i)+N);

end
end

x0=x(xp)*matrix;
x1=x0;

% Calculamos el número de máximo iteraciones (usando la estimación a priori del teorema)

gammabar=max(abs(1-lambda*(1+gamma)ˆ2),abs(1-lambda*(1-gamma)ˆ2))
nitermax=floor(log(tol*(1-gammabar)/(norm(x0)))/log(gammabar)+1)+1

% Realizamos las iteraciones pero introducimos como criterio de parada que
% ||x_{n+1}-x_{n}||.(gamma/(1-gamma))<=toletancia. Al final, se verá
% cuántas iteraciones (comparadas con lo estimado a priori) se han tenido
% que realizar.

for i=1:1:nitermax
x2=x1+x0-x1(xp)*matrix;
if (norm(x2-x1) < tol*(1-gammabar)/gammabar )

print(’Convergencia alcanzada en las siguientes iteraciones’)
i
x1=x2;
break

end
x1=x2;

end
figure(1);
subplot(4,1,1);plot(1:N,real(x),’r’);zoom on; xlabel(’Señal original’);
subplot(4,1,2);stem(xp,real(x(xp)));zoom on; xlabel(’Muestras tomadas’);
subplot(4,1,3);plot(1:N,real(x1),’b’);zoom on; xlabel(’Señal recuperada’);
subplot(4,1,4);plot(1:N,real(x - x1),’r’);zoom on; xlabel(’Error’);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
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% Función auxiliar muestrairreg
%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function xp=muestrairreg(N,r);
% Construye de forma aleatoria, un conjunto de puntos
% 0<=n_0<n_1<...<n_r<N
% distribuidos de forma irregular en {0,1,...,N-1} y calcula M con la propiedad de que
% 2M(2[delta/2]+1)<N
% y, por tanto, nuestro vector es valido para el muestreo de señales digitales de tamaño N
% y ancho de banda M
%
% Parametros:
% N: tamaño de la señal a muestrear
% M: ancho de banda de la señal x.
% r+1: numero de puntos de la muestra
% xp: señal de salida
%
% Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).
%

d=floor(N/(r+1));
xp=d:d:r*d;
modif=-1+2*rand(1,r);
modif=sign(modif);
xp=xp+floor(d/3)*modif;
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% Función auxiliar discretsincvector
%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function SM = discretsincvector(M,N)
% function SM = discretsincvector(M,N)
% Calcula el análogo discreto de la función seno cardinal para trabajar con señales de banda limitada
% (ancho de banda M) y tamaño N dados. Calcula dicha función entre -(N-1) y N-1, que es donde es útil
%
% Parámetros:
% M: ancho de banda
% N: tamaño de la señal
% SM: vector salida
%
% Autores: J. M. Almira, A. E. Romero (2005).
%

% Vector de abcisas
t = (-N+1):(N-1);

% Reservamos memoria: la señal SM (salida) será un vector 1xN (todo a cero, inicialmente)
SM = repmat(double(0), size(t));

% Calculamos la función muestreo para valores distintos de cero
% Ojo al direccionamiento con vectores

SM( t>0 ) = sin(pi*(2*M+1)*t(t>0)/N)./(N*sin(pi*t(t>0)/N));
SM( t<0 ) = sin(pi*(2*M+1)*(t(t<0)+N)/N)./(N*sin(pi*(t(t<0)+N)/N));

% Asignamos el valor (en el lı́mite) de la funcion para t = 0

SM( t==0 ) = (2*M+1)/N;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% Función auxiliar pesos
%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function W = pesos(x,N);

r=length(x);
x=[x, x(1)+N];
L=0.*(1:1:(r+1));
W=0.*(1:1:r);
for k=1:1:r

L(k)=floor((x(k)+x(k+1))./2)
end
L(r+1)=L(1)+N;
for k=1:1:r
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W(k)=L(k+1)-L(k)
end;

Ejemplo 1 Ejemplificamos el uso del anterior programa con la función

x(t) = cos(
t

10
) + sin(− t

5
),

que guardamos en el fichero siguiente:

function y = mifuncion(t)

k=0.1;

y=cos(k.*t)+sin(-2*k.*t);

Si ejecutamos la sentencia grochenig(′mifuncion′,pi/512,20 ∗ pi,31,10−3);, se produce
como salida el siguiente conjunto de gráficos (cuya interpretación es obvia):

2000 4000 6000 8000 10000 12000
Señal original

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Muestras tomadas

2000 4000 6000 8000 10000 12000
Señal recuperada

2000 4000 6000 8000 10000 12000
Error

5. Otra interpretación del problema del muestreo discreto
En esta sección vamos a proporcionar una descripción del problema del muestreo discreto que

lo convierte en un problema de interpolación de polinomios trigonométricos, y vamos a desarrollar
algoritmos especı́ficos para la solución del problema más general.

Sea x ∈ BM . Entonces x(n) = 1
N

∑M
k=−M x̂(k)e2πikn/N , de modo que podemos interpretar x

como la restricción del polinomio trigonométrico de periodo 1 y grado ≤ M dado por

p(t) =
1

N

M∑

k=−M

x̂(k)e2πikt
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sobre la sucesión { n
N
}N−1

n=0 ⊂ [0, 1). Se sigue que el problema del muestreo discreto para la señal
x ∈ BM se traduce en el problema de la reconstrucción del polinomio p a partir de sus muestras
p(

nj

N
), j = 1, · · · r. Ahora, desde este punto de vista, resulta completamente irrelevante si los puntos

de [0, 1) en los que se conoce p(t) están o no en progresión aritmética: lo esencial es que, al ser p un
polinomio trigonométrico de grado ≤ M , entonces éste queda completamente determinado a partir
de sus valores sobre cualquier conjunto de puntos de tamaño ≥ 2M + 1.

Se sigue de la discusión anterior que el problema de la interpolación de polinomios trigonométri-
cos mediante el uso de otros polinomios trigonométricos generaliza al problema del muestreo de
señales digitales.

Teorema 6 Sea p ∈ TM un polinomio trigonométrico de grado ≤ M y sea {0 ≤ t1 < · · · < tj <
· · · < tr} ⊂ [0, 1), t0 = tr − 1, tr+1 := t0 + 1. Si

δ = máx
j=0,··· ,r

(tj+1 − tj) <
1

2M

entonces {tj}r
j=1 es un conjunto de unicidad para p. Además, para todo λ ∈ (0, 2

(1+2δM)2
), el algorit-

mo iterativo descrito por

p0(t) = λ

r∑
j=1

p(tj)wjDM(t− tj) (19)

pn+1 = pn(t) + λ

r∑
j=1

(p(tj)− pn(tj))wjDM(t− tj), (20)

donde wj =
tj+1−tj−1

2
, t0 = tr − 1, tr+1 = t1 + 1, y

DM(t) =
M∑

k=−M

e2πikt =
sin(2M + 1)πt

sin πt

es el núcleo de Dirichlet; produce una sucesión de polinomios trigonométricos de grado ≤ M que
converge a p geométricamente en la norma L2, con razón de convergencia al menos

γ = máx{|1− λ(1 + 2δM)2|, |1− λ(1− 2δM)2|}.

Demostración. Como δ < 1
2M

, se sigue que r ≥ 2M + 1 y, por tanto, p ∈ TM queda completamente
determinado a partir de los valores {p(tj)}r

j=1.
Denotemos por χj = χ[yj−1,yj ] la función caracterı́stica asociada al intervalo [yj−1, yj] y definamos

el operador

A(p) = P (
r∑

j=1

p(xj)χj),

donde P denota la proyección ortogonal de L2(0, 1) en TM .
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Nota: Obviamente,

P (x) =
M∑

k=−M

x̂(k)e2πikt

=

∫ 1

0

x(s)
M∑

k=−M

e−2πik(t−s)ds

= < x,DM(· − s) >

= x ∗DM .

Se sigue de la definición de A que

‖p−A(p)‖2
2 ≤

r∑
j=1

∫ yj

yj−1

|p(t)− p(tj)|2dt

Al ser |yj − tj|, |tj − yj−1| ≤ δ/2, podemos aplicar la desigualdad de Wirtinger clásica para estimar
las integrales anteriores, restringiendonos a los intervalos [yj−1, tj] y [tj, yj], obteniendo que

r∑
j=1

∫ yj

yj−1

|p(t)− p(tj)|2dt ≤ δ2

π2

r∑
j=1

∫ yj

yj−1

|p′(t)|2dt =
δ2

π2
‖p′‖2.

Además, como p ∈ TM , podemos estimar ‖p′‖2 ≤ 2πM‖p‖2 y, por tanto:

‖p−A(p)‖2 ≤ 2δM‖p‖2.

En particular, si 2Mδ < 1, entonces A es invertible sobre TM , ‖A−1‖ ≤ (1 − 2δM)−1 y p se puede
reconstruir a partir de sus valores {p(tj)}r

j=1 utilizando el operador A y el procedimiento descrito en
el Lema 2.

Ahora bien, se puede demostrar que

(1− 2δM)2‖p‖2
2 ≤ ‖

r∑
j=1

p(tj)χj‖2
2 =

2∑
j=1

|p(tj)|2wj ≤ (1 + 2δM)2‖p‖2
2

y, por tanto, si definimos el operador B : TM → TM como

B(p)(t) =
r∑

j=1

p(tj)wjDM(t− tj),

entonces es claro que

< B(p), p >=
r∑

j=1

|p(tj)|2wj.
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Por tanto, el espectro del operador B está completamente contenido en el intervalo [(1− 2δM)2, (1+
2δM)2]. Se sigue que B es invertible (pues 0 6∈ σ(B). El algoritmo descrito por (19) y (20) es
precisamente: p0 = λB(p) y pn+1 = pn + λB(p− pn), de modo que

‖p− pn+1‖ = ‖p− pn + λB(p− pn)‖ ≤ ‖1d − λB‖‖p− pn‖; n = 0, 1, · · ·
y, por tanto,

‖p− pn+1‖ ≤ ‖1d − λB‖‖p− pn‖
≤ ‖1d − λB‖2‖p− pn−1‖
≤ · · · ≤ ‖1d − λB‖n+1‖p− p0‖.

Se sigue que, si ‖1d−λB‖ < 1 entonces el algoritmo converge geométricamente. Ahora bien, σ(1d−
λB) = 1− λσ(B) y, como σ(B) ⊂ [(1− 2δM)2, (1 + 2δM)2], se concluye que

σ(1d − λB) = [1− λ(1− 2δM)2, 1− λ(1 + 2δM)2]

Se sigue que, si γ = máx{|1 − λ(1 + 2δM)2|, |1 − λ(1 − 2δM)2|} < 1 entonces ‖1d − λB‖ < 1 y
el algoritmo converge geométricamente con razón de convergencia γ. ¤

Si identificamos los polinomios trigonométricos con sus coeficientes (para lo que basta hacer uso
del isomorfismo natural i : TM → C2M+1, i(

∑M
k=−M ake

2πikt) = (a−M , a−M+1, · · · , a0, a1, · · · , aM)),
entonces el algoritmo descrito por el Teorema 6 se puede interpretar como un algoritmo en C2M+1.
Para ello, veamos cómo actúa el operador B en términos de los coeficientes de los polinomios p ∈ TM :

B(p)(t) =
r∑

j=1

(
M∑

k=−M

ake
2πiktj

)
wjDM(t− tj)

=
r∑

j=1

(
M∑

k=−M

ake
2πiktj

)
wj

M∑

l=−M

e2πil(t−tj)

=
M∑

l=−M

[
M∑

k=−M

(
r∑

j=1

wje
−2πitj(l−k)ak

)]

=
M∑

l=−M

(
M∑

k=−M

Cl,kak

)
,

donde Cl,k =
∑r

j=1 wje
−2πitj(l−k). De modo que, si a denota el vector de coeficientes de p y b denota

el vector de coeficientes de B(p), entonces la relación anterior se expresa como

b = Ca,

donde C = (Cl,k)|k|,|l|≤M ∈ M2M+1(C). La matriz C anterior tiene la particularidad de que, si
definimos los valores

γl =
r∑

j=1

wje
−2πitj l; (|l| ≤ 2M),

entonces Cl,k = γl−k y, por tanto, es constante en las diagonales l − k = cte. Además, γs = γ−s

para todo s, de modo que Cl,k = Ck,l para todo k, l. Estas observaciones nos llevan a concluir que el
algoritmo descrito por (19) y (20) se puede reformular de la siguiente forma:
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Teorema 7 Supongamos que 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tr < 1. Si δ = máx{tj+1 − tj}r
j=1 < 1

2M
en-

tonces la matriz C definida anteriormente es una matriz de Toeplitz autoadjunta, invertible y definida
positiva. Además, C tiene número de condición

cond C ≤
(

1 + 2δM

1− 2δM

)2

.

Además, todo polinomio trigonométrico p ∈ TM se puede reconstruir a partir de sus valores {p(tj)}r
j=1,

de la siguiente forma:

Tomamos a(0) = (a
(0)
−M , · · · , a

(0)
M ), donde

a
(0)
l =

r∑
j=1

p(tj)wje
−2πitj l; para |l| ≤ M.

Hacemos, para n = 0, 1, · · ·

a(n+1) = a(n) + λC(a(0) − a(n)).

Entonces el vector de coeficientes de p está dado por a = C−1a(0), y

ĺım
n→∞

‖a(n) − a‖ = 0

(para cualquier norma que se considere sobre C2M+1) siempre que el parámetro de relajación
λ verifique que 0 < λ < 2

(1+2δM)2
.
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